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様相論理における

シークエ ン ト計算 とタブロー法

久 本 久 男

冠頭タブ ロー法 は分析的方法であるので,様 相論理において比較的理解容易なシ

ンタクスである。冠頭タブ ロー法のタブロールール を利用 して,タ ブロールール と

証 明に関 して同等な冠頭 シークエ ン ト推論ルール をつ くる。そ して,冠 頭シークエ

ン ト計算体系 を提案す る。 この体系は統合的方法であるが,冠 頭タブロー法に基礎

づ けられているので,各 推論ルールを直感的に理解で きる。

キーワー ド 様相論理,シ ンタクス,冠 頭 タブロー法,冠 頭シークエン ト推論

ルール

様相論理学の一分野である認識論理やダイナ ミック論理の観点から,決 定,ゲ ーム状況を

再構築する研究が進みつつある。そ して,論 理を議論するとき,一 般に2つ のアプ ローチが

ある。論理式 と文が表 している意味や真偽 を基礎に論理を研究す るアプローチを意味論,セ

マ ンティクス(semantics)と いう。他方,論 理式 と文を意味や真偽をもつものではな く,単

に記号の列 と考える。そ して,そ の記号操作 としての推論,証 明構造を研究するアプ ローチ

をシンタクス(syntax)と いう。シンタクスには大別 して2つ の方法,す なわち,統 合的方

法(syntheticprocedure)と 分析的方法(analyticprocedure)が ある。

統合的方法の代表的な方法はゲンツェン(Gentzen,G)の シークエ ント計算である。シー

クエン ト計算 を様相論理の レベル まで拡張 し,ク リプキモデルと健全性,完 全性の関係 にあ

る推論ルールをつ くれば,各 推論ルール は何 らかの根拠を持つことになる。 これまでのシン

タクスは,少 な くとも,こ のようなアプ ローチを利用 してきた。このアプローチにおいて,

論理学のユーザーの観点か ら見て,命 題論理,(一 階)述 語論理の レベルでは,シ ークエント

計算の推論ルールは直感的理解に沿っている。 しか し,様 相論理のレベルでは,各 推論ルー

ルの根拠がそれほど理解 しやすいとは言い難い。他方,分 析的方法の代表的な方法 はタプロ

ー法である。 この方法は統合的方法 と比較 して簡単である。 また,ユ ーザーの観点か ら見て,

タプロールールは直感的に理解できる。

すると,理 解容易なタブロー法を利用 して様相論理のためのシークエン ト計算 を再構築す
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る発 想が生 まれ る。命題論 理,(一 階)述 語論理の レベル では,Smullyan[1995〕(Chapter

XI)が,ブ ロ ックタプ ロー(blocktableaux)を 利 用 して,タ ブ ロー法 と証 明に関 して同等 な

シークエ ン ト計算体系 を提 案 してい る。さ らに,Fitting[1983](Chapter3,section6)は,

こ の方法 を様 相論理 まで拡 張 し,様 相 論理 のための シー クエ ン ト計算 体系 を提 案 して い る。

しか し,Fittingが 提 案 す る推論ル ール はタブ ロー法 にお けるBranchModificationRules

(Fitting[1983]pp35)を 利 用 す るため,そ れ ほ ど理解 容易 な推論ルs-一・ル とは言 い難 い。そ こ

で,小 論 で はつ ぎの ような方法 に したが って,理 解 容易 な推論ル ール を もつ 冠頭 シー クエ ン

ト計算(prefixedsequentcalculus)を 提 案す る:

1.ク リプ キモデル の各 可能世 界 に対応 す る記号 を導入 し,到 達可能性 を表 す二項 関係 を

陽表 的 に取 り扱 う冠頭 タブ ロー法(prefixedtableausystem)を 利 用 す る。

2.Smullyan[1995](ChapterXI)の 方法 に したが って,冠 頭 タブ ロー法 を基 礎 に冠頭 シ

ー クエ ン ト計算体 系 をつ くる。 ただ し,簡 単化の ため,命 題 論理 のみ を含 む様相論 理

で,ク リプ キモデルKの み に分析 対象 を限定 す る。

この 目的 に沿 って,小 論の構成 をつ ぎの ようにす る。第1節 で は,ク リプ キモデルKの た

めの タブ ロー法 を解説 す る。第2節 で は,冠 頭 タブ ロー法 か ら冠 頭 シー クエ ン ト計算 にお け

る推論ル ール を構成 す る。第3節 で は,冠 頭 シー クエ ン ト計算体 系 と証 明図の具体例 を示す。

1ク リプキモデルとタブロー法

決定,ゲ ーム状況 を分析す ることが最終 目的であるので,小 論では様相論理の対象 となる

人をテレーヤ とよぶ。

まず,プ レーヤが使 う語彙 もしくは記号の集まりである言語を一般的に定義する。

定義[言 語(language)]:
　

つぎの記号の集合 を言語 とよぶ。

●命題変数P,(?,R,...

●論理結合子 へV,⊃,「,K

つ ぎに,論 理式 をつぎの ように帰納的に定義する。

定義[論 理式(formula)]:

●あらゆる命題変数は論理式である。

e4,Bが 論理式ならば,A〈B,.AVB,A⊃B,nAは 論理式である。

●Aが 論理式な らば,KAも 論理式である。

様相論理のセマンテ ィックスにおいて,も っとも構造が明 らかにされている方法は可能世

界アプローチをとるクリプキモデルである。可能世界ω,可 能世界の集合W,到 達可能性 を表

す二項関係Rに 関する哲学的解釈は他書に委ね,形 式的にクリプキフレームとクリプキモデ
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ル を標準 的方法 に したが って定義 す る。

定義[ク リプ キフ レームコ:

空 集合 で はない集合W,そ の上 で定義 され た二項 関係Rか らで きる組(W,R)を 様 相

論理 に対 す るク リプ キフ レーム という。

定義[ク リプ キモデル]:

論 理式の集 合 をF,ク リプ キ フレー ム を(W,R)と す る。また,1ト を可能世界 と論理式

の二 項関係(す なわち,1卜 ⊂W×F)と す る。 この とき,二 項 関係1ト がつ ぎの ような条

件 を帰納 的 に満 たす な らば,3つ の組(W,1～,1ト)を 様相 論理 に対す るク リプ キモデル と

い う。 ただ し,ω,6}は 可 能世 界,A,Bは 論 理式 であ る。

●命題 変数Pに 対 して,酬 トP← ⇒Pは ωで真

●ω1トA〈B← ⇒ ω1トAか つ ω1トB

●tolトAVBc⇒ ω1トAま たは ω1トB

●(olFA⊃ ・8←⇒ ω1トAで ないか,ま たは ω1トB

● ω1ト「Ac=⇒ ω1トAで はない

● ω1トKAe:⇒ ω1～めとなるすべてのcbに 対 して 釧 ト4

わ れわれ は,ク リプ キモデルKを 分析対象 にす るので,公 理型 もし くは恒真 な論理式 のス キ

ーマ をこれ以上 付 け加 える必要 はない
。

最 後 に,シ ンタ クスの一 方法 であ るタブ ロー法 を紹介 す る。 タブ ロー法 は反駁 システ ム

(refutationsystem)で あ る。まず,証 明すべ き論 理式 を偽 と仮 定す る。そ して,そ の論理式

か らつ ぎつ ぎとよ り簡 単な論理式 をタブ ロール ール に したが って 「整合 的」 になる ように作

ってい く。複 数の より簡 単 な論理式 が生 じる場合 もあるので,タ ブロールール に したがえば,

偽 と仮 定 した証 明すべ き論 理式 をル ー トとす るツ リー構造 がで きる。 そ して,こ の ツ リー構

造 のあ らゆ るパ ス(path)で 矛 盾が生 じれば,タ ブ ロー法 の証明 は終 わ る。すなわ ち,証 明す

べ き論 理式 を偽 と仮 定 し,そ れ と 「整 合的 な」場 合 をすべ て考 えてみ る。そのすべての場合 に

つ いて矛盾 す るので あれ ば,証 明すべ き論 理式 は偽 で はな く真(じ つは,恒 真)で ある とい う

ことにな る。しか し,真 偽 はセ マ ンテ ィクスの概 念 であ るので,シ ンタ クスではこれ に代 わ る

記号 を導 入す れば便利 であ る。この記号 を導 入す る方法が符 号つ き論理 式(signedformula)

の 方 法 であ る。 また,ク リプキモデル の各可能世界 に対 応す る記 号 を導入 し,到 達可能性 を

表 す二項 関係 を陽表 的 に取 り扱 う方法 を冠 頭 タブ ロー法(prefixedtableausystem)と よぷ。

小論 では符 号つ き論 理式 を対象 とす る冠頭 タブ ロー法 を紹介す る。タブ ロー法 の詳細 につ い

て はSmullyan[1995],Fitting[1983]を 参 照願 いたい。また,ク リプキモデル に対 す るタブ ロ

ー法の健全性soundnessや 完 全性completenessに つ いては,Fitting[1983]を 参 照願 いたい。

各 タブ ロール ール の 中でA,Bは 論 理式 を表す。各論 理式の前 につ く符号T,Fは 単 なる記
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号 で ある。そ して,TAな らば論理 式Aは 真,FAな らば論理式Aは 偽 と解釈 で き る。 しか

し,こ れ はあ くまで もシンタクスの記号 であ り,タ ブ ロー法 とク リプ キモデルの 関係(す な

わ ち,タ ブ ロー法の健全 性soundnessや 完 全性completeness)が 明確 でな い限 りク リプ キモ

デルの真偽 に対応す る ものではな い。つ ぎに,符 号つ き論理式の前 について いる σは任意 の

整数列 であ る。 これは先ほ ど述べ た ようにク リプキモデルの 可能世界 に対応 して い ると解 釈

して もらえば よい。

定義[α ル ール(conjunctiverules)]:

σα

σα1

σα2

ッ リー図 で言 えば,craに 対 応す るノー ド(node)か ら1つ のエ ッジ(edge)が あ り,つ ぎの

ノー ド上 にaa五 があ る。 そ して,そ の ノー ドか らまた1つ のエ ッジが あ り,つ ぎの ノー ド上

に σα2が あ る。 そ して,a!αiは つ ぎのいずれ かの場合 で ある。

αル ール はつ ぎの ように考 えるこ とがで きる。aがT(AAB)と し よう。この とき,可 能世界

σで はT(AAB)で あ る。す ると,「 整合 的」で あ るな らば,同 じ可能世界oでTAか つTB

が 満 たされな けれ ばな らない。 したが って,ノ ー ド間 を結 ぶエ ッジは 認ル ールの 中で矛盾が

起 こ らない とい う意味 で 「整合性 」 を表 してい る。

定義[β ルール(disjunctiverules)]:

巫
ッ リー図で言 えば,qβ に対応 す るノー ドか ら2つ のエ ッジが あ り,エ ッジ先の2つ のノー ド

上 にそれ ぞれqβ 、とqβ2が ある。 そ して,β,β`は つ ぎのいずれかの場合 で ある。
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βル ール はつ ぎの ように考 えるこ とがで きる。βがT(A>B)と し よう。この とき,可 能世界

σではT(AvB)で あ る。す ると,「 整合 的」で あ るため には,同 じ可能世界 σでTAも しく

はTBが 満 た され れば よし㌔ いずれかが満 た されれ ば よいので,ノ ー ド間 を結ぷエ ッジは2つ

で きる。

定義[レ ル ール]:

　レ

砺

ただ し,σ'は ユ)σ,n(nは 任 意の整数)で あ り,か つ,2)ッ リー構 造のル ー トか ら リル ール

を適用 す る直前の符 号つ き論理 式 までのパ スにお いてすで にあ らわれた こ とが あ る整数列 で

あ る。 そ して,レ,レ 。はつ ぎの よ うであ る。

誌
定義[π ル ール]

　だ

砺

ただ し,♂ は1)あ る整数nが 存在 して σ,nで あ り,か つ,2)ツ リー構 造のルー トか らπル ー

ル を適用す る直前 の符号つ き論 理式 までのパ ス にあ らわれた こ とがあ る整数列 において最初

か ら始 まる任 意 の部分列(initialsegment)に は な らな し㌔ そ して,π,π 。はつ ぎの ようで あ

る。

論
2冠 頭 シ ー ク エ ン ト計 算(prefixedsequentcalcUlus)の 発 想

ここで,σ と γ を,そ れぞれ ク リプ キモデルの 可能世界 に対応 す ると解釈 可能な整数列 が

付 く符 号の ない論 理式(prefixedunsignedformula)の 有 限 な集合 とす る。冠頭 シー クエ ン

トとは ひ 一一Vと 表現 され る式 の ことで あ る。 そ して,こ の直感的意 味は,「 集 合 σの要素

がすべ て真 で あ るな らば,集 合Vの 少 な くとも1つ の要素 は真 であ る」。厳 密 に言 えば,つ ぎ

の ようにな る。 σi,(Oiを 整 数列,X,,Y,を 符 号 のな い論理式 とす る。 そ して,

U={σ1×1,σ2×2,_,σ 。Xn},

V=={tolyl,ω2y2,_,COmym}

と しよ う。この とき,ク リプキモデル におけ る任意 の二項 関係1ト に対 して,冠 頭 シークエ ン
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トU-→Vと 「(σ、Xiか つ σ2×2か つ_か つ σnXn)な らば(tu1Ylま た は ω2y2ま た はレレ,

ま たはa)mYm)1は 同 じ真偽値 をとる と定義 す る。ただ し,σXが 真 とはaIトX,αXが 偽 とは

σ1トrXと す る。す ると,冠 頭 シークエ ン トU-→Vが 偽 とな るの は,集 合Uの 要素 がすべ

て真 であ り,か つ,集 合 γの すべ ての要素 が偽 の場合 のみで ある。われ われは,後 に この結

果 を利用 す る。

つ ぎに,符 号つ き論理式 を対 象 とす る冠頭 タブ ロー法 におけ る各タプ ロール ールの書 き換

えを行 う。 この書 き換 えは1対1な ので,ル ールの混 同 は生 じな い。 そ して,書 換規則 にお

けるISIを つ ぎの ように定義す る。先 ほ ど定義 した符 号 のな い論理式 の集合 σ におけ る要

素 に符 号Tを 付 けた符 号つ き論理式 の集合 をr,集 合Vの 要素 に符号Fを 付 け た論理式 の

集 合 を∠ としよう。す なわち,

r={σiTXi,σ2TX2,_,σ 。TXn},

d={tOIFyl,ω2Fy「2,_,ω 川Fy。」.

S=1「U∠ とすれ ば,

ISI=u-→v.

言 い かえれ ば,集 合Sの 要素 において符号Tの つ いた論 理式 を記 号 一 → の左 に集 め,符 号

Fの つい た論理式 を記号 一 → の右 に集 め,す べ ての符号T,Fを 消去 す るの であ る。 もし符

号T,Fが ク リプ キモデル にお け る二項 関係IFに よって与 え られ る真偽値 に対応 して いれ

ば,冠 頭 シー クエ ン トU-→Vは 定義 よ り偽 とな るこ とに留 意願 いたい。つ ぎの表1が 書 換

規則 で ある。 ただ し,(1)Sは 整 数列 と符号 がつ く論理式(prefixedsignedformula)の 有 限

な任 意の集合 であ る。 そ して,② タブ ロール ール は前節 で定義 した記 号 を参照願 いた い。 ま

た,(3)レ ル ール とπルール にお ける σと σ'の 関係 は各ル ール で定義 した関係 と同 じであ る。

表1:書 換規則

(1) タ ブ ロ ー

ル ー ル

(2) ブ ロ ッ ク タ ブ ロ ー

ル ー ル
(3) 上下入れ替え

(4) 冠頭 シークエン ト

推論ルール

α ル ー ル
s,σ α s,σ αbσ α2 ls,σ α、,σ α、1

∫,σ α、,σ α2 s,σ α 1∫,σ α1

βルール
3,σ β S,σ β 、S,σ β 、 ls,〔 澗1「 「s,(坦 、1

S,qβ 、s,qβ 、 s,qβ ls,qβ 「

レル ー ル
s,σ レ S,σ'yo 1∫,σ'レ 。1

S,σ'yo s,σ り 「s,σ レ1

πル ー ル
s,σ π S,σ'πo 」s,σ'π 。1

S,σ'πo s,σ π 15,σ π1

書換規則 を利 用 して,タ ブ ロール ールか ら冠頭 シー クエ ン ト推論ル ール((1)⇒(2)⇒(3)⇒(4))

を作 る例 を1つ 紹介す る。aル ール において α=T(A〈B),α 、=TA,a2=TBと し よう。ま
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た,整 数列 と符号 がつ く論 理式(prefixedsignedfomlula)の 有 限な集合Sと 符 号の ない論

理式 の有 限な集合U,レ の 関係 は,先 ほ ど定義 した とお りであ る。まず,(1)α ル ール によ り,

σT(A〈B)

σTA

σTB

す る と,書 換規則 ② プ ロックタブ ロールール は,

s,σT(A〈B)

s,σTA,aTB'

これ を書換規則③上 下 を入 れ替 え反 転 させ ると,

s,aTA,σTB

s,σT(A〈B)'

符 号Tの つ いた論理 式 を記号 一 → の左 に集 め,符 号Fの つ いた論理式 を記号 一 → の右 に

集め て書換規則(4)冠 頭 シー クエ ン ト推論 ルール をつ くる と,

表2:冠 頭 シークエン ト推論ルール

① タブロールール ケ ー ス (4)冠 頭 シークエン ト推論ルール

4ル ー ル α=7(澄 くβ),α1=z4,α2=7ヨ

　

σ,σ質,α8-→y

σ,σ(、4AB)一 一 → γ'

βルール β=F(ノ 望A8),β 亘=1弓4,β2=・FZ3
.σ 一 →y,σ 且 σ一一→ γ,σ8

σ一→ ヒ σ(、4〈B)

α ル ー ル α=F(!1V8),偽=瓦4,α2=詔
ひ 一 → γ,σ を4,σ β

万 一 玖 σ(ノ1vβ)'

βル ール β=τ(∠1Vβ),β 、=7ン1,β2=・7Zヲ
σ,σ 且 一 一ウγ σ,σ β 一一→ γ

σ,σ(!1vβ)一 → γ

αル ー ル α=F(14⊃ β),α 、=1}4,α2=・E8
σ,σ 五 一 → γ,σβ

万 一 → γ,σ(み ⊃β)

βルール β=τ(14⊃8),β 、=Fン1,β2=7ヨ
σ一一→ γ,①4σ,σ β 一→y

σ,σ(A⊃B)一 → γ

α ル ー ノレ α=FrAα 且=7辺
o,σ 兇 一→y

σ 一一 うy,σ 「 ノ1

α ル ー ノレ α=7「 ノ1,α1;」F⊇4・
び 一 → γ,σ且

ひ σ「.4-→ γ

yル ー ノレ レ=照,レ 。=7辺
0,σ'、4-→ γ

σ、σκA-→ レF

πル ー ル π=醒24,π 。=朋
o-一 → γ,σ'五

乙1-一→y,σK五
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u,σA,aB-→v

u,σ(A〈B)一 →yF'

ただ し,た とえばU,aA,σfBと は σU{aA}U{aB}の こ とで ある。 これが,α ル ール にお

け る α=T(A〈B),a、=TA,α2=TBの ケ ース と証 明 に関 して同等 な冠 頭 シークエ ン ト推

論 ルール であ る。

4つ の タブ ロールール の各ケース につ いて同様の書 き換 えをす るこ とが で きる。 この書 き

換 え によって得 るこ とが で きる冠頭 シー クエ ン ト推論ル ール をま とめ る と表2に な る。

そ して,冠 頭 シー クエ ン ト推 論 ル ール の名 称 を上 か らC,,C2,i)、,1)2,1エ,12,瓦,1>2,

L、,L2と 付 けるこ とがで きよう。C,D,1,Nは,Conjunction,Disjunction,Implication,

Negationの 頭 文字 であ る。これ らの冠 頭 シークエ ン ト推論 ルール は,タ プ ロール ールの単 な

る書 き換 えなので,タ ブ ロール ール に何 も付 け加 えていない し,何 も削除 していない。相違

点 は,書 換規則(3)上 下 入 れ替 え によって,証 明図が上下反 転す るこ とであ る。 すなわ ち,タ

ブ ロー法 におけ る証明図 は偽 と仮定 した証 明すべ き論理 式 をル ー トとす る下 に広 がって い く

ツ リー構造 にな る。他方,冠 頭 シー クエ ン ト推 論ル ール による証 明図 は,証 明すべ き論理式

の シークエ ン トがルー トにな る上 に広が ってい くツ リー構 造 にな る。

3冠 頭シークエン ト計算体系

タブ ロー法 に よって証明 すべ き論 理式が恒真 式 となるため には,証 明図の ツ リー構 造 にお

いて偽 と仮 定 した証 明すべ き論 理式 をル ー トとす るあ らゆ るパ ス(path)に お いて矛 盾が生

じるこ とが必要十分条 件で あ る。すなわ ち,パ ス上 に表 れ る整 数列 と符号が つ く論理式(pre・

fixedsignedformula)の な かで,(1)整 数 列 は同 じ,(2)論 理 式部分 は同 じ,し か し,(3)符 号 が

異 な るものが少 な くと も1組 表 れな けれ ばな らない。 た とえば,σ7XとcrFXで あ る。冠頭

シークエ ン ト推論 ルールへ の書 換規 則 において,わ れわ れは,符 号Tの つ い た論理式 を記

号 一 → の左 に集 め,符 号Fの つ いた論 理式 を記号 一 → の右 に集め て冠頭 シー クエ ン ト推論

ル ール をつ くった。 したが って,(1)整 数 列 は同 じ,② 論理式 部分 は同 じ,符 号の ない論理式

が記号 一 → の両側 に表れ るこ とにな る。た とえば,σ,σX-→V ,σX。 これ は,シ ークエ ン

トの真偽値 の定義 か ら,ク リプ キモデル におけ る任 意の二項 関係1ト に対 して シー クエ ン トが

つね に真(す なわ ち,恒 真)で ある ことを意味 す る。 したが って ,前 節の10個 の 冠頭 シー ク

エ ン ト推論 ル ールC,,C2,D、,1)2 ,1、,Iz,2V、,N2,L、,L2に つ ぎの ようなス キーマ を公理

と して加 えれば,ク リプ キモデル κ の ための冠頭 シー クエ ン ト計算体系 は完成 す る:

公理U,σX-・V.αX.

この よ うなス キーマ を持 つ公理 か らスター トして,前 節の10個 の 冠頭 シークエ ン ト推論 ル

ール を駆使 し.評 明すべ き論理式の シー クェ ン トに至 ムかい21、 上ら.・;・inei々 ブ ロー悼
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に お ける証 明図の ツ リー構 造 において矛盾が生 じな いパ スが少な くとも1つ 存在 す るこ とを

意味 す る。

つ ぎに,冠 頭 シークエ ン ト推 論ル ール を利 用 した具体例 を示 そ う。A,Bは 任 意 の論理式 と

す る。ク リプ キモデルKに おいてK(A⊃B)⊃(KA⊃KA>は 有 名 な恒真 式で ある。この論 理

式 はつ ぎの ような証明 図 となる:

1,IA-⇒1,B,1,M1,M,1,IB→1,1B

1,1/4,1,1し4⊃B)一 →1,IB

1,IA,置ta⊃B)一 →1,IB

IKA,1K{A⊃B)一 →1,IB

IKA,IK(A⊃B)一 →IKB

IK(A⊃B)一 →IKA⊃KIB

一→IK(A⊃B)⊃(κ4⊃K8)

最後 に,冠 頭シークエン ト推論ルール を利用する際の問題点を2つ 挙げよう。

1.冠 頭シークエン ト推論ルールだけではなく,一 般に,統 合的方法のシンタクスを利用

する場合,具 体的にどの公理からスター トすべきかす ぐにはわか らない。論理学のユ

ーザーの観点から見て,こ れが問題点の1つ である。

2.冠 頭シークエント推論ルール を利用するとき,公 理の各論理式に適切な整数列 を付け

る必要がある。タブロー法から適切 な整数列 を見つけることがで きる。 しか し,こ の

方法では,タ ブロー法による証明をしてから,再 度,全 く同 じことを冠頭 シークエン

ト推論ルールを利用 して証明することになる。二度手間である。適切な整数列を付 け

る工夫が必要 となる。

わツ12

うyム1

うyL1

わy五2

by11

∂y11

注

1こ こでは,記 号 としての括弧(,)に つ いて省略する。

2様 相論理における各種の哲学的解釈 につ いては野本[1997]を 参照。
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