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シミュレー ションによる疑似最尤法 および

経験尤度 に基づ く方法の比較

難 波 明 生

計量経済学および統計学 において最 尤法は非常に有益な方法である。 しか し,最

尤法 には分布 を仮定 しなければな らないという非常に大 きな制約がある。疑似最尤

法は,真 の分布が分か らない場合に,特 定の分布を仮定 して検定および推定を行 う

方法 である。 これに対 し,経 験尤度 を用いれば,分 布を全 く仮定することな く,ノ

ンパ ラメ トリックに推定 ・検定 を行 うことができる。本稿 では,単 純 なケースを例

に取 り,こ れ ち土つの方法をシミュレー ションによって比較する。 シミュ レーショ

ン結果 より,ブ ー トス トラップ法 を用 いることによ り,経 験尤度に基づ く方法 は大

き く改善 され るが,疑 似最尤法に基づ く方法はほ とんど改善されないことが示され

る。 さらに,標 本が小さい場合には経験尤度に基づ く方法の方が良好 な結果が得 ら

れ ることが示される。

キーワー ド 疑似最尤法,経 験尤度,ブ ー トス トラップ法,シ ミュレーション

1は じ め に

計量経済学および統計学においては,推 定 ・検定を行 う場合,最 尤法に基づ く方法が多 く

用いられている。これは,最 尤推定量が,一 致性,漸 近正規性,有 効性等の非常に有益な性

質を持つためである。 さらに,最 尤法 により仮説検定を行 う場合 には,尤 度比検定を容易に

用いることができるという利点がある。 しか しなが ら,最 尤法 に基づ く推定および検定を行

う場合 には,分 布を仮定 しなければならないという非常に大 きな問題点がある。

真の分布が分からない場合に,適 当な分布 を仮定 して推定を行 う方法が疑似最尤法である。

White(1982),Weiss(1986),BollerslevandWooldridge(1992),LeeandHansen(1994)

等は,多 くの場合に疑似最尤法が有効であることを示 している。今日,フ ァイナンスデータ

を用いる研究をはじめ として,疑 似最尤法 は多 くの実証研究で用いられている。

これに対 し,Owen(1988,1990)に よって提案 された経験尤度を用いる方法は,モ デルの背

後 にある分布 を全 く仮定せず,ノ ンパラメ トリックに推定 ・検定を行 う方法である。Owen

(1988,1990)以 降,経 験尤度の性質 について多 くの研究が行われている。例 えば,Owen



90 第190巻 第3号

(1991)は 経 験 尤 度 を回 帰 モ デル に応 用 す る方法 につ いて述 べ て いる。QinandLawless

(1994)お よびElBa㎜i(1996)は,さ らに一般的 な推 定 ・検 定の 問題 に経 験尤度が応用可能

で あ るこ とを示 して い る。 さ らに,Kitamura(1997)は 経 験 尤度 を独 立 でな い(weakly

dependentな)プ ロセス に応用 す る方法 を提示 し,そ の有 効性 を示 してい る。

疑似 最尤法 も経験 尤度 に基づ く方法 も,真 の分 布が未 知で ある場合 で も漸近的 に有効 であ

る。 しか しなが ら,小 標本 の場 合 に どの ような性 質 を持 つか はほ とん ど知 られ ていない。

この よ うに,あ る統計量 の分布 が未知 であ る時 に,Efron(1979)に よ って提案 されたブー

1}

トス トラ ップ法 が しば しば有 効で あるこ とが知 られ てい る。プ ー トス トラ ップ法 とは,端 的

に言 えば,手 元 に あるデ ータ を利 用 した単純 な繰 り返 し計算 に よ り,統 計量 の分布 を近似 す

る方法 である。 プー トス トラップ法 を疑似最 尤法 お よび経験尤度 に応 用す る方法 に関 して,

い くつ かの研究 が行われ てい る。White(2004)は 非 線 形動学 モデルにお け る疑似最 尤法 に対

して,プ ー トス トラ ップ法 が有 効で あるこ とを示 してい る。これ に対 し,Owen(1988.2001)

は経 験尤度比 に対 して プー トス トラ ップ法 を応用 し,検 定統計量 の臨界値 を求 め る方法 を提

案 している。 また,HallandPresnel1(1999),BrownandNewey(2001)は,経 験 尤度の最

大化 に よって得 られ た確 率 をブ ー トス トラップ法 におい て利用 す るこ とを提 案 して いる。 さ

らに,Namba(2004)は,Owen(1988,2001)に よ って提 案 され た方法 と,HallandPresnell

(1999),BrownandNewey(2001)に よ っ て 提 案 さ れ た 方 法 の 両 方 に 関 して の シ

ミュ レーシ ョン分析 を行 い,ど ち らの方法 を用 いて も,検 定 のサ イズが大 き く改善 され るこ

とを示 してい る。

しか し,疑 似最 尤法 に よって得 られ る結果 と経験 尤度 に よって得 られ る結果の比較 はこれ

まで行 われていな い。

本稿 の構 成は以下の 通 りで あ る。 第2節 および第3節 では,そ れ ぞれ疑 似最 尤法 と経験 尤

度の基本 的性質 を紹介 す る。第4節 では,プ ー トス トラ ップ法 につ いての簡単 な説 明を行 う。

第5節 で は,そ こまでで紹介 した方法 の特性 を調 べ るために,モ ンテ・カル ロ・シ ミュ レーシ ョ

ンを行 う。最後 に,第5節 で結論 お よび今後 の研 究課題 について述べ る。

2疑 似 最 尤 法

本節 では,疑 似最尤法 につ いて簡 単 に説 明す る。

Xl,x2,_,Xn∈Rdを,共 通の分布Foか ら独立 に得 られた標 本 であ るとす る。 ここで,Fo

は未 知 であ り,確 率密度関数fo(X;θ0)を 持 つ とす る。ただ し θ0は未 知パ ラメータのベク ト

ル である。仮 にXiが 従 う分布 が既知で あれば,fo(X;θ)が 既知 とな るので,対 数 尤度関数カ
Lo(θ)=Σ10gメo(Xi;θ)(1)

i=1
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を θにつ いて最 大化す ることによ り,最 尤推定量(maximumlikelihoodestimator>θMLを

得 ることが で きる。 θMLを 用 いて θに関す る区 間推 定や検定 を行 う場 合 には,漸 近 的 に

6ML一 θ。→N(O,1(θ 。)-1)

と な る こ と を 用 い れ ば よ い 。 た だ し1(θ)は 情 報 行 列(informationmatrix)

・(・)一一E(∂2Lo(θ)∂θ∂θ')-E([奮 θ)][響 θ)r)

である。実際に情報行列 を用いる場合には,そ の推定値 として

7-一 留)1, =bML

または

2-[∂Lo(θ∂θ)][∂1i$be`e)]'1,=b.ML

を用 い るこ とがで きる。

(2)

(3)

(4)

(5)

しか し,疑 似最 尤法 においては!o(X;θ)は 未 知で あるの で,適 当な確 率密度 関数!(X;

の を用 いて対 数疑似 尤度関数L(θ;Xi,X2,…,Xn)=L(e,X)を

L{θ;X)=Σlogf(Xi;θ)(6)
i=1

と定義す る。 この対数疑似 尤度 を θに関 して最大化 することによって,疑 似最尤推定量
ハ へ

(quasimaximumlikelihoodestimator>θQMLが 得 られ る。θQMLを 用 いて推論 を行 う場合 に

は,漸 近的 に

万(∂Q。 、一θ。)→N(O,A"1(θ 。)B(θ 。)A'1(θ 。))(7)
2)

となることを用いればよい。ただ し,み(θ),β(θ)は 次のように定義 される行列である。

A(θ)一 一÷
、孝,E(∂21…講i弄 ・;θ))(・)

B(・)一 ÷
、孝IE([∂109畿`;θ)][∂109罪`;θ)]')(・)

この場合 も,実 際に分散共分散行列 を計算す る際には,A(θo),B(θo)の 推定値 として通常

盗一一÷ ゑ ヂ1霧;θ)臨(10)

B--S
、孝,[∂10gl募;θ)][∂10gl募':θ)]'1,=bQllt(11)

が用い られる。

しか し,疑 似最尤法 に基づ く推論は漸近的にのみ有効で,小 標本での性質はあまり知られ
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ていない。

3経 験 尤 度

本 節で は,経 験 尤度 の基 本的 な性 質 につ いての説 明 を行 う。

2節 同様,X1,X2,_,Xn∈Rdを 共 通 の分布Foか らの標本 で ある とす る。また,以 下 の よ

うなestimatingfunctionに 基 づ いて推 定 を行 うとす る。

E【g(X;θ)】=0(12)

た だ し,θ はn×1の 未 知パ ラメー タのベ ク トル,g(X;θ)はs×1の ベ ク トル値 関数 であ

る。

この とき,θ に関す る経験 尤度比(empiricallikelihoodratio)は

R(・)・m・ ・{
、茸1・・楓 ・・9(X・・θ)一・・・…,、 きlp・一一・ll(13)

と定義 され る。 こ こで,E[g(X,θo)]=0でVar[g(X,θo)]が 有 限かつ そのラ ンクがq>0

な らば,n→ 。。の時 に 一210gR(θo)→ κgと な ることをQinandLawless(1994)andOwen

(2001)等 が 証明 してい る。ただ し,κ 多は 自由度qの カイ2乗 分 布 であ る。これは経験 尤度定

理(empiricallikelihoodtheorem)と 呼 ばれる。経験 尤度定理 を用いれ ば,ノ ンパ ラメ トリッ

クに検 定 ・推定 を行 うこ とが で きる。

経験 尤度 に基づ く方法 も,疑 似最 尤法 同様,漸 近的 にのみ有効 で,小 標 本 での性 質 はあ ま

り知 られ ていない。 この よ うな場合,ブ ー トス トラ ップ法 を用 いれば,小 標本 での推論の精

度 が改善 され る可能性 が あ るこ とが知 られてい る。従 って,次 節 では,プ ー トス トラップ法

を簡単 に説明 す る。

4ブ ー トス トラップ法

プー トス トラ ップ法 は,手 もとにある標本 を用い た繰 り返 し計算 に よ り,任 意の統計量の

分布 ・期待値等 を近似 す る方法 であ る。 ここで,あ る母集 団か ら得 られた大 きさ ηの標 本 を

Xl,X2,...,Xn∈ 】Rdと し,分 析 対象 とな る任意の統計量 をS(Xl,X2,…,Xn;θ)=S(X;θ)

とす る。 この とき,プ ー トス トラップ法 は以 下の よ うに要約 され る。

L手 もとにあ る標 本Xl,X2,_,Xn∈Rdか ら大 きさnの 標 本xi,Xノ,_,Xノ ∈Rdを 抽

出す る。 この標本 はプ ー トス トラ ップ標 本 と呼 ばれ る。 本稿 で考 えるプー トス トラップ

標 本の抽 出方法 は,以 下 の二種 類 であ る。

i.通 常のプ ー トス トラ ップ法 の場合,プ ー トス トラ ップ標本 はx1,x2,_.,Xn∈Rdか

ら重複 を許 して無作為抽 出す るこ とに よって得 られ る。これ は,P(X=X,)=1/nと な

る分 布か らブー トス トラ ップ標本 を抽 出 した こ とにな る。
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ii.ま ず,与 え られた標 本Xl,x2,...,x,∈IRdを 用 い,帰 無仮説Ho:θ=eの も とで経

験尤度 比(13)を 最 大 化す る。 この結果得 られ たPiを か とす る。 このPiを 用 い,P

(X=Xi)=易 とな る分布 か ら大 きさnの プー トス トラ ップ標本 を抽 出す る。本稿 で

は,こ の方法 をEレ ブー トス トラップ法 と呼ぶ。

2.ブ ー トス トラ ップ標本xi,X♂,...,X♂ ∈Rdを 用 い,分 析 対象 とな って いる統計量 の

値 を計算 す る。 ただ し,

i.通 常 のブー トス トラ ップ法 の場 合,S(鴎,怨,…,x羅;e5=S(x*;e>を 計 算 す
3}

る。 ただ し,∂ はXl,X2,_,X,∈Rdを 用 いて計 算 され た θの任 意の推 定量で ある。

ii.EL-一 ブ ー トス トラップ法 の場合 には,s(鴎,鴎,…,x峯;θ)=s(x*;θ)を 計算
ハ

す る。EL一 ブー トス トラ ップ法 の場合 には推 定量 θではな く帰無仮説 の もとでの θの

値 ∂が用 い られ るこ とに注意が必要 であ る。

3.ス テ ップ1-・2をB回 繰 り返 す こ とに よ り,B個 のS'=S(X*:θ)(EL一 プ ー トス ト

ラ ップ法の場合 にはS(X*;b))の 値 を得 るこ とがで きる。 このS*の 値 を用 いてS

(X;θo)の 真 の分布 を近 似す る。つ ま り,得 られ たS*を 昇順 に並べ,B× α番 目の値 を

100×(1一 α)パ ーセ ン ト点の推 定値 とす る。また,得 られ たB個 のS*の 平 均値 をE[S

(X;θo)コ の推 定値 とす る。

次節 では,簡 単な設定の もとで疑 似最 尤法 お よび経験 尤度 にブー トス トラ ップ法 を応用 し,

そ の有効性 をシ ミュ レー シ ョンに よ り分析 す る。

5シ ミュ レーシ ョン

本節では,こ れまで説明 してきた方法の有効性 を分析するため,検 定力に関するシ ミュレー

ション分析 を行 う。簡単化のために,本 節では分布の平均 μに関 して,帰 無仮説Ho:μ=μo

を対立仮説 μ≠μoに対 して検定することを考える。シ ミュレーションで用いられるモデルは

以下の通 りである。

5.1疑 似最尤法

疑似最尤法の場合,真 の確率密度関数は未知であるので,何 らかの分布を仮定 しなければ

ならない。ここでは単純 に平均0,分 散 σ2の正規分布 を用い,

f(Xi・θ)一斎 のΦ[一(x納(14)

とす る。 ただ し,θ=(μ,♂)'で あ る。 したが って,疑 似対数 尤度関数 は

・(。,…X)一 一gi・9(・ ・)-91・9・ ・携 ま多)2(15)
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となる。疑似対数尤度関数を θで微分す ると

∂L(μ,σ2;X)

∂θ

σぐ「 μ)2

σ2

一毒 ・頚(Xlま髪)2

(16)

が得 られ る。 この式の右 辺 を0と おいて解 くこ とに よ り,μ,σ2の 疑似最 尤推定量 βQ皿=

リ カ

、ΣIX・!・弍 ∂る胤 「簗 函2!nを 得 ることができる・また・

Xi一 μ

∂1・gf(Xi;θ)σ2

∂θ=1(X「 μ)・('7)

一 一 十

2σ22σ4

および

1Xi一 μ

eL2!EIIill[liiOg
efo(eX,';e)-1.li、1爵(18)

σ42σ4σ6

で あるこ とを用 いれば,第2節 で説 明 した ように,A(θo),B(θo)の 推 定値A,Aを 求 める こ

とが で きる。 したが って,シ ミュ レー シ ョンにおいては,ま ず第1の 方法(QML)と して,

ハ

n(μQML一 μo)2/&iが 帰 無仮 説の も とで漸 近 的に 自由度1の カイ2乗 分 布 に従 うことを利用

ハ ハ ハ

して検定 を行 う。 ここでSl1はA-iBA-1の 第(1,1)要 素 であ る。

つ ぎに,プ ー トス トラ ップ法の有効性 を確認 す るため に,2つ の方法 でブ ー トス トラ ップ

法 を疑似最 尤法 に応用 す る。ブー トス トラ ップ法 に関 しては通 常のブー トス トラ ップ法 を用

い る。

一つ 目の方法(Bootstrap -1)と しては,A(θo) ,B(θo)の 推 定値 をブー トス トラ ップ法 に よ

り計算 す る。つ ま り,単 純 に 互,AをA(θo),B(θo)の 推 定値 として用 いるので はな く,プ ー

トス トラ ップ標本X*を 用 いて

一謡 ∂210誰;θ)1
,.b、.。i(19)

÷ 、孝1[∂10響 θ)][∂109響;θ)]'1,-bQML (20)

を計 算 し,B回 の繰 り返 しの結果得 られた値の算術 平均 をそれぞれA(θo),B(θo)の 推 定値

A*,B*と す る。検 定統計量 は

η(《 肌 一μ。)・/ε煮
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と し,自 由度1の カ イ2乗 分 布分布 を用いて検 定 を行 う。ただ し,∫ 査はA*-iD'A*-iの 第

(1,1)要 素 であ る。

さ らに,二 つ 目の方法 と して(Bootstrap・II),ブ ー トス トラ ップ法 によって検 定統計量 の臨

界値 を求 め る方法 につ いての シ ミュ レー シ ョンを行 う。具体的 には,ま ず前述 の方法 に より,

宜 喧,A*を 求 め る。さ らに,n(μ δML一 μ0)2/砧 の値 を計算 し,こ れ を昇 順 に並べ,前 節 で説

れ

明 した方法 に よ り,100×(1一 α)パ ーセ ン ト点 を求め る。ここで,β δ～rΣXf*1η は ブー ト
ト エ

ス トラ ップ標 本X*を 用 いた μ の疑似最 尤推定量 で ある。得 られ た100×(1一 α)パ ーセ ン

ト点 よ りもn(μQML一 μo)2/&1の 方 が大 きければ,帰 無仮 説Ho;μ=μoは 棄却 され る。

5.2経 験尤度に基づ く方法

経験尤度を用いて帰無仮説Ho:μ=μoを 検定するためには,(13)式 においてg(X;θ)=

X一 μとすればよい。経験尤度に関 しても,ま ず第1の 方法 として,ブ ー トス トラップ法を用

いずに,検 定統計量 を 一210gR(μo)と し,自由度1の カイ2乗 分布分布を用いることによっ

て検定を行 う(ELR)。

さらに,ブ ー トス トラップ法の有効性を確認するために,経 験尤度比に対 してブー トス ト
あ

ラップ法 を行 う。経験 尤度 の場合 には,か が求 まっているので,通 常のブー トス トラ ップ法
4)

(UsualBootstrap)とEL一 ブ ー トス トラップ法(EL・Bootstrap)を 用 い る。経験 尤度比 に

ブー トス トラ ップ法 を応用す る際 には,第4節 で説 明 した ように,ブ ー トス トラ ップ標本 を

用 い て経験 尤度比 を計 算す る。得 られた値 を昇順 に並 べ100×(1一 α)パ ーセ ン ト点 を得 るこ

とがで きる。-210gR(μo)が こ のパ ーセ ン ト点 より も大 きければ,帰 無仮 説 は棄却 され る。

ブー一トス トラ ップ法 と しては通常 のプー トス トラップ法 とEL一 ブー トス トラ ップ法 を用 い

るこ とが で きる。

5.3シ ミ ュレーシ ョン結果

以上 の方法 の有 効性 を確 認す るため にシ ミュ レー シ ョンを行 った。 シ ミュ レー シ ョンでは

μo=Oと し,n=50,100,150,200,400と した。 またXiと しては,以 下の よ うな4種 類の乱

数 を用 いた。

I

II

III

IV

正規分布

一様分布

自由度2の カイ自乗分布

自由度3のt分 布

全 ての乱 数 は,平 均 μ,分 散1と な るように変換 した。 また,平 均 μに関 しては,0.0,0,1,

0.2,0.4を 用 い,プ ー トス トラ ップ法 の繰 り返 し回数はB=1000と した。



以上の ような設定 の もと,10000回 の 実験 を行い,有 意水準 α=0.10,0.05,0.01で 帰 無仮

説Ho:μ=0が 棄 却 され た割合(つ ま り検 定力 α)を 求め た。真 の分布の平均 μ=0の 場合

には,100×(∂ 一α)/α(1一 α)が 近似 的に正規分布 に従 うこ とを利 用 し,帰 無仮 説 α=0.10,

表1シ ミュ レーションによる検定力
　

QML Bootstrap-1 Bootstrap-II

η Dist θ1 10%5%1% 10%5%1% 10%5%1%

0.00 0.1061↑0.0555↑0.0121† 0.1054寧0.0557‡0.0121† 0.1076曾0.0569‡0.0126‡

0.10 0.18960.11540.0380 0.18950.11550.0381 0.19010,11690.0394
1
0.20 0,41940.30520.1336 0.41920.30470.1339 0.41980.30590.1394

0.40 0.88300.80640.6086 0.88290.80640、6083 0.88250.80690.6139

0.00 0,1137‡0,0624‡0.0156‡ 0.1137‡0.0623‡0,0156‡ 0,1151‡0,0631‡0,0172‡

II
0.10 0.19400.12010.0421 0.19410,12010,0421 0,19350,12060.0443

0.20 0.42130.30010.1356 0.42080.29960.1354 0,42230.30250.1428

0.40 0.87790,80450.6039 0.S7800.80430.6041 0,87950。80630,6127

50
0.00 0.1334‡0.0851‡0.0414‡ 0.1332‡0.0852‡0.0415‡ 0.1368ε0.0886‡0.0420‡

III
0.10 0.15220.07270.0158 0.15170.07270。0159 0.15720.08010.0163

0.20 0.38660,23720.0571 0.38610.23700.0571 0.39560,24730.0620

0.40 0.97410.93460.7081 0.97400.93380.7070 0.97630.93900.6942

0.00 0.1066†0,05280.0096 0,1063†0.05230.0098 0.1087‡0,0542寧0.0109

IV
0.10 0,22090,13910。0444 0.22090.13970.0440 0.22340.14150.0457

0.20 0.49160.37350.1868 0.49120.37390.1868 0.49330,37700。1864

0.40 0.89840.84500.6960 0.89850.84560.6957 0.90140.84780.6948

0.00 0.10100.05240.0107 0.10110.05240.0106 0.10360.05350.0132‡

1
0.10 0.41520.29890.1280 0.41530.29900.1282 0.41550.30130.1347

0.20 0.88340、81070,6071 0.88340.81070,6070 0。88530.81300.6127

0.40 1.00001.00000.9991 1.00001。00000.9991 1.00001.00000,9990

0.00 0,10020.04950.0125† 0.10010.04970.0125† 0.10070,05100,0142‡

II
0.10 0.40880.28780.1212 0.40870.28790.1217 0.40880.29120.1254

0.20 0.88350.80760,6020 0.88320,80760,6019 0。88370.80860,6084

0.40 1.00001.00000.9991 1.00001.00000.9991 1.00001.00000.9992
200

0.00 0.1138‡0.0597‡0.0175‡ 0,1135‡0。0599‡0.0176‡ 0.1156‡0.0627‡0.0179‡

IH
0.10 0.39510.26030.0797 0.39560.26060.0791 0.39900.26560.0842

0.20 0.92420.86260。6329 0.92410.86190.6335 0.92520.86400.6379

0.40 1.00001.00001.0000 1.00001.00001.0000 1.00001.00001.0000

0.00 0.10320,05250.0087 0。10310.05260.0087 0.1066†0.05310.0094

IV
0.10 0.44700.33270.1500 0.44650.33280.1502 0.44880。33290.1545

0.20 0.88890.83240.6552 0.88880.83210.6547 0.89030.83390.6560

0.40 0.99720.99560.9908 0.99720,99560.9909 0.99780.99590.9891
　　



表1の 続 き

ELR UsualBootstrap EL-Bootstrap

% Dist θ1 10%5%1% 10%5%1% 10%5%1%

0.00 0.1025G.05240.0107 0.09780,G4940,0]、04 0.09890.G49]、0.0103

0.10 0.18450.10920.0336 0,17790,10330.0315 0.17840.10490.0314

1
0.20 0.41260.29450.1223 0.40270.28310.1146 0.40180.28540.1169

0.40 0.87850.79820.5836 0、87460.78810.5606 0.87350.7r8720.5677

0.00 0.1078‡0.0543†0.0110 0,1063†0,05230,0122† 0.1065↑0.0536・0.0117零

0.10 0.18830.11290.0363 0.18400.11070,0351 0も18490ら11030.0371

II
0.20 0.42060.29810.1269 0.41460.29170,1268 0.41460.29220.1266

0.40 G.88360.8143G.6148 0.88060.80940.6136 0.88140.80790.6084

50
0.00 0.1265‡0.074410.0248‡ 0.1102‡0.0628$0.0175‡ 0.1129‡0.0645‡0、0215‡

0.10 0.21420.13290.0402 0。18750.10610、0255 0.18230.09660.0202
III
0.20 0.51000.39470.2007 0.47070.33890.1395 0.45540.31650.1094

0.40 0.98920.98090.9359 0.98550.96660.8659 0.98430.96170.8168

0.00 0.1276tO.0693‡0,0174‡ 0.09950.04990.0〔}98 0.1074τ0.0556†0.0135‡

0.10 0.23210.15520。0565 0.19890.12560.0386 0.21320.13610,0443

IV
0.20 0.48020.36840.1934 0.44160,32430.1464 0.45840、34390.1715

0.40 0.86910.80310.6350 0.83950.75780.5591 0.85950.78680.6080

0.00 0.09980.05150.0102 0.09900.05230.0101 0.10030.05180.0112

0.10 0.41270.29600.1238 0.41030.29380.1272 0。41210.29550.1278

1
0.20 0.88210.80830.5982 0.88130.80620.6005 0.88200.80660.6010

0.40 1.00001.00000.9990 1.00001.00000.9990 1.00001.00000,9990

0.00 0.09900.04820.0115 0、09850.04840.0117ホ 0.10080.04970.0122†

0.10 0.40880.28700.1194 0.40770.28910.1224 0.40660.28680.1226
II
0.20 0.88450.80950.6041 0.88370.81000.6078 0.88480.80950.6056

0.40 1.00001.00000。9992 1.00001.00000.9992 1.00001.00000.9992

200
0.00 0.1123‡0.〔}552↑0.Ol20† 0.1077ヤ0.05310.0112 0.1076雪0.05240.0117曝

0.10 0.46610.34590.1608 0.45720.33590.1529 0.45500.33270.1515

III
0.20 0.94670.90890.7801 0.94530,90260.7645 0.94340.90370.7609

0.40 1.00001.00001.0000 1.00001.00001.0000 1.00001.00001.0000

0.00 0.1153‡0.0617‡0.0132 0.10320.05330.0工05 0.1085‡0.0565‡0.0117寧

0.10 0.44350.32850.1502 0.43070.30860.1380 0.43410.3]、740.1455

IV
0.20 0.87000.79970.6044 0.85790,77940.5787 0.86460.7891G.5934

0.40 0.99420.98980.9682 0.98880,97950,9526 0.99320.98860.9665

0.05,0.01を 対 立仮 説 α≠0.工0,0.05,0.01に 対 して検 定 した。表 の*,†,‡ は,そ れぞれ,

10%,5%,1%の 有 意水準 で この帰無仮 説が棄却 され たこ とを意味 す る。つ ま り,μ=0の 場

合の ∂の値 にこれ らの記号 が付 いていない検 定方法 が,よ り正確 なサ イズの検 定 を行 うこ と
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ができると言うことになる。

シミュレーシ ョンの結果が表1に 表 されている。表1に は,特 徴的な結果 をあげるため,

n=50,200の 場合の結果だけを示 している。まず,ブ ー トス トラップ法 を用いない場合,分

布1,II,IIIに 関 しては,疑 似最尤法 よりも経験尤度に基づ く方法の方が,n=50で あって

も正確なサイズの検定を行えていることが分かる。 しかし,分 布IVの 場合には,疑 似最尤法

に基づ く検定の方が正確 なサイズを得ている。どちらの場合にも,πが大 きくなれば検定の精

度が上がっていることが分かる。

次にプー トス トラップ法 を行った場合の結果 を考察する。疑似最尤法 に基づ く結果を見 る

と,Bootstrap-1,Bootstrap-IIの どちらを行っても結果はほとんど変わっていない。nが 大 き

くなるに従って,プ ー トス トラップ法の繰 り返 し計算には多くの時間がかか るようになる。

このことを考慮すれば,疑 似最尤法に対 してブー トス トラップ法 を応用するのは,賢 明な選

択ではない と言えるかもしれない。 これに対 し,経 験尤度に基づ く方法 に関 しては,通 常の

ブー トス トラップ法 もEレ ブー トス トラップ法 も検定のサイズを改善 しているよう見える。

特に,通 常のプー トス トラップ法を行 った場合,分 布IVの 場合でも疑似最尤法 よりも正確な

結果が得 られている。このシミュレーションで取 り上げた6つ の方法の中では,経 験尤度に

通常のブー トス トラップ法 を応用すれば,最 も望 ましい結果が得 られるように見 える。 また,

検定力に関 しては,全 ての方法で大 きな差が無い。

6結 び

本稿では,疑似最尤法 および経験尤度にブー トス トラップ法を応用 し,その検定力をシミュ

レーションにより分析 した。その結果,経 験尤度にブー トス トラップ法 を応用すると,か な

り正確な検定 を行えることが示された。 このことは,真 の分布が分からない場合 には,何 ら

かの分布を仮定 して疑似最尤法 を応用するよりも,ノ ンパラメ トリックに経験尤度を用い,

ブー トス トラップ法により検定統計量の臨界値を計算する方が望 ましい と言 うことを意味 し

ている。

しか しながら,本 稿のシミュレーションで扱ったモデルは,か な り限定されたものである。

まず,疑 似最尤法は多 くの場合,独 立でないデータに関 して用いられる。White(2004)は こ

の ような場合でも,ブ ー トス トラップ法が疑似最尤法 に応用可能であることを示 している。

しか し,本 稿では独立なデータを用いたシ ミュレーシ ョンしか行われていない。Kitamura

(1997)は 経験尤度が独立でないデータにも応用可能であることを示 しているが,そ のような

場合のブー トス トラップ法の応用可能性に関 しては,未 だ議論されていない。さらに,実 際

に経験尤度を独立でないデータに応用することは,疑 似最尤法を行 うよりもかなり困難であ

ると思われる。さらに,本 稿では,EL一 プー トス トラップ法を疑似最尤法に応用す ることは考



えていない。 これは,プ ー トス トラップ法のためだけに経験尤度比の最大化を行うのが現実

的ではないとの判断か らである。 しかし,こ の方法を用いれば疑似最尤法の精度が改善 され

るかもしれない。以上 のような問題は,い ずれ も本稿の分析の範疇を超えるものであり,今

後分析の待たれる研究課題 といえる。'

注

1)Andrews(2000)は プ ー トス トラップ法が有効でないいくつかの例を挙げている。

2)f(X;θ)が 真の確率密度関数fo(X;θ)に 一致す る場合,A(θo)=B(θo)が 成 立 し,A-1(θo)

B(θ0)A-1(θ0);nl(θ0)が 得 られ る。つまり,当 然のことではあるが,f(X:θ)=fo(X;θ)の 場

合には疑似最尤推定量の漸近分布 と最尤推定量の漸近分布は一致することになる。

3)実 際の推定 には疑似最尤法や積率法 を用 いれば よい。

4)BrownandNewey(2001)はEL一 ブ ー トス トラップ法を用いれば通常のブー トス トラップ法

よりも好 ましい結果が得 られる可能性があると述べている。 また,Namba(2004)は この2つ の

方法 に関す るシミュレーシ ョン分析を行っている。本稿のシミュレーシ ョンは本質的にNamba

(2004)と 同 じ物であるが,比 較のために再度シ ミュレーションを行 った。
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