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非対称な損失関数に基づ く

代理変数の統計的性質

車 井 浩 子

回帰分析において必要な変数が観測不可能な場合,そ の変数を省くか,代 理変数

を用いるかという問題が生 じる。本論文では,こ のような代理変数の問題が生じて

いる場合の推定量の統計的性質について,線 形損失関数を用いて,非 対称な評価基

準に基づ くリスク評価を行う。

キーワー ド 代理変数,MSE,線 形損失関数

1は じ め に

経済データを用 いて回帰分析 を行 う場合,必 要な変数が観測できない場合がある。この よ

うな場合,そ の変数を省いて しまうのか,代 わ りになる代理変数を用いるのかという問題が

生 じる。観測不可能な変数 をどう扱うかによって,得 られる推定量の評価が異なることがこ

れまでの多 くの研究か ら明らかになっている。McCallum(1972),Wickens(1972)で は,代

理変数を用いる方が変数を省いて しまうよ りも推定量のバイアスが小 さくなることが指摘さ

れている。しか し,Frost(1979)で は,あ る条件の下では代理変数 を用いることによりバイア

ス と分散が大 きくなって しまうことが明らかにされている。Aigner(1974)で は,平均平方誤

差(MeanSquaredError;以 下,MSE)の 点においては代理変数を用いるほうが望ま しいこ
1)

とが示 されている。

推定量の評価をする場合,バ イアスや分散 に注目することも多 くあるが,通 常は評価基準

として2次 の損失関数を用いて評価が行われることが多い。 しか し,2次 の損失関数では過

大推定 と過小推定を同等に評価 して しまうため,こ れ らの重大性が異なる場合には適切 な評

価基準 とはいえない。正の推定誤差 と負の推定誤差 を非対称的に評価する基準 として,こ れ
2)

までにLINEX損 失関数や線形損失関数 といった評価基準が提唱されている。

本論文では,代 理変数の問題にっいて,非 対称な評価基準である線形損失関数を用いた評

価 を行 う。第2章 では本論文で扱 うモデルについて説明を行い,第3章 では線形損失関数に

基づ く危険関数を導出する。 さらに,第4章 では数値計算による結果を考察 し,第5章 で結
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論 を述べ る。

2モ デル と推定量

以下 では次式で表 され るモデル を用い る。

Y=XB+Zγ+ε,ε ～N(O,σ21。)(1)

yは 観 測値 の従属変数 でn×1ペ ク トル,Xは 観測値 の独立変数 でn×1ベ ク トル,Zは 観潰

不 可能 な独立 変数でn×1ベ ク トル,ε は正 規分布 に従 う誤差項でn×1ペ ク トルで あ る。 こ

こで,Zは 観 測不 可能で あるため,次 の ような2つ のモデルが考 え られ る。まず1つ 目は,Z

を省 い て しま うモデルで あ り,次 式 で表 され る。

y・・xξ+v.

2つ 目のモ デル はZの 代 わ りに代理 変数Pを 用 い るモデル であ り,次 式で表 され る。

Y=xδ 十Pw十 μ.

な お,独 立変数X,Z,Pは すべ て非確率 変数 で あ りYと は独立 であ ると仮定 す る。

ここで,表 記 を簡 略化 す るため に(1),(3)式 を次式 の ように表 す。'

Y=A*θ*+ε,

Y=Aθ 十ε,

(2)

(3)

(4)

(5)

ただ し,A*=[XZ],e"=[β γ]',A=[XP],θ=[δ ω]'で あ る。(5)式 か ら得 られ

る θの最 小2乗 推 定量 θは次式で表 され る。

∂=[δd}r=U五'A)-IA'Y.(6)

ま た,(2)式 か ら得 られ る ξの最 小2乗 推 定量 を ξで表 す と,

ξ=(X'X)-1)rY,(7)

とな る。

3線 形損 失関数 に基 づ く危険関数

線 形損失 関数(linearlossfunction)は 次 式 で定義 され る。

L(β,β)=C1(β 一β)ifβ ≧β,
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=-C2(β 一β)ifβ<β .(8)

た だ し,C1≧0,02≧0

こ こで βはβの推 定量 を表 す。C1,C2は 損 失関数の形 を決 め るスカ ラーのパ ラメ ータであ る。

例 えば,正 の推 定誤差 のほ うが負 の推 定誤差 よ りも重要だ と考 えられ る場合 に は,C1の 値 を

C2よ り も大 き くとるこ とで推 定誤差 を非対称的 に扱 うことが で きる。

代理 変数Zを 用 い た場合 の δの最 小2乗 推 定量 δにつ いて,線 形損 失関数 は次式 で表 され

る。

L(δ,β)雷C1(δ 一β)1工δ≧β】-C2(δ 一β)1[δ<β].(9)

こ こ で1[.]は,[.]内 の 不等 号の関係 が満 たされれ ば1,そ うでな けれ ば0を とるよ うな定
3)

義 関数 を表 す。 この損 失関数か ら次式で表 され る危 険関数が導 出 され る。

R(δ!σ)=(Cl+C2)[P'Pノ(2zD)】1/2exp(一[D!(2P'P)1(λ,/σ)2)

一(λ
,/σ)(Cl+C2)F←[D/(P'P)】it2(Z,/σ))+C1(λ,/の(10)

こ こ で,

D=(P'p)(X'X)一(P'X)2

λγ=[(P'P)X㌧(X'∫ うP'}Zγ/1),

で あ り,F(.)は 標 準 正規分布 の分布 関数 を表す。同様 に,変 数Zを 省 いた モデル(5)式 に お

ム

け る ξの 最 小2乗 推 定 量 ξ の 損 失 関 数,及 び 危 険 関 数 は 次 式 で 表 さ れ る 。

L(9,β)=Cユ(ξ 一β)ノ1ξ≧β1-C2(ξ 一β)1[b<β 】,(11)

R(ξ/σ)一(Cl+C2)【1/(2・X'm]i/2exp(一(X'X!2)tU,/σ)2)

一(U
rノσ)(C!+C2)F(一(X'X)lx2tu,/σ))+Cltu,/σ).(12)

た だ し,

μ,=(x'M'ix'Zr,

で ある。

ここで,以 下の計算 の ため に,独 立変 数X,Z,Pは そ れぞれの平均 か らの偏差 で ある とし,

X'X=Z'Z=P'.P=1と 仮 定 す る。す る と,危 険関 数(10),(12)に 含 まれ るパ ラメー タ λγ,

μγを次の ように表 す こ とがで きる。

λ,=[(R。ズR。xRpz)ノ(1一 鵡 。)】r,(13)
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μγ=Rxz7㌔ (14)

ここで,RiVは 変 数i,ノ 問 の相 関係 数 を表す。さ らに,P ,Z間 の 相 関係 数RRZは 次 の ように書

き表 す ことが で きる。

Rpz・((1-R灸zX1-R隻P))lt2Rpz .x+RxzRXP (15)

ここで,RRZ .xはXを 固定 した ときのZ,P間 の 偏相 関係 数で あ る。

4数 値計算による結果

(10),(12)式 の危険関数を用いて,以 下では数値計算 によるリスク評価を行う。数値計算

においては,代 理変数 を用いた場合の リスクと変数 を省いた場合の リスクの相対 リスク,R
　 み

(δ)/R(ξ)を 求め る。したが って,得 られた値 が1よ りも大 きけれ ば,観 測不 可能な変数Zに

対 して代理変 数Pを 用 い るよ り変数 を省 くほ うが望 ま しい と判 断 され,相 対 リスクが1よ り

も小 さけれ ば代 理変数 を用 いるほ うが望 ま しい と判断 され る。損 失関数 にお けるパ ラメー タ

Ci,C2に 関 しては,C1=1,0と し,C2に つ いては0。1,1.0,10と い う値 を用 いた。C2=0 .1

と した場合 には過大推 定 を重要視 す る損 失関数 とな り,C2=10の 場 合 は過小推 定 を重 要視

す る損失関数 とい うこ とにな る。危険関数 に含 まれ るその他パ ラメータ に関 しては様 々な値

を用 い,相 関係 数Rxz,Rxp,RRZ .xに 用 い る値 に よ り代 理変 数の質の影響 を見 る。以下 では,

C2=0.1の ケ ース とC2=1.0の ケ ースの結果 を用 いて リスク評価 を行 う。

代理 変数が元の 変数Zと 相 関が低 く,良 い代理 変数で はな い場合(RRZ .x=O.1)の 結 果 が

図1,2に 示 されてい る。図 では,相 関係 数Rxz,Rxpを,そ れぞれXZ,XPと 表 してい る。

まず,過 大推 定の ほ うが重視 され るC2=0.1の ケ ース において,X,P間 の相 関が高 い ときは

(Rxp=0.9),相 対 リスク は歪み を持 つ形 状 を とってい るこ とがわか る(図1)。 この とき,

X,Z間 の相 関 も高 けれ ぱ(Rxz=Rxp=0.9),-5<γ<3付 近 で は相対 リス クの値 が大 き く,

代 理変数 を用 いる より も変数 を省 くほうが望 ま しい。X,Z間 の 相関 が低 い場 合 も,変 数 を省

くほうが良 い と思 われ る範 囲が γく6の 範 囲で広 く存在 す る。C2=1.0の ケ ースで も同様 の傾

向が見 られ るが,代 理 変数 を用 い る方が望 ま しい と判 断 され る範 囲がC2=0.1の 場 合 とは異

な ってお り,よ り広 い(図2)。 一 方,X,P問 の相 関が低 い とき,X,Z間 の相 関 も低 ければ

(Rxz=Rxp=0.1),C2=1.0の ケ ース においては,γ=0付 近 の狭 い範 囲以外 では代 理変数 を

用 い るほ うが望 ま しい と思 わ れ る。 これ に対 し,C2=0.1の ケ ース にお いては,γ<0の 範

囲 では変数 を省 くほうが よい と思 われ る範 囲が広 く存 在す る。しか し,X,Z間 の相 関が高 い

Rxz==0.9,Rxp=0.1の 場 合 は,C2=0 .1,C2=1.0の ケ ース ともに リスク差 はほ とん どない。

次に,代 理変数 が元の変 数Zと 相 関が 高 く,望 ま しい代 理変数 であ る場合(RRZ .x==O.9)
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の 結 果が図3,4に 示 され てい る。まず,X,P間 の相 関が高 く過大推 定の ほ うが重視 され る

ケ ース(C2=0.1)に お いて は,Rpz .x=0.1の 場 合 よ りもより歪 みの強 い形状 を とる(図3)。

X,P間 の相 関が高 い場合,X,Z間 の相 関が低 ければ(Rxz=O.1,1～xp=0.9),非 常 に広 い範

囲で変 数 を省 くほ うが望 ま しい と思 われ る。しか し,X,Z間 の相 関 も高 い場合 は(Rxz=0.9,

Rxpニ0.9),γ ≧1,γ ≦-8の 範 囲で逆 に代 理変数 を用 い るほ うが リスクが小 さい。過大推 定

と過小推定 が同等 に評価 され る場合 は(C2=1),Rxp=0.9,Rxz・O.1な らば,変 数 を省 い て

しまう方 が代 理変数 を用 い るよ りも一様 に望 ま しい(図4)。Rxz=0.1の 場 合 は,変 数Zを

省 くことに よるβの推定へ の影 響 はかな り小 さい と思 われ るため,Xと 相 関 が高い よ うな代

理変 数 を用 い るこ とは望 ま しくない と解釈 で き,こ の よ うな結果 が得 られ た もの と思わ れ る。

X,P間 の 相 関が低 いケース につ いては,RRZ .xニ0。1の 場合 とほぼ同様 の結果 が見 られた。

なお,損 失関数 の形が過 小推 定 を重視 す るケ ース(C2ニ1)に お いては,い ず れの場合 も

C2=O.1の 場 合 と,γ=0に 関 して左右 対称 な結 果が得 られた。

5結 論

数値計算の結果から,代 理変数に関するリスク評価が損失関数の形に依存することが明ら

かになった。過大推定が大 きな問題 となる場合には,γ≦0の 範囲では代理変数 を用 いずに変

数 を省 くことが望 ましく,γ が正の値をとる場合は広 い範囲で代理変数を用いるほうが望 ま

しい。しか し,過大推定 と過小推定を同等に評価する場合には,代 理変数を用いるかどうかは

相関係数の値に依存 してお り,RxpがRxzに 近 ければ,広 い範囲において代理変数を用いる

ほ うが リスクが小さく,代 理変数が良い代理変数であるほど(1～zp.x=O.9)こ の傾向は強 く

見 られた。ただし,過 大推定が重視され るケースにおいては代理変数が良い変数であるほど

リスクは大 きくな り,代 理変数を用いないほうが良いと思われる。

しか し,変 数Pは 観測不可能な変数Zの 代理変数であるので,相 関係数RxpとRxzは さほ

ど大 きく異なる値 をとることはないであろう。 この点を考慮すると,過 大推定が重視 される

場合であって も,γが正の範囲では代理変数 を用いるほうが望 ましく,逆 に他の範囲では代理

変数を用いないほ うが良いということが数値計算の結果か らわかる。以上の結果か ら,代理変

数が観測不可能な変数に対 して望ましい変数であって も,用 いる場合 には注意が必要である

と言えるであろう。さらに,(X,Z),(X,P)間 の相関がそれぞれ高い場合には多重共線性が

生 じている可能性があり,今 後 この点を考慮 した分析が必要であると思 われる。
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付 録

(10)式 の導出について

まず,が の危険関数は次式で表 され る。

R(δ)==C・ ∫Z(δ一β)・(δ)・δ・C・ ∫1(S一 β)・(δ)・S, (a)

た だ し,

9(δ)=1)1!2[2π(P'P)σ2】-1/2exp(-D(δ 一β一λ7)21【2σ2(P'P)]),

D=?'P)σ ぐm-(X'P)2.

こ こで,tニ(δ 一β一 λγ)Dl/2/[σ(P'P)1/2]と お く と,ま ず(a)式 の 第1項 目 の積 分 部 分 が 次 の よ う に

な る。

∫二(δ一β)・(δ)・δ

一(・,・D)"i!2(・'・)i!2σfll・・xp(一 〆12)dt

・・,∫二1(・・)-1x2exp(-t・12)dt

=(2nt))儘1!2(P'Aii2σexp(一 ・2!2}+λ
,F←c). (b)

ここで,F(。)は 標準正規分布の分布関数を表 し,ま たc=[D/(P'P)]112(λ ノσ)で ある。同様にし

て,〈a)式 の第2項 目の積分部分 は次のようになる。

∫;(δ一β)・(δ)dδ

一(2・・D)'"2?'・)'t2σ ∫:
,・・xp(-t・/・)dt

・・r∫:
,(・・)-u・exp(-t・/・)dt

=(2al)》-1/2CPtP)'12σexp(-c2/2)+λ
,(1-F(-c)).(c)

以 上,(b),(c)式 よ り 本 文(10)式 が 得 ら れ る 。

注

1)MSEを 用 い た代 理 変 数 の 評 価 に つ い て は,Ohtani(1981),SrivastavaandMadhulika(1990) ,

Kennedy(1992),TrenklerandToutenburg(1992)に お い て も扱 わ れ て い る 。 ま た ,代 理 変 数 に

関 して はBarnow(1976),OhtaniandHasegawa(1993)な どが あ る。

2)LINEX損 失 関 数,線 形 損 失 関 数 につ い て はVarian(1975) ,Zellner(1986),PandyandRai

(1992),Berger(1980),Ohtani(1994,1995),WanandKurumai(1999),Wan(1999)な どの 研 究 が

あ る。

3)付 録 参 照 。
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