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一 般 的 なBox-Cox変 換 を使 った

線形 回帰 モ デル にお け るAICの 利 用

大 谷 一 博

本稿 で は,変 数 ご とに変 換パ ラメ ータが 異 な る一般 的 なBox-Cox変 換 を使 った

線 形 回帰 モ デル(Box-Cox変 換 モデル)を 考 え る。この一 般 的なBox-Cox変 換モ

デル を用 い て,日 本,ア メ リカ,イ ギ リスお よび カナ ダの輸 入需要 関数 を推定 し,

適 切 な 変換 パ ラ メ ータ の個 数 をAICお よびバ イ アス修正AICも 考 慮 にいれ て決 定

す る手 順 を示 す。

キ ー ワ ー ドAIC,Box-Cox変 換,輸 λ 需 要 関 数

1序

計量経済学的な実証分析 において,通 常使用される回帰式の関数形は,線 形および対数線

形である。 しか し,経 済理論は,消 費と所得などの経済変数間の関連を示唆するが,適 切な

関数形を示唆す るものではな く,関 数形の選択は,分 析 目的に応 じて,適 当になされること

が多い。例 えば,需 要関数の推定においては,価 格や所得の弾力性の推定に興味があるので,

回帰係数がその まま弾力性 を表す対数線形モデルが使用 されることが多い。しか し,Boxand

Cox(1964)が,変 数のべキ変換 を利用 して適切な関数形 を統計的に選択する方法 を提示 して

以来,こ のBox-Cox変 換が しばしば使用されてきた。例 えば,貨 幣需要関数の推定にBox-

Cox変 換を使用 した例 として,Zarembka(1968),Spitzer(1976),Mills(1978)お よびBoylan

andO'Muircheartaigh(1981)等 がある。

Box-Cox変 換 を使用 して回帰モデルの関数型を選択す る場合,す べての変数の変換パラ

メータは同 じであると仮定 されることが多い。例えば,KhanandRoss(1977)は,す べての

変数の変換パラメータが同 じであると仮定 して,ア メ リカ合衆国,カ ナダ,お よび 日本の輸

入需要関数の推定 を行っている。 しかし,変 数ごとに変換パラメータが異なる可能性 も考慮

して,Boylan,CuddyandO'Muircheartaigh(1982)は アイルランドの輸入需要関数の推定

を行った。この様に,変 数ごとに変換パラメータが異なる場合,推 定 されるべき非線形の未

知パ ラメータの数が変数の数に比例 して増加するので,変 数の数が大 きい場合その計算量 は

膨大 なものになる。
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モ デ ル 選 択 を行 う場 合,パ ラメ ー タの 数 が 余 りに 多 くな る こ と を避 け る た め,で き るだ け

パ ラ メ ー タの 数 が少 な い モ デ ル が 選 択 さ れ る こ とが 多 い
。(こ れ はケ チ の 原 理 と呼 ば れ る。)

Akaike(1973)は,適 切 なパ ラ メー タ 数 を決 め る た め の 情 報 量 基 準 と してAIC(Akaike's

InformationCriterion)を 提 唱 した。 こ のAICは,推 定精 度 とケ チ の 原 理 を同 時 に考 慮 した

基 準 で あ る。 しか し,HurvichandTsai(1989)で 指 摘 され た よ う に,AICに は モ デ ル を過

大 推 定 す る傾 向 が あ る。Sugiura(1978)お よ びHurvichandTsai(1989)は,こ の 過大 推 定

と い うバ イ ア ス を修 正 したバ イ ア ス修 正AIC(AICc)を 提 唱 した。HurvichandTsai(1989)

に よ る モ ンテ ・カル ロ 実験 の 結 果 は,こ のAICcは 優 れ た小 標 本 特 性 を もっ て い る こ と を示 し

て い る。

Box-Cox変 換 を用 い た 推 定 で,情 報 量 基 準 に よ っ て モ デル を選 択 す る とい う研 究 は極 め

て少 な い。Park(1998)は,Box-Cox変 換 を用 い たARMAモ デ ル を推 定 す るの にAICを 使

用 して い る が,AICは 自己 回 帰 ラグ と移 動 平 均 ラ グ の 次 数 の 決 定 の た め に使 用 され て い る。

ま た,Ip,Wong,WangandJia(2004)で は,新 しい 情 報 量 基 準GICを 提 唱 して い るが,GIC

は 独 立 変 数 の 数 を 決 定 す る た め に 使 用 さ れ て い る。 変 数 ご と に 変 換 パ ラ メ ー タ が 異 な る

Box-Cox変 換 モ デル を推 定 す る場 合,情 報 量 基 準 も考 慮 して 変 換 パ ラ メ ー タ の 数 を決 定 す

る とい う こ と は,ま だ考 え られ て い な い。 本 稿 で は,日 本,ア メ リカ,イ ギ リス お よび カ ナ

ダ の 輸 入 需 要 関 数 を,変 数 ご と に変 換 パ ラメ ー タ が 異 な る一 般 的 なBox-Cox変 換 モ デ ル を

用 いて 推 定 し,適 切 な変 換 パ ラメ ー タの 個 数 をAICお よびAICcも 考 慮 に い れ て決 定 す る手

順 を示 す 。

2モ デルと情報量基準

変 数2に 対 す るBox-Cox変 換z(e)は 次 の よ う に定 義 され る。

g'θ}累(ge-1)!θforθ ≠0

=1099forθ=0

こ のBox-Cox変 換 を利 用 し た 一 般 的 な 関 数 型 を も つ 次 の 線 形 回 帰 モ デ ル を 考 え る
。

y;λ1)==β1+β,X農 ・)+_,+βkxEll・}+Ut,t=1,2,...,T

(1)

(2)

た だ し,ytは 従 属 変 数 のt番 目の 観 測 値,Xitは 第i説 明 変 数 のt番 目の 観 測 値,β1 ,β2,…,

β々は 回 帰係 数,λ1,λ2,…,λkは 変 換パ ラ メ ー タ,Utは 互 い に独 立 に平 均0,分 散 σ2の 正 規

分 布 に従 う'番 目の 誤差 項 で あ る。Schlesselman(1971)で 指 摘 され て い る よ う に,定 数 項 が

な い と き,Box℃ox変 換 を利 用 した線 形 回 帰 モ デ ル は ス ケ ー ル の 変 換 に関 して 不 変 で は な

い。 よ っ て,た と え定 数 項 が有 意 にゼ ロ とは 異 な らな い 場 合 で も
,定 数 項 を含 め て推 定 が 行

わ れ る。

T×1ベ ク トルy*とT×k行 列X'を 次 の よ う に定 義 す る。
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こ の と き,対 数 尤 度 関 数 は 次 の よ う に な る 。

L(P,λ,S,σ2)=一(T/2)log(2π)一(T!2)lo9σ2

-(y*-X*β)'(y*-X*β)1(2σ2)+log/ 、(4)

た だ し,β=(βi,β2,…,βk)',λ=(λ1,λ2,…,λ ρ)',pは 異 な る 変 換 パ ラ メ ー タ の 個 数(p≦

ん)で あ り,ノ は 従 属 変 数 の 変 換 の ヤ コ ピ ア ン で,次 式 で 与 え ら れ る 。
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(4)を β と σ2で 微 分 してゼ ロ と置 く と,λ=(λ1,λ2,…,λp)'を 所 与 と した β と ♂ の 条 件

付 き最 尤 推 定 値 が得 られ る。

β*=(X*'X*)　 IX*'y*

6*2=(y*-X*β*)'(y*-X*β)1T

(6)と(7)を(4)に 代 入 す る と,次 の λ を 所 与 と し た 集 中 対 数 尤 度 関 数 が 得 ら れ る 。

五m、.(λ 》一 一(T12)【1+1。9(2π)】 一(T/2)1・9∂2

ね
+(λ1-1)Σlogyt

t=1

(6)

(7)

(8)

こ の 集 中対 数 尤 度 関 数 を最 大 に す る λ=(λ1,λ2,…,λp)'の 値 λ=(λ1,λ2,…,λp>'が λの

最 尤 推 定 値 で あ る。 しか し,λ の 最 尤推 定値 を解 析 的 に求 め る こ とは で きな い の で,グ リ ッ

ド ・サ ー チ な どの 数値 計 算 に よ って 求 め る こ と に な る。 な お,

S(λ)=2[乙max(λ)-Lmax(λ)](9)

の 漸 近 分 布 は 自 由度kの カ イ 自乗 分 布 で あ るの で,仮 説Ho:λ=λ0の 検 定 に お い て,S(λ0)

〉 諺(α)で あ れ ば 仮 説 は 棄 却 さ れ る。 た だ し,誘(α)は 自 由 度 んの カ イ 自乗 分 布 の 上 側

100α%点 で あ る。

HurvichandTsai(1989)に 従 う と,AICお よびAICcは 次 の 式 で 与 え られ る。
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AIC(P)=Tlog(2π)十T【1十lo9∂*2十2(々 十P十1)]ハ ア
ー2(λ

1-1)Σ10gyt(10)
t=1

2(々 十P十1)(々+P十2)AIC

c(P)=AIC(P)+(11)T -々-P-2

た だ し,3*2に 含 ま れ る λ1,λ2,…,λpは,冗,,え2,…,えpに よ っ て 置 き換 え ら れ て い る 。

3実 証 例

情報量基準AICお よびAICcに よって関数型を選択する実証例 として,こ こでは 日本,ア

メリカ合衆国,カ ナダおよびイギリス(連 合王国)の 輸入需要関数の推定を行 う。一般的な

関数型 をもつ輸入需要関数を次のように定式化する。

QIλP=β1+β2(PMt/PZ)t)(λ2)+β3YY3)+Ut(12)

ただ し,Q,は 第t期 の 総 輸 入 量,PM,は 第t期 の輸 入 価 格,PL)tは 第t期 の 国 内 価 格(GDPデ

フ レー タ),Y,は 第t期 の所 得(GDP)で あ る。使 用 され た デ ー タ は,1965年 か ら2002年 まで

の 年 次 デ ー タ で あ り,す べ て1995年 を100と した指 数 形 式 で表 され て い る。な お,デ ー タ の 出

所 は,IMFInternationalFinancialStatisticsCD-ROM版(March,2004)で あ る。

こ こ で は,対 数線 形 に 定式 化 され た モ デル(λ1=λ2=λ3=0),線 形 に 定 式 化 され た モ デル

(λ1=λ2=λ3ニ1>,す べ て の 変 換 パ ラ メ ー タ が 等 しい モ デ ル(λ1=λ2=λ3,p=1),お よび す

べ て の 変 換 パ ラ メ ー タ が 等 しい とは 限 らな い 一 般 的 な モ デ ル(p=3)の4つ の モ デ ル の 推 定

表1日 本の輸入需要関数の推定結果

(回帰係数の推定値の下にある括弧内の数値は∫値)

λ1λ2λ3 五m脳(ρ,λ)AICAICc β1β2β3

000

111

-0 .32-0.32-0.32

-0
.92-1.51-1.65

一114
.673241.346244.055

-138
.991289.982292,692

-111 .796235.592238,302

-107
.513229.026232,759

一1
.425-0.2771.301

(-5.529)(-3.939)(23.484)

-9
,829-9.56910,547

(-1.182)(-2.512)(12.540)

-1
,196-0,0731,493

(-9.387)(-3.364)(28.439)

-17
,815-0.01931,180

(-42.455)(-6.719)(45,023)

表2ア メリカの輸入需要関数の推定結果

(回帰係数の推定値の下にある括弧内の数値は'値)

λ1λ2λ3 Lm。x(ρ,λ) AIC AICc β1 β2 β3

000

111

1.05-4,632.96

一101 .509

-131
,683

-95
,156

215,017

275,365

204,313

217,727

278,075

208,046

一4
.164

(-28.121)

-61
,244

(-14.819)

20,649

(20.512)

一 〇
.201

(-3.278)

-33
,681

(-4.604)

4,851

(2.660)

1,904
(55.379)

1,670
(32.039)
0.000343
(83.808)
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を行 っ た。 日本 の 輸 入 需要 関 数 の推 定 結 果 は表1に,ア メ リカ の輸 入 需 要 関 数 の 推 定 結 果 は

表2に,カ ナ ダの 輸 入 需 要 関 数 の 推 定 結 果 は表3に,イ ギ リス の輸 入 需 要 関 数 の推 定 結 果 は

表4に 示 さ れ て い る。

表1か ら次 の こ とが 分 か る。 まず,線 形 に定 式 化 され たモ デル と対 数 線 形 に 定 式 化 され た

モ デ ル を比 ぺ る と,最 大 尤 度,AICお よびAICcと も に対 数 線 形 モ デ ル を示 唆 して い る。ま た,

最 大 尤 度,AICお よびAICcは,対 数 線 形 の 定 式 化 よ り もす べ て の 変 換 パ ラメ ー タ が等 しい

Box-Cox変 換 モ デ ル を示 唆 して い る 。さ らに,こ れ ら3つ の 基 準 は,す べ て の 変 換 パ ラメ ー

タ が 等 しい モ デ ル よ り もす べ て の 変 換 パ ラ メ ー タが 等 しい と は限 らな い一 般 的 な モ デル を示

唆 して い る。 ま た,仮 説He:λ1=λ2=λ3=0の 検 定 統 計 値 は

2[Lmnax(λ1=-O.92,λ2=-1.51,λ3=-1.65)一 ムmax(λ1=λ2=λ3=0)]=14.32(13)

で あ り,自 由度3の カ イ 自乗 分 布 の1%棄 却 点 は11.34で あ るの で,仮 説 は有 意水 準0.01で 棄

却 され る。同様 に して,仮 説Ho:λ1=λ2=λ3=1は 有 意 水 準O.Olで 棄 却 さ れ,仮 説Ho:λ1ニ

λ2=λ3=-O.32も 有 意 水 準0.05で 棄 却 され る。 こ れ らの こ とを総 合 す る と,日 本 の輸 入 需 要

関 数 で は,す べ て の 変 換 パ ラ メ ー タが 等 しい とは 限 らな い一 般 的 なBox-Cox変 換 モ デ ル が

最 も適 して い る とい え る。

ア メ リカ の輸 入 需 要 関 数 で は,す べ て の 変 換 パ ラ メ ー タが 等 しい モ デ ル のA.i(i=1,2,3)

の 最 尤 推 定 値 は 鳥=0で あ っ た の で,対 数線 形 モデ ル が す べ て の 変 換 パ ラメ ー タが 等 しい モ

デ ル で あ る。 表2か ら次 の こ とが分 か る。 まず,線 形 に 定 式 化 され た モ デ ル と対 数 線 形 に定

式 化 され た モ デ ル を比 べ る と,最 大 尤 度,AICお よびAICcと もに対 数 線 形 の 定 式 化 を示 唆 し

て い る。ま た,最 大 尤 度,AICお よびAICcは,対 数 線 形 モ デ ル よ り もす べ ての 変 換 パ ラメ ー

タ が 等 しい と は限 らな い 一 般 的 な モ デ ル を示 唆 して い る。仮 説Ho:λ1=λ2=λ3=0の 検 定 統

計 値 は

2【Lmax(λ1=1.05,λ2=-4.63,λ3=2.96)一 、Lmax(λ1=λ2=λ3=0)}=12.706(14)

で あ り,自 由度3の カ イ 自乗 分 布 の1%棄 却 点 は11.34で あ るの で,仮 説 は有 意 水 準0.01で 棄

却 され る。 同様 に して,仮 説Ho:λ1=λ2=λ3=1も 有 意 水 準0.01で 棄 却 され る。 しか し,す

べ て の 変 換 パ ラ メ ー タが 等 しい とは 限 らな い一 般 的 な モ デ ル で は,価 格 変 数 の係 数 が 正 の 値

と な っ て お り,経 済 理 論 と は整 合 的 で は な い。 こ の こ とか ら,対 数 線 形 モ デル とす べ て の 変

換 パ ラメ ー タが 等 しい とは 限 らな い一 般 的 な モ デル の 選択 は難 しい とい え る が,AICお よび

AICcに 基 づ くと,変 換 パ ラ メ ー タ が 等 しい とは 限 らな い 一 般 的 な モ デ ル が 選 択 され る こ と

に な る 。

表3か ら次 の こ とが 分 か る。 カ ナ ダの 輸 入 需 要 関 数 で は,線 形 に定 式 化 され た モ デ ル と対

数 線 形 に定 式 化 され た モ デ ル を 比 べ る と,最 大 尤 度,AICお よびAIC,と も に対 数 線 形 モ デ ル

を示 唆 して い る。 また,最 大 尤 度,AICお よびAICcは,対 数 線 形 の 定 式 化 よ り もす べ て の 変
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表3カ ナダの輸入需要関数の推定結果

(回帰係数の推定値の下にある括弧内の数値は'値)

λ1 λ2 λ3 ムm。.(ρ,λ) AIC AICc β1 β2 β3

0

1

-0 .47

-0 .45

0

1

-0 .47

1.55

0

1

-0 .47

-0 .46

一113
.894

-145
,464

-104
,020

-103
,812

239,787

302,927

220,039

221,623

242,497

305,637

222,749

225,356

一4
.605

(-21.650)

-64
,928

(-10.533)

-2 ,604

(-32.050)

-2
,748

(-32.671)

一 〇
.848

(-4.819)

-58
,292

(-2.909)

-0
,128

(-5.932)

-0
,138

(-6.020)

1,982
(40.311)

16,461
(21.700)

2376
(53.965)

2,446
(54.409)

表4イ ギリスの輸入需要関数の推定結果

(回帰係数の推定値の下にある括弧内の数値は'値)

λユ λ2 λ3 乙脳(ρ,λ) AIC AICc β1 β2 β3

00

11

-0 .49-0.49

1.38-5.64

0

1

-0 .49

3.75

一98
.357

-130
,748

-91
,661

-74
,569

208,714

273,497

195,321

163,138

211,423

276,206

198,031

166,871

一3
.393

(-15.907)

-57 ,511

(-7.277)

-1
,687

(-21.431)

65,432

(17.513)

一 〇
.383

(-5.748)

-28
,118

(-2.994)

-3
,755

(-5.132)

-54
,748

(-3.321)

1,739
(36.119)

1,652
(18.774)

1,923
(44.098)

0.0000433
(58.430)

換 パ ラ メ ー タ が 等 しいBox-Cox変 換 モ デル を示 唆 して い る。最 大 尤 度 は,す べ て の 変 換 パ ラ

メ ー タ が 等 しい モ デ ル よ り もす べ ての 変 換 パ ラメ ー タ が等 しい とは 限 ら な い一 般 的 な モ デル

の 方 が 大 きい が,AICお よびAICcは,す べ て の 変 換 パ ラ メ ー タ が 等 しい と は 限 らな い一 般 的

な モ デ ル よ り もす べ て の 変 換 パ ラメ ー タが 等 しい モデ ル の 方 が 小 さ い。 また,仮 説Ho:λ1=

λ2=λ3=-0.47の 検 定 統 計 値 は

2[乙max(λ1=-0.45,λ2=1.55,λ3=-0.46)-Lmax(λ1=λ2=λ3=-0.47)]=0.416(15)

で あ り,自 由度3の カ イ 自乗 分 布 の10%棄 却 点 は6.25で あ るの で,仮 説 は有 意 水 準0.10で 採

択 さ れ る。 しか し,仮 説Ho:λ1=λ2=λ3=Oは 有 意 水 準0.01で 棄 却 され,仮 説Ho:λ1=λ2=

λ3=1も 有 意 水 準0.01で 棄 却 され る。 これ らの こ と を総 合 す る と,カ ナ ダ の輸 入 需 要 関 数 で

は,す べ て の 変 換 パ ラ メ ー タ が 等 しいBox-Cox変 換 モ デ ル が 最 も適 して い る と い え る。

表4か ら次 の こ とが 分 か る。 イ ギ リス の輸 入 需 要 関 数 で は,線 形 に定 式 化 され た モ デル と

対 数 線 形 に 定 式 化 され た モ デ ル を比 べ る と,最 大 尤 度,AICお よびAICcと もに対 数 線 形 モ デ

ル を示 唆 して い る。 これ は,日 本,ア メ リカ お よ び カ ナ ダ の 輸 入 需 要 関 数 と同 じ結 果 で あ る
。

また,最 大 尤 度,AICお よびAICcは,対 数 線 形 の 定 式 化 よ り もす べ て の 変 換 パ ラメ ー タ が等

しいBox-Cox変 換 モ デ ル を示 唆 して い る。最 大 尤 度 は,す べ て の 変 換 パ ラメ ー タ が 等 しい モ

デ ル よ り もす べ て の 変 換 パ ラ メ ー タ が 等 しい と は 限 ら な い一 般 的 な モ デ ル の 方 が 大 き く,

AICお よびAICcも,す べ て の 変 換パ ラメ ー タ が 等 しい モ デ ル よ り もす べ て の 変 換パ ラ メ ー
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タ が 等 しい と は限 らな い 一 般 的 な モ デ ル の 方 が小 さい 。ま た,仮 説He:λ1=λ2=λ3=-0.49

の検 定 統 計 値 は

2[Ln{ax(λ1=1.38,λ2=-5.64,λ3=3.75)-Lrmax(λ1自 λ2=λ3=-O.49)】=34.184(16)

で あ り,自 由度3の カ イ 自乗 分 布 の1%棄 却 点 は11.34で あ る の で,仮 説 は有 意 水 準0.01で 棄

却 され る。 また,仮 説Ho:λ1=λ2=λ3=0は 有 意 水 準0.01で 棄 却 さ れ,仮 説Ho:λ1=λ2=

λ3=1も 有 意 水 準0.01で 棄 却 され る。 こ れ らの こ と を総 合 す る と,カ ナ ダの 輸 入 需要 関 数 で

は,す べ て の 変 換 パ ラ メ ー タ が 等 しい とは 限 らな い一 般 的 なBox-Cox変 換 モ デル が 最 も適

して い る とい え る。
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