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スタイ ン型推 定量 の

平均 自乗誤差 に関す るパ ラ ドックス

難 波 明 生

計量 経済 学 ・統計 学 にお いて最 小 自乗推 定量 は非 常 に重要 かつ強 力 な推 定量 で あ

る。 しか し,Stein(1956)お よびJamesandStein(1961)に よ り提 案 され たス タ

イ ン型 推定 量 は,撹 乱項 が正 規分 布 で分 散 が既知 の場 合 に,最 小 自乗推 定量 を平均

自乗誤 差 にお いて優越 す る事 が知 られ て い る。 また,ス タイ ン型推 定量 に含 まれ る

分 散 を不偏 推定 量 で置 き換 えれ ば,分 散 が未 知 の場合 で も最 小 自乗推 定量 を優 越 す

る。本稿 では,多 変 量'分 布 に従 う撹 乱 項 を もつ線 形 回帰 モデル を考 え,分 散 が既知

の 場合 で も,分 散 を推 定量 で置 き換 えた推 定量 の方 が,既 知 の分 散 を用 いた推 定量

よ り も小 さな平均 自乗誤差 を もち うる と言 う,逆 説的 な結 果 が得 られ る こと を示 す。

キー ワー ド 最 小 自乗推 定量,ス タ イ ン型推 定量,平 均 自乗 誤差,多 変量 ≠分布

1は じ め に

計量経済学 ・統計学 においては,線 形回帰モデルが頻繁 に用いられる。線形回帰モデルに

関 しては,最 小 自乗推定量が最良線形不偏推定量(BestLinerUnbiasedEstimator,BLUE)

であると言 うことがよく知 られている。 しか しなが ら,撹 乱項が正規分布 に従い,か つその

分散が既知である場合 に,Stein(1956)お よびJamesandStein(1961)は,最 小 自乗推定

量 を平均 自乗誤差において優越する推定量 を提案 した。 さらに彼 らは,分 散が未知の場合で

も,推 定量に含 まれる分散 を不偏推定量で置 き換えることによって得 られる推定量が,最 小

自乗推 定量 を優 越 す るこ とを示 した。これ らの推定量 はスタイ ン型推定量(Stein・rule

Estimator)と 呼ばれる。Stein(1956)お よびJamesandStein(1961)を 発端 として,多 く

の推定量が提案され,そ の性質の分析が行われれて きた。

これらの分析の多 くでは,掩 乱項が正規分布 に従 うと仮定 されている。 しか し,実 際のデ

ータを見てみると,特 に金融データなどで,正 規分布 よりも裾の厚い分布から得 られたと考

えられるデータが多 く見受けられる。正規分布 よりも裾の厚 い分布 としてよく知 られている

のが 扮 布である。正規分布からの乖離による影響を調べるために,多 くの研究において多変

量t分 布が用い られて きた。多変量tを 用いた研究 としては,Zellner(1976),Pruchaand
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Kelejian(1984),UllahandZinde・Walsh(1984),Judgeetal.(1985),SutradharandAli

(1986),Sutradhar(1988),Singh(1988,1991),Giles(1991,1992),Ohtani(1991,1993),Ohtani

andGiles(1993)andOhtaniandHasegawa(1993),Namba(2001),NambaandOhtani

(2002)等 が あ げ られ る。 さ ら に,FourdrinierandStrawderman(1996)は,t分 布 よ り も一

般 的 なsphericallysymmetricな 分 布 の 平 均 を推 定 す る 問題 を考 え,一 定 の 条 件 の 下 で,仮 に

分 散 が既 知 で あ っ て も,分 散 が 未 知 の場 合 に対 す る ス タ イ ン方推 定 量 を用 い た ほ うが 平 均 自

乗 誤 差 が 改 善 され る場 合 が あ る とい う,逆 説 的 な 結 果 が 得 られ る こ と を示 して い る。

そ こ で 本 稿 で は,多 変 量t分 布 に 従 う掩 乱 項 を持 つ 回帰 モ デ ル を考 え,Fourdrinierand

Strawderman(1996)と 同 様 に,仮 に 既 知 で あ っ た と して も,分 散 を推 定 した 方 が ス タ イ ン

型 推 定 量 の 平 均 自乗 誤 差 が 改 善 さ れ る場 合 が あ る こ とを示 す。

2モ デルと推定量

次の回帰モデル を考える。

y=.XIB+u(1)

yはn×1の 従属変数のベク トル,Xはn×kの 説明変数の行列,β はk×1の 回帰係数のベク

トルである。また,uはn×1の 掩乱項のベク トルである。uに 関 しては,多 変量正規分布が

仮定 されることが一般的であ るが,本 稿では πは多変量 扮 布に従うと仮定する。 したがっ

て,%の 確率密度関数は

齢 ・)一舞 欝)励1砦 、},n+、,t2(・)

とな る。た だ し,σ はス ケ ー ルパ ラ メ ー タ,vは 分 布 の 自由 度 と呼 ばれ る。v>2の 場 合,E[u]=

OandE[uu']=[レ σ2/(レー2)]Inと な る こ とが 容 易 に証 明 で き る。この こ とか ら,ス ケ ール パ

ラメ ー タ σは正 規 分布 の 分 散 に相 当 す るパ ラ メ ー タ とな っ て い る こ とが わ か る。また,り → 。。

とな る に した が っ て,多 変 量 舌分 布 は多 変量 正 規 分 布 に近 づ い て い く こ とが 知 られ て い る。

Zellner(1976)に よ っ て 示 され て い る よ うに,多 変 量t分 布 の確 率 密 度 関数 は,以 下 の よ う

に 書 き表 す こ とが で き る。

P(u1・,・)-flPN(ul・)PIG(・1・,・)d・

た だ し,

PN(uIτ)=(2zτ2)一n!2exp【-u'u/2τ2】,

は 正 規 分 布 の 確 率 密 度 関 数 で あ り,

P・・(・1…)-2(鰐 ノ2ガ …exp[一 ・σ・/…]・

(3)

(4)

(5)
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は逆 ガ ンマ分 布 の 確 率 密 度 関 数 で あ る。

(1)に お け る βの 最 小 自乗 推 定 量 は

b=S-1X'Y(6)

と な る。 た だ し,S=X'Xで あ る。 最 小 自 乗 推 定 量 は 最 良 線 形 不 偏 推 定 量(BestLiner

UnbiasedEstimator,BLUE)で あ る こ とが 良 く知 られ て い る。こ れ に対 し,Stein(1956)お

よびJamesandStein(1961)に よっ て提 案 さ れ た ス タ イ ン型 推 定 量 は 次 の よ う に定 義 され

る。

　

b・R1-(a1σ 一1一ヴSδ)b(・)

た だ し,alは0≦al≦2(le-2)を 満 た す 定 数 で あ る。 ま た,平 均 自乗 誤差(MeanSquared

Error,MSE)を 次 の よ う に定 義 す る。

MSElβ 】=E[L(β;β)】

=EI(β 一βyS(否 一β)】(8)

た だ し,β は βの 任 意 の推 定 量 で あ り,L(β;β)=(β 一β)'s(β 一β)は 損 失 関 数 と呼 ばれ る。

le≧3か つuが 正 規 分 布 に従 う場 合(レ → ◎◎の 場 合),最 小 自乗 推 定 量 がBLUEで あ る に もか

か わ らず,

MSE【bSRi】 ≦MSE[b](9)

が 成 立 す る。 また,al=(k-2)の 時 に(7)式 の推 定 量 の 平 均 自乗 誤 差 は最 小 とな るの で,こ

こか らはal=(k-2)を 用 い る こ とに す る。

しか し,(7)式 の推 定 量 は,分 散(あ る い は ス ケ ー ル パ ラ メ ー タ)σ が 未 知 で あ る場 合 に は

用 い る こ とが で き な い。そ こで,♂ を そ の 不 偏 推 定 量 ∂2=e'e/(n-k)で 置 き換 え る こ とに よ

り,次 の 推 定 量 が 得 られ る。ロ
b・R・一(1一 雛')b(10)

た だ し,e=y-Xbは 残 差 の ベ ク トル,0≦a2≦2(k-2)/(n-le+2)で あ る。 この推 定 量 に 関

して も,k≧3か つuが 正 規 分 布 に従 う場 合,

MSE【bsR2]≦MSE【b】(11)

とい う関 係 が 成 り立 つ 。(7),(10)式 の推 定 量 は ス タ イ ン型 推 定 量 と呼 ば れ る。a2=(le-2)/

(n-k+2)の 時 に(10)式 の 平 均 自乗 誤差 は最 小 とな るの で,今 後a2=佐 一2)/(n-々+2)を

用 い る。 ま た,(3)式 の 関 係 を用 い れ ば,(9),(11)が,掩 乱 項 が 多 変 量t分 布 の場 合 に も成

立 す る こ とを示 す の は 容 易 で あ る。

と ころ で,(10)式 で は(7>式 の 未 知 パ ラメ ー タ が推 定 量 で置 き換 え られ て い るの で,我 々

は
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MSE【bsRi】 ≦MSE[bsR2】(12)

とい う関係 が 成 り立 つ と期 待 す るの が 自然 で あ る。 しか し,本 稿 の 目的 は,あ る条 件 の 下 で,

MSE【bsRi】>MSE【bsR2】'(13)

とい う逆 説 的 な 結 果 が 得 られ る と い う こ と を示 す こ とで あ る。 次 節 で は上 の よ う な 関係 が 成

立 し得 る事 を解 析 的 に証 明 す る。

3平 均 自乗誤差

bSR1,bSR2の 平 均 自 乗 誤 差 は,そ れ ぞ れ 次 の よ う に 定 義 さ れ る 。

MSE[bsRi]=E【(bsR
,一β)'S(bsR1一 β)】(14)

MSE[bsR2]=E[(bsR
、一βγS(うsR2一 β)](15)

従 っ て,

H(P,q)=E[(b'Sb》P(e'e)】q(16)

/(P,q)=E【(b'Sb}P(e'e)qasb】(17)

と 定 義 す れ ば,

MSE(bsRi)=H(1,0)-2aiσ2+a号 σ4H(-1,0)-21(0,0)+2aiσ2J(-1,0)+β'Sβ(18)

MSE(bsR2)=H(1,0)-2a2H(0,1)+α 乙π ←1,2)-21(0,0)+2a2ノ(-1,1)+β'S)B(19)

と な る 。 ま た,Appendixで 証 明 さ れ て い る よ う に,H(p,q) .お よ び ノ(p,q)は 以 下 の よ う に

な る 。

HIO・・)一(・・四 鶴)(…P・ ・一・一・・2

・「(@}々¥1蕩 器 詣 瑠 号望12+P+の(20)

・IO,・)一(・鞠 〆2
、轍(・+・P・ ・一・-v/・

・「((n一 ん)!2十q)T(ン!2-p-q十i)r(々/2十 」)十i十1r((
n一 陀)ノ2)r(v/2)r(k/2+i+1))(21)

た だ し,γ=θ/σ2,θ=β'Sβ で あ る 。 こ の こ と を 用 い れ ば,以 下 の 定 理 が 得 ら れ る 。

定 理1γ=0か つ3<レ 〈n-々+2で あ れ ば,MSE[bsR1]>MSE[bsR2]が 成 立 す る 。逆 に,γ=

0か っn=k+2≦ レな ら ば,MSE[bsRi]≦MSE[bsR2]が 成 立 す る 。

証 明:

(20),(21)に お い て γ=0と す れ ば

Hto,・)一(σ轡+・ 「((n一鑑1圭霧男繍 罧 霧/2+P)(22)

ノ(p,q)=0(23)
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が 得 られ る。 さ ら に,al=(le-2)お よびa2=(k-2)/(n-k+2)を 用 い て,若 干 の 計 算 を行

え ぱ,

MSE【bsR'1ラMSE【bsR2】
一(1・一・)卜1・(

.iFil9}SIZ-,f"1,e.、)]

が 得 られ る。 つ ま り,

(24)

ン(η一々)>1(25)

(n-k十2)(レ ー2)

な らばMSE[bsRi]>MSE[bsR2]が 成 立 す る。v-2>0,n-k+2>0に 注 意 して(25)を 解 け ば

v<n-k+2が 得 られ る。 同 様 に,n-k+2≦ レな らば,MSE[bsRi]≦MSE[bsR2]と な る。

(証 明終)

定 理1に よ り,掩 乱 項 の 自由 度 レが あ る程 度 小 さ けれ ば(v<n-k+2),γ=0の 点 にお いて

MSE[bsRi]>MSE[bsR2]と な る事 が示 され た。 また,撹 乱項 が 正 規 分 布 に従 う時(り → 。。の

時),γ=0の 点 に お い て も,MSE[bsRi]<MSE[bsR2]と な る こ とが 分 か る。 しか し,γ ≠0

の 点 で の分 析 を解 析 的 に行 う こ とは非 常 に 困 難 で あ る。従 っ て,次 節 で は,数 値 計 算 に よ り

bSR1,bSRiの 平 均 自乗 誤 差 を比較 す る。

4数 値計算による分析

本 節 で は,前 節 で 導 い た 平均 自乗 誤 差 の 公 式 を用 い,数 値 計 算 に よ りbSRi,bSR2の 平均 自乗

誤 差 を 比較 す る。数値 計 算 にお い て は,相 対 的 な 平 均 自乗 誤差MSE[β]/MSE[b]の 値 を計 算

す る。ただ し,β は βの任 意 の 推 定 量 で あ る。相 対 的 な平 均 自乗 誤 差 の値 が1よ りも小 さ けれ

ば,β は最 小 自乗 推 定 量 よ り も小 さ な 平 均 自乗 誤差 を持 つ こ とに な る。数値 計 算 に はFortran

を用 い,H(P,q)お よ び ノ(p,q)の 無 限 級 数 に 関 して は,増 分 が10-12よ り も小 さ くな っ た

時 に,収 束 した とみ な す こ と に す る。(20)お よ び(21)を 用 い れ ば,MSE[bsRi]/MSE[b],

MSE[bSR2〕/MSE[b]の 値 はn,k,vお よび γに依 存 す る こ とが 容 易 に 証 明 で き る。 した が っ

て,数 値 計 算 に お い て は 以 下 の値 を用 い た。

●ん=3,4,5,6,8.

●n=20,30,40.

●v=3,5,10,15,20,30,00.

●γ≧0を 満 た す さ ま ざ ま な値 。

得 られ た結 果 は表1の とお りで あ る。代 表 的 な 結 果 と して 々=5,n=20,v=5,10,15,20の

場 合 の 結 果 を示 して い る。表1よ りbSR1,bSR2共 に,1よ り小 さ い相 対 的 平均 自乗 誤 差 を持 つ

事 が わ か る。この 事 は,撹 乱項 に 多 変 量 ∫分 布 を仮 定 した 場 合 で も,ス タ イ ン型 推 定 量 が最 小

自乗 推 定 量 よ り も小 さな 平 均 自乗 誤差 を持 っ こ と を表 して い る。 ま た,定 理1よ り,n-k+
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表1 相対 的 平均 自乗誤差 の値(々;5,n=20の 場 合)

レ=5 y=10 レ=15 り=20

γ
うSRIうSR2 ゐSR1δSR2 わSR1ゐSR2 うSRIδSR2

0.0 0.640000.47059 0.520000.47059 0.480000.47059 0.460000.47059

0.1 0.644290.47685 0.527580.47894 0.488890.47964 0.469590.47998

0.2 0.648520.48294 0.534970.48706 0.497540.48843 0.478910.48912

0.3 0.652690.48887 0.542180.49495 0.505970.49698 0.487980.49799

0.4 0.656790.49463 0.549200.50263 0.514170.50530 0.496810.50663

0.6 0.664800.50572 0.562740.51738 0.529920.52126 0.513750.52320

0.8 0.672530.51624 0.575610.53136 0.544880.53638 0.529820.53889

1.0 0.680000.52626 0.587880.54462 0。559080.55072 0.545060.55377

1.5 0.697510.54929 0.616070.57499 0,591590.58348 0.579880.58772

2.0 0.713470.56987 0.641160.60187 0。620330.61239 0.610590.61762

3.0 0.741250.60517 0.683660.64724 0.668630.66087 0,661990.66761

4.0 0.764440.63443 0,718100.68394 0.707350.69971 0.702960.70744

5.0 0,784000.65916 0,746420.71415 0.738860.73134 0.736120.73970

6.0 0.800660.68039 0.770000.73939 0.764860.75748 0.763320.76620

7.0 0。815000.69885 0.789880.76076 0.786570.77936 0.785930.78824

8.0 0.827460.71507 0.806820.77905 0.804920.79789 0.804930.80680

9.0 0.838370.72946 0.821400.79487 0.820570.81374 0.821080.82259

10.0 0.848000.74232 0.834050.80866 0.834050.82744 0.834920.83615

12.0 0.864220.76437 0。854870.83153 0.856020.84982 0.857340.85817

14.0 0.877340.78265 0.871240.84968 0.873070.86729 0.874630.87520

16.0 0.888160.79807 0.884410.86440 0.886640.88124 0.888310.88870

18.0 0.897240.81128 0.895210.87656 0.897670.89263 0.899380.89965

20.0 0.904960.82274 0.904220.88677 0.906800.90207 0.908500.90868

22.0 0,911600.83279 0.911830.89545 0.914460.91002 0.916130.91625

24.0 0.917380.84168 0.918340.90292 0、920980.91680 0.922600.92268

26.0 0.922460.84961 0.923980.90942 0。926590.92265 0.928160.92820

28.0 0.926940.85673 0.928900.91511 0.931460.92774 0.932980.93300

30.0 0.930940.86316 0.933230.92013 0.935740.93221 0.937200.93720

40.0 0.945780.88787 0.948860.93845 0.951060.94827 0.952270.95223

50.0 0.955370.90469 0.958600.94997 0.960500.95821 0.961520.96147

100.0 0.976330.94457 0.978830.97423 0.979920.97871 0.980470.98044

150.0 0.983890.96050 0,985790.98266 0.986540.98572 0.986920.98689

2;17で あ るの で,γ ニ0の 点 で,n;5,10,15の 時 に はMSE[bsR2]<MSE[ろsR1]と な り,

n=20の 時 に はMSE[bsR2]>MSE[bsRi]と な るは ず で あ る。表1か ら も,こ の結 果 が 成 り立

つ こ とが確 認 で き る。 さ らに,表1は この 結 果 が γ≠0の 場 合 に も成 り立 つ こ と を示 して い

る。 ま た,レ が 小 さ い ほ ど,MSE[bSR2]の 平 均 自乗 誤差 は,MSE[bSRi]の 平 均 自乗 誤差 と比

較 して 小 さ くな る。

さ ら に,(k,n,の=(5,20,17)の 場 合 に は,γ=0の 点 で,MSE[bsR2]ニMSE[bsR2]と な

る は ず で あ る。同 様 に,γ=0の 点 で,MSE[bsRi]=MSE[bsR2コ とな る場 合 につ い て の 数値 計

算 を行 っ た。(k,n,の=(3,20,19),(4,20,18),(5,20,17),(8,20,14)の 場 合 の 結 果 は
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表2相 対的平均自乗誤差の値(n=20の 場合)

々=3,り=19 ん=4,レ=18 々=5,レ=17 々=8,レ=14

γ
うSRI6SR2 ゐSR16SR2 δSRIうSR2 δSR1δSR2

0.0 0.701750.70175 0.555560.55556 0.470590.47059 0.357140.35714

0.1 0.710480.71047 0.565270.56527 0.479800.47980 0.363970.36396

0.2 0.718870.71885 0.574680.57467 0.488770.48875 0.370660.37065

0.3 0.726950.72691 0.583800.58376 0.497490.49746 0.377230.37720

0.4 0.734720.73466 0.592630.59257 0.505980.50592 0.383680.38363

0.6 0.749400.74928 0.609480.60935 0.522300.52217 0.396220.39612

0.8 0.763020.76283 0.625310.62510 0.537770.53757 0.408320.40815

1.0 0.775670.77539 0.640200.63990 0.552450.55216 0.419980.41973

1.5 0.803520.80301 0.673740.67317 0.586030.58548 0.447400.44691

2.0 0.826830.82611 0.702720.70188 0.615690.61485 0.472550.47178

3.0 0.863050.86197 0.749870.74854 0.665430.66405 0.517020.51565

4.0 0。889260.88794 0.786120.78441 0.705200.70336 0.555040.55309

5.0 0.908610.90717 0.814490.81253 0.737480.73530 0.587840.58536

6.0 0.923180.92171 0.837060.83495 0.764050.76161 0.616390.61345

7.0 0.934370.93291 0.855300.85311 0.786190.78358 0.641420.63810

8.0 0.943100.94170 0.870240.86803 0.804840.80213 0.663530.65988

9.0 0.950030.94869 0.882640.88045 0.820730.81796 0.683170.67926

10.0 0.955610.95435 0.893060.89090 0.834390.83159 0.700740.69661

12.0 0.963940.96284 0.909460.90743 0.856580.85382 0.730770.72635

14.0 0.969780.96883 0.921710.91982 0.873750.87108 0.755480.75089

16.0 0.974040.97322 0.931150.92940 0.887390.88483 0.776140.77147

18.0 0.977280.97656 0.938610.93700 0.898440.89601 0,793650.78895

20.0 0.979800.97917 0.944640.94316 0.907570.90526 0.808670.80399

22.0 0.981820.98126 0.949620.94825 0.915220.91304 0.821680.81705

24.0 0.983480.98297 0.953780.95251 0.921720.91965 0.833060.82850

26.0 0.984850.98440 0.957310.95613 0.927310.92535 0.843090.83862

28.0 0.986020.98560 0。960350.95924 0.932160.93030 0.852000.84762

30.0 0.987010.98663 0.962980.96194 0.936410.93464 0.859970.85568

40.0 0.990420.99015 0.972230.97144 0.951620.95020 0.889720.88592

50.0 0.992400.99219 0.977780.97714 0.960970.95980 0.909100.90572

100.0 0.996260.99616 0.988890.98857 0.980180.97956 0.951690.94960

150.0 0.997520.99746 0.992590.99238 0.986720.98630 0.967120.96563

表2の とお りで あ る。 表2よ り,γ が 大 き くな るに した が っ て,bSR2の 平 均 自乗 誤 差 がbSRi

の平 均 自乗 誤 差 よ り も小 さ くな る こ とが わ か る。

以 上 の 結 果 よ り,レ<n-k+2で あ れ ば,σ が 既 知 で あ っ た と して も,σ2の 代 わ りに不 偏 推

定 量 ∂2を 用 い た推 定 量bSR2の 方 が,∂SR1よ りも小 さ な平 均 自乗 誤 差 を持 つ とい う,あ る種 逆

説 的 な 結 果 が 得 られ る。



94 第191巻 第1号

Appendix

こ こ で はH(p,q),ノ(p,4)の 公 式(20)と(21)を 導 く。 ま ず,E[(b'Sb)P(e'e)elτ]の 公 式 を導 出

す る。

ul=b'Sb/τ2,u2=e'e/τ2と す る と,τ が 薪 与 の 時,u1-x'i(λ),u2～xZ.kと な る。た だ し,x'1(λ)

は 自 由度k,非 心 度 λの 非 心 カ イ2乗 分 布 を表 し,λ=β'Sθ/τ2で あ る。 さ ら に,Ulとu2は 独 立 で

あ る。 従 っ て

E【(・,・・)P(・'・)・1・1-(・・)… 剖;∫1・ ～-1・ 蜜一・・・2…exp[一 穿21伽1… (26)

とな る。 た だ し,

ω ゴ(λ)K

f=2π ノ2+ir((
η一k)/2)r(k12+`)

(27)

wi(λ)ニexp(=λ/2)(λ/2)i/i1で あ る。vlニul/u2,v2=u2と い う変 数 変 換 を行 う と,(26)式 の 積 分 は

∫lfl・G'・+P・H・ 亀・2・P・q・i-・ex・[一('+S')レ2】d・1d・ 、

・ な ・・ さ ら に,・ 一(1+1')レ ・ と言 う 変 鞭 換 を 行Z・ ・,(28)式 は

2n・2吻(・ … ρ… の∫:
,i-1.il}-isiti2)≡篇 ・レ1

と な る。 さ ら に,t=Vl/(1+Vi)と い う 変 数 変 換 を 行 え ば,

・【㈹ ・Wl・]一 ・2τ2峨・… 「響 篇 濫 器 σ)

力噸尋 られ る。

つ ぎ に,E[(ろ'Sb)P(e'e)『 β'Sb1τ]に 対 す る公 式 を 導 出 す る。(30)式 を β で微 分 す る ζ

∂E[(b'Sb)ρ(e'e)q1τ]

∂β

一・・・・・… 蕩 響 「(響 毒1鑛 諜 チω

一・2τ2・・+・
、亀[一罪 ・・(…髪 ・H(・・1「@12諾 難 …ll/2+q)

一一髪・【(…)wl・1

・磐 ・2τ2・・+・
、亀・・(・・T(陀チ篇 耀(慧1チ ω

(28)

(29)

(30)

(31)

と な る。 ま た,bお よびe'eを 用 い れ ばE[(b'Sb)P(e'e)elτ]は 次 の よ うに 書 き表 す こ とが で き る 。

E[(b'・b)・(e,・)・1・】一∫1∫1
。圃W・ ・(bl・)Pe(e'・1・)・・d(e'e)(32)

た だ し,pe(e'elτ)は τを所 与 と した と き のe'eの 確 率 密 度 関 数 で あ り,
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PA:・b… 一、、
。ア・211・s,lli・2exp卜(δ 一β馨1∂ 一β11.

で あ る。(33>を 用 いれ ば,

E・(b'・・1・… 胴 御 一表 ・【(b・Sb・Ws・1・1一 罪 ・【(・…WI・1

が得 られ る。(31)式 と(34)式 を比 較 す るこ とに よ り,

E[(b'・・1…'…13'・・k]-B'SB・ ・・・・…
,亀・・… 「( チ々1編 搬 鴇 欝 φ

が得られる。

(3)式 より,

fflv,・ 〉一∫:E,(bt・b)P(・'・)・1・1・'・(・1…)d・

ノ(…)-f:E[(・'…P(1'・ ・QB'SblTIPic(・1…'dT

で あ り,v3ニ(θ+vσ2)/2τ2と い う変数 変換 を行 え ば,.(20)お よゲ(21)が 得 られ る。
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