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ア ジ ャス テ ィ ッ ド ・ウ イナ ー公 平分 割法 の 図解

中 西 訓 嗣*

2人 ・多数財公平分割問題 に適用されるアジャスティッド・ウイナー公平分割法

(AW法)を 表現する図解 を導入す る。この図解の技法によって,AW法 の持つ効率

性,衡 平性,無 羨望 とい う性質が極めて明快に示され,AW法 の戦略的操作可能性

に関する視覚的な理解 も可能 となる。 さらに,AW法 が2人 ・多数財公平分割問題

における 「平等主義的社会最適」 を実現す るものであることも示 される。

キ ー ワ ー ド 公 平 分 割 問 題,adjustedwinner,envy・free,equity

1は じ め に

ブラムス とテイ ラー(BramsandTaylor1996)に よって提 唱 され たアジャステ ィッ ド・

ウ イナー法(AdjustedWinnerprocedure:以 下,AW法 と略記す る)は,2人 の プ レイヤ ー

問で多数の財(goods)あ る いは物 事(issues)を 分 か ち合 う問題 に適用 され る公 平分 割手続

きであ る。 この 方法 は,表 明 され た各プ レイヤーの選好 を基礎 として判断す るな らば,衡 平

(equitable)で,無 羨望(envy-free),し か も効率的(efficient)な 配 分 を生 み出す とい う大 変
ユラ

優れた性質を有 している。本稿では,AW法 の基本的な性質を明快に描 き出す非常に簡単な

図解を提示する。本稿で提示する図解 を用いれば,AW法 の基本的性質に関する理解が容易

になるばか りではな く,AW法 における 「戦略的操作可能性」の問題一 すなわち,各 プ レ

イヤーが各財に対 して有す る選好 について虚偽の申告をすることによって自らの厚生 を改善

で きる可能性 をも明快に示すことができる。さらに,本 稿での図解を精査することによ

って,AW法 が,2人 ・多数財公平分割問題における 「平等主義的社会最適」を実現する手
2)

続 きであることも示 され る。

図解を示す前 にプラムス とテイラーによるAW法 のオ リジナルの記述について振 り返っ

ておこう。Gを2人 のプ レイヤーAとBと の間で分割 されるべ きn個 の財の集合 とす る。各

財は分割可能(divisible)で あると仮定する。AW法 は次の ような手続 きに従 う。まず,第1

段階において,各 プレイヤーは各財に非負の得点を割 り当てる。ただ し,各 プレイヤーが各

財に割 り当てた得点 の合計はT>0で あり,こ の合計(持 ち点)は 両プ レイヤーに共通 とす

る。ここで,x≡(Xi)i.Gとy≡(Vi)i。Gを それぞれプ レイヤーAと プ レイヤーBと が各財に割
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り当 て た 得 点 と す る 。 も ち ろ ん,す べ て のieGに つ い てXi,)li≧0か つ Σ.xi=ΣYi=T>0
たり に り

が成 立 してい る。 これ らの κ,ッ は各プ レイヤーの"表 明された選好"を 表 してお り,そ れ ぞ

れのプ レイヤ ーが財 に対 して持 ってい る"真 の選好"に 一致 して いる とはか ぎらない。各プ

レイヤー は財 の評価 に関 して真 実 を述べ る よう強制 され ることは ない。

第2段 階で は,各 プ レイヤ ーは相 手のプ レイヤー よりも高い得点 を割 り当てた財 のすべ て

を受 け取 る。す なわち,Xi>yiな らば第i財 のすべ てをプ レイヤーAが 受 け取 り,Xi<yiな ら

ば第 測 の すべ て をプ レイヤ ーBが 受 け取 る。 もしXi=yiな らば,ど ち らのプ レイヤーが第

i財 を受 け取 るのかは ランダム に決定 され る。この ような"勝 者総取 り"(winner-take-al1)の

段 階で財 の初期配分 が決定 され る。 この と き,GAを プ レイヤ ーAの 受け取 る財の集合,GB

をプ レイヤーBの 受 け取 る財 の集 合 とす る。もちろん,GAuGB=G,GA∩G.=RIで あ る。さ

らに,こ の勝 者総取 り段階で は,ど の財 も実 際 には分割 されていない こ とに注意 してお こ う。

勝者 総取 り段 階 におい て,プ レイヤ ーAの 受 け取 る財 に割 り当て られ てい るA自 身 に よる

得点 の合計 はU(X,y)ヨ ΣXiの よ うに表 明 された選好agyの 関 数 と して表 される。同様 に,プ
i∈G,

レイヤ ーBの 受 け取 る財 に割 り当て られ てい る.8自 身に よる得 点の合計 はV(X,y)≡ Σyi
に σθ

の よ うに表 され る。σやVは 勝 者総取 り段階 にお ける各プ レイヤーの獲得 した得 点 を表 して

いる。 この獲 得 した得 点 を各プ レイヤーの"効 用水準"と 見 なす ことに しよ う。

第3段 階は衡平性調整(equitabilityadjustment)で あ る。衡平性調整 において は,最 終的

に両者 の獲得 す る得点 の合 計が一致 す るように,勝 者総取 り段 階 にお いて よ り高い得点 を獲

得 したプ レイヤー か ら,よ り低 い得 点 を獲 得 したプ レイヤーに対 して財が移転 され る。具体

的 に考 え るため に,勝 者総取 り段階 においてU(x,y)>V(x,y)が 成 立 してお り,プ レイヤ

ーAは γ種類 の財 を受 け取 ってい る もの と しよう
。さらに,こ れ ら γ種類 の財 はXl/yl≦ κ2/Y2

≦… ≦κ,/yrが 成 立す るように番号付 け されて い るもの とす る。衡平性調整 におい ては,ま ず

第1財(の 一部)が プ レイヤー 、4か らBへ と移転 され る。第1財 の δ×100%を プ レイヤー

Aの 手元 に残 して,1一 δ分 をプ レイヤーBに 移転 すれ ば,プ レイヤー 、4の獲得 す る得点 は

ヨラ(
1一 δ)κ1減少 し,プ レイヤーBの 獲得 す る得点 は(1一 δ)ylだ け増加 す る。結局,プ レイヤ

ーAは σ(x
,y)一(1一 δ)κ1,プ レイヤーBはV(x}y)+(1一 δ)ylの 得 点 を獲得す ることに

な る。 もし第1財 のすべ て を移 転 して も,両 者 の獲得 している得 点合計 が一致 しなければ,

次 に第2財(の 一部)が プ レイヤ ーAか らBへ と移転 され る。以下 同様 に,両 者 の獲 得 して

い る得点合 計 の一致 が実現す るまで,財 が プ レイヤ ーAか らBへ と移転 され る。 この よ う

に,衡 平性 調整 の過程 においては,第1財 か ら第s-1財 までのすべて と第s財 の一部がプ

レイヤーAか らBへ と移転 され るこ とにな る。x,yが 表 明 され てい るときの番号sと 第s

財 に対 す るプ レイヤーAの シェア δ*(X,y)は,プ レイヤーAが 最終的 に獲 得 す る得 点合 計

σ*(x,y)≡ δ*(x,y)κs+ΣXiと プ レイヤ ーBが 最 終的 に獲得す る得 点合計V*(X,y)
ieCA＼{1.2.._,s-1}
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≡(1一 δ*(x、y))ys+Σyiと が 一 致 す る よ う 内 生 的 に 決 定 さ れ る 。
i∈9eU`1・2…ヒのお　リ

ブ ラムス とテイ ラー(BramsandTaylor1996)に よ って証明 された ように,AW法 に よ

る最終的 な結果 は,表 明 された選好 を基礎 と して衡平(equitable),無 羨 望(envy・free),そ

して効率 的(efficient)で あ る。ここで,衡 平 であ るとは,両 プ レイヤ ーが最終 的 に獲得 で き

る得点合計 が等 しいこ と,す なわ ち ひ(x,」 ノ)=γ*α,の を意味 して いる。 また,無 羨望 で

あ る とは,ど のプ レイヤー も自分 が獲得 して い る財 の組 と他のプ レイヤーが獲得 している財

の 組 を 取 り翫 よ う と は 思 わ な い 状 態 ・す な わ ちU*(…)・(1一 δ'(…))Xs+i
.'。、u認....、.1、Xi

の

Σyiと な る状 態 を 意 味 して い る 。 さ ら に,効 率 的 で あか つV*(x,y)≧ δ*(x,y)ys+
i∈CA＼{1,2,..,お　　

るとは,σ*(x,y)とV*(x,y)と を同時に改善できる財の配分 は存在 しないこと(パ レー ト

効率性)を 意味 している。これ らの性質の形式的な証明は幾分複雑であるが,本稿で提示す る

図解による技法 を用いれば,こ れ らの性質を容易に理解することがで きる。

2図 解 の 技 法

前節 と同様 に,x,yは プ レイヤーAとBの 表 明 され た選 好 をそれぞれ表 し,T>0は 共 通

の持 ち点 を表 す もの とす る。ここで各iEGご と に,Xiあ るい はyiの い ずれか一 方 は厳密 に

正と仮定す ぎ1プ レイヤ_Aの 齢 するそ尋点合計 を 。 プ ・イヤーBの 獲得する得飴 計を

"と す る。 ここで,%,"を そ れ ぞれのプ レイヤ ーの効用 水準 と同一視 す ることがで きる。
の

与 え られたx,yに 対 して,次 式が成立 す るように財 の(再)番 号付 け を行 う。

篁 ≦塑 ≦_≦ 塾 ≦篁.(1)
Xl5じ2Xn-1Xn

われ われ の財 の番 号付 けの方法 がプ ラムス とテ イラーに よる財の番号付 けの方法 と異 なって

い るこ とに注 意 してお こ う。ブ ラム ス とテイ ラーに よる方法 では,勝 者総 取 り段階 において

勝 者が獲得 した財 につ いてのみ番号付 けがな され てい るが,わ れ われ はすべての財 を(1)式

の よ うに並べ 替え ている。

(1)式 の 意味 につ いて検 討 しておこ う。表 明 され た選好 の組(x,y)の 下 で,第i財 を分割

す る こ とに よってプ レイヤーAの 獲 得す る効用水準uを 限界 的に1単 位 増加 させ るこ とを

考 え る。このためには,1/Xiva位 の 第i財 が必要 で ある。さ らに,1/Xi単 位 の第i財 をプ レイ

ヤーBか ら取 り去 れば,プ レイヤーBの 効用水準vはyi/Xi単 位 だ け減少 す るこ とにな る。す

なわ ち,得 点の比率yi/Xiは プ レイヤーAの 効用水準 を限界的 に1単 位増 加 させ るため の機

会費用 をプ レイヤ ーBの 効用水準 で測 った もので ある。(1)式 は,プ レイヤ ーAの 効用水準

を増加 させ ることに関 して"比 較優位"を もつ順番 に財 を並 べ た もの であ ることが分 かる。

さて,α(0)≡(0,の ∈R… と し,さ らにi=1,2,…,nに 対 して,ベ ク トルa(i)∈R皐 を次の

よ うに定義 す る。
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・(の・(
、ilx・ ・T一 凶1・ ・/・-1,名 …,・ ・

(2)

定義 に より,α(n)=(T,0)で あ る。これ らn+1個 の ベ ク トル を,横 軸 にu,縦 軸 にvを 測

ったu-v平 面 上 にプ ロッ トして番 号の順番 に結 ぶ と,n個 の連続 した線分 α(0)α(1),…,

α(n-1)α(n)で 構 成 され る折れ線 グラフ となる。線 分 α(i-1)α(i)を 単 に"第i線 分"と

呼ぶ ことにす る。第i線 分 の傾 きは 一yi/xiに 等 しいの で折 れ線 グラフは右 下が りで あ り,
7)

(1)式 よ り原 点に向か って"凹"の 形 とな るこ とが分 か る。

表 明 され た選好 の組(x,y)に 対 して,上 の ように求 めた折 れ線 は,表 明 された選 好の下 で
8>

のパ レー ト効率 的な得 点の組(%,の を表 してい る。 この折 れ線 を"効 用 可能性 フ ロンテ ィ

ァ"(UtilityPossibilityFrontier)と 呼 び,UPFと 略 記 す る。 また,UPFの 陰 関数表示 を

g(ec,v;x,y)=0と す る。UPFは,両 端点(0,T),(T,0)を 除 いて,直 線分T=u+v
9)

の右 上 方 に位 置 してい るこ とに注 意 してお こ う。

UPFを 用 い る と,AW法 の 勝者総 取 り段 階 にお い て 両 プ レイヤ ー が獲 得 す る効 用水準

σ(x,y),V(x,),)を 次 の最 大化問題 の解 と して特徴づ けるこ とがで きる。

maxW(u,v)≡u+vs.t.9(u,v;x,y)==O.(3)
μ,り

上 の最 大化問題 におけ るW(u,の の 最大点 を"初 期 配分点"と 呼ぷ。この点 はUPFと 傾 き

一1の 直線 との接 点 とな って い る
。(3)式 に お け る関 数Wを 社会 的厚生 関数 と見 なせ ば,

AW法 にお ける勝者総取 り段階 は,2人 ・多数財分 割問題 にお ける 「功利主義 的社 会最適」

を実現 す る もの と見 ることが で きる。

10)初 期 配分 点
は α(0),α(1),…,α(n)の 少 な くとも一つの点 で達 成 され る。(3)式 の 解 と

なる端 点の うち最大 の番 号の ものを α(t)と して,こ れ を初期 配分点 と しよう。α(t)をUPF

の 図 解 か ら探 し出すには,W=u+vの 直 線 を上 下 にス ライ ドさせ て,UPFと の接 点 を求め

れ ば よい。UPFの 構 成の仕方 か ら,す べてのi≦tに 対 して 」,i/Xi≦1が 成立 し,す べてのi>t

に対 してyi/xi>1が 成 立 す る。したが って,プ レイヤ ーAはi≦tと な る第i財 のすべ てを,

そ してプ レイヤ ー β は ゴ〉'と なる第 ゴ財 のすべ て を勝 者総取 り段階 において受け取 るこ と

にな る。 すなわ ち,GA={1,2,_,t-・1,t},GB={t+1,t+2,_,n-1,n}で あ る。

次 に衡平性調 整 につ いて検 討 してみ よう。衡平性 の実現の ため には κ=〃 とな るこ とが必

要 で あ り,し か もAW法 は効率的 な結果 を もた らす こ とが分 か ってい るので,プ レイヤ ーA

とBと が衡 平性調整 が完 了 した後 に獲 得で きる効用水準 σ*(x,y,),V*(x,y)は,UPFの

図 解 にお い て原点 を通 る45度 線 とUPFと の 交点 か ら読 み とるこ とがで きる。 この交 点 を

f=(U*(X,y),レ*(x,y))の よ うに表 し,"最 終 配分点"と 呼ぷ。

最終 配分 点が位 置す る線 分の番号sは,衡 平性調整 の過程 において実際 に分割 されなけれ

ば な らな い財 の番 号 を表 す。第s財 に対 す るプ レイ ヤーAの シェア δ*(x,y)は,2点
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α(s-1)とfと の長 さの第s線 分 の長 さに対 す る比率 に よって表 され る。すな わち,ゲ(x,y)
11)

=1α(s-1)fl/1α(s-1)α(s)1で あ る。これ に対応 して,第s財 に対 するプ レイヤ ーBの

シェァは1一 が(x,y)=lfcr(s)1/1α(s-1)α(s)1の よ うに表 され る。

さらに,あ るプ レイヤ ーか ら他のプ レイヤ ーに対 してどの財 が移転 され なけれ ばな らな い

の かについ ては,初 期配分点 と最終 配分 点の問 にあ る線分の番 号 を読 み とるこ とで求 め られ

る。す なわ ち,も しs〈tな らば,第s+1財 か ら第t財 までのすべて と第s財 の(1一 が(x,y))

×100%が プ レイヤ ーAか らBに 移転 され,逆 にs>tな らば,第t+1財 か ら第s-1財 ま

でのす べて と第s財 の が(x,y)x100%が プ レイヤ ーBか らAに 向か って移転 され ること

になる。

図1は,わ れ われの図解 に よる技法 を表 した ものであ る。2人 ・4財 を含 む公平分割 問題

を考 え る。プ レイヤー をA,B,財 の 集合 をG={1,2,3,4},持 ち 点 をT=100と す る。

各プ レイヤーの表 明 され た選好 は,x=(κ1,κ2,κ3,κ4)=(30,50,18,2),y=(yエ,de,Y3,

y4)ニ(10,30,15,45)の よ うで あった とす る。明 らか に,yl/xlくSe/x2<y3/x3<Y4/x4で あ り,
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α(0)ニ(0,100),α(1)=(30,90),α(2)=(80,60),α(3)=(98,45),a(4)=(100,0)と

な っている。 この状況 におけ るUPFは 図1の 折 れ線 α(0)α(1)α(2)α(3)a(4)と な る。

初期配分点 は α(3)で あ る。t=3な の で,AW法 の 勝者総取 り段階 において,プ レイヤ ー

Aは 第1財 か ら第3財 までのす べて を受 け取 り,プ レイヤ ーBは 第4財 の すべ てを受 け取

る。したが って,U(x,y)=κ1+x2+x3=30+50+18=98,V(x,y)=y4=45と な る。U(x,y)=

98>45ニV(x,」,)な の で,い くらかの財が衡平性調整 の段 階においてプ レイヤーAか らBへ

と移転 されなければ な らない。

これに対 して,原 点 を通 る45度 線 とUPFと の 交点の位 置か ら,最 終配分点 は第2線 分上 に

あるこ とが分 か る。初期配分 点 と最終 配分点 との間 にある線 分 の 番号 は3と2で あ り,s=

2〈3=tで あ る こ とか ら,第3財 の すべ てがプ レイヤ ーAか らBに 移転 されな けれ ば な ら

ず,さ らに第2財 は両者 の間で分 割 され なければ な らない ことが示 され る。 第2財 に対す る

プ レイヤ ーAの シ ェア は δ*(agy);1α(1)ノ1/1α(1)α(2)1=0.75と な る。 したがって,

第2財 の25%が プ レイヤ ーAか らBへ と移転 され な けれ ばな らない。結局,U*(x,y)=

κ1十〇.75x2=30+0.75×50;67.5,V*(x,y)=O.25Ve+y3+y4=0.25×30+15+45=67.5と な

る。 明 らかに,σ*(κ,ッ)=γ*(κ,夕)で あ る。

この とき,AW法 に よる結果 一 最終配分 点fの 効率性 は!がUPF上 に位 置す る こ

とによって表 されて いる。衡平性 は最終配分 点 ノが原 点 を通 る45度 線上 にあ るこ とに よって

表 されてい る。さ らに,最 終 配分 点fが 線分T=u+vの 右 上 に位置 してい ることお よび原 点

を通 る45度 線上 にあるこ とか ら,σ*(x,y)>Tγ2お よびV*(x,y)>Tγ2が 導 かれ るので,
12)

∫が 無羨望 であ るこ とも示 され る。

3戦 略的操作可能性

'プ ラ ムス とテイ ラー に よって指 摘 され てい るように
,AW法 はプ レイヤーに よる戦略的 な

選好の虚偽 申告 に対 して頑健 では ない一 すなわ ち,個 々のプ レイヤ ーの観点 か らすれ ば,

自 らの真の選好 を表明す る代 わ りに偽 りの選好 を表 明す ることに よって,自 らの獲 得 で きる

得 点 を(真 の選好の観 点か ら見 て)有 利 に導 くよう操作 す ることが可能 である。本節で は,こ

の ような戦略 的操 作可能性 が,わ れわれの提示 した図解 におい て どの ように表現 され るの か

につ いて示す。

記号法の便 宜のため,表 明 され た選好の組 が(x,y)で あ るときにプ レイヤ ーAとBと が

獲得 す る"見 か け上 の効用水準"を これ まで通 りそれ ぞれ ひ(x,y),V*(x,y)と 表 し,さ

らに"真 の選好 に基づ く効用水準"を それ ぞれ ひ(κ,ッ),砕(κ,ッ)と 表 すこ とにす る。

ひ(x,y)とV*(x,y)と は観 察可能で あるが,ひ(X,y)とV*(x,y)は 観 察 可能で はない

ことに注意 してお こう。



アジャスティッ ド・ウイナー公平分割法の図解 33

議 論 を単純化 す るため に,2人 ・2財 の公平分割 問題 を考 える。 ここで,プ レイヤーAの

真 の選好 は κ0=(xi,X;),プ レイヤーBの 表 明 された選好 はy=(Y1,y2)で あ り,さ らにxi>Yl

を仮 定 して お く(当 然,x§<veで あ る)。 も しプ レイヤ ーAが 真 の選好 κ'を 表 明 し,プ レイ

ヤ ーBがyを 表 明す るな らば,対 応 す るUPFは 図2の 折 れ線 α(0)e.α(2)の よ うにな る。こ

の場合,初 期 配分点 はe.,最 終 配分 点 は ノ.,さ らに第1財 に対 す るプ レイヤー ノ1の シェア は

8(κo,y)=1α(0)fel/1α(0)eeIと な る。AW法 の 下 で,結 局,プ レイヤ ーAは0*(x.,y)
13)

を獲 得 し,プ レイヤ ーBはV*(x.,y)を 獲 得 す る。

さて,プ レイヤ ーAが 自らの選 好 に関 して虚偽 の申告 をす るこ とによって,獲 得す る得 点

を増 加 させ られ るこ とを示 そ う。今,プ レイヤ ーAがyl<Xlくx!を 満 たす ような選好x=

(κ1,x2)を 表 明 した場 合 を考 え る。対応 す るUPFは 図2の 折 れ線 α(0)eα(2)の よ うにな る。

初期 配分点 は θとな り,最 終配分点 は∫とな る。この ような選好 に関 す る虚偽 申告 に よって,

プ レイヤーAの 第1財 に対 す るシ ェア は が(x.,y)=1α(0)ノ 。1/1α(0)eeIか ら が(x,y)

=1α(0)fl/1α(0)elへ と上昇 し,"真 の選好 に基づ く"最 終 配分点 は折れ線 α(0)e'α(2)

図2戦 略的操作可能性

T

V*(hro、y)

v*(x,y)

0
ひ*(x,y)σ 串(x。,ツ)ひ*(x,ツ}T
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上 の ノ'と な る。ノ'点 は,表 明 され た選好(κ,ッ)に 基づ く最終配分 点!を 通 る水平線 と真 の

選好 に基づ くUPFと の 交点 によって表 され る。したが って,こ の虚偽 申告 に よって,表 明 さ

れた選好 に基づ く効用は ひ(κe,y)か ら ひ(x,y)へ と減 少す る ものの,真 の選好 に基づ く

効用 は ひ(x。,y)か ら ひ(x,y)へ と増加す ることになる。プ レイヤ ーBの 効用 は 砕(x。,

y)か らV*(x,y)へ と減 少す るので,プ レイヤ ーAに よる戦 略的虚偽 申告 はプ レイヤーB

を害す る ものであ ることが分 か る。

4お わ り に

われ われのAW法 に関す る図解 を利用 す るこ とに よって,AW法 の オ リジナルの手続 きを

次の よ うに簡略化で きるこ とが分 か る。すなわ ち,(i)第1に,表 明 された選好の組(x,y)

に基 づ いてUPFを 描 く。(ii)第2に,原 点 を通 る45度 線 を描 き,最 終 配分 点fが 位置 す る線

分(第s線 分)を 特 定化す る。(iii)第1財 か ら第s-1財 までのすべ て と第s財 の δ*(x,y)

≡1α(s-1)fl/1α(s-1)α(s)1部 分 をプ レイヤ ーAに 引 き渡 し,第 ∫+1財 か ら第n財 ま

での すべ て と第s財 の(1一 δ*(x,y))×100%を プ レイヤーBに 引 き渡 す。この ようにす るこ

とで,オ リジナルのAW法 に含 まれ ていた勝 者総取 り段階 とそ こか らの衡平性調整段 階 を省

略で きるので あ る。

さ らに,AW図 を 注意深 く観察すれ ば,最 終酉己分点f=(σ*(x,y),Y*(x,y)〉 は 次の最

大化 問題 の解 として特徴づ け られ てい ることが分 か る。

maxW*(u,v)≡min{u,v}s.tg(u,v;x,y)=0.(4)
μ,り

上の問題 における目的関数W*は 平等主義的社会厚生関数 と見なすことができる。これより,

AW法 が2人 ・多数財公平分割問題における 「平等主i義的社会最適」を実現するものである

ことが分かる。AW法 の持つ三つの性質,す なわち効率性 ・衡平性 ・無羨望が必ず しも平等

主義的社会最適 を含意するとはかぎらないから,上 の観察はAW法 に関する新たな特徴付け

となっているのである。

補論一UPFの 効率性

この補論 では,UPFの 任意の第5線 分上の任意の点(〃s,vs)が 表 明された選好の組(x,y)の 下

で実際に効率的であることを示す。

所与の表明 された選好の組(x,y)に 対 して,変 数p∈[0,1]を パ ラメータとして含む次の よう

な最大化問題 を考 える。

π=Σ λゴκゴ,ゴ∈G

maxWρ ≡Pu+(1-p}vs.t,v=Σ(1一 λi)yi,(5)
λ卜_,λ 月i∈c

λi∈ 【0,1Li∈G.
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上 の問題の解を λ∫(p)(i∈G)の よ うに表す。単純化のために,以 下ではすべてのi∈Gに ついて

Xi>0お よびp<1を 仮 定 してお く(あ るi∈Gに ついてXi=Oあ るいはp=1の 場合 についても同

様の証明は可能である)。制約条件の%〃 を目的関数1脚 に代入 して整理す ると次の ようになる。

陶(
、混 ・iXi)・(1一 ρ)(蔦(1-・ ・)・・)

(6)

一(1-P)T+Σ(1-P

i∈c)・ ・[i-i-lzi一為]・i

た だ し,Tは プ レ イ ヤ ー に 共 通 の 持 ち点 で あ る。す べ て のiEGに つ い てXi>0な の で,上 の 最 大 化

問 題 の 解 は 次 の よ う に な る。 す な わ ち,p/(1-p)>」,i/Xiな らば λf(p)=1,p/(1-p)〈),i/Xiな ら ば

λゴ(p)=0,さ ら にp/(1-p)=yi/Xiな ら ば λi(p)は 閉 区 間[0,1]に 含 ま れ る任 意 の 値 を と る。

さ て 任 意 の(彿 、,θ、)が 効 率 的 で あ る こ と を示 す に は,上 の 最 大 化 問題 に お い て ガ=Σ λ,(ρ馬,
にり

が=Σ(1-A,(P)厩 を満たす適切なpが 存在す ることを示せば十分である。まず,UPFの 定義 より,
に む ヨ　　 た

あ る δ∈[0,1]に 対 して,が=δXs+ΣXi,vs=(1一 δ)ys+Σytと な っ て い る こ と に注 意 して お く。
ト 　 ト ヨキ　

こ こ で,p,をPs/(1-Ps)=Ys/x,と な る よ う に 定 義 す る。 わ れ わ れ の 財 の 番 号 付 け の 仕 方 か ら,

i≦s-1な らば λi(Ps)=1,i≧s+1な らば λゴ(Ps)=O,さ ら にi=sな らば λ、(Ps)は 任 意 で あ る こ

とが 分 か る 。 こ の 任 意 性 に よ っ て,λ,(ρ 、)を 先 の δに等 し くす る こ とが で き る。 し た が っ て,次 式

が 成 立 す る 。

iEG置 ≦ ∫-1

お 　 　

=δx
、+ΣXi
ゴ=1

∫=祝

.

Σ λi(が)Xi=Σ λi(ps)Xi+λ,Xs+Σ λi(が)Xi
t≧5+1

(7)

同 様 に して,Σ(1一 λi(ps))yi=vsを 得 る。 以 上 で 証 明 は終 わ りで あ る。
i∈G

注

*神 戸大学大学院経済学研究科教授。連絡先:〒657-8501神 戸 市灘区六甲台町2-1,神 戸 大学大学

院経済学研究科気付。電話:+78-803-6837(研 究室直通)。Fax:+78-803-7293(研 究科事務

室)。E・mail:nakanishi@econ.kobe・u.ac.jp

1)効 率性,衡 平性,無 羨望の正確 な意味については,本 節の最後に示す。

2)本 稿の目的は,AW法 の性質の理解の促進 という,も っぱら教育的配慮に基づ くものである。

3)も ちろん,0≦ δ≦1で ある。

4)こ れ らの不等式の右辺は,自 分が獲得 している財の組 と他のプ レイヤーが獲得 している財の組

とを取 り替えた ときに獲得できる得点合計 を表 している。

5)も し,あ るi∈Gに ついてXiニyiニ0な らば,こ の財についてはプ レイヤー間での分割 を考 える

必要はな く,単 にこの財を捨てて しまえばよいだけである。

6)も し,い くつかのi∈Gに ついてza・=oな らば,」,i/Xiは 無 限大に等 しいと考 える。

7)図1を 見 よ。

8)こ れは,ほ とんど明白な事実ではあるが証 明が必要である。補論を参照のこと。

9)も しすべてのi∈Gに ついて κFッゴならば,UPFと 直線T=u+vと は 厩 上で一致する。



36 第192巻 第5号

10)最 大化問題(3)は,凸 多面体上での線形関数の最大化なので,解 は凸多面体の端点 となる。

11)2点a,bに 対 してlab1の ような表現は,2点 を結ぶ線分abの 長さを表す。

12)プ レイヤーAが 入手 した財から獲得できる効用水準 は ぴ(x,y)で あ る。持 ち点はTな ので,

入手できていない財から獲得で きる効用水準,す なわちプ レイヤー βが獲得 している財か らプ レ

イヤーAが 獲得できるはずの効用水準はT一 ぴ(x,y)で あ る。したがって,ひ(x,y)>T/2な

らば,プ レイヤーAが プレイヤーBと 財を取 り替 えた としても,よ り高い効用水準 を実現す るこ

とはで きない。全 く同様のことがプ レイヤーBに もあてはまる。

13)こ の とき,U*(x',y)=σ*(x。,y)が 成 立 してい る。
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