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非線形 ・非正規状態空間モデルの

推定 について*

谷 崎 久 志

本稿 では非線形 ・非正規分布の状態空間モデルの推定 を紹介す る。非線形 ・非正

規分布の状態空間モデルの推定には大 き く分けて2つ の種類が考え られる。一つは

分布関数による逐次 アル ゴリズムに基づいた もの,も う一つは全部の状態変数の同

時密度関数 に基づ いた ものである。非線形 ・非正規状態空間モデルの場合,前 者は

乱数の逐次 アル ゴリズムを得 ることにな り,後 者はMCMC(Gibbsサ ンプ ラー,

Metropolis・Hastingア ル ゴリズムを含む)と 呼ばれる乱数生成法 を用 いることにな

る。本稿では,特 に,分 布関数 に基づ いた逐次アル ゴ リズムのみに焦点を当てる。

キーワー ド 状態空間モデル,分 布関数,逐 次アル ゴリズム,乱 数生成法

1は じ め に

フ ィル タ リング(filtering)理 論 は1960年 代 に工学 の分 野で発展 して きた。経済 学 に応用 さ

れ は じめ たの は1970年 代 に入 ってか らであ る。可変パ ラメー タ ・モデル,自 己回帰移動平均

モデル,季 節調整 モデル,経 済 変数の予測 問題,確 率的 ボ ラテ ィ リテ ィ(StochasticVolatility,

SV)変 動 の推 定等,観 測 されな い変数 を推 定す るのに状 態空間 モデル は有効 であ る。経 済学

に関連 した もの は渡部(2000)が あ る。最近 はMarkovChainMonteCarlo(MCMC)と い

う乱数生成 の手法がが利用 され る ようになって以来多 くの実証研 究が で きるようにな って き

た。 谷崎(2006)で は線形 ・正 規性 の もとでの状 態空間 モデル の解説 を行 ったの に対 して,

本 稿 で は非線形 ・非正規性 の もとでの状 態空 間モデルの推定 とその問題点 を紹介す るこ とを

目的 とす る。非 線形 ・非正規分 布 に基づ く状態空 間モデルの推定 には大 きく分 けて2つ の種

類 が考 え られ る。一つ は分布 関数 に よる逐次 アル ゴ リズムに基づ いた もの,も う一つ は全部

の状 態変数 の同時密度関数 に基づ いた もので ある。非線形 ・非正規状 態空間 モデルの場合,

前 者 は乱数 の逐 次 アル ゴ リズ ム を得 るこ とにな り,後 者 はMCMC(Gibbsサ ン プ ラ「

Metropolis・Hastingア ル ゴ リズム を含 む)と 呼 ばれ る乱 数生 成法 を用 い るこ とにな る。本稿

では,特 に,分 布関数 に基づ いた逐 次アル ゴリズムのみ に焦点 を 当て る。
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2状 態空間モデルの定義

非線形 ・非正規 分布 の状 態空 間モデル で は一般的 に次 の よ うに書かれ る。

(観 測方程式)yt=ht(atiεt)(1)

(遷 移 方程式)αt=qt(αt-1,ηt)t=1,2,…,T(2)

ytは 観 測 可能な変数,εtと η,は掩乱項 とす る。Tは 標本 数 を表 す。atは 状態変数 と呼ばれ推

定 され るべ き変数 であ る。(1)式 は観 測方程 式 と呼 ばれ,(2)式 は遷 移方程式 と呼 ばれ る。

外生変数 は関数h,(・,・)やqt(・,・)の 中に既 に含 まれて い るもの とす る。、以下の(3)式,(4)

式 等 の αtの関数 に関す る期 待値 を得 ることが 目的で あ る。この モデル では観 測 され る変数yt

を用 いて,観 測 されな い変数 α,を推 定 しようとい う もので ある。

h,(・,・),qt(・,・),εt,η,は 未知パ ラメー タ(例 えば,θ)に 依存 して もよい。この場合 には,

未 知パ ラメー タ θは状 態変 数 α`と共 に推定 され なければ な らない。α`の推定 問題 につ いて は

3節 に述べ られ,θ につ いて は5節 で触れ る。観 測方程式 に含 まれ る掩乱項 εtと遷 移方程式 の

撹乱項 η,は互 いに無相 関 として,本 稿 では議 論 を進 め る。 しか し,こ の仮定 を緩 め るこ とも

可能 であ る。

3状 態変数の推定問題

2節 で状 態空間 モデル を定義 した。本節で は状 態変数の推 定問題 を考 え る。まず,E(・ 卜),

Var(・ 卜)を それ ぞれ数学 的条件付 き期待値,条 件付 き分散 共分散行列 とす る。Ysをs期 に利

用可 能な情報 集合 と定義す る。すなわ ち,Ys={ys,Ys-1,… …,Y1}で あ る。(1)式 や(2)式

の 中 に含 まれ るすべ ての外生 変数 もまた情報 集合Ysの 中 に含 まれ てい るこ とに注意せ よ。

a,1、,Σ,lsを次 の ように定 義す る。

a.ls-E(・rlYs)一 ∫・rf(・rlYs)・ ・,

・,ls-V・ ・(・rlYs)一 ∫(・,-a,1,)(a,-a,1,)'f(・
rlYs)・ ・,

(3)

(4)

ただ し,ノ(・1・)を 条件付 き分布 関数 とす る。状 態ベ ク トル(state-vector)の 推 定 問題 と して,

情 報量 の多 さに よって次の3種 類 を考 えるこ とがで きる。

r>sの と き,
,予 測(プ レデ ィクシ ョン,prediction)

r=sの と き,漉 波(フ ィル タ リング,filtering)

r<sの と き,平 滑(ス ムー ジング,smoothing)

プ レデ ィク シ ョン,フ ィル タ リング,ス ムー ジングの アル ゴ リズ ム(algorithm)は そ れぞれ

3,1節,3.2節,3.3節 で 取 り扱われ る。分布 関数 に基づ いて それ ぞれアル ゴ リズムが導 出 さ
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れ る 。詳 し く は,Tanizaki(1996,2003,2004a),KitagawaandGersch(1996),片 山(2000)

等 を 参 照 せ よ 。

3.1プ レデ ィクシ ョン(予 測推 定)

本 節で は予測(プ レデ ィクシ ョン)問 題 を考 え る。そ こで は,(3),(4)の 添 字記号r,s

を そ れぞれ'+五,'に 置 き換 え る。分 布関 数に基 づ いたプ レデ ィクシ ョン・アル ゴ リズム は以

下の ように表 され る。

f(・t・ ・1・t)=・ff.(・t・ ・1・t.、.1)f(・t.L.i1・,)・ ・t.L.1 (5)

L=1,2,…,に 関す る逐 次アル ゴ リズム となってい る。上 に記 したプ レデ ィクシ ョン ・アル

ゴ リズ ムではノ(αtlYt)を 必 要 とす る。〆(αtlYt)は フ ィルタ リングの 密度 関数 であ り,3 .2節

で解 説 され る。本節 で は,今 の ところf(αtlYt)を 既 知の分布関数 と考 えるこ とにす る。分布

関数fa(αt+LICVt+L-1),乙=1,2,…,は(2)式 で 表 される遷移 方程 式 とその中の撹乱項 η,+L

の 分 布 関数 を も とに して,ηf+Lか ら αt+Lへ の 変数変 換 に よって計算 され る。 それ ゆえに,

fa(αt+Llaft+L-1),L=1,2,…,の 関数形 もまた既 知で あ る。 した が って,f(αtlYt)が 与 え

られ ると,fa(at+ilαt)を 掛 け合 わせ て,αtに つ いて積分 す ると,f(at+11Y,)が 得 られ る。

同様 に,f(αt+,IY,)とfa(αt+21αt+1)か らf(αt+21]Yt)を 得 る こ とが で きる。 この よ う に,

f(α,+LIY,),L・1,2,…,が 逐 次的(recursive)に 計 算 され る。分布 関数が得 られ ると(3),

(4)の よ うに期待値 や分散が求 め られ る。

3.2フ ィル タ リング(櫨 波推 定)

予 測問題 では,現 在(t期)の 情 報 を もとに して将来(L期 先)の 状 態変数 を推 定す る もの

で あ るが,濾 波(フ ィル タ リング)問 題 で は,現 在(棚)に 利 用可能 な情報 を もとに現在('

期)の 状態 変数 を推定す るもので あ る。 よって,フ ィル タ リング問題 では,(3),(4)の 添

字記 号%∫ をそれぞれ','に 置 き換 える。分布 に基 づ いたフ ィル タ リング ・アル ゴ リズム は'

以 下 の ように示 され る。

∫(・'lyl-1)-!ゐ(・,1・ 。1)ノ(・t.llY。1)・ ・,-1

ノ(αtl}つ=
ろ(ytlαt)f(αtlyt.1)

伽1・t)f(・,1・t.1)・ ・t

(6)

(7)

t=1,2,…,Tに 関 す る逐 次 アル ゴ リズム にな ってい る。(6)式 は予測 方程 式 と呼ばれ る。

それ は,(5)式 に お いて,L=1,か つ,tをt-1に 置 き換 えた もの に一致 す る。分 布関数

fy(ytlαt)は(1)式 で表 され る観測 方程 式 とその中の掩乱項 εtの分布 関数 をも とに して,£tか
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らytへ の変数変換 に よって求 め られ る。(7)式 は更新方程式 と呼 ばれ る。それ は,過 去の情

報Yt-1と 彦期 に得 られたデー タytと を結び付 ける役割 を果たす。

(6)式 と(7)式 で 与 え られ るアル ゴ リズム では,ま ず初期分 布f(aolYo)を 既 知 とす ると,

(2)式 の 遷移 方程 式 を通 して(6)式 か ら!(αi1Yo)を 得 る ことが で きる。 次 に,(1)式 の 観

測 方程 式 か ら得 られ る分 布 関 数fy(yilcri)と(6)式 か ら得 られ たf(crilYo)と を結 び付 けて

ノ(αilYi)が 導 か れ る。 さ らに,(6)式 に よっ て!(αi1Yi)か らア(a2iYi),(7)式 に よっ て

f(α21Yi)か らf(a2iY2)が そ れ ぞれ得 られ る。 この よ うに,初 期 分布f(αolYe)が 与 え られ る

と,そ れ以降の すべ ての分布f(aftlYt-1),〆(αtlYt),t=1,2 ,…,Tが 逐 次的 に計 算 され る。

初期 分布 に関連 して αoが 確 率 変数 か非確 率変数 かでt==1の 場 合の予 測方程式(6)は 異 な

る ことに注意せ よ。

fa(αilao)α0が 非確率変数のとき

f(α'lyo)=μ

(α11・。)f(・。)・・。 αoが確率変数のとき

ただ し,f(αo)はaoが 確率変数のときの分布関数である。初期値に近いほどフィル タリング

推定値 は初期値の値に影響 され推定値の動 きは不安定である。初期値に近 いほど状態変数を

推定するための情報量は少ないからである。

3.3ス ム ー ジング(平 滑推 定)

状 態 変数の推定 問題 の中の スムー ジングにつ いて述べ る。Lを ある固定 され た値,Tを 標本

数 とした とき,ス ムー ジングには次の3つ の種類 が ある。

・固定点(fixed -point)ス ム ージ ング:aLl
tΣLltt=L+1,L+2,…

・固定 ラグ(fixed-lag)ス ム ー ジング:a
tlt.LΣtlt.Lt=1,2,…,T-L

・固 定区間(fixed-intervaDス ム ー ジング:a
tlTΣtlTt・1,2,…,T

の3種 類 で ある。初期状 態 をデ ータか ら推定 す るの に固定点 スムー ジ ングは有効 であ り,一

定時間 の遅 れ を伴 う場合 に は固定 ラグ ・スムー ジングが有効 とされ,過 去 に起 こった ことを

デー タか ら分析 す る場合 に は固定 区間ス ムー ジングが適 してい る。経済学 にお いては今 まで

に利 用 可能なデー タを用 いて過去 の経済 状況 を分析 す る場合 が多 いの で,本 稿 で はスムー ジ

ングの 中で も経 済学 で最 も有 用 な固 定区間 スムー ジングの みを考 える。すなわ ち,(3),〈4)

の添 字記号%sを それぞれ',Tに 置 き換 えるこ とにな る。分布 に基づ いた固定区間 スムー ジ

ング ・アル ゴ リズム は以 下の よ うに表 され る。

!(a・ly・)-f(傷呵 プ(at+1毒窪鴇11砺)d…1 (8)

こ れ はt=T-1,T-2,…,1に 関 す る逆 向 きの逐 次 アル ゴ リズム(BackwardRecursive
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Algorithm)で あ る。フ ィル タ リング・アル ゴ リズ ムの(6)式 と(7)式 か ら得 られ る分布 関数

f(αtlYt),ノ(αt+,IY,)と 遷 移方程式 か ら得 られ るfa(αt+ilαt)を も とに して,ス ムー ジングの

分布 関数 は(8)式 に よって!(αt+,IY,)か らf(αtl'Yt)へ と逐次 的に求め られ る。固定区間ス ム

ー ジングはすべ てのtに つ いて同 じ情報量y7Tで 糊 の状態 変数 αtを推 定す る。そのため,フ

ィル タ リングは初期値 に近 い状態変数 の推 定値 はば らつ きが大 き く不安定で あるが,ス ムー

ジ ングは全期 間について安定 的で ある といえ る。

4非 線形 ・非正規状態空間モデルの推定問題

(3)式,(4)式 等の期待値 を得 ることが 目的である。非線形 ・非正規状態空間モデルの場

合は α,の乱数を発生 させて期待値を評価することを考える。まず,乱 数生成の方法 について

解説を行 う。

4.1乱 数 生 成法

連 続 型確 率変 数の 密度 関数 ∫(κ)か ら乱数 を生 成 したいが,ノ(κ)か ら乱数 を生成 す るこ

とが難 しい場合 を想定す る。f(x)は ターゲ ッ ト密度関数(targetdensity)と 呼 ばれ る。 一

方,乱 数 の生成 が簡 単 にで きる別 の密 度関数 み(κ)を 選 ぷ。五(κ)は サ ンプ リング密度関 数

(samplingdensity)と 呼 ばれ る。 この とき,f"(x)か ら生 成 され る乱数 を利 用 して,f(x)

か ら の乱 数 を発 生 させ る こ とが で き る。紛 を〆(κ)か ら生 成 された 播 目の乱 数 とす る。

ω(κ)をタ ーゲ ッ ト密度 関数 とサ ンプ リング密度 関数の比 に比例 す る もの とす る。 すなわ ち,

ω(x)・cf(x)/ノ*(x)と表 され る もの とす る。この とき,タ ーゲ ッ ト密度関数 はf(x)・CtO(x)f*(x)と

して書 き直 され る。ω(x)は 受 容確 率(AcceptanceProbability)に 密接 に関連 してい る。受容

確率 の形 に よって,棄 却法(RejectionSampling,以 下RSと 略),重 点 的 リサ ンプ リング法

(lmportanceResampling,以 下IRと 略),Metropolis-Hastingア ル ゴ リズム(以 下MHと

略)の3つ の乱数生成 法が考 え られ る。Liu(1996),Tanizaki(2004a)で は,3つ の サ ンプ

リング方法 の紹介 と比較 が行 われて いる。!(κ)か ら乱 数 を生成 で きるには,ω ω の関数形 が

既 知 であ るこ とと云(x)か ら乱 数 の生成が簡 単で あ るこ とが必要 となる。 以下に3つ の乱数

生 成法 を記 してお く(た だ し,証 明は省略 す る)。

棄 却法(RS):ノ をサ ンプ リング密度 関数f"(x)か ら生成 されたxの 乱数 とす る。任 意のxに

つ いてtu(X)は 有 限 であ る とす る。この と き,受 容確 率 はω(X)=ω 〈X)/sup、ω(Z)に よ って表 され

る。次の よ うに して,夕 一ゲ ッ ト密度 関数ノ(κ)か らκの乱数 をノ〉個 生成す るこ とがで きる。

(i)サ ンプ リング密度 関数f,(x)か らxの 乱 数ノを生 成 し,受 容確率w(x")を 計 算す る。

(ii)w(x*)の 確 率 でXi=♂ と し,1-w(M)の 確 率 で(i)に 戻 る。すなわ ち,uを 区間(o,
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1)で の 一様乱 数 と した とき,u≦w(f)の と きXi=x*,u>w(f)の と き(i)に 戻 る。

(iii)i=1,2,…,Nに つ いて(i)と(ii》 を繰 り返 す。

生 成 され たN個 の乱 数 κ1,x2,…,XNは 互 いに独立 となって い るので,乱 数の精 度 とい う観

点で はRSはIRやMHよ り も最 もよいサ ンプ リング方法 で ある。しか しなが ら,問 題 はRS

を適 用す るため には ωω の上 限 を求め る必要が ある ことで ある。も し上 限 がな けれ ば受 容確

率w(x)が ほ とん どのxで ゼ ロにな り,し たが って,x*は(i),(ii)でXiと して採 択 されな

い ことにな る。澱 を乱数 の平均棄 却回数 と した とき,タ ーゲ ッ ト密度関 数∫(κ)か ら一つ の

乱 数 を得 るため には,平 均 で1+翫 個 の乱数 を必要 とす る(言 い換 える と,採 択 率 は平均 で

1/(1+NR)で あ る)。 ω(x)→。oはNR→ooを 意 味 す る。f(x)か ら1>個 の 乱数 を取 り出す ため

に は,f"(x)か らN(1+NR)個 の 乱 数 を生 成 す る必要 が あ る。RSに つ い て は,例 え ば,

Boswelletal.(1993),0'Hagan(1994),Geweke(1996)等 を参照せ よ。

ω(κ)に上 限が あ る とい う条件 を調べ るために,∫(κ)と ゐ(κ)は 共 に正規分布 でそれ ぞれ

N(μ,♂)と1>(絢,戯)の 分布の場合 を考 え る。この と き,ω(x)が 有 限で あ るため には,諺 〉

σ2が 必要 とな る。す なわち,サ ンプ リング密度 関数f,(x)が タ ーゲ ッ ト密度関 数f(x)よ り幅

広 く分布 しなければな らない とい うことにな る。

重点的 リサンプリング法(IR):璋 をサ ンプ リング密度関数f,(x)か ら播 目に生成 されたx

の舌L数とする・受容僻 を嘱)=t・(・i)1
、;1ω㊥ とする・ターゲ・樒 度関数∫ω か らN

個 の乱数 を生成 す るには次の通 りであ る。

(i)サ ンプ リング密度関数f,(x)か ら 雰,」=1,2,…,Nを 生 成 し,す べ ての ノ=1 ,2,…,

2Vに つ いてw(雰)を 計算 す る。

(ii)w(雰)の 確 率で κFガ とす る。

(iii)i=1,2,…,Nに つ いて(ii)を 繰 り返 す。

ステ ップ(ii)で は,具 体 的 には,ま ず 曙 をブ=1 ,2,…,Nに つ いて 略 ≡略 一1+w(雰)と して

計算 す る(た だ し,既 ≡0で あ る)。 そ して,区 間(0,1)で 一 様乱数(uと す る)を 発生 させ,

%・-1≦u〈Wiの と きxi=雰 とす る。IRに つ いては,例 えば,SmithandGelfand(1992)を 参

照せ よ。

乱 数の精 度 とい う面 につ いてIRはRSよ り劣 る。IRは サ ンプ リング密度 関数 か らN個 の

乱数 を生 成 してお き,そ れ ぞれ対 応す る確 率で それ らの うち一つ を取 り出す 方法 で ある。 よ

って,IRで は ターゲ ッ ト密度 関数 か ら最 終 的 に得 られたN個 の乱 数の中で い くつか は同 じ

数値 とな る。一 方,RSで は生成 されたN個 の乱 数 はすべ て異 なった値 が得 られ る。ターゲ ッ

ト密度 関数f(x)か らN個 の乱 数 を得 るため には,IRは ち ょうど1>個 の乱 数がサ ンプ リング

密度関数f,(x)か ら生成 されれば よいが,RSはN個 以上(よ り正確 に言 えば,!>(1+NR)個)
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の乱数 をサンプ リング密度関数み(κ)か ら発生させ る必要がある。

Metropolis・Hastingア ル ゴ リズ ム(MH):x*をf"(x)か ら生 成 された乱 数 とす る。受容確

率 を ω(Xi-1,x*)=min(ω(x*)/ω(κi-1),1)と す る。 ター ゲ ッ ト密度 関数f(x)か らN個 の乱数

を生 成す るために は次 の ようにす れば よい。

(i)xの 初 期値 をx-〃 とす る。

(ii)サ ンプ リング密度 関数f,(x)か らノ を生成 し,x*とXi-1を 与 えた もとで受 容確 率

w(Xi-1,x*)を 計 算 す る。 、

(iii)W(Xi-1,X*)の 確 率でXi=x*,そ れ 以外 はXiニ κ,-1と す る。 言い換 える と,zaを 区 間

(0,1)の 一 様乱 数 とした とき,u≦w(Xi-1,x')の と きκf=ノ,ec>w(κi-1,♂)の とき

Xi=Xi_1と す る。

(iv)i=-M+1,-M+2,…,ノvに つ いて(ii)と(iii)を 繰 り返 す。

以上 の ようなアル ゴ リズムで問題 とな るの は云(κ)と 〃 の選択 の仕 方 であ る。サ ンプ リング

密度 関数 五(κ)は ターゲ ッ ト密度 関数 ノ(κ)と 同 じような分布 を選 ぶべ きであ る。サ ンプ リン

グ密度関数 み(κ)の 分 散が ターゲ ッ ト密度 関数 ノ(κ)の 分 散 に比べ て,大 き過 ぎた り小 さ過 ざ

た りす ると正 しい乱数が得 られ ない。また,Xi-1に 依 存 してf,(x)=f,(κ 匿一1)と な るサ ンプ リ

ング密 度関 数 を選 んで もよ い。MHに つ いて は,例 えば,ChibandGreenberg(1995),

Geweke(1996),GewekeandTanizaki(2003)を 参 照せ よ。

MHで は十分 に大 きなMに つ いてXlが ターゲ ッ ト密度 関 数ノ(x)か ら生 成 されたxの 乱

数 とみ なされ る。Xlがf(x)か らの乱数 であれば,x2も またf(x)か らの乱数 となってい る。

その ため,κ1,x2,…,XNは すべ てf(x)か ら生成 された乱数 とな ってい る。この ように,2V個

の 乱 数 を得 るた め にはサ ンプ リング 密度 関数f"(x)か らM+N個 の 乱数 を生 成す る必要 が

あ る。ただ し,明 らか にCov(Xi-1,Xi)>oで あ る。 なぜ な ら,ア ル ゴ リズムのステ ップ(ii),

(iii)で,XiはXi-1を も とに して生成 されてい るか らで ある。 したが って,乱 数の精度 とい う
9

面 で はMHは3つ の乱 数生成 方法 の中で最 も悪 い方法 であ る と言 える。Mの 選択 について

はGeweke(1992)がCD(ConvergenceDiagnostic)検 定 を提案 した。κ1,x2,…,xNの 乱 数

の最初 と最後 の2,3割 程 度 のサ ンプル を取 り出 してそれぞれの平均 に差 が あるか ど うかの

検 定 を行 い,差 が ない とい う結果 であれば κ1,x2,…,XNは す べ て!(x)か ち生成 され た乱 数

とな ってい るとみ なす。

4.2フ ィル タ リ ン グ

状 態 変 数 の 推 定 に上 述 の サ ン プ リ ン グ 法 を 適 用 す る。cyi,tr、を 密 度 関 数f(αtlYs)か ら生 成 さ

れ た αtのi番 目 の 乱 数 と す る 。も し乱 数 α1,tls,α2.tls,…,αN,tls(s=t,T,か つ,t=1、2,…,T)が 生
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成 さ れ た とす る と ・(・)式 ・(・)式 はa・1・・:at1・its(1⑳

、孝1α・'1。Σ・1,・(1⑳ 、孝1(・、,画 、)(・i,、1、-E,、、)'

と し て 求 め ら れ る 。 今 の と こ ろ,αi ,t-11t-1,i=1,2,…,Nは 既 に 生 成 さ れ て い て 利 用 可 能 で

あ る と考 え る 。 こ の と き に,ai,tlt,i=1,2,…,i>を 生 成 す る 方 法 を 考 え る 。 初 期 値 αoが 確

率 変 数 か ど う か でai,Olo,i=1,2,…,ノVはfa(ao)か ら生 成 さ れ る こ と に な る か,ま た は,す

べ て の ∫に つ い て あ る 一 定 の 値 を と る こ と に な る
。

フ ィ ル タ リ ン グ 密 度 関 数(7)式 に つ い て2通 りの 表 し 方 が あ る 。一 つ は(7)式 か ら!(cr,1y,)

は 次 の よ う に 表 さ れ る 。

ノ(αtlYt)ocfy(ytlαt)f(atlYt_i)㏄ ω1(αt)f(αtlYt_i)(9)

た だ し,ω1(αt)・cfY(ytlαt)と す る。 こ の 場 合,4 .1節 のf*(x)と ω(κ)は そ れ ぞ れ 〆(αtlYt-1)と

ω1(αt)に 対 応 す る 。f,(]tlαt)は(1)式 か ら 変 数 変 換 に よ っ て 得 ら れ る の で
,ω1(αt)の 関 数 形 は

既 知 で あ る 。αi,t-11t-1,i=1,2,…,ノ 〉を 与 え た も と で,f(αtlYt-1)か ら生 成 さ れ る αtの 乱 数

は,遷 移 方 程 式(2)式 か ら簡 単 に 得 ら れ る 。 し た が っ て,αi ,t-11t-1を 与 え た も と で,αi.tltの

乱 数 生 成 方 法 は 次 の よ う に な る 。

(i)α0を 確 率 変 数 と仮 定 す る な らfa(α0)か ら αOの 乱 数(播 目 の 乱 数 をtVi ,olOと す る)

を2V個 発 生 さ せ る 。ま た は,αoを 非 確 率 変 数 と 仮 定 す る な ら αoに 何 ら か の 値 を 与 え る

(す べ て のiに つ い てai.OIO=αOと す る)。

(ii)f(atlYt-1)か らatの 乱 数(α7と す る 〉 を 生 成 す る 。 α7はf(αtlYt)か ら生 成 さ れ る

atの 播 目 の 乱 数(αi ,tltと す る)の 候 補 と な る 。

(iii)α ナに 基 づ い て,f(CVtlYt)か ら生 成 さ れ た αtのi番 目 の 乱 数(αi ,tltとす る)が 得 ら れ

る 。 こ こ で 乱 数 生 成 の 方 法 は,上 述 のRS,IR,MH等 の い つ れ か を 用 い れ ば よ い 。

(iv)i;1,2,…,Nに つ い て,(ii)と(iii)を 繰 り返 す 。

(v)t・=1,2,…,Tに つ い て,(ii)一(iv)を 繰 り返 す 。

ス テ ッ プ(ii)で,afは サ ン プ リ ン グ 密 度 関 数f(αtlYt-i)か ら 生 成 さ れ る 乱 数 で あ り
,こ の 場

合 は α1,t=αi,tlt-1と な る 。 た だ し,αi,tlt-1は,ηtの 乱 数(OPi,tと す る)を 生 成 して,遷 移 方 程
　

式cvi,tit-1=qt(ai.t_11t_1,rpi,t)か ら得 られ る。Gordonetal.(1993),Kitagawa(1996 ,1998),

KitagawaandGersch(1996)は,(9)式 にIRを 適 用 してフ ィル タ リングを提 案 した
。す な

わち,ス テ ップ(iii)の 乱 数生成 でIRを 用いた。Tanizaki(1996,1999),HUrzelerandKUnsch

(1998)は(9)式 にRSを 適 用 した。

t時 点 に構 造変化や 異常値が あった場 合,フ ィル タ リング密度関数!(αtlYt)は プ レデ ィク

シ ョン密度関数f(α ・IYt-1)か ら乖離す る。この状況下 では,(9)式 に基づ いたIRやMHに

よる ノ(αtlYt)か ら αtの乱 数は非現実的 な もの とな る。また,RSに つ いては,受 容確率 が非

常 に小 さ くなるため,計 算時間が極端 に長 くな る。 さらに,η,か ら乱数 が生成 す るの が難 し

い場合,f(αtlIYt.1)か らatの 乱 数 を生 成す るの も難 しくな る
。 よって,フ ィル タ リング密 度
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関 数 の二つ 目の表 し方 と して,よ り良い乱数 を発生 させ るために α,のサ ンプ リング密度関数

f,(αtlαt-1)を 明 示的 に導入す る。プ レデ ィクシ ョン密度 関数(6)式 を フ ィル タ リング密度関数

(・)式 に 代 入 し て,ノ(・tlY,)・cf,(・ 、1・t)f(・,1・,.、)-ffy(ytl・t)f.(atl・t-1)ノ(・t-11・ ・-1)…1・ 侮

αt-ilyt)dαt.1の よ う に 変 形 さ れ る 。αt-1に 関 す る積 分 を 取 り 除 く と,Y,を 与 え た も と で αtと

αt-1の 条 件 付 密 度 関 数 ノ(αt,crt-,IY,)。 ・五(ytlαt)fa(αtlαt-1)/(αt-ilYt-i)は,ω2(abαt-1)㏄

fy(ytlαtY。(αtlαt.1)lf*(αtlαt-1)を 利 用 し て,以 下 の よ う に 書 き 直 さ れ る 。

f(abαt-11Yt)。 。ω2(abαt-1)f.(αtlat-1)ノ(αt-11y,.1)(10)

(10)式 で は,f,(αtlαt-i)f(αt-i1Yt-1)が サ ンプ リ ン グ 密 度 関 数 と な る 。f(αtd1Yt-i)か ら 生

成 さ れ た αt-1のN個 の 乱 数 αi.t..11t-1,i=1,2,…,1Vが 利 用 可 能 と す る 。!(αt-,lY,-1)か ら

αt-1の 乱 数 を 生 成 す る こ と は,α1,t-llt-1,α2,t一 玉lt-1,…,CVN,t-llt-1か ら1つ を 同 じ確 率(す

な わ ち,1/N)で 選 ぷ こ と で あ る 。tTi,t-ltt-1を 与 え て,f"(atlai,t-11t-1)か ら αtの ゴ番 目 の 乱 数

α歪,を 生 成 す る 。 こ の よ う に,ω2(abat.1)の 関 数 形 は 既 知 で,し か も,(αt,αt-1)の 乱 数 は

f"(αtlαt-i)ア(tVt-ilYt-i)か ら 生 成 で き る の で,f(at,αt_11Y,)か ら の(αt,αt-1)の 乱 数 はRS,

IR,MHを 通 し て 生 成 可 能 で あ る。f(at,α ト,IY,)か ら の(αt,αt-1)のi組 目 の 乱 数 を(αi.tlt,

cri,t-ltt)と す る 。αi,tltとCVi,t-lltの2つ の 乱 数 が 同 時 に 得 ら れ る が,フ ィ ル タ リ ン グ に 関 す る 乱

数 は αi,tltで あ る 。 αi,t-Utは 固 定 ラ グ ス ム ー ジ ン グ(3.3節 の 固 定 ラ グ ス ム ー ジ ン グ に つ い て,

L=1,か つ,彦 をt-1で 置 き 換 え た もの に 対 応 す る)で あ る。f(αt,αt-11Yt)か ら生 成 さ れ る

atの 乱 数 は,!(αtiYt)か ら生 成 さ れ る αtの 乱 数 と同 じ性 質 を 持 つ 。f,(αtlαt-1)を,αt-1に

依 存 し な い で,f"(αt>と し て も よ い 。RSを 適 用 す る 場 合,αtと αt-1の 任 意 の 値 に 対 して

ω2(abαt-1)が 有 限 で な け れ ば な ら な い 。(10)式 に 基 づ く と,時 に は,RSは 適 用 不 可 能 な 場 合

も起 こ る 。 よ っ て,(10)式 を 選 ん だ 場 合 は,乱 数 生 成 の 容 易 さ と い う 意 味 で,IRやMHが よ

り良 い 乱 数 生 成 法 と言 え る で あ ろ う 。

以 上 を ま と め る と,eyi,t-let-1を 与 え た も と で,αi.tttの 生 成 方 法 は,(i),(iv),(V)は(9)

式 に 基 づ い た もの と同 じア ル ゴ リ ズ ム で,(ii)と(iii)を 以 下 の も の に 代 え れ ば よ い 。

(ii)サ ン プ リ ン グ 密 度 関 数f,(αtlat-1)f(at_ilYt-1)か ら(αt,α,-1)の 乱 数(αf,α7-i)

を 生 成 す る 。

(iii)(αf,αf一 ユ)に 基 づ き,RS,IRやMHを 用 い て,Y,を 与 え た も と で(αt,αt-1)のi組

目 の 乱 数(αi,tlt,αi,t-11t)を 得 る 。CVi,tltが ノ(αtlYt)生 成 さ れ た 乱 数 と な る 。

N個 の 乱 数CVI,t-lit-1,α2.t-Ilt-1,…,aN.t-11t-1が 利 用 可 能 で あ る と き,ス テ ッ プ(ii)で,

f(cyt-11Yt-1)か ら αt-1の 乱 数 を 生 成 さ せ る に は,1V個 の 乱 数 か ら 同 じ確 率(す な わ ち,1/i>)

で 一 つ を 選 べ ば よ い 。 す な わ ち,1,2,…,Nか ら等 確 率 で 選 び 出 さ れ たiに つ い て,α7-1=

αi,t..11t_1と す る 。
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4.3固 定 区間ス ムー ジング

スムー ジングで は,線 形 アル ゴ リズム と同様 に,分 布 関数 に基づ いて後 ろ向 きの逐 次アル

ゴ リズム となって いる。そのため,cri ,t+11Tを 与 えた もとで,αi,tlτを生 成す るこ とを考 える。

T時 点 におい て,ス ム ー ジングの乱数 とフ ィル タ リング乱 数 は同 じもので あ り,αi ,TITに よ

って表 され る。αi,TITを 与 えた もとで,αi ,t-11Tが 得 られ,最 後 に初期値 のスムー ジ ング乱 数

ai,OITが 生 成 され る。

(8)式 に基 づ いて,ス ムー ジ ング密度 関数 に関す る3種 類の表現 方法(後 述の(11)式,(13)

式,(14)式 の3種 類)が あ る。(8)式 か ら,αt+1の 積 分 を取 り除 くと,一 つ 目のス ムー ジン

グ密度 関数f(αt+1,artlYT)の 表 し方が次の よ うに得 られ る。

f(αt・1,αtlyT)㏄ω3(αt.1,αt)ノ(atlY、)f(αt.ilyT)(11)

た だ し,ω3(at.1,αt)ecf。(αt.1,αt)/f(at.11Y,)で あ る。(11)式 の ω3(αt.1,αt)に 含 ま れ る

f(αt+,IY,)を 評 価す るため には,、乙二1の ときのプ レデ ィクシ ョン(5)式 を利 用 して,次 の よ

うにモ ンテ ・カル ロ積分 を行 えば よい。

∫(・t・11・,)-ff・(…1・ αt)ノ(・'1η 血'・ 繕 ん(・'・11・、・lt) (12)

1>'は 必 ず し も2Vに 等 し くす る 必 要 は な い 。計 算 負 担 を 減 ら す た め に は,1>'を1>よ り小 さ く

す れ ば よ い 。N個 の 乱 数 α1,tlt,α2,tlt,…,αN,tltか ら,ラ ン ダ ム にN'個 の 乱 数 を 取 り出 し,

(12)式 の 積 分 を 計 算 す れ ば よ い 。(12)式 に よ る と,ス ム ー ジ ン グ は フ ィル タ リ ン グ よ り1>'倍

の 計 算 を 要 す る と い う こ と に な る 。す な わ ち,各t時 点 で,計 算 量 は ス ム ー ジ ン グ でN×N' ,

フ ィル タ リ ン グ でNの オ ー ダ ー と な る 。

(11)式 で は,サ ン プ リ ン グ 密 度 関 数 はf(αt+,IY.)f(αtlYt)と な る 。αtの 乱 数 は ノ(αtlYt)か

ら生 成 さ れ,αt+1の 乱 数 はf(αt+,lYT)か ら生 成 さ れ る 。f(αtlYt)か ら の αtの サ ンプ リ ン グ

は,CVi ,tlt,i=1,2,…,2>か ら ラ ン ダ ム に 等 確 率(す な わ ち,1/1>)で 一 っ 選 ぶ こ と に な る。

ノ(αt+ilYT)か らat+1の サ ン プ リ ン グ も ま た,αi.t+11T,i=1,2,,…,2Vか ら ラ ン ダ ム に 等 確

率(す な わ ち,1/2V)で 一 つ 選 べ ば よ い 。 こ の よ う に,(αt,αt+1)の 乱 数 の 候 補(αT ,α ナ+1と

す る)を 生 成 す る こ と が で き る 。(**αt,α,十1)に 基 づ き,RS,IRやMHを 用 い て,YTを 与 え

た も と で(αt,αt+1)のi組 目 の 乱 数(αi ,tlT,ari.t+11T)を 得 る こ と が で き る。 こ の 場 合,αi,t+llT

は 必 要 と し な い(な ぜ な ら,ai,t+llTは 前 段 階 で 既 に 得 ら れ て い る か ら で あ る)。 必 要 な の は

ai.tlTで あ り,αi ,t+ilTは 捨 て ら れ る こ と に な る 。以 上 を ま と め る と,αi ,t+liTを 与 え た も と で,

αi,tlTの 生 成 方 法 は 次 の よ う に な る 。

(i)あ ら か じ め,フ ィ ル タ リ ン グ 密 度 関 数 か ら乱 数 αi,tlt,i=1,2,…,N,tニo,1,…,

Tを 生 成 し て お く。T時 点(最 終 時 点)で の ス ム ー ジ ン グ の 乱 数ai ,TiTは フ ィル タ リ ン

グ 乱 数 は 同 じ もの で あ り,こ れ を ス ム ー ジ ン グ 乱 数 の 出 発 点 に す る 。



非線形 ・非正規状態空間モデルの推定について 47

(ii)サ ン プ リ ン グ 密 度 関 数 ノ(αtlYt)f(αt+ilYT)か ら(αt,αt+1)の 乱 数(α ナ,α?+1)を 生

成 す る 。

(iii)(α7,α 群1)に 基 づ き,RS,IRやMHを 用 い て,yTを 与 え た も と で(αt,αt+1)の

i組 目 の 乱 数(ari ,tlT,αi,t+11T,)を 得 る。ai.tlTがf(αtlYT)か ら 生 成 さ れ た 乱 数 と な る 。

(iv)i=1,2,…,1>に っ い て,(ii)と(iii)を 繰 り返 す 。

(v)t==T一1,T-2,…,oに つ い て,(ii)～(iv)を 繰 り返 す(逆 向 き の 逐 次 ア ル ゴ リ ズ

ム)。

ス テ ッ プ(i)で(α ナ,a7+1)を 生 成 す る た め に は,そ れ ぞ れ 次 の よ う に す る。 αTに つ い て は,

cri,tlt,i=1,2,…,1>か ら ラ ン ダ ム に 等 確 率 で 一 つ を 選 び 出 し,そ れ を αfと す る 。α恥 に つ い

て は,CVi,t+IIT,仁1,2,…,Nか ら等 確 率 で 一 つ を 選 び 出 し,そ れ をa7+1と す る 。

さ ら に,(11)式 の 〆(α,1}つ を(9)式 に 置 き 換 え る と,次 の よ う に ス ム ー ジ ン グ 密 度 関 数

f(αt+1,aftlYT)の 二 つ 目 の 表 現 を 得 る 。

f(αt.1,αtlyT)。 ・ω4(αt.1,αt)ノ(α,1y,-i)f(at.,ly.)(13)

た だ し,ω4(αt.1,αt)。 ・fy(ytlαt)f。(αt.ilαt)1f(αt.11YT)㏄ ω1(αt)ω3(αt.1,αt)と す る 。(13)式 で は,

!(α,+11}「T>〆(CVtlYt-1)が サ ン プ リ ン グ 密 度 関 数 と して 採 用 さ れ る 。(U)式 と(13)式 と の 違 い

は αtの サ ン プ リ ン グ 密 度 関 数 に あ る 。前 者 ぽf(αtlYt)に 基 づ くが,後 者 は!(αtlYt-1)を 利 用

す る 。(11)式 や(13)式 に よ っ て,f(αt+1,CVtlYT)か ら(αt+1,αt)の 乱 数(αi,t+11T,αi,tlTと す

る)を 生 成 す る こ と が で き る 。t=T-1,T-2,…,0に つ い て 繰 り返 し て,αi,tlTを 後 ろ 向 き

の 逐 次 計 算 に よ っ て 得 る こ と が で き る 。

以 上 を ま と め る と,αi,t+11Tを 与 え た も と で,αi.tlTの 生 成 方 法 は,(i),(iii)～(v)は(11)

に 基 づ い た もの と 同 じア ル ゴ リ ズ ム で,(ii)を 以 下 の も の に 入 れ 替 え れ ば よ い 。

(ii)サ ン プ リ ン グ 密 度 関 数f(αtlYt-i)f(αt+,IYf,)か ら(α,,αf+1)の 乱 数(α7,αf+1)を 生

成 す る 。

α,の 乱 数 αf,tlt-1は 遷 移 方 程 式 αi.tlt-1=qt(αj.t-11t-1,0Pi,t)か ら生 成 で き る 。 た だ し,ηi,tは η,

の 播 目 の 乱 数 で あ り,ブ は1,2,…,Nか ら 無 作 為 に 一 っ 選 ば れ る 。 ま た,f(αt+,1yf.)か ら

の α'+1の 乱 数 は,αi,t+11T,i=1,2,…,1V,か ら無 作 為 に 一 つ 選 べ ば よ い 。

tがTに 近 づ くに つ れ て,Y,はYTと 同 じに な る(す な わ ち,フ ィル タ リ ン グ は 固 定 区 間 ス

ム ー ジ ン グ に 近 づ く)。 そ の た め,tがTに 近 い と き に ス ム ー ジ ン グ 密 度 関 数 か ら の 乱 数 を 得

る た め に は,(11)式 で は プ(cr,IY,),(13)式 で はf(artlYt-i)を αごの サ ン プ リ ン グ 密 度 関 数 と し

て 選 べ ば よ い 。 し か し,tが 初 期 値 に 近 い 場 合,f(αtlYt)や ノ(αtlYt-i)はf(αtlYT)か ら乖 離

す る 場 合 が 起 こ る。 し た が っ て,こ の 場 合 の 問 題 を 改 善 す る た め に は,ス ム ー ジ ン グ 密 度 関

数 の 三 つ 目 の 表 現 と して,αtに 関 す る サ ンプ リ ン グ 密 度 関 数f,(at1αt-1,αt+1)を 明 示 的 に 取

り入 れ る必 要 が あ る 。(13)式 に(6)式 を代 入 し て,αt-1に 関 す る 積 分 を取 り 除 く と,YTを 与
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えた もとでの(αt+1,αt,αt-1)の 条 件 付密度 関数,す なわち,ス ムー ジング密 度関数 ノ(αt+1,

αt,CVt-ilYτ)が 次 の よ うに得 られ る。

f(αt+1,αt,αt_i1YT)㏄(os(αt+1,abαt_1)∫(αt_11Y,_1)f*(αtlat_i,at+1)f(αt+11YT)(14)

た だ し,ω5(αt・1,abαt-1)㏄ω4(α,.1,αt)fa(atlαt-1)1f*(αt1αt.1,at.1)であ る。(14)式 で は,サ ンプ リ

ング密度 関数はノ(αt+,IY.)f,(αtlαt-1,αt+1)f(αt_i1Yt_1)と な る。f(αt+,IY.)とf(αt-,1Y,一,)

か ら αt+1と ⑳ 一1の 乱 数 が独 立 に生 成 され て後,αtの 乱 数 が別 の サ ンプ リング密 度 関数

f"(αtlαt-1,αt+1)か ら生 成 され る。

αi,t+llTを与 えた もとで,αi,tlTの 生 成方法 は,(i),(iii)一 一(v)は(11)に 基 づ い た もの と同

じアル ゴ リズムで,(ii)を 以 下の ものに入れ替 えれば よい。

(ii)サ ン プ リ ン グ 密 度 関 数f(at+エIYT)f"(αtlαt_1,at+1)f(αt_11Yt-i)か ら(αt+1,α,,

αt-1)の 乱 数(αf+1,αr,αf-i)を 生 成す る。

この ように して,(αi .t+IIT,αi,tlT,ai,t-llT)が(14)式 か ら得 られ る。 ここで必要 とす る乱数 は

αi,trTであ り,αi,t+llTと αi.t-liTは捨 て られ る。ai,t+llTは 前 段階 で既 に得 られてお り,αi ,t-llT

は 次 の段階 で もう一度得 られ る乱数 であ る。 また,f,(αtlαt-1,αt+1)=f"(α,)も ま た αtのサ

ンプ リング密度 関数の一つ の候 補 とな りうる。

(9)式 に基づ くMHフ ィル タ,(10)式 に基づ くIR,RS,MHフ ィル タ,(11)式,(13)式,

(14>式 を もとに したIR,RS,MHス ム ーザ(smooter)はTanizaki(2001,2004a)に よ っ

て議論 され た。

乱 数の精 度の面 か ら,RSがMHよ り優 れて いる。しか し,RSは 適 用範 囲はMHよ り狭 い。

RSの 性 質 は(i)ω(・)の 上 限が存在す る ときにの みRSを 適 用で きる,(ii)乱 数 の精 度 はサ ン

プ リング密度関数 の選 択 には依存 しない(計 算時間 はサ ンプ リング密度 関数の選択 に大 いに

依存 す る)。 ω(・)の上 限が存在 しな けれ ば,RSを 用 い るこ とはで きな い。例 え,上 限が存在

していた と して も,特 殊 な場合 を除 いて,一 般 的に は,ω2,ω3,ω4,ω5の 上 限 を求 め ることは

難 しい。それで も,atに 関 して方(ytlat)の 上 限が存在 す る場合 が多 いの で,ω1の 上 限 は存

在 す る場合 は多 い。 よって,RSを 用 い る場合 には,(10)式,(11)式,(13)式,(14)式 よ りむ

しろ,フ ィルタ リングの(9)式 に 限 って用 い る方が よい。

フィル タ リング とスムー ジング とで異 なる乱 数生 成方法 を採 用す るこ とも可能 であ る。例

えば,(9)式 に基 づ いてRSを フ ィル タ リングで は使 い,(11)式 を もとに してIRを スムー ジ

ングで は採用 す る といった こと も可 能で ある。さらに,フ ィル タ リングで は異 な る時点 で(9)

式,(10)式 を併 用 した り,ス ムー ジ ング につ いて も(11)式,(13)式,(14)式 を組み合 わせ る

こ ともで きる。一つ の例 を示す と,あ る時点 〆で構 造変化,ま たは,異 常値 が あった としよ

う。 この場合,プ レデ ィクシ ョン密度関 数f(αt・1Yt・-1)と フ ィル タ リング密度関数f(cr,・IY}・)

は大 き く異 なる ことが十分 に考 え られ る。 この状況下 で,フ ィル タ リング で(9)式 を用 い る
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と,IRやMHに つ い てはf(cr,・ly,・)か ら生成 された αttの乱 数 は尤 もらしい値 とは な らな

い。 また,RSに つ いて はノ(αt'IYr)か らat'の 乱 数 を生 成す るため に極端 に計 算時間 が増 大

す るこ とにな る。 よって,(10)式 で 用 い られ る α,'のサ ンプ リング密度関数f,(α,'1α,Lユ)を 取

り入れ ると,よ り効率的 な乱 数の生成が可 能に なるこ とが予 想 され る。 この ように状況 に応

じて,時 点t'で は(10)式 を使 い,そ れ以外 の時 点で は(9)式 を使 うようにす るこ と も可能 で

あ る。

f(αtlYt-i)か ら αtの乱 数生 成が難 しい とき,す なわち,η この密度関数 は既知 であ るが乱 数

を生成 す るのが難 しい場合 に も,サ ンプ リング密度関数f,(cr,1Y,-1)を 利 用 して α,の乱数 を

生成 す るこ とが で きる。

5最 尤法によるパラメータ推定

(1)式 と(2)式 の観 測 ・遷 移方程式 に未 知パ ラメータ(例 えば,θ)が 含 まれ る場合,未 知

パ ラメー タ と状態 変数 を同時 に推 定す る必要 があ る。未知パ ラメータの推定 に通 常 よ く用 い

られ る方法 は最 尤法(maximumlikelihoodestimation>で あ る。これは尤度関数(1ikelihood

function)を 最 大 にす る ような未知パ ラメータの値 をその推 定値 とす る ものであ る。尤度関数

ノ(YT)は,

ノ(・,)一
,illf(ytl・,.1)一,重1伽1・,)f(・ ・1・'-1)⑭ ・、輪 、琶1醐1・i,・lt-1))(15)

と近似 で き る。 ここ で〆(Yl)=f(yilYo)み な され る。f(ytlYt-1)は(7)式 の 分母 に当た り,

f(ytlyt.1)一 ∫f,tv,1・t)ア(・11・・1)datと し て 表 さ れ る ….・eよ ・・tの 幡 目 の 乱 数 と す る ・…t・t-1を

f(αtlYt-1)か ら生成 され た αtの乱 数は,ノ を1,2,…,1>か ら ランダムに一 つ選 んで,αi,tit-1=

qt(αi,t-11t-1,0Pi,t)と して生成 され る。(15)式 はSimulated尤 度 関数 と呼 ばれ,θ につ いて最

大 化 され る。最 大化 の方法 は単純 サーチ法や ス コア リング法 が用 い られ る。

しか し,Simulated尤 度 関数 を最大化 す る場合,θ の ある値 に対応 して,CVi,tlt-1の 値 が大 き

く異な って しまう。 これ を示 した ものが図1あ る。 デー タytを 与 えた もとで,真 の尤度関数

を最大 にす る θを θ*と す る。図 中の ×で表 され た値 は,θ を与 えた ときのSimulated尤 度 関

数 の値 を示 して い る。 す なわち,Simulated尤 度 関数 は真の 尤度 関数の値 の周 りで分布 す る

確 率変数 であ り,図 中の ×はその実現値 を表 す。6通 りの θの値 につ いて,そ れ ぞれに対応 す

る6通 りの実現値 が ×と して得 られ たと しよう。この場合,θ'が 尤度関数の最大値 で あるに

もかか わ らず,Simulated尤 度 関数 の実現値 の最大値 とな っている θが θの最 尤推 定値 と し

て選ばれ ることにな る。

この よ うな状況 を回避 す るため に,Kitagawa(1998)はSelf-Organizingフ ィル タ を提案

した。これ は未知パ ラメータ も状態変数(す なわち,θt=θt-1と す る)と みな し,状 態変数 と
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図1真 の尤度関数とSimulated尤 度関数

同時 にパ ラメータ も推 定 しようという もので ある。その他で は,MarkovChainMonteCarlo

(MCMC)と 呼 ばれ る乱数生成法 で あるGibbssamplerとMHア ル ゴ リズム を組 み合わせ

て,状 態 空間モデル に応 用 され る。Gibbssamplerと は,条 件 付 き分布 か ら順番 に生成 した乱

数 の収束先 は無条 件分 布か ら生 成 した乱数 に等 しくな るとい う性質 を利用 した乱数生 成法 で

あ る。ベ イズ統計 学の分野 で近 年非 常に よ く用 い られ る。例 えば,θ の事前分布 をflatprior

(ま た は,improperpriorやdiffusepriorと も呼 ばれ る)と 仮定 した とき,真 の 尤度 関数 を

θの密度関数 に比例 す るとみ な して θの乱 数 を生成 し,そ の平均値 を推 定値 とす る。紙 面の都

合上 この あた りの解説 は省 略す るが,参 考文献 はJacquieretal.(1994),Watanabe(2000),

WatanabeandOmori(2004),Tanizaki(2004b),渡 部(2000)を 参 照せ よ。

6お わ り に

本稿では非線形 ・非正規分布の もとでの状態空間モデルにおいて,状 態変数の推定を紹介

した。このモデルでは大 きく分けて2つ の状態変数の推定方法が考えられている。一つは分

布関数による逐次アルゴリズムに基づいたもの,も う一つは全部の状態変数の同時密度関数

に基づいたものである。非線形 ・非正規状態空間モデルの場合,前 者は乱数の逐次アルゴリ

ズムを得 ることにな り,後者はMCMC(Gibbsサ ンプラー,Metropolis-Hastingア ル ゴリズ

ムを含む)と 呼ばれる乱数生成法 を用いることになる。本稿では前者の乱数を逐次アルゴリ

ズムによって生成するという方法 を紹介 した。そして,状 態空間モデルに未知パラメータが

含 まれている場合の未知パラメータの推定問題 を紹介 した。状態空間モデルのような観測で
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きない変数(す なわち,状 態変数)が 含まれていて,か つ,未 知パラメータも同時に推定す

る必要がある場合,Simulated尤 度関数を未知パ ラメータに関 して最大化する必要がある。

しか し,Simulated尤 度関数は確率変数 となるため,得 られたSimulated尤 度関数の実現値

を最大 にする未知パラメータは,必 ず しも真の尤度関数は最大化 されていないという状況が

出て くるという問題点がある。本稿では以上の ような状況が起こることを紹介 した。この問

題 を打開するためには今の ところKitagawa(1998)に よって示 されたSelf-Organizingフ

ィルタを採用するか,ま たは,MCMCを 利用 したベイズ推定を行 うかのどちらかである。観

測 されない変数を含む場合の未知パ ラメータの推定問題は今後 も研究対象 とな り得 る分野で

あると言える。

*本 稿 は 谷 崎(2006)の 続 編 と し て執i筆 し,Tanizaki(1996,2003,2004a)に 基 づ い て 加 筆 ・修 正

した もの で あ る 。本 研 究 は 科 学 研 究 費(C)(2)14530033(2002年 一一2005年)と21世 紀COEプ ロ グ ラ

ム か らの 助 成 を 受 け た研 究 の 一 部 で あ る。

参 考 文 献

Boswell,MT.,Gore,S.D.,Patil,G.P.andTaillie,C.(1993)."TheArtofComputerGenera-

tionofRandomVariables,"・HandbookqfSiztisticsVo1.9(ed,C.R.Rao),pp.661-721,North-

Holland。

Chib,S.andGreenberg,E.(1995)."UnderstandingtheMetropolis-Has亡ingsAlgori亡hm,"The

Amen'canStatistician,Vol.49,pp.327-335.

Geweke,J.(1992)."EvaluatingtheAccuracyofSampling-basedApproachestotheCalcula・

tionofPosteriorMoments,"inBayesianStatistics4,editedbyBernardo,J.M.,Berger,J.0.,

Dawid,A.P.andSmith,A.F.M.,pp.169-193,0xfordUniversityPress.

Geweke,J.(1996)."MonteCarloSimulationandNumericalIntegration,"Handbook(ゾCo彿 一

putationalEconomics,Vo1.1(ed.H.M.Amman,D.A.KendrickandJ.Rust),pp.731-800,

North-Holland.

Geweke,J.andTanizaki,H.(2003)."NoteontheSamplingDensityfortheMetrqpolis-

HastingsAlgorithm,"CommunicationsinStatistics,TheoryandMethods,VoL32,No.4,pp.

775-789.

Gordon,NJ.,Salmond,DJ.andSmith,A.F.M.(1993)."NovelApproachtoNonlinear/Non-

GaussianBayesianStateEstimation,"IEEProceedings-F,Vo】.ユ40,No.2,pp.ユ07-113J

HUrzeler,M.andKUnsch,H.R.(1998)t"MonteCarloApproximationsforGeneralState-

SpaceModels,"ノburnalOfComPulationalandGraPhicalStatistics,Vol.7,pp.175-193.

Jacquier,E,Polson,N.G.andRossi,PE.(1994).``BayesianAnalysisofStochasticVolatility

Models,"ノ'oumalof、BusinessandEconomicStatistics,Vol.14,pp.371-417(withdiscussion).

Kitagawa,G.(1996)."Mon亡eCarloFil亡erandSmootherforNon-GaussianNonlinearState-

SpaceModels,"ノburnalofComputationalandGraPhicalStatistics,Vol.5,pp.1-25.



52 第193巻 第4号

Kitagawa,G.(1998)."ASelf-OrganizingState・SpaceModel,"ノburnaloftheAmericanStatisti-

calAssociation,Vol.93,pp,1203-1215.

Kitagawa,G.andGersch,W.(1996).SmoothnessPn'orsAnalysisofTimeSeries(LectureNotes

inStatistics,No.116),Springer-Verlag.

Liu,J.S.(1996)."MetropolizedIndependentSamplingwithComparisonstoRejectionSampl-

ingandImportanceSampling,"StatisticsandComputing,Vo1.6,pp.113-119.

O'Hagan,A.(1994).Kendall'sAdvancedTheoryofStatistics,Vo1.2B,EdwardArnold,

Smith,A.F.M.andGelfand,A.E.(1992)."BayesianStatisticswitho ,utTears:ASampling-

ResamplingPerspective,"TheAmen'canStatistician,Vol.46,pp.84-88.

Tanizaki,H,(1996).NonlinearFilters'EstimationandApplications(Second,Revisedand

EnlargedEdition),Springer・Verlag.

Tanizaki,H.(1999)."OntheNonlinearandNonnormalFilterUsingRejectionSampling,"

1EEETransactionsonAutomaticControl,Vol.44,No,2,pp,314-319.

Tanizaki,H.(2001)."NonlinearandNon・GaussianStateSpaceModelingUsingSampling

Techniques,"AnnalsofthelnstituteOfStatisticalMathematics,Vo1.53,No,1,pp,63-81.

Tanizaki,H.'(2003)."NonlinearandNon・Gaussi即State・SpaceModelingwithMonteCarlo

Techniques:ASurveyandComparativeStudy,"inHandbookofStatistics,Vol.21:Stochastic

Processes'ModelingahdSimulation,Chap,22,pp.871-929(C.R,Rao,andD.N,Shanbhag,

Eds.),North・Ho11and.

Tanizaki,H.(2004a).ComputationalMethodsinStatisticsandEconometn'cs(STATISTICS:

textbooksandmonographs,Vo1.172),MercelDekker,

Tanizaki,H.(2004b)."OnAsymmetry,HolidayandDay・of・the・WeekEffectsinVolatilityof

DailyStockReturns:TheCaseofJapan,"ノbumalofthe/ilpanStatisticalSociety,Vo1.34,No,

2,pp.129-152.

Tanizaki,H.andMariano,R.S.(1998)."NonlinearandNon・GaussianState・SpaceModeling

withMonte・CarloSimulations,"ノburnalofEconomein'cs,Vo1,83,No,1&2,pp.263-290.

Watanabe,T.(2000)."BayesianAnalysisofDynamicBivariateMixtureModels:CanThey

ExplaintheBehaviorofReturnsandTradingVolume?,"ノburnal()fBusinessandEconomic

Statistics,VoL18,pp.199-210..

Watanabe,T.andOmori,Y.(2004)."AMulti・moveSamplerforEstjmatingNon・Gaussian

TimeSeriesModels:CommentsonShephard&Pitt(1997),"Biometn'ha,Vo1,91,pp.246-

248.

片 山 徹(2000).『 新 版 応 用 カ ル マ ン フ ィ ル タ 』 朝 倉 書 店 。

谷 崎 久 志(2006).・ 「状 態 空 間 モ デ ル の 紹 介 と 最 近 の 展 開 」 『計 量 経 済 学 ハ ン ドブ ッ ク 』(箕 谷 千 鳳 彦,

縄 田 和 満,和 合 肇 編),17章,朝 倉 書 店 。

渡 部 敏 明(2000).『 ボ ラ テ ィ リ テ ィ 変 動 モ デ ル 』(シ リ ー ズ<現 代 金 融 工 学>4)朝 倉 書 店 。


