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不確実性 と投資:異 時点間の代替性の役割

中 村 保*

1次 同次生産関数をもつ完全競争企業を仮定 した確率的動学モデルにおいては,

価格や賃金の不確実性の増大は,企 業が危険中立的であれば投資を増加させるが,

企業が危険回避的であれば投資を減少させることもありうる。しかし,危 険回避的

な企業については,資 本の減耗率の上昇が投資を増加させる場合があるなど,投 資

関数がいくつかの望ましくない性質をもつことが指摘されている。本稿では,非 期

待効用最大化モデルを用いて,異 時点間の代替性を危険回避と区別することによっ

て,こ れらの望ましくない性質が取り除かれることを示す。また,(1)(相 対的)危

険回避度は企業の期待収益率に直接影響を与えること,(2)異 時点間の代替の弾力

性は企業の異時点間の選択行動を通して投資とネ確実性の間の関係に影響を及ぼす

こと,を 明らかにする。

キーワー ド 非期待効用モデル,投 資,異 時点間の代替の弾力性,相 対的危険

回避度

1は じ め に

Hartman(1972)の 先駆的な研究以降,不 確実性下の投資関数について多 くの理論的研究

がなされてきた。Hartmanは,離 散時間モデルを用いて1次 同次の生産関数をもった危険中

立的な競争企業 を分析 し,生 産物価格や賃金 に関す る不確実性の増大(平 均保存的分散の拡

大:mean-preservingspread)が 起 き'ると投資が増加することを示 した。Abel(1983)は

Hartmanの この結論が連続時間モデルでも成 り立つことを確認 している。この一見すると

逆説的な結論は,資 本の限界価値生産物が確率変数(生 産物価格及び賃金)の 凸関数になっ

ていること,そ してそのことのみに依存 している。 しか し,実 証研究は,投 資と不確実性 と

の関係について,正 の相関関係 よりもむ しろ負の相関関係があることを指摘 しているものが
1)
多い。

理論 と現実(実 証結果)の ギャップを埋めるためには,上 に述べた凸性 を逆転させるよう

な凹性,何 らかの非対称性,あ るいはその両方をモデルに導入する必要がある。投資の不可

逆性 を考慮す るこ とは非対称性 をモデルに組み込 む自然な方法の一つである。Pindyck

(1988)に 代表 される投資の不可逆性 を考慮 したモデルにおいては,不 確実性の増大が最適な
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投資率を減少させ うることが示されている。この投資の不可逆性 という非対称性は,厳 密な

意味での投資の不可逆性からだけではな く,設 備の廃棄費用がその導入費用に比 して非常に
2)

大 きいとい う投資の調整費用の非対称性からも生 じうる。 しか し,Caballero(1991)が 指摘

しているように,調 整費用の非対称性だけでは投資 と不確実性 との負の相関関係 という結論

を導 き出すことはできない。不可逆性あるいは資本の導入費用 と廃棄費用の間の非対称性に

加えて,資 本の限界価値生産物が資本ス トックの(減 少)関 数になっているという条件が必

要である。1次 同次の生産関数をもった競争企業の場合,資 本の限界価値生産物は資本ス ト

ックの関数ではない。つ まり,1次 同次の生産関数をもった競争企業を想定する限 り,投 資

の不可逆性が重要な役割 を演 じる余地はな く,HartmanとAbe1の 結論がそのまま成 り立っ

のである。

資本の限界価値生産物関数の確率変数に関する凸性を逆転 させ る直接的な方法 として企業

の危険回避的行動を導入することが考えられる。危険回避的な企業の場合,企 業のキャッシ

ュ ・フローは依然 として確率変数(生 産物価格及び賃金〉の凸関数であるが,期 待効用はそ

のキャッシュ ・フローの凹関数になる。っ まり,目 的関数が確率変数の凸関数(利 潤関数)

の凹関数(効 用関数)に なる。Nakamura(1999)が 示 しているように,危 険回避度が十分に

大 きければ,関 数の凸性に基づいた議論が逆転 しうる。 しかし,そ こで導出された投資関数

は,(1)非 常に危険回避的な企業 は危険中立的な企業 と同じような投資行動 をとる,(2)資

本減耗率が上昇すると投資 も増加する,と いった望 ましくない性質をもっている。

最近,SaltariandTicchi(2005)が 異時点間の代替性 と危険回避度を区別することによっ

て上述のような望 ましくない性質 を取 り除 くことがで きることを指摘 している。彼 らは確率

変数がi,i.dに 従 うと仮定 した離散時間モデル を用いてこの可能性 を示 している。 しかし,

Kreps・Porteusタ イプの非期待効用モデルを用いて明示的に投資関数を導出 してはいない。

これに対 して本稿では,確 率変数が幾何ブラウン運動に従うと仮定 した連続時間の枠組みに

非期待効用モデル を導入 して明示的に投資関数を導出 し,彼 らの主張が成 り立つことを確認

す る。

本稿の構成は以下の通 りである。 まず,第2節 でモデルを提示 し投資関数 を導出する。つ

いで,第3節 で異時点間の代替性が不確実性下の投資において果たす役割について分析する。

そして,最 後に第4節 で若干の結論 を述べる。

2モ デ ル

労働L(t)と 資 本K(t)を 用 いて,以 下の よ うな コプー ダグラス型生産 関数に したが って

生産 を行 って いる競 争企 業 を考 え よう。

Y(t)=L(t)αK(t)1一 α,た だ し0く α<1.(1)
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企 業 は毎期労働投 入量 を完全 に調整 で きる と仮 定す る。名 目賃金 率 ω で労働 を雇用 で きると

想 定す ると,利 潤 関数は以下の よ うにな る。

hP(t)ita-a)K(t)≡max{P(t)L(t)aκ(t)i一 α一ωL(t)},(2)
ムω

ただ し,h≡(1-a)(α/w)α/(1'a}は 正 の定数,p(t)は 生 産物価格 であ る。p(t)は 以 下の確率

微分 方程 式 に したが って変動す る と仮定 す る。

dP(t)/P(の=ode(t),(3)

ただ し,σ は正の定数,d2(t)は,平 均E[dz(t)]=0,分 散V[dz(t)]=1で あ る標準 ウ ィナ

ー過程2(t)の 確 率微分2(t十dt)-2(t)で あ る
。

1(t)を 投 資,p∬(の を投資財価 格 とす ると,企 業 の各期の キャ ッシュ・フ ロー π(t)は 以 下

の よ うにな る。

π(t)=hP(t)1/(1-a)K(t)-PI(t)1(t),(4)

投 資 財価格Pi(t)は,既 存設備 の収益性,す なわ ち資本 の限界収 益hP(t)i/(1『 α)に 密接 に関

連 している と考 え るこ とが で きる。 ここでは分析 の容易 さを重視 して,や や きつい仮定 では

あ るが,投 資財価 格 と資本 の限界収 益の 間には時間 を通 じて一定の比例 的関係が ある と仮 定

しよ う。

P,(t)/hP(t)1f(1一α)=qorPl(t)==qhP(t)lf(1一 α).(5)

た だ し,qは 正 の定数 であ る。この仮定 は投 資財価格Pi(t)が 生 産物価格p(t)の 非 線形の関

数 になってい るこ とを意味 す る。 しか し,こ こでは生 産物価格 は トレン ドを もっていな い と

仮 定 してい るので,特 に価格 の不確 実性(σ)が それ ほ ど大 き くな い場合,(5)の 仮 定は それ
3)

ほ どきつ い もので はない。

企業 はまた以 下の資本蓄積 に関す る制約 に も従わ なければ ならない。

dKF(t)={1(t)一 δK(t)】dt,(6)

た だ し,δ は資本の物的減耗 率で あ る。

企業 が直面す る動 学的制約 を一つ の式 に集約 す るため に,W(t)=hp(t)i/(i-a}K(t)と 定 義

しよ う。 このW(t)は その時点 の収益 性hP(t)i/(i『a)で 評 価 した資本 ス トックK(t)の 価 値

4)

で あ る。 この式 に伊藤の補題 を適用す る と,

・畷 薦・謬の・聯(岬 ・瑠(の ア・鑑 幽)(・)

5)
を得 る。(3)式,(4)式,(5)式 及 び(6)式 を(7)式 に代入 し,(dt)2=(dt)(dz)=0と(dz)2

=漉 を考慮す る と次の式が得 られ る。

dW・rwurdt+σwWde-(π/q)dt,(8)

た だ し,rw=[α σ2/2(1一 α)2]+q-L6,σrv=σ/(1一 α)で あ り,こ れ らは ともに時間 を通 じ

て一 定 であ る。(8)式 か ら明 らか な ように,rwは 「危 険」資産VV(t)の 期 待収益 率,礁 は
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その瞬間的分散を表 している。

異時点間の代替性 と危険回避 を区別す るために,本 稿では非期待効用(non-expectedutil・

ity)最 大化モデルを用いる。時点tに おける異時点問の 目的関数V(t)は 以下のような再帰
6)

式を用いて表すことができると仮定 しよう。

ノ(【1-・]・ ω)一(占1
、)・ω1-li・h・ ・吻(ll-・ 】E,y('・h))・

(9)

また,ノ(κ 〉は以下の 式で与 えられ る。

綱 一(占1,)X・'-lf・}・{1-・)・ (10)

(9)式 において,hは 経済的意思決定のための単位時間,E,は 時点tで 利用可能な情報に基

づいた条件付 き期待値,そ して ρ>0は 主観的割引率である。パ ラメータ γ>0は 相対的危険

回避度を示 し,パ ラメータ 。〉・は異時点駒 代替の弾力性 を示 して・競 。=1/、 である場

合,ノ(κ)=κ とな り,こ こでの定式化 は標 準的 な期待 効用最大化 モデル と全 く同 じにな り,危

8)険
回避 度の影響 と異時点間 の代替性 の影 響 を別 々に分 析す るこ とは出来 な くな る。

実行 可能 なキャ ッシュ・フ ローの割引現在価値 の最大値 をノ(w(t))で 表 す と,こ の価値関

数1(P」V(t))は 状 態変数の評価 時点での値W(t)だ け に依 存す る。(9)式 のV(t)の 最 大化

問題 に伊藤の補題 を適 用す る と,以 下の ような確 率版 のベルマ ン方程 式が得 られ る。

0=max{【(1一 γ)1(1-11ε)】 π1-11ε一ρノ(【1一γ】1(W))　
+(1一 λ)f'(【1一λ】ノ(W))1ノ'(W}(r。W一 π1q)+(112)ノ"(W)σ 命W2】 〕.(11)

π に 関 す る1階 の 条 件 よ り

ガ1ノ ε一f'(【1一 γ】ノ(W))J'(W)!q=0.(12)

を 得 る 。

(9)式 で 与 え ら れ た 目 的 関 数 の 形 か ら,価 値 関 数 ノ(W)が 以 下 の 式 で 与 え ら れ る と推 測 で

き る 。

/(W)=(aiの1一 γ!(1一 γ),(13)

た だ し,a正 の 未 定 係 数 で あ る。(13)式 を 考 慮 す る と(12)式 は 以 下 の よ う に な る 。

π;μW・(14)

た だ し,μ ニal『 ・q・で あ る 。(14)式 を(11)式 に 代 入 す る と,未 定 係 数aを 求 め る こ と が で き る 。

す な わ ち,

a={ε 【ρ一(1-11εX7w一 γσ移12)】}1'(1一ε)q,(15)

で あ り,μ の 定 義 よ り

μ=ε{ρ 一(1-1!ε){rw一 γσ&12)〕q,(16)

で あ る 。 た だ し,rlv一 γclv/2は 危 険 資 産Wの 「危 険 で 調 整 さ れ た 」 収 益 率 で あ る 。
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(4)式,(5)式,(14)式 と(16)式 よ り以下の 式が求 ま る。

・(・〉-hP('鵠(の 一判 ÷ 一・1・一(1÷)(2・ザ γ筆w)}]K(・)・(17)

最後 に,rwと σwの定義 を(17)式 に代入すると,以 下の投資関数が得 られる。

」(・)一・[÷+(1-÷)(罪 留1-・)}]κ①(18)

(17)及 び(18)の 両 式 におけ る1/qがhP(t)1/(1-・)/Pi(t)に 対 応 してい ることに注 意す る

と,(18)式 か ら以下の よ うな関係 が導かれ る。

hP(t)"(1一の・{・一(1-÷)(舞 ≡≡峯1-・)}Pl(の ⇔ ・(t)…(19)

恒+÷)艦1-・)}が 「危険で纏 された」実効割引率である・とに注意禰 上記

の臨 は・投資関数順 本の限界収姓 産物hP(t)11・1-a)が 資本の使用者費用(・一(1-÷)

・(顔蒔 伽)よ り大きい場合は企業は投資財を購入」 逆の場合は資本財を売却す

る,と いう望ま しい性質をもつことを示 している。

3異 時点間の代替性の役割

(18)式 より

響 一一・(i-÷)K(t)・ ・(20・)

とな り,資 本減耗率 がの上昇は必ず投資を減少 させることが分かる。これは予想され る結論

であ る。 ところが,も し異時点間 の代 替の弾力性1/ε と危険回避度 γを区別 で きない

Nakamura(1999)の ような期待効用最大化モデルの場合,γ=1/ε であるので,(20)式 は

響 一(1・ ・X・・-1)K(・ 〉(20b)

とな る。 それ ゆえ,資 本減 耗率 δと投資1(t)の 関 係 は以 下の ようにな る。

sigη(d1(t)ノdδ)=sigη(γ一1).(21)

も し異 時点間 の代 替性 と危 険回避 を区別 しなければ,企 業 が非 常に危険 回避的 な場合,つ ま

り γ>1の 場合,資 本減耗率6の 上 昇が投資 を増加 させ るとい う経済 学的 にはおか しな結論

を導 いて しま う。

不確 実性 が投資 に与 え る影響 を分析 す る場合 も異 時点間の代替 の弾力性1/ε と危険 回避度

γを区別 す るこ とは重要 であ る。(18)式 か ら以 下の よ うな関係 が導 かれ る。

sigη(dl(t)/da)=sig㍑((1-1/εXα 一γ))=sigη((ε一1Xα 一γ)).(22)
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投 資 と不確実性 との関係 は,ε と γの両 方 に依存す るが,危 険回避度 γは危険で調整 された収

益 率rw一 γ協/2を 通 して,異 時点問の代替 の弾力性 εは現在 と将来 のキ ャ ッシュフ ローの

間 の選択 を通 して,そ れ ぞれ投 資 と不確 実性 の間の関係 に影響 を及ぼ す。 この点 を明確 にす

るために簡単 な2期 間のモ デル を用 いて考 えてみ よう。

2期 間の キャ ッシュ・フロー:π1と π2か ら効用u(π1,π2)を 得 る企 業 を考 え よう。各期 の

予算制約 式:W1一 π1=1と{1+(rザ γdiw/2)}1=π2,あ るい はこの2式 か ら導 かれ る異時点

間の予算 制約式:π1+π2/{1+(rw一 γσiw/2)}=Wi,及 び初期 資産VV,を 制 約 として,こ の企

業 は 自らの効用 を最大化 す るよ うに π1と π2,そ れ ゆえ投 資1を 決 定す る。σw=σ/(1一 α)で

あ るの で,不 確 実性 σの上 昇 は,α 〉γであ る場合 は危険 で調 整 され た収益率rw一 γ協/2を

上 昇 させ るが,α<γ で あ る場合 は低 下 させ る。す なわ ち,

・Pt(d(rw一 γσ&/2)1・IO)-sign(a一 γ),(23)

で あ る。こ こで は,α<γ であ る場合,つ まり不確 実性 の増大 に よって危険 で調整 された収益

率 御 一γ協/2が 低 下す る場合 を考 えて,異 時 点間の代替性 が果 たす役割 につ いて考 えてみ

よ う。

図1不 確実性の増大の影響:ε>1の 場合

図1に は ε>1の 場合の不確実性の増大が投資に与える効果が示 されている。不確実性が

増大す る前は,予 算制約線BCと 無差別曲線IC,が 接する点で企業は最適な選択を達成 して
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いる。α〈γを前提 に しているので,不 確実性の増大によって予算制約線BCは 内側 にシフ ト

し,新 しい主体均衡は,新 しい予算制約線BC'と 無差別曲線IC2が 接する点に移動する。企
9)

業はより低 い収益率に直面するために,所得効果によって π1と π2の両方が小さくなる。しか

し同時に,rw一 γσ?w/2の低下は π2の 「価格」の上昇 を意味す るので,代 替効果によって π1

は増加するが π2は減少す る。代替効果が所得効果 を上回れば,予 算制約線が内側にシフ トし

た場合 で も,図1に 示 されているように,π1は 増加 し,投 資1(=Wl-rr1)は 減少する。

α<γ であれば,異 時点間の代替の弾力性 が大 きい場合(ε>1で ある場合),Nakamura

(1999)で 示されているように,投 資と不確実性の間には負の相関関係が現れる。しか し,こ

の負の相関関係が常に成 り立つ とは限らない。

図2不 確実性の増大の影響:ε<1の 場合

もし所得効果が代替効果 より大 きければ,図2に 示されてるように,π1と π2の両方が減少

する。それゆえ,α くγであって も,異 時点聞の代替の弾力性が小さければ(ε 〈1で あれば),

不確実性の増大が投資を増加 させ る。このことから異時点間の代替性が投資 と不確実性の間

の関係に重要な役割 を果たす ことがはっきりと分かる。

本稿での連続形モデル においては,ε が異時点問の代替の弾力性 を表 しているので,危 険

で調整された収益率 γw一γ協/2の 低下は,(16)式 から明らかなように,ε>1で ある場合 は

資産 に対する現在のキャッシュフu一 の比率 μ=z/Wは 上昇するが,ε く1で ある場合は低
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下す る。 すなわ ち,

s匁7n(⑳/4(rw一 γσ昂12))=ε 勧(1一 ε),(24)

で あ る。 また,

dUdWd(rw一 γσlt12)

あ=d(。 ザ γ。&!2).de(25a)

よ り,

sign(器)一・・gn(
、(,議!、))・sign(d-de'wia&/2))(25・)

で ある。(23)式 と(24)式 を(25b)式 に代 入す ると,

ε忽(dμ ノdσ)=sign(1一 ε)・sign(a・一γ)=sign((1一 εXα一γ))(26)

を得 る。1(t)=(1一 μ)W(彦)で あ るの で,dl〈t)/dσ とdPt/dσ は 異な る符号 を もつ。それゆ え,

(26)式 は(22)式 と本質 的に同 じもの であ る。'

Nakamura(1999)で は,危 険回避度 と異時点 間の代 替の弾 力性 を区別せ ず,1つ のパ ラメ

ーター γ(ニ1/ε)で 表 されて いたの で
,(26)式 は 以下の よ うにな る。

ε勧(di(t>ノct7)=sign((1一 γ)(α一γ))(27)

上 述 の式 は一見 す る と,非 常に危険 回避 的 な企 業(γ>1>α)も 危 険中立的 な企業(γ=0)も

不 確 実性 が増大 す る と投 資 を増加 させ る とい うこ とを示 して いる と解釈 で きる。それ ゆ え,

も し異 時点間 の代 替性 と危 険回避 を区別 で きなければ,上 記の関係 か ら,我 々は両企業 の不

確 実性 下の投資行 動 は同 じであ ると推論す るか もしれない。そ して,危 険回避 的で はあ るが

その程 度が小 さい企 業,す なわち0〈 γく1で あ るような企業 においてのみ,不 確 実性 と投資

の間 に負の相 関 関係 が現れ ると結 論付 けるか もしれ ない。 しか し,先 に述べ た ように,こ の

ような推論 は異時点 間の代替性 と危険回避 を区別 しなかったため に生 じた誤 りであ る。投資

と不確実性 の関係 を分析 す る際 には,危 険回避 だ けで はな く,異 時点間の代替性 が非常 に重

要 な役割 を果 たすの であ る。

4結 語

本稿では連続時間の動学モデルを用いて,規 模に関 して収穫一定の生産技術をもつ競争企

業の不確実性下の投資決定を分析 した。非期待効用モデルを用いて,企 業の危険回避度だけ

ではな く異時点問の代替性 も,投 資 と不確実性 との相関関係を決定する上で重要な役割を果

たすことを示 した。 もし企業の危険回避度が大 きければ,投 資 と不確実性の間に負の相関関

係が現れうる。 しか し,そ れは異時点間の代替の弾力性が大きい場合だけである。 もし異時

点間の代替の弾力性が小さければ,危 険回避的な企業において も,投 資 と不確実性の間に正

の相関関係が現れる。
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本稿では企業行動における異時点間の代替性 を強調 したが,企 業の意思決定の際の異時点

間の代替性 というのはやや分か り難 い概念である。 ここでの異時点間の代替性は企業の所有

者の資産選択行動における時間 を通 じた代替性 と考えるのが自然であろう。それゆえ,危 険

回避的な消費者 と危険中立的な企業が資本市場を通 じて互いに影響 しあうと想定 したマクロ

動学モデルを構築 し,分 析するのが よワ適当である。この点は今後の課題 としたい。

注

*本 稿作成 にあた り,足 立英之先生,片 山誠一先生,DavideTicchi教 授 より貴重なご助言を頂 い

た。 また,本 稿 に関連する研究 を神戸大学,ブ リティッシュ・コロンビア大学(カ ナダ),中 京大

学でのセ ミナーで報告 した際,多 くの方々か ら有益なコメン トを頂いた。心か ら感謝 したい。た

だ し,本 稿 に含 まれる誤 りはすべて筆者個人の責任に帰すべ きものである。本研究は科学研究費

補助金 ・基盤研究(課 題番号15530122)の 成果の一部である。ここに記 して謝意を表 したい。

1)例 えば,CalgagniniandSaltari(2001),Ferderer(1993),GuisoandParigi(1999),Leahy

andWhited(1996),Price(1996)等 を参照。Carruth,DickersonandHenley(2000)は 不確実

性下の投資関数についての最近の研究を理論 と実証の両面 において簡潔に纏めている。

2)厳 密な意味での不可逆性は,設 備の廃棄 費用が無限大であると仮定 した非対称的 な調整費用関

数の特殊ケース と考えることがで きる。

3)言 い換 えれば,σ がそれほど大き くなれば,生 産物価格 と投資財価格 とい う二つの価格の関係は

ほとんど線形になる。

4)資 本ス トックK(t)を その時点での収益性hP(t)i/(1-a)で 評価 した新たな変数を導入 して も分

析上何の問題 も生 じない。最適解 を特徴付けるためには,後 で明らかになるように,資 本ス トッ

ク水準は重要ではな く,そ の期待収益率と分散のみが重要である。

5)こ れ以後,混 乱が生 じない限 り,時 間を示す記号は省略す る。

6)再 帰的効用(recursiveutility)に 関 する詳細 な説明につ.v・てはDuffieandEpstein(1992)を

参 照。

7)こ れ らのパ ラメータが非期待効用モデルにおいて果 たす役割に関する詳細な議論については,

KrepsandPorteus(1978,1979),EpsteinandZin(1989,1991),Weil(1989),Obstfeld(1994a,

1994b)等 を参照。

8)本 稿 では意思決 定の ため の単位時 間hが 無限にゼロに近づ いた時の企業行動 を分析 する。

γ=1/ε で ある場合,(8)式 でh→0の 極限 をとれば,目 的関数V(t)はNakamura(1999)で 定

義された目的osx・v(・)-E,{(1-・ γ1∫殉1冒 ・〆 咽 と同 じになる・

9)も ちろんここでは π1と π2の両方とも正常財であると仮定 している。
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