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ブー トス トラ ップ法 による

リッジ回帰推定量 の精度評価

大 谷 一 博*

本 稿 で は,Huang(1999)に よ って考 察 され た個 別回 帰係 数 の リッ ジ回帰 推定 量

を取 り扱 う。 この リッジ回帰推 定量 の モー メ ン トの厳 密 な公式 が導 出 され るが,こ

の厳 密な公 式 は,非 常 に複 雑 で,ま た未 知母 数 に依存 す るた め,極 めて 取 り扱 い難

い もので あ る。 この ことか ら,推 定 値 の精度 を表 す標 準誤 差 を評 価 す るのが極 め て

困難 で あ るの で,ブ ー トス トラ ップ法 を利用 して個別 回帰 係数 の リッジ回帰推 定量

の精 度を推 定す る手 順 を示 す。 モ ンテ カル ロ実験 の結 果 は,ブ ー トス トラ ップ法 に

よ って推定 され る個 別 回帰係数 の リ ッジ回 帰推定 量 の精度 は,か な り正 確で あ る こ

とを示 して いる。 応 用例 と して,ブ ー トス トラ ップ法 によ って 日本 の輸 入需 要関数

を推 定す る。

キー ワー ド 推 定精度,ブ ー トス トラ ップ法,リ ッジ回帰 推定量

1序

多 重 共 線 性 が 問 題 とな る場 合,HoerlandKennard(1970)に よ っ て 提 唱 され た リッ ジ 回 帰

推 定 量(ridgeregressionestimator)を 使 用 す る こ と は,問 題 解 決 の一 つ の 手 段 で あ る。 しか

し,リ ッ ジ回 帰 推 定 量 の平 均 自乗 誤 差 は,多 重 共 線 性 の 問 題 に 関 係 な く,パ ラ メ ー タ空 間 の

あ る範 囲 で,最 小 自乗 推 定 量 の平 均 自乗 誤 差 よ り も小 さ い。(例 え ば,DwivedietaL(1980),

KozumiandOhtani(1994)参 照 。)こ の こ とか ら,例 え 多 重 共 線 性 の 問題 が無 くて も,リ ッ

ジ回 帰 推 定 量 の 方 が,理 論 的 に は 優 れ て い る場 合 が あ る。

リ ッジ 回 帰 推 定 量 は,最 小 自乗 推 定 量 よ り も小 さなMSEを も ち得 る が,リ ッ ジ回 帰 推 定

量 が 応 用 研 究 で実 際 に使 用 され る こ と は ほ とん どな い。 こ の理 由 は,リ ッ ジ回帰 推 定 量 の 分

布 関 数 と モ ー メ ン トが 非 常 に複 雑 で,ま た 未 知 母 数 に依 存 す る た め,極 め て取 り扱 い難 い も

の で あ り,推 定 値 の精 度 を 表 す 標 準 誤 差 を 評 価 す るの が 極 め て 困 難 で あ る か らで あ る。 この

よ う に,推 定 値 の精 度 を 表 す 標 準 誤 差 を 評 価 す るの が極 め て 困 難 な 場 合,E丘on(1979)に

よ って 提 唱 さ れ た ブ ー トス トラ ッ プ 法 が 有 効 で あ る こ と が 多 い 。ChiandJudge(1985),

Brownstone(1990),Yi(1991)andAdkins(1992)お よ びAdkins(1992)は,Stein型 推 定 量
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のモーメン トおよび精度をブー トス トラップ法 によって評価することが有効であることをモ

ンテカルロ実験によって示 している。また,大 谷(1997)は,最 小平均 自乗誤差推定量のモ

ーメントおよび精度をブー トス トラップ法によって評価することが有効であることをモンテ

カルロ実験によって示 している。

応用回帰分析では,回 帰係数全体よ りも個別回帰係数 の推定に興味の有る場合がある。

Huang(1999)は,こ のような状況のい くつかの例を示 して,個 別回帰係数の リッジ回帰推

定量の大標本特性および小標本特性について論 じている。また,Ohtani(1997)は,個 別回

帰係数のStein型 推定量および最小平均 自乗誤差推定量の小標本特性 について論 じている。

本稿では,Huang(1999)に よって考察された個別回帰係数の リッジ回帰推定量を取 り扱

う。第2節 ではモデルと推定量が提示 され,リ ッジ回帰推定量のモーメントの厳密な公式が

導出される。 この厳密な公式は,非 常 に複雑で,ま た未知母数に依存するため,極 めて取 り

扱い難い ものであ り,推 定値の精度を表す標準誤差を評価するのが極めて困難である。 この

ことから,第3節 では個別回帰係数の リッジ回帰推定量の精度を推定するためのブー トス ト

ラップ法の手順を示す。第4節 で示されるモンテカルロ実験の結果は,ブ ー トス トラップ法

によって推定 される個別回帰係数のリッジ回帰推定量の精度は,か な り正確であることを示

している。最後に,第5節 では,応 用例 として,ブ ー トス トラップ法によって日本の輸入需

要関数を推定する。

2モ デルと推定量

次の線形回帰モデルを考える。

y=x,β,+X2β,+∈(1)

た だ し,yは 従 属 変 数 の 観 測 値 のn×1ベ ク トル,Xlは1番 目 の 独 立 変 数 の 観 測 値 の

n×1ベ ク トル,X2は そ れ 以 外 の 独 立 変 数 の 観 測 値 のn×(ん 一1)行 列,β1はXlに 対 す る ス

カ ラー の 回 帰 係 数,β2はX2に 対 す る 回 帰 係 数 の ん一1ベ ク トル,∈ は誤 差 項 のn×1ベ ク

トル で あ る。 こ こで は,個 別 回 帰 係 数 の 代 表 と して1番 目の 独 立 変 数 に対 す る 回 帰 係 数 β1

を想 定 して い る。 ま た,XlとX2は 非 確 率 変 数,[Xl,X2]は フ ル ラ ン クのn×k行 列,∈ は

n変 量 正 規 分 布N(O,σ21n)に 従 う と仮 定 す る。 た だ し,ム はn次 の 単 位 行 列 で あ る。

X=[Xl,X2]と お くと,β の 最 小 自乗 推 定 量 は

b=(X'X)-ix'y(2)

で あ り,β1に 対 す る最 小 自乗 推 定 量 は,

b,=(x{1レf2Xl)-ixfM2y,(3)

で あ る。 た だ し,
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M2・ ・ln-X2(X6X,)"且X6

b,の 分 布 は,平 均 β1,分 散 σ2(xfM,x,)一'1の 正 規 分 布 で あ る 。

Huang(1999)に 従 う と,β1の リ ッ ジ 回 帰 推 定 量 は,

s・一(xfM・x,+蕃 施 吻

一((xfM』x1)bl(
xlM,x1)bl+s2)b,

で あ る 。 た だ し,s2=(y-Xb)'(y-Xb)/(n-k)。

β1の2m次 の モ ー メ ン トは

E[(A・)・・]-E[((爵鷺 欝 げ ・司

で あ り,(2m+1)次 の モ ー メ ン トは

E[(A,)2-+1]-E[((醤 激 殻 肇
s2rlb?一+]

で あ る。 関 数H(p,q)と1(p,q)を 次 の よ う に定 義 す る。

H(P,q)-E[((碁 鷺 癖 ゴア(bl)q]

J(P・q)-E[((爵 鷺 殻 制(bl)・b,]

この とき,2m次 と(2m+1)次 の モ ー メ ン トは,そ れ ぞ れ次 の よ う に書 け る。

E[(β,)2m]=H(2m,m)

E[(β1)2m+1]=ノ(2m+1,m)

付 録 に お い て 示 さ れ る よ う に,H(p,q)と/(p,q)は,最 終 的 に は

　
H(P,q)=ΣWi(λ)G(P,q),

i=o

　

ノ(P,q)ニ β1Σw`(λ)G,+1(P,q),
i=・O

と し て 表 さ れ る 。 た だ し,Wi(λ)ニexp(一 λ/2)(λ/2)i/i!,λ=(xlM,x,)β1/σ2で あ り,

G,(P,q)-2・ノGl毒 跨 雛 望鉄1蕩)

・J[11t1/・・P・・+・-1(1-t)v/2-・[1+(・-1)t]'Pdt

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

(12)

(13)

(14)

で あ る。

(12)と(13)を(10)と(11)に 代 入 す る と,β1の モ ー メ ン トの 厳 密 な公 式 が 求 め られ る。 こ

れ らの 式 を使 う と,β,の 平 均 と分 散 を次 の よ うに 表 す こ と が で き る。
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の
E[β1]=/(1,0)=・ β,Σw`(λ)G+1(1,0),

`=o

y(β1)-H(2,1)一[ノ(1,0)]2

一揖 ω ・(・)G,(2
,1)一[β1嵩 ω ・(・)G,+1(1,・)]2

V(β1)の 正の平方根が β,の標準誤差であり,推 定の精度を表す尺度 となる。

(15)

(16)

こ れ らの 公 式 は,Huang(1999)に よ って示 され た β、の1次 と2次 の モー メ ン トを 表 す 厳

密 な公 式 の 代 替 的 な表 現 とな って い る。

3ブ ー トス トラ ップ

前節の(15)と(16)で 示 されているβ,の平均と分散 は非常 に複雑な式であり,ま た未知母

数に依存するので,推 定の精度を表す標準誤差を評価するのが極めて困難である。 このよう

な場合,E丘on(1979)に よって提唱 されたブー トス トラップ法が有効であることが多い。

ここでは,β:の 平均と分散をブー トス トラップ法を用いて推定する手順を示す。

(1)yとXの デ ー タ を 所 与 と した と き,ま ず β の最 小 自乗 推 定 値bニ(X'x)-1X'yを 計 算

し,こ れ を用 い て 残 差 ベ ク トルe=y-Xbを 計 算 す る。

(2.a)パ ラ メ ト リ ッ ク ブ ー ト ・ス トラ ッ プ の 場 合:eを 用 い て σ2の 推 定 値s2=e'e/(n-k)

を 計 算 す る 。Presseta1.(1986)で 示 さ れ た 正 規 乱 数 生 成 器 を 用 い てN(O,s21。)か ら 大 き さ

nの 正 規 乱 数21,62,...δ 。を 生 成 し,gの ブ ー トス トラ ッ プ 標 本 ガ=Xb+6を 生 成 す る 。 た

だ し6=(θ1,θ2,...en)'。 こ の と き,β の 推 定 値 はb*=(X'X)-IX'Y*で あ り,残 差 はe*=

ガ ーXゲ で あ る 。

(2.b)ノ ンパ ラ メ トリ ッ ク ・ブ ー トス トラ ップ の場 合:Wu(1986)に 従 って,ま ずeの ス

ケ ー ル を[n/(n-k)]v2eの よ うに 変 換 し,変 換 され た残 差 ベ ク トル か ら,大 き さnの 無 作

為 標 本6i,22,_2nを 復 元 抽 出 に よ っ て 無 作 為 に抽 出す る。2=⑫1,22,_6。)'を 用 い てyの

ブー トス トラ ップ標 本 ガ を生 成 す る。 こ の と き,β の推 定 値 が と残 差 θ*が,パ ラ メ トリ

ッ ク ・ブ ー トス トラ ップ の場 合 と同 様 に して 得 られ る。

(3)β1のリッジ回帰推定値は

Br-((xlM2x,)bT2(xlM
,x,)b;2+s*2)br・(17)

と して得 られ る。 た だ し,bfはb*の 第1要 素 で あ り,s專2=〆'eY(n-k)で あ る。

(4)ス テ ップ(2)と(3)をB回 繰 り返すと,禽 のB個 の推定値が得 られる。第i回 目の繰
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り返 しで得 られたβ「の値を研(∫)と すると,

β1一 嵩βr(i)

がβ,に対す るリッジ回帰推定量の期待値(平 均)の ブー トス トラップ推定値であり,

S・2-ig・1 -・・i-i,ze,(β;(i)一βr)・

(18)

(19)

が分散のブー トス トラップ推定値である。 この分散の正の平方根S"が,β,の 推定 の精度

を表す標準誤差である。

4モ ンテカルロ実験

個別回帰係数に対する リッジ回帰推定量 の平均 と標準誤差のブー トス トラップ推定値は前

節で示 された手順で得 られるが,そ れらの小標本特性の理論的な分析は極めて難 しい。従 っ

て,こ こでは,個 別回帰係数に対する リッジ回帰推定量の平均 と標準誤差のブー トス トラッ

プ推定値の小標本特性をモ ンテカル ロ実験 によって調べる。モ ンテカル ロ実験 は,Adkins

(1992)と 同様の方法で行われた。 このモンテカルロ実験 によって得 られた平均 と標準誤差

の経験値を,厳 密な公式(15)と(16)に 基づいて得 られる平均 と標準誤差 と比較することによ

って,ブ ー トス トラップ推定値の近似の良否について調べることができる。

モンテカルロ実験で使用 されたkとnの 値は,k=1,3,4,8お よびn=20,30,40で あっ

た。Presseta1,(1986)で 示 された標準正規乱数生成器を用いて生成された乱数を使 って

π×ん行列 を作成 し,こ の行列を積和行列が直交行列になるように変換 したものを独立変数

の行列 とした。生成 された独立変数の行列をX=[Xl,X,]と すると,X'X一 ムであるので,

λは次のようになる。

λ=、(xfハ42x1)β釜=」屋呈(20)22σ σ

よ って,λ の 値 が 与 え られ る と,β1の 値 は β亘=±aσ とな る。 σ=1と お き,λ の 値 と して

正 の 平 方 根 を用 い た の で,β,の 値 は,β,=aと な る 。 実 験 で は,他 の す べ て の 係 数 も

β2=β3=...=β,=aと お い た の で,従 属 変 数 の 値 は

Y,=ax,,+ax2,+…+ax,、+ξt,t=1,2,...n(21)

か ら生 成 さ れ た。 た だ し,x"は 第t期 の 第i番 目の独 立 変 数 の値 で あ り,ξtは,Presseta1.

(1986)で 示 され た 標 準 正 規 乱 数 生 成 器 を用 い て 生 成 さ れ た 標 準 正 規 乱 数 で あ る。

モ ン テ カ ル ロ実 験 で の繰 り返 しの 回 数 は1,000回 で あ り,ブ ー トス トラ ップ法 で の 繰 り返

しの 回 数 も1,000回 と した(B=1,000)。 独 立 変 数 は 非 確 率 変 数 で あ る と仮 定 され て い る の

で,モ ンテ カ ル ロ実 験 で の 繰 り返 しで は,独 立 変 数 の値 は 固 定 され た。 モ ン テ カル ロ実 験 で
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の 第 ブ 回 目 の 繰 り返 し で 得 られ た β、の ブ ー トス トラ ッ プ 推 定 値 を βf(」)と す る と,

り　 　

(1/1000)Σ βf(ブ)が,モ ンテ カ ル ロ実 験 で 得 られ る リ ッ ジ回 帰 推 定 量 の 期 待 値(平 均)の
ゴ霜1

経 験 値 で あ る。 リ ッ ジ回 帰 推 定 量 の 標 準 誤 差 の 経 験 値 も,同 様 の 方 法 に よ って得 られ る。

同 じ λ の 値 に対 して,公 式(15)と(16)に 基 づ い て,厳 密 な平 均 と標 準 誤 差 を 数 値 計 算 に

よ っ て求 め た。 上 記 の モ ンテ カ ル ロ実 験 と厳 密 な平 均 と標 準 誤 差 の 数 値 計 算 は,FORTRAN

言 語 を 用 い て,パ ー ソ ナ ル ・コ ン ピ ュ ー タ に よ っ て 行 わ れ た 。 公 式(15)と(16)に 含 まれ る

G,(p,q)は 積 分 に よ って 表 され て い るの で,積 分 範 囲 を200等 分 したSimpson3/8則 を用 い

て 数 値 積 分 を 行 っ た。 ま た,公 式(15)と(16)は,無 限 級 数 に よ っ て 表 さ れ て い る の で,

10-12で 収 束 判 定 を行 った。

表1に,n==30,k=2,4,8に 対 す る 結 果 が 示 さ れ て い る。 表1に お い て,β,=aで あ る。

表1の"Exact"の"Mean"の 欄 は(15)に 基 づ い て計 算 され た平 均 の 理 論 値 で あ り,"Std."の

欄 は(16)に 基 づ い て 計 算 さ れ た 標 準 誤 差 の 理 論 値 で あ る。 ま た,"Parametric"の 欄 はパ ラメ

トリ ッ ク ・ブ ー トス トラ ッ プ に基 づ く平 均 と標 準 誤 差 を,"Non・para"の 欄 は ノ ンパ ラ メ ト

リ ック ・ブ ー トス トラ ッ プ に基 づ く平 均 と標 準 誤 差 を 示 して い る。 表1で 示 され た結 果 は,

実 験 全 体 の 代 表 的 な結 果 で あ る の で,こ こ で は 表1に 基 づ い て 議 論 を行 う。 表1か ら,厳 密

な 平 均 と標 準 誤 差 は,κ の値 が変 化 して も,大 き く変 化 せ ず,ブ ー トス トラ ッ プ に よ る平 均

と標 準 誤 差 も大 き く変 化 しな い こ とが 分 か る。 こ こで は 示 され て い な い が,η の 値 が変 化 し

て も,厳 密 な 平 均 と標 準 誤 差 は大 き く変 化 せ ず,ブ ー トス トラ ップ に よ る平 均 と標 準 誤 差 も

大 き く変 化 しな い。

λ の 値 が 大 き くな い と き(例 え ば,λ ≦1),ブ ー トス トラ ップ 推 定 値 の平 均 は,厳 密 な 平

均 よ り もか な り大 き い。 特 に,λ の値 が0に 近 い と き(λ=0.01),ブ ー トス トラ ップ推 定 値

の 平 均 は,厳 密 な平 均 よ り も相 当 大 き くな る。 しか し,λ ≧1の と き,ブ ー トス トラ ップ 推

定 値 の平 均 は,厳 密 な 平 均 とそ れ ほ ど離 れ て い な い。 標 準 誤 差 に 関 して も,λ の 値 が大 き く

な い と き(λ ≦1),ブ ー トス トラ ッ プ推 定 値 は,厳 密 な 値 よ り も大 き い。 特 に,λ の 値 が0

に近 い と き(λ ・O.Ol),ブ ー トス トラ ップ 推 定 値 の 標 準 誤 差 は,厳 密 な 標 準 誤 差 よ り も相 当

大 き くな る。 こ の λ の 値 が 大 き くな い と き ブ ー トス トラ ッ プ推 定 値 の 標 準 誤 差 が 厳 密 な 標

準 誤 差 よ り も大 き くな る とい う現 象 は,Stein型 推 定 量 を 扱 っ たAdkins(1992)お よ び最 小

平 均 自乗 誤 差 推 定 量 を 扱 った 大 谷(1997)で も現 れ て'Liる 。 しか し,λ ≧1の と き,ブ ー ト

ス トラ ップ 推 定 値 の 標 準 誤 差 は,厳 密 な標 準誤 差 に極 め て 近 い値 とな って い る。 ま た,パ ラ

メ トリ ッ ク ・ブ ー トス トラ ップ に 基 づ く標 準 誤 差 と ノ ンパ ラ メ トリ ッ ク ・ブ ー トス トラ ップ

に基 づ く標 準 誤 差 の 間 に は大 き な 差 は な い よ う に思 わ れ る。

全 体 と して は,パ ラ メ トリ ッ ク ・ブ ー トス トラ ップ推 定 値 お よ び ノ ンパ ラ メ ト リ ック ・ブ
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表1期 待値 と標 準誤 差の理 論値 お よび ブー トス トラ ップ法 に よる

期 待値 と標 進護 美の推 定値(n=30.k・=2.4.8)
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一 トス トラップ推定値は,と もにかなり正確に厳密な平均と標準誤差を推定 している。母数

の真値が既知でないと厳密な平均 と標準誤差を計算す ることはできないが,通 常はそれ らの

値は未知であるので,応 用研究で厳密な平均と標準誤差を計算することは困難である。 しか

し,ブ ー トス トラップ法では,母 数の値が未知であっても,平 均 と標準誤差を推定すること

ができるので,リ ッジ回帰推定量を応用研究で使用す る場合,ブ ー トス トラップ法は有効な
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手 段 で あ る,と い え る。

5応 用 例

ブ ー トス トラ ップ 法 を 使 って リ ッジ回 帰 推 定 を 行 う例 と して,日 本 の輸 入 需 要 関 数 を取 り

扱 う。 こ こで は,MuπayandGin㎜(1976)に よ って 提 唱 さ れ た輸 入価 格 と国 内 価 格 を別 々

の 独 立 変 数 とす る輸 入 需 要 関 数 の推 定 を 行 う。MurrayandGinman(1976)に 従 う と,輸 入

需 要 関 数 は 次 の よ う に定 式 化 され る。

logQt=β,+β210gPMt+β310gR)t+β410gYt+∈t(22)

た だ し,Q、 は第t期 の 日本 の 総 輸 入 量,P.、 は 第t期 の輸 入 価 格,P.tは 第t期 の 国 内 価 格,

Y,は 第t期 の 所 得 で あ る。 使 用 され た デ ー タ は,2000年 第1四 半 期 か ら2005年 第4四 半 期

まで の季 節 調 整 済 四半 期 デ ー タ で あ る。 す べ て の デ ー タ は,神 戸 大 学 経 済 経 営 研 究 所 のIMF

デ ー タ ・ベ ー スCD・ROM版(2006,June)か ら抽 出 され た。 輸 入 量 と してVolumeoflmports
,

輸 入 価 格 と してImportPrices,国 内 価 格 と してGDPDeflator,所 得 と してGDPVolumeが

使 用 さ れ,す べ て の デ ー タ は2000年 を100と した 指 数 で表 示 さ れ て い る。

夷2晶 小 自垂 淫 に上 る鈴 λ閲獅 の椎宗 結里

β且 β2 β3 β4 R2 D-w

推定値

標準誤差

'値

一3
.865

4,729

-0
,817

一 〇
.333

0,142

-2
,344

一 〇.356

0,534

-0
,666

2,526

0,594

4,250

0,904 2,063

まず,最 小 自乗法 によって推定 した結果を表2に 示す。表2に おいて,R2は 決定係数で

あり,D-Wは ダービンーワトソン比である。表2か ら,輸 入価格の弾力性(β2)は 負で5

%で 有意であるが,国 内価格の弾力性(β3)も 負であ り,理 論的に期待される符号と逆であ

ることが分かる。 しかし,国 内価格の弾力性は,10%で も有意ではないので,日 本の輸入 は,

国内価格 に影響 されないのか も知れない。また,所 得弾力性(β4)の 推定値はかな り大きな

値 とな っているが,符 号も理論 と一致 しており,ま た1%で 有意である。

次に,最 小 自乗推定量とリッジ回帰推定量のノンパラメ トリック ・ブー トス トラップ法に

よる推定値,標 準誤差および95%信 頼区間の上限と下限を表3に 示す。 ここでのブー トス ト

ラップにおける繰 り返 し数 は10,000回 である(B=10,000)。 表3の 推定法のOLSは 最小自

乗推定量に基づいた推定結果を示 し,Ridgeは リッジ回帰推定量に基づいた推定結果を示 し

ている。表2の 推定値と表3のOLSの 結果を比較す ると,ブ ー トス トラップ法で得 られる

標準誤差は,最 小自乗法 によって得 られる標準誤差の良好な近似となっていることが分かる。

最小自乗推定量とリッジ回帰推定量を比較す ると,リ ッジ回帰推定量の方が絶対値におい
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表3ノ ンパ ラ メ トリック ・ブー トス トラ ップ法 によ る
櫛 虐 」憎 樒 蜷r瓠 曇 」.L▼ 醤Ae∩/」旨緒 に7日日

推定法 β量 β2 β3 β4

OLS 推定値 一3
.932

一 〇
.333 一 〇。349 2,533

標準誤差 4,727 0,142 0,533 0,596

信頼下限 一13 .118 一 〇
.620

一1
.376 1,346

信頼上限 5,320 一 〇.058 0,716 3,693

Ridge 推定値 一2 .776 一 〇
。283

一 〇
.240 2,396

標準誤差 3,796 0,150 0,406 0,629

信頼下限 一11
.661

一 〇
。588

一1
.191 1,121

信頼上限 2,900 一 〇
.007 0,462 3,597

25

て小 さな係数推定値を生み出 している。 リッジ回帰推定量は,最 小畠乗推定量を原点 に向か

って縮小する推定量であるので,こ れは予想される結果である。また,標 準誤差を比較する

と,β1と β3の標準誤差は リッジ回帰推定値の方が小さいが,β2と β,では逆の結果 になっ

ている。国内価格の弾力性(β3)の95%信 頼区間は,い ずれの推定量を使 って も0を 含んで

いるので,ブ ー トス トラップ法で推定 した場合でも有意な変数ではない。 しかし,輸 入価格

の弾力性(β2)と 所得弾力性(β4)の95%信 頼区間は,い ずれの推定量を使 って も0を 含ん

でいないので,ブ ー トス トラ ップ法で推定 した場合でも有意な変数 となる。

リッジ回帰推定値 の平均と標準誤差を(15)と(16)か ら計算す るには,非 心パラメータ λ

の推定値が必要であり,例 えこれらの値をβ とσ2の最小自乗推定値を使 って推定するにし

て も,こ れらの式は無限級数で表 されているので,計 算は容易ではない。 しか し,ブ ー トス

トラップ法では,リ ッジ回帰推定値の平均 と標準誤差を求めるのは容易であ り,こ のことが

ブー トス トラップ法が有用な理由である。

付 録

こ こ で は,H(P,の と ノ(p,q)の 明 示 的 な 式 を 導 出 す る 。 ま ず,H(p,q)を 導 出 す る た め,u1=

(xfM2Xi/σ2)bl,u2=vs2/σ2(u=n-k)と お く。 こ の と き,Ulは 自 由 度1,非 心 パ ラ メ ー タ

λ=(xtM,X,)β1/σ2の 非 心 カ イ 自乗 分 布 に従 い,U2は 自 由度Vの カ イ 自乗 分 布 に従 う。UlとU2を

使 う と π(ρ,σ)は 次 の よ うに 書 け る。

H(P・q)一(論y・[(議 ルア・望]

一(
。1毒 ア∫畷 義 ん)'・Y,(Ul)f・(ec2)dUldu2(23)
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た だ し

細 一蔑 解・(・)、、　 ft//、+のul・ 一 ・吻(一 ・1/・)

丑(・・),峨 。/、)…… ・ψ(一 ・・/・)

で あ り,

(λ/2)iW
i(λ)==exp(一 λ/2)i!

で あ る。

(24)と(25)を(23)に 代 入 す る と,(23)は

Gl毒 捧 ∫ ①∬(UlUl+u2/レ)Pul/2+e+i-luli/2-1

×ゆ[一(Ul+u2)/2]伽 吻2

と な る。 た だ し

ω`(λ)瓦 =

2(v÷1)/2+ir(1/2十i)r(ン/2)●

変 数 変 換Vl=Ul+u2,v2=Ul/u2を 行 う と,(27)は

σ2・ ・vl12+P+9+f一 且

(24)

(25)

(26)

(27)

G隔 プ萬瓦・・∫ (1+、 。、)・(1+V、)・ ・+D1…+・dv・

・∫ ㌔ 皇+1)12+・+`-1・xp(・Vl/・)dVl

とな る。 さ らに,(29)の 最 初 の積分 にお いて変 数変 換t=v2/(1+v2)を 行 い,

て変数変 換z=Vl/2を 行 う と,(29)は

(。謝 ・・蔑瓢・一 ・・+・r((・+1)/・+q+i)

・f
。'tl/…+・+1-1(1-t)…-1[1+(・-1)t]-Pdt

(28)

(29)

2つ 目の積分 にお い

(30)

とな る。(28)を(30)に 代入 す る と,本 文 の(12)が 得 られ る。

次 に/(p,q)を 導 出す る。 λ=(x{M2x,/σ2)β1に 注意 してH(p,q)を β,で偏微 分 す ると,

9'4$(ρ・φ 一量 ∂ω・(λ

β1`一 。 ∂β1)G,(P,q)

一一萬 櫟 銑)脚)G(P
・q)

・急(ufilkl1!M,2Xi)B,・v,一,(・)・,(P・q)(31)

ただ し,ω 一1(λ)=0と 定 義 す る。(31)の 第2項 にお いて ゴ=`-1と お くと,

∂π 猪q)
一 一β1(xlM2x,

σ2)H(P・q)+β,(ヱf誓 ・Xl)萬zρ ゴ(λ)Gi+1(P,q)(32)

とな る。
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H(p,q)の 代 替 的 な表現 と して,H(p,q)をb,とs2で 表 す と,

H(P,・)-Acof
。coh(b…,P,q)fi(b,)f2(・ ・)db・d・・(33)

となる。ただし,

h(P・q)一((鰭 篶 ア(bf)9(34)

であり,f2(s2)はs2の 密度関数,

fi(・,)・-nt(。/1}7
、iiiili,Xi)exp[毒ll諾)}(35)

で あ る。

(33)を β!で偏 微 分す る と

囎9)一 ∬ ∫二h(・・s2,p,q)[談謡 評 ω 細 ・躍

一

。、/(lxlM2x,)∬ ∫=職 鞠)櫛 働 ・…

一

。,/(β,xfM,x,)∬∫ ン(b・ ・・・…q)f,(・,)f・(s・)…ds2

一櫟 つ ノ(P・q)一(∬1騨 冴(P・q)(36)

とな る。(3'2)と(36)は,と もにH(p,q)を β、で偏 微 分 した もの であ るの で等 しい。 よ って,本 文

の(13)が 得 られ る。

注

*本 稿 は,日 本 学術 振興会 科 学研究 費補 助金 に よ る研究 成果 の一 部 で あ る。 ここに記 して謝 意 を

表 す る。
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