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単 調 な反 応 関数 の グ ラ フ と フ ォ ン ・ノイ マ ン=
ネ

モルゲ ンシュテル ン安定集合

中 西 訓 嗣

本稿で は,Greenberg(1990)の ソー シャル ・シチュエーシ ョン理論 によって
"個 別条件付き威嚇状況(l

ndividualContingentThreatsSituation:ICTシ チ ュエーシ

ョン)"と して再構築 された戦 略型ゲームにおける,あ るプレイヤーの反応関数が

単調 であるとき,そ の反応関数の グラフが先のICTシ チ ュエーシ ョンに対応す る

抽象 システムのフォン ・ノイマ ン=モ ルゲンシュテル ン安定集合 となることを示す。

キーワー ド 単調 な反応関数,

フ ォン・ノイマン=モ ルゲ ンシュテル ン安定集合,

プ レイ前交渉,ソ ー シャル ・シチュエーション理論

11ntroduction

ソー シャル ・シチ ュエ ー シ ョン理 論(TOSS:TheoryOfSocialSituations)はGreenberg

(1990)に よ って開発 された新 しい型 の ゲー ム理 論 であ る。TOSSの 枠 組 み を用 い るこ とに

よって,従 来 型のゲー ムで分析 されて きた様 々な状 況 に対 して新 たな光 をあて ることがで き

るよ うにな った。 特 にプ レイヤー間の コ ミュニ ケー シ ョンの可能性 を モデル化 す る場合 に,

TOSSの 枠 組み は大 きな力を発揮す る。TOSSに お いて導入 された"個 別条件付 き威 嚇状況"

(lndividualContingentThreatsSituation:ICTシ チ ュエ ー シ ョン)は,基 本的 に戦 略型 ゲー ム

と同等 の"非 協力"的 構造 を持 ちなが ら,プ レイヤー間 のコ ミュニケ ー ションが可能 であ る

よ うな状 況を モデル化 した もので ある。ICTシ チ ュエー シ ョンで は,プ レイヤー らは公然 と

交渉 を行 うことがで き,そ の交 渉の 中で各 プ レイヤー は現時点 で提案 されてい る行動 の組か

ら単 独で逸脱で きるけれ ども,他 の プ レイ ヤー らと共同 して逸脱 す るこ とはで きない と想定

され る。

TOSSに お け る解 概念 は 「O一安 定な行動基 準」(OSSB:OptimisticStableStandardofBehav-
1)

ior)と 呼 ばれ る写 像 であ る。 もし,あ るICTシ チ ュエー シ ョンにOSSBが 存 在 して い るな

らば,こ のICTシ チ ュエ ー シ ョンに対応 す る抽象 システム にフ ォン ・ノイマ ン=モ ルゲ ン

シュテル ン安定集 合が存 在 し,逆 に,あ るICTシ チ ュエー シ ョンに対 応す る抽 象 システ ム
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にフ ォ ン ・ノイマ ンニモルゲ ンシュテル ン安 定集合 が存在 す るな らば ,元 のICTシ チ ュユ
2)

一 シ ョンにOSSBが 存 在す る ことが知 られて いる
。 したが って,ICTシ チ ュエー シ ョンに文

す る解OSSBの 存 在 を示 す こ とは,そ のICTシ チ ュエ ー シ ョンに対応 す る抽象 システム に

対す るフ ォ ン ・ノイマ ン=モ ルゲ ンシュテル ン安 定集 合 の存 在 を示す ことに等 しい ので あ
3)

る。一般 に,適 切 な性 質を満 たす写 像の存在 を示す ことよ りも,適 切 な性 質 を満 たす 部分舞

合の存在 を示 す こ との方が容易 であ るか ら,本 稿 で は後者 のア プロー チを採 用す る。

い くつ かの個別 的 ・具体的 なICTシ チ ュエー シ ョンの例 は知 られ ているが ,OSSBあ る し'

は 対応す る抽 象 システムに おける フォン ・ノイマ ン=モ ルゲ ンシュテル ン安 定集合 が存在す

4)る た め
の一 層 一 般 的 な条 件 につ いて,あ ま り多 くの こ とは知 られ て い な い。Greenberl

(1990)で は 次の二 つの定理 が示 され てい る。第 一 は 「ICTシ チ ュエー シ ョ ンにおい て,フ

レイ ヤーの数 が2で,各 プ レイ ヤーの戦略集合 が有 限であ るな らば,OSSBが 存 在す る」 と

い うもの であ り,第 二 は 「n人ICTシ チ ュエ ー シ ョンに おいて,各 プ レイヤーの戦略集合 ¢

要素が2以 下であるな らば,・SSBが 存在する」 というものであど1比 較的最近 にな 。て,

Greenberg(1990)の 定理にあるようなプレイヤーの数あるいは戦略の数が2(以 下)で あ

るという要求を緩和 した定理がNakanishi(2001)に よって示 された。Nakanishi(2001)1ぱ

各プレイヤーの戦略集合が実数の閉区間で表され,各 プ レイヤーの利得関数が自らの戦略に

関して単調減少であるようなn人 ・囚人の ジレンマゲームをICTシ チュエーションとして

再構成 し,こ れに対応する抽象システムにフォン・ノイマン=モ ルゲ ンシュテル ン安定集合

が存在することを証明 した。

しか しなが ら多 くの経済学的な応用において,"利 得"関 数が 自らの戦略に関 して単調て

あるという想定が常に満たされるとはかぎらない(む しろ満たされない場合の方が多いであ

ろう)。本稿の目的は,あ るプ レイヤーの`反 応"関 数が単調であるならば,そ の反応関峯

のグラフがフォン・ノイマン=モ ルゲンシュテルン安定集合 となることを示 し,そ のことに

よって,n人 ・ICTシ チュエー ションとそれに対応する抽象 システムにおけるフォン・ノイ

マン=モ ルゲ ンシュテル ン安定集合の存在を保証する新たな十分条件を示す ことである。

2モ デルおよび定理

プ レイヤー の有 限集 合 をN≡{1,2 ,...,n}と す る。.Xlは プ レイ ヤ'-iの 行 動 の集合 であ

り,こ れ は実数上 の(退 化 して いな い)閉 区 間 と仮定 す る(す な わち,Xlは コ ンパ ク トて

ある)。 プ レイ ヤーの行thXi∈X,で 構 成 され るn一 ベ ク トルx・=(Xl,.6. ,x。)を"結 果"(out

come)と 呼 ぷ 。X≡r【iENXiは 可 能 な結 果 の集 合 で あ る。 便 宜 上,N-i≡N＼{i}お よU

X-i≡H,∈N.,Xiの よ うな表記 を用 い る。∫一`の よ うな表記 は(Xi)i∈N .5∈X-iを 意 味 して い る

ICTシ チ ュエー シ ョンにお け る交渉 は次 の よ うに行 われ る。 まず,あ る結果x=(Xl ,...
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¢`,..,,τ。)が プ レイヤー らに提示 され てい る と しよ う(銑 は プ レイヤー εの行 動 であ る)。

すべて のプ レイ ヤーが この τに したが うと公 に表 明す るな らば,∫ が採用 され,実 際に プ レ

イ され る。 も しプ レイヤー づが ヱ に反対 す るな らば,プ レイヤー ゴは 「もし他の プ レイ ヤー

らがxに 固執 す るな らば,私 はXiに 代 わ って τ∫をとる」 とい うよ うに,ど の ような別行動

を とるのか につ いて述べ なけれ ばな らな い。 す ると,プ レイ ヤー 歪の反対 と別行動 の表明 に

よ って,現 行 の結果xは 別の結果y=(ノXl,...,∫i,...,Xn)に 変 わ るこ とにな る(こ の場合,

プ レイヤーiがxか らyを 誘導 した とい う)。 さらに,他 の プ レイ ヤー ブが新 たなyに 反対

して,Xiに 代 わ って 婿 を と る とい うか も しれ な い。 す る と,結 果yは さ らに別 のz=

(xl,...,τ',_,τ1,_,xn)に 変 わ る。 この交 渉過 程 は,次 の誘導 写像(inducementcorre-

spondence)γi:X→2xに よ って表現 され る:

γ、(x)i{yEXIyi∈x,か つ 翫 紛,∀ ブ∈N-i},ieN,x∈x.(1)

結 果xが 現 状 として与 え られて い るとき,γi(x)は プ レイ ヤーiが 単独 でxか ら誘導 で きる

結果 の集 合 を表 している。以上 よ り,ICTシ チ ュエー シ ョンは次の ように定 義 され る。

Gr≡(N,X,{Ui}i∈N,{γi}i∈N),(2)

た だ し,Ui:X→Rは プ レイヤーiの 利得 関数で ある。

結 果 の集 合Xに 対 して,X上 の二項 関係 〉 を次 のよ うに定義 す る。す なわ ち,x,g∈X

に対 して,y>xと な るのは 「あるi∈Nに 対 して,y∈ γi(x)か つUi(y)>Ui(x)」 と な ると

き,そ してその ときのみで ある。〃〉∬が成立 してい るとき,「 〃は(プ レイヤー ゴを通 じて)

xを 支配す る」 とい う。結 果 の集 合Xと 二項 関係 〉 の組(X,〉)をG,に 関 連 する抽象 シ

ステム(theabstractsystemassociatedWithGγ)と い う。

結 果 の集 合Xの 部分集 合K⊂Xが 次 の2条 件 を満 た して い ると き,Kを 抽 象 システ ム

(X,〉)に 対 す るフ ォ ン ・ノ イ マ ン=モ ル ゲ ン シ ュ テ ル ン安 定 集 合(vonNeumann-

Morgensternstableset)と い う:

内 部安定性:x∈Kな らば,y>xと な るy∈Kは 存在 しな い。

外部安定性:x∈X＼Kな らば,y>xと な るy∈Kが 必ず存 在す る。

任意 のx-i∈X-,に 対 して,プ レイ ヤー-iの 利得 関数Ui(Xi,x-i)がXl上 でXiに 関 して上

半連続(uppersemi-continuous)か つ 厳密 に準 凹(strictlyquasi-concave)で あ るな らぱ,次

に示す プ レイヤーiの 反応 関数 ψ`:X-`→X`を 適 切 に定義 す ることが でき る;

ψf(x,.i)≡argmaxπ`(鮎,¢-i),x-i∈X-f.(3)
yt∈x,

反 応関 数 ψfが,各 錆(ゴ∈N-i)に 関 して厳 密 に増加 あ るい は厳 密 に減少 で あ ると き,ψ`は
6)

X-.`上 で"厳 密 に単調"(strictlymonotonic)で あ る とい う。 プ レイヤ ーiの 反応 関数 の グラ

フを次 のよ うに表す ことにす る:
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Ψ`≡{x==(Xi,x-i)∈XIXi=ψ ゴ(x-i)}.(4)

以 上 で,わ れわ れの定理 を述 べる準備が完 了 した。

定理1.ICTシ チ ュエ ーシ ョ ンG,を 考 え る。 プ レイ ヤーkの 利得 関数UkがX,上 で 上半 連

続かつ厳 密 に準 凹であ り,Ukか ら導か れ る反応関数 ψκがX.k上 で厳 密 に単調 で ある もの と

す る。 この とき,ψkの グラフ ΨκはGrに 関連 す る抽象 システ ム(X,〉)の フォ ン ・ノイマ

ン=モ ル ゲ ンシュテル ン安 定集合 とな る。

証 明:ま ず,Xκ が コ ンパ ク トであ ること と,任 意 のx-k∈X-,に 対 してUkがXkに 関 して上

半 連続か つ厳 密 に準 凹であ ることか ら,反 応 関数 ψκとそのグ ラフ 臥 とは共 に適切 に定義 さ

れ ることに注意 して お く。

内部安定性:グ ラフ Ψ、に含 まれ る任意 の結果 ∫=(∬ κ,∬一κ)∈Ψ、を とる。 プ レイヤー んを

考 え,さ らに γκ(∬)か ら Ψ≠∬ であ るよ うな任意 の 写=(蘇,ひ κ)∈γた(の を選 ぷ。 す なわ ち,

Yk≠Xkか つg.k=x-kで あ る。 す る と,Yk≠Xk=ψk(x-k)=ψk(y-k)で あ るか ら,y隼rp,と な

る。 次 に任 意 の プ レイ ヤ ー 」∈N-,を 考 え て,γi(x)か らz≠xと な る よ うな任意 のz=

(Zk,z一 κ)∈γゴ(x)を 選 ぷ。す な わち,Zj≠Xiか つ,す べ てのi∈N-」 に 対 してZi=xiで あ る

(N.」 が プ レイヤーkを 含 んで いる ことに注意 してお こ う)。 反 応関数 ψkが 厳密 に単調 であ

るか ら,ψk(β.な)≠ ψk(¢.た)=Xk=9kの 関 係 が示 され,結 局,z¢ Ψ。とな る。 す なわ ち,Ψk

に 含 まれ るいかな る結果 も∬を支配 で きない。 したが って,臥 は内部安定性 を満たす。

外部安定性:任 意の結果x==(Xk,x-k)∈X＼ Ψkを とる。 こ こで,ωk=ipk(劣 一κ)か つ ω.k=

τ.κとなる ように結 果w=(ωk,w-k)∈Xを 定義 す る。 明 らか に,Wk≠Xk,ω ∈γk(x),お よ

び ω∈臥 が満 た されて い る。反 応関数 ψκの定義 よ り,π 〆ω)〉 晦(∬)と な る。 すな わち,

ω はプ レイヤー んを通 じて ∬を支配 して いる。 したが って,監 は外 部安定性 を満たす。 □

3ノ ー ト

利得 関数UkがX上 で スーパ ーモデ ュラ(supermodular)で あ る とき,反 応 関数 ψκは単 調
7)増 加

とな る ことが知 られて い る。 した が って,わ れわれ の定理1は(導 かれ る反応 関数 が

"厳 密 に"増 加 で あ るな らば)い わゆ るスーパ ーモ デ ュラ ・ゲー ム に対 応す るICTシ チ
ュ

8)
エ ー シ ョンに うま く適用す ることが でき る。

われわ れの定理1に 与 え られた条件 の下 で も,反 応 関数 ψkがX一 匙上 で連続 にな る とはか

ぎ らない。 したが って,そ の グラ フY,もXの 閉集 合 となる とはか ぎ らな い し,連 結集合 に

な ると もか ぎ らな い。 一般 に,α に関連 す る抽象 システ ムの フ ォ ン ・ノイマ ン=モ ル ゲ ン

シュテル ン安定集 合が,た とえ ば,連 結 性,閉 性,コ ンパ ク ト性,凸 性,有 限性等 々の位 相

的あ るい は代数 的な観点か ら見 て好 ま しい性 質 を有 して いる とはか ぎ らない。

Nakanishi(2001,Theorem2)と は 違 って,わ れ われ の定理1は フ ォン ・ノ イマ ン=モ ル
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ゲ ンシュテル ン安定集合が常に効率的な結果を含むことを保証 しない。 もし利得関数 晦 が

"X上"で 上半連続かつ厳密に準凹であるな らば
,UkのX上 での最大点 ゴ が一意 に存在

し,定 義 よりゴ はパ レー ト効率的でもある。明 らかに ガ ∈臥 であるから,こ こでの条件

が満たされているならば,フ ォン・ノイマン=モ ルゲンシュテル ン安定集合 監 が効率的な

点を含むといえる。残念なが ら,Ψ κが効率的な結果を含むことを保証す るための条件を満

た しているようなゲームのクラスで,特 に興味深いといえるものは見あた らない。

注

*本 稿 は,独 立行政法人 日本学術振 興会 ・科学研 究費補助金 ・基盤研究(C)(課 題 番号:

18530175)に よる研究成果の一部である。

1)"Optimistic"は 「楽観的」 と訳出すべきであるかもしれないが,解 概念 の名称 としていささか

不適切に思われたので 「0一安定な行動基準」のように訳出 しておいた。

2)"抽 象 システム"と は,あ る非空な集 合とその集合上で定義 された二項 関係 との組であ る。

ICTシ チ ュエーションに対応する抽象 システムは次節で定義する。

3)ICTシ チ ュエーシ ョンに限 らず,一 般のソーシャル ・シチュエーションに対す るOSSBは,そ

のソーシャル ・シチュエーションに対応す る抽象 システムにおけるフォン ・ノイマ ン=モ ルゲ ン

シュテル ン安定集合 と密接な関連を持 っている。 この点 に関 しては,Greenberg(1990,Chap.4)

を参照のこと。

4)特 定 化されたICTシ チ ュエ ーシ ョンの例 につ いては,た とえば,Arce(1994),Mutoand

Okada(1996),MutoandOkada(1998),Nakanishi(1999),BeladiandOladi(2006)な どを参

照のこと。

5)Greenberg(1990)のTheorems7.4.5お よ び7.4.6を 参 照のこと。

6)の が,あ るXjに 関 しては増加で,別 のXtに 関 して減少であって もよい(グ,1∈N-i)。

7)た とえば,Topkis(1998)を 見 よ。

8)ス ーパーモデュラであるような利得関数か ら導かれる反応関数 晦 が厳密 に増加であることを

保証するには,ス ーパーモデュラ性 の他に追加的な条件が必要である。
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