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バ ン ド幅 を ク ロス ・バ リデ ー シ ョンで選 ん だ

場 合 の カー ネ ル密 度 推 定 に よ る

信 頼 区間 に関す る シ ミュ レー シ ョン分 析

難 波 明 生

カーネル密度推定では,デ ータに基づいてバ ンド幅を選択す る方法として,多 く

の場合クロス ・バ リデーションが用 いられている。 クロス ・バ リデー ションによっ

て選ばれたバ ン ド幅は,平 均 自乗誤差の積分値を最小化す る値 に確率収束する事が

知 られている。 しかしながら,バ ン ド幅 にこの値を用いた場合,カ ーネル密度推定

量のバイアス と信頼限界は同 じオーダーを持 ち,信 頼限界は漸近的に も推定量のバ

イアスの影響 を受ける事になる。本稿では,ク ロス ・バ リデー ションによ りバ ン ド

幅を選択 した場合,カ ーネル密度推定に基づ く信頼 区間が どのような小標本特性を

持つのかをシミュレーションにより分析する。

キ ー ワ ー ド ノ ンパ ラ メ トリ ッ ク法,カ ー ネ ル 密 度 推 定,

ク ロス ・バ リデ ー シ ョ ン,ブ ー トス トラ ッ プ法

1は じ め に

カーネ ル密 度推定 は,ノ ンパ ラメ トリ ックに確率 密度関数 を推定 す る方法 と して最 も良 く

知 られて いる方 法で ある。 カーネル密度推 定 を用 いる事 によ り,確 率密度 関数 の点推定量 の

みな らず,信 頼 区間 を求 め ることが で きる。

カー ネル密度 推定 を用 い る際 に非常 に重 要 にな るのが,バ ン ド幅(BandWidth)の 選 択 で

あ る。 多 くの場合,バ ン ド幅 はMISE(MeanIntegratedSquaredError)を 最 小 にす るように

選ぷ事 が望 ま しい と考え られ てい るが,MISEは 推 定 の対象 であ る未知 の確率密度 関数 に依

存 した値 とな る。 したが って,推 定の対象 とな ってい る確 率密度関数 が分か らな けれ ば,最

適 なバ ン ド幅の値 を求 め る事 はで きな い。 そ こで,通 常 はMISEの 近 似 値を最 小 にす る方

法 と して,ク ロス ・バ リデー シ ョン(CrossValidation)に よ ってバ ン ド幅 が選択 され る。 ク

ロス ・バ リデー シ ョンに よ って選択 され たバ ン ド幅 はMISEを 最 小 化す る値 に確率収 束す

る事 がHall(1983),Stone(1984),Hhrdle,HallandMarron(1988)等 に よ って示 されて いる。
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MISEを 最1j、化するようにバ ンド幅を選択 した場合,得 られた推定量自体は一致性 を持つ

}S,信 頼区間の上限と下限,つ まり信頼限界は推定量のバイアスと同じオーダーを持つ事が

nられている。この結果,信 頼限界は漸近的にも推定量のバイアスか ら影響を受ける事にな

5。 したがって,ク ロス ・バ リデーションによって得 られたバ ン ド幅を用いた場合にも,標

匡が十分に大 きかったとして も信頼区間はバイアスを持つと考えられる。さらに,カ ーネル

寄度推定により確率密度関数の信頼区間を求める際には,通 常は推定量の漸近正規性が用い

うれるため,得 られた信頼区間が小標本でも正確であるとは言いがたい。推定量の漸近的な

k質 しか分かっていない場合 にしば しば有効であるのが,Efron(1979)に より提案 された

ブー トス トラップ法である。Ha11(1991 ,1992a,1992b)は,カ ーネル密度推定においても,

くイアスを除去すれば,ブ ー トス トラップ法が応用可能である事を示 している。

しか しながら,以 上の分析 はほとんど標本が十分に大 きいことを想定 しており,小 標本特

主を分析 したものはわずかしかない。また,小 標本特性を分析 した研究においても,バ ンド

爵はクロス ・バ リデーシ ョン以外の方法で決定されたものがほとんどである。そこで本稿で

ま,ク ロス ・バ リデーションを用いた場合の信頼区間の小標本特性をシミュレーションによ

)分析する。

2カ ーネル密度推定

X,,X2,_,Xnは 確率密度関数 ア(x)を もつ確率分布か ら独立 に得 られた標本であるとす

5。ノ(x)の 関数型が,例 えば平均 μ,分散 σ2の正規分布の確率密度関数

f(・)一法 。・xp[一睾] (1)

fあ ることが既知であれば,最 尤法などの推定法を用 いてパ ラメータ μ,σ2を推定す ること

二より,/(の の推定量を得 ることができる。このような推定法 は,パ ラメ トリック推定と

Fばれる。パ ラメ トリックな推定法を行 う場合は,上 の例のようにア(x)の 関数型を前 もっ

=定式化 しなければならない。 しか し,多 くの場合 ノ(τ)の関数型は未知であり,定 式化の

ミりが生 じる可能性がある。

これに対 し,ノ ンパラメ トリック推定 では,ノ(の の関数型を前 もって定めることな く推

三を行 うので,定 式化の誤 りが生 じる可能性は無い。確率密度関数をノンパラメ トリックに

綻 す る最 も簡単な方法は以下のようなものである。

F(x)をf(x)に 対応する分布関数 とす ると,

F(x)=P(X≦x)

一∫ン ω砒
(2)
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であるから

∫ω一蓋Fω

～F(x+h/2)-F(x-h/2)

ん

P(x-h/2≦X≦x十h/2)

苑

・(S≦xli`'st)
=

h(3)

とな る。(3)の 分 子 を推 定値で置 き換 え ることによ り,f(x)は

([-Sll]に 入・ている穿 の個数)/・
ゐ(¢)= 乃
一諮(1X-x1-一 ≦=≦1-

2-h-2)(・)

の よ うに推定 され る。 ただ し,1(A)は 事 象Aが 起 こった ときに1,そ れ 以外 では0の 値 を

取 る関数 で あ り,IndicatorFunctionと 呼 ば れ る。 また,h(>0)は バ ン ド幅(Bandwidth)と

呼 ばれ る,分 析者 が定 めるパ ラメータであ る。 この推定量 はNaiveEstimator,ま た は,Local

Histog㎜Estimator等 と 呼ばれてい る。

(4)で 与 え られ る推定量 は,LocalHistogramEstimatorと い う名前 も示 しているよ うに,

滑 らか な関数 で はない。 そ こで,Rosenblatt(1956)は(4)を 拡 張 し,次 の よ うな推定 量 を

考案 した。

デω 一濡K(Xi-xh)(・)

hは(4)の 場合同様にバ ン ド幅である。 また,K(・)は カーネル と呼ばれる関数であり,

デ(の が一致性を持つために,通 常以下の仮定が置かれる。ただ し,表 記を簡単 にするため

に,今 後は積分範囲が明示 されていない場合には,積 分範囲は積分する変数の定義域全体で

あるとする。

仮定1カ ーネルK(・)は 以下の性質を満たす ものとする。

(・)fK(v)dv-1

(li)K(v)=K(一 の

(血)f・ ・K(のd・ 一・・〉・
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ここで,仮 定1の 内容を簡単に見ておこう。(i)が 満たされることにより,

蘇 鋤 一∫漁K(Xrxん)dx

一毒 孟∫κ(x「x
ん)砒

一毒 禽 ∫K(ψ ・)hd¢,

一÷自∫K(ψ ・)dψ,-1
(6)

とな る。 ただ し,ψ ε=(.XI,-x)/hで あ る。 この ことか ら,K(・)≧0で あれ ば,f(x)≧0か つ

∫デ(x)de==1と なる・・T・,h一 ネル徽 推定量 ノω は牌 密度関数であるといえる.ま た,

(li)はK(の がv=oに ついて左右対称であることを意味する。(i),(h)を 満たすK(・)

としてはv=Oに ついて左右対称である確率密度関数を用いれば良い。K(・)と してこのよ

うな確率密度関数を用いた場合,(血)は 確率密度関数K(・)を 持つ分布の分散が有限な正の

値を持てば良いことを意味 している。また,こ の時,(ll)に より確率密度関数 κ(・)を持つ

分布の平均は0で ある。ただ し,仮 定1で はK(・)≧0と いう仮定は置かれていないので,

必ず しも確率密度関数 をカーネルとして用いなければならない訳ではない。

X,,X2,...,Xnが3回 微分可能な確率密度関数f(x)を 持つ確率分布から独立に得 られた標

本であるとすると,デ(∬)の バイアスは次のように計算 される。

Bias[f(x)]=E[f(x)]-f(x)

一・[謡K(x一x
ん)]-f(の

一海一iE[K(¥)]-f(・)

一ガ啄 銑)K儒 りd耐(x)

-h-・ff(x+hv)K(v)hdv-f(x)

一∫{∫(の+ア・・(の加+シ ②(・)融 ・(が)}んω 耐(・)

一誓 ∫…(・)・・+・(・・)(・)

となる。2行 目か ら3行 目の変形ではX,が 独立 に同一の分布 に従 う事,4行 目から5行 目

の変形では(x一x)/h=vと いう変数変換,5行 目から6行 目への変形ではf(x+hv)の テ
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一 ラ ー展 開を用 いて い る
。

同様の計算 によ り,ノ(の の分散 は

Var[ノ(x)]=E[fE(の 一Eげ(x)]]

一毒{げ(・)+・ ω} (8)

である事を示す事ができる・ただし,・ 一∫K・(v)dvで ある.(7)と(8)を 用い楓 ノ(x)

の平均 自乗誤 差(MeanSquaredError;MSE)は

MSE[∫(x)]=E[(ノ ω 一f(x))2]

=Var[∫(x)]十(Bias[f(x)])2

一与MW+砦)+・(h4+(nh)一 ・)一・(h4+(nh)-1)(・)

と な る。 したが って,c>O,β>1を 定 数 と しh=en-i!β の よ うにバ ン ド幅 を選択 すれ ば,

n→ 。。の時h→0,nh-〉 。。とな りノ(x)はf(x)に 平 均 自乗収束 す る。 したが って,バ ン ド幅

が以上 の条件 を満 たせ ば,f(x)はf(x)の 一 致 推定 量 であ る と言 え る。 さらに,次 の定 理

が成立す る事 が知 られて いる。

定理1×1,X,,...,X.が 確 率密度関数f(x)を 持 つ確率分布 か ら独立 に得 られ た標本 であ る

とす る。 また,n→ 。・の時,h→0,nh→ 。。かつnh7→0で あ るとす る。 この時,

m(デ ω 一ノω 一κ響 ∫・・(・))SN(・…f(・))

が成立す る。(証 明 はLiandRacine(2007)等 を 参照。)

(10)

3バ ン ド幅の選択

前節で紹介 したカーネル密度推定を用いるためには,分 析者はカーネルK(・)お よびバ ン

ド幅んを選択 しなければな らない。一般にカーネルの関数型が結果に及ぼす影響はさほど

大きくないが,バ ンド幅が及ぼす影響は非常に大きいと言われている。 したがって,こ こで

はバ ンド幅の選択方法について説明する。

3.1MeanIntegratedSquaredError

バ ン ド幅の選択基準 の一つ は,(9)で 与 え られ るMSEをxに つ いて積分 したMeanInte-

gratedSquaredError(MISE)

MISE[ノ(の 〕一∫MSE嚥)]dU
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一∫誓[・・ア…(の]・+砦)+・(ガ+(・・)嘱

一÷圃[ア …ω]・dx+毒+・(h4+(nh)-1)(11)

を最 小 にす る ことで ある。 その ようなバ ン ド幅 は(11)をhに 関 して微分 して0と お く事 で

h。,,=o。ガ1/5(12)

で あ る事 が容 易 に分 かる。 ただ し

・・-rc1/・r・・ev・{∫[f… ω]・ ・穿1!5 (13)

は正 の定数 であ る。 したが って,h。ptはf(2)(X)に 依 存す る事 が分か るが,ノ(2)(X)は 通 常未

知 で あ るため,実 際 には 島凱をバ ン ド幅 と して利用 す る事 はで きな い。 この バ ン ド幅を利

用 す る方 法 の一 つ は,f(x)に 何 らかの特定 の分布(例 えば正規 分布)を 仮定 して(13)の 値

を計 算 し,必 要 であれ ば ∫(の に含 まれ るパ ラ メータを推定値 で置 き換 えて利用す る事で あ

る。 例 え ば,カ ーネルK(・)と して標 準正規 分布 の確率密 度関数 を用 いた場合,f(x)が 平

均 μ,分 散 σ2の 正 規分布 の確率 密度 関数 であ る と仮 定す れ ば,h:1.060n"1/5と な る。 した

が って,分 析 者 はhと して1.066n-1/5を 用 いる事 にな る。 ただ し,∂ はX,X2,_,Xnか ら

得 られ る標本 標準偏差 であ る。

3.2ク ロ ス ・バ リデー ション

デ ータに基 づ いてバ ン ド幅 を選択 す る基準 と して よ く用 い られ るのが ク ロスバ リデ ー シ ョ

ン(CrossValidation)と 呼 ばれ る方法 で ある。 以下 では,ク ロスバ リデー シ ョンにつ いて簡

単 に説 明す る。

まず,f(x)とf(x)の 距 離 の2乗,つ ま り

∫[デω 一∫(の]・砒 一∫尺・)… 一・∫デω ∫(の砒+∫ プω ・ぬ (14)

を考える。バ ンド幅hは この値 を最小にするように定めるのが望ましい。第3項 はhに 依

存 しないので,hは 最初の2項,つ まり

∫衣伽 一・f,一(・)f(x)dx(15)

を最小 にするよう・・定めればckLNo第2項 については ∫施)f(x)・ ・一・。[ノ(x)]と 考える

事ができるが,こ の値 は未知の確率密度関数 ∫(の に依存 しているので実際に求める事は

で きな い。 ただ し,Ex[・]は.Xに 関す る期待値 である。 そこで,Ex[ノ(.X)〕 は推定値

⊥軌(X,)で 置き換える
.た だ し,

π 司
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犬1(Xi)一(。ヨ1)h点 κ(㌻ 濁)

は ノ(x)の1eave-one-outestimatorと 呼 ば れ る 。 第1項 に つ い て は

ff(・)・d・一滋 熊 ∫κ(午)K(蕩 弄り 砒

一毒 鵡 ∫K(x,-X」 一`
h)K(・)dt

一毒 融(K・K)(x評)

(16)

(17)

と計算 され る。 第1行 目か ら2行 目への変形 で はt=(x-X」)/hと 変 数変換 を行 ってい る。

また,(K・K)(u)=一 ∫K(u-t)K(t)dtは カ ー ネルK(・)の 聾 積 分(・ ・nv・1・ti・・)で あ ・・

以上の結果をまとめて

歳 触(K・K)(㌻ 瓦)-n(。 皇1)、謀K(㌻ 瓦)(18)

を最小 化す るよ うにhを 求め る方法 を ク ロス ・バ リデー シ ョンと呼ぶ。実 際のhは コン ピ

ューター を用 いて数値 的に求 める事 にな る。Ha11(1983),Stone(1984)は ク ロス ・バ リデ ー

シ ョンによ り選択 されたhはn→ 。。の時,(12)で 与 え られるh。ptに 確 率収束 す る事 を示 し

てい る。

4信 頼区間と問題点

本節ではノ(τ)の信頼区間を求める方法とその問題点について説明する。

4.1正 規分布による近似

f(x)の 信頼区間を簡単に求めるには定理1の 結果を用いれば良い。Zaを 標準正規分布の

α%点 とすると,定 理1に より近似的に

砺(デω一篇 撃 綱
く→ 一・(19)イ

が成立 す る。 ここで問題 とな るのが(19)の 括 弧 内の左辺第3項,つ ま り推 定のバ イアス項で

ある。h。(n-1/β か つ1<β<5で あ れ ばn→ 。。の時 而 万・h2→0と な るのでバ イアス項 の存

在 は無 視 で きる。 しか し,前 節で みた ように,ク ロス ・バ リデー シ ョンによ って選 ばれた ん

はh。pt==C。n-1/fiに 確 率収束 す る。 したが って,ク ロスバ リデ ー シ ョンによ りバ ン ド幅を選

択 した場合,漸 近 的に もバ イアス項の存在 は無視 できな いもの とな る。 したが って,正 規分
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布による近似に基づいて信頼区間を求める場合には,単 純にバイアス項を無視 して しまうか,

f(2)(x)を 推定値で置き換える等の方法が用いられる事になる。

4.2ブ ー トス トラップ法

前述の正規分布による近似法は,漸 近的にのみ有効な方法であ り,仮 にバイアス項が無い

と仮定 しても,小 標本ではあまり正確でない可能性がある。統計量の漸近分布 しか分かって

いない場合で も,小 標本特性を改善できる可能性がある方法 として しばしば用いられるのが

Efron(1979)に より提案 されたブー トス トラップ法である。

ブー トス トラップ法は手元にある標本か らリサンプリングを行 う事により,統 計量の分布

を近似する方法である。以下では,そ の手順を説明する。

1.手 元にある標本X,,X2,_,.Xnか ら重複を許 して大 きさnの 標本を無作為抽出する。

抽出 した標本をXf,Xi,_,X;と する。

2.ス テ ップ1で 得 られた標本X音,X2,...,X.を 用いて,分 布を近似 したいの統計量の値

を計算する。ただし,未 知パ ラメータはX1,X2,...,Xnを 用いて計算され る推定値で

置き換える。

ここでは,分 布を近似 したい統計量は

布 万(ノて∫)一∫(∫))(20)

爾

であるか ら,

砺(ノ ・ω 一ノ(の)(21)

緬

を計算す る。ただ し,ノ(x)お よ び 介(x)は そ れ ぞれXi,X2,.,,,Xnお よ びX↑,濁,...,

X:を 用 いて計算 したカーネル密度推 定値 であ る。

3.ス テ ップ1-2をB回 繰 り返 し,B個 の(21)の 推 定値 を得 る。 得 られたB個 の推定 値

の経 験分布 を用 いて統計量 の分 布 を近似 す る。

上記 の ブー トス トラ ップ法 では,X={X且,X。,_,X。}を 所与 と して,X1,Xn,_,Xnの 経 験

分布,つ ま りP(X=.Xl,)=⊥ で あ る分布 か ら得 られたXl,XS,...,X轟 を 用 いて統計 量 の分

布 を近似 してい る事 にな る。 しか し,(21)の 分 子を考え る と,

E[f"・(・)1X]一謡 ・[K(苧)IX]

一÷・「K(学)ixl
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一嘉K(τ 許 ノ(x)(22)

であるから,(21)の 平均は0で あるという事にな り,平 均0で はない(20)の 分布を近似でき

ない。(21)の 経験分布は,実 際には

布 万(f(x)-E[f(x)])(23)

禰

の分布を近似 している事1こな8.し たが 。て,ブ ー トス トラ。プ法を用い煽 合 も,(19)

のバイアス項を単純に無視するか,推 定値で置き換える等の方法をとらなければな らない事

になる。

5シ ミ ュレー シ ョン分 析

ここまで見てきたように,カ ーネル密度推定 によりア(の 信頼区間を求める時,ク ロス ・

バ リデーションによりバ ンド幅を選んだ場合には,大 標本においてさえ もバイアスの存在が

無視できなくなる。 さらに,小 標本においては,正 規分布による近似自体 もどの程度正確か

は分か らない。 したがって本節では,ク ロス ・バ リデーシ ョンによ りバ ンド幅を選択 したと

き,信 頼区間がどのような小標本特性 を持つのかをシ ミュレーションにより分析する。分析

対象とする信頼区間は以下の通 りである。

方 法1,バ イ アス項 を無視 して,単 純 に正規近 似か ら信頼 区間を求 める。 つ ま り,信 頼係 数

100× α%信 頼 区間は

(f"(。)一。a,、(。h)-1/・蔽 「,∫ω+(nh)-1/・ ・。、,緬)(24)

となる。

方法2.バ イアス項を理論的に求め,バ イアスを修正 して正規近似により信頼区間を求める。

この時,信 頼係数100× α%の 信頼区間は

¢ ω 一κ雲 プ②ω 一勧(肋)魂 禰 ・

ノω 一響 ア②ω+(・h)一'・・z…v]Ef」F(i5-)(・5)

となる。 この方法は,f(2)(x)が 未知であるため,現 実の問題には実行可能ではな

い点に注意が必要である。

方法3.バ イアス項は理論的に求め,正 規近似の代わ りにブー トス トラップ法を用いて信頼

区間を求める。 この時,信 頼係数100× α%信 頼区間は
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(ノω 一κ≠ ∫②(・)一 ・t-all・xB(・h)覗 緬,

六 ・)一 κ夢 ∫②ω+(nh)一 ・/・t?・n)xBVilfftil5')(26)

となる。ただ し,tfは,ブ ー トス トラップ法によって得 られたB個 の(21)の 値を

昇順に並べた時の1番 目の値である。方法2と 同様に,こ の方法 も現実の問題には

実行可能ではない。

方法4.バ イアス項を推定値で置き換え,正 規近似により信頼区間を求める。つまり,信 頼

係数100× α%の 信頼区間は

(ノω 一κ穿2∫…ω 一・。・・(nh)嘱 而 ・

ノω 一κ≠ ∫②ω+(nh)一%・ 価)(27)

とな る。 ただ し,f(2)(x)の 推 定 値f(2)(x)はBhattacharya(1967),Schuste(1969)

等 が 提案 して いるよ うに,∫(の を微分 す る事 によ り得 られ る

f②ω 一嘉 κ②(x"xん)(28)

を用いる。

方法5.バ イアス項を推定値で置き換え,ブ ー トス トラップ法によ り信頼区間を求める。つ

まり,信 頼係数100× α%の 信頼区間は

(ノ(・)一竿 ノ②ω 一塩 …(・・)覗禰,

陶 」 雲 ノ②ω+(・ ・)騙 ・朋緬) (29)

となる。

シ ミュレー シ ョンは以 下 の設定 で行 った。 まず,f(x)と して は標 準正規 分布(1),自 由

度3の カイ2乗 分布(H),自 由 度3のt分 布(皿)を 考え た。 信頼 区間を求 め る点xは 分布 の

平 均 μお よび,平 均 μ か ら ±1.0,±0.5離 れ た点を用 いた。 カーネ ルK(・)に は標準正規 分

布 の確 率密度 関数 を用 い,バ ン ド幅 苑は前節 で説明 した ク ロス ・バ リデ ー シ ョンによ り求

めた。信 頼係数 に関 して は α=0.1,0.05,0.Olと し,90%,95%,99%の 信 頼 区間を求 めた。

標 本 の 大 き さ はn=20,50,100,200,500,ブ ー トス トラ ッ プ法 に お け る繰 り返 しの 回 数

B=2000と し,10000回 の 繰 り返 し実験 を行 い,上 記 の信頼 区間 が真 のf(x)を 含 ん でい る

割合 を計算 した。特 徴的 な結 果 であ るn==50,n=200の 場 合 の結 果 が表1,表2で あ る。
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f(x)が 標準正規分布の場合,x一 μ±1.0に おいて ノ(2)(x)=0と なるので,方 法1と 方法2

の結果は同 じになる。

まず,n=50の 時を見ていこう。分布1でx一 μ=±1.0の 時,方 法1に よる信頼区間の性

質はあまり悪 くないようである。これは,こ の点ではバイアス項の影響は非常に小さく,さ

らに正規近似が比較的正確に行われているか らであると思われる。 しか し,バ イアスの影響

が大き くなるx一 μ=0の 点 においては,方 法1に よる信頼区間は,信 頼係数 よりかな り低

い割合でしか真の値を含んでいない。逆 に,方 法2に よる信頼区間は,信 頼係数よ り高い割

合の真値を含んでお り,方 法1よ りは若干正確なようである。また,方 法3に よる信頼係数

は方法2の ものよ りも改善 されているようである。 この結果はHall(1991,1992a,1992b)

によって示 されたブー トス トラップ法の有効性とも整合的である。

また分布Hの 場合は 方法1,2,3の 結果はほぼ同等である。分布1Hの 場合 は,分 布1

の場合と同様にバイアスの影響が大きくなっているようであり,方 法2を 用いることにより

信頼区間の性質はかな り改善 されている。 しか し,x一 μ=0の 場合に方法3を 用いた結果

は方法2の ものよりも悪 く,ブ ー トス トラ ップ法による近似があま りうま く行われていな

いようである。

次 に,方 法4,5を 用 いた場合の結果を見 ると,ど の場合 も方法1よ りも正確でないよう

である。 これは,方 法2,3の 場合 と比較すると,バ イアスの推定があまり正確に行われて

いないことが原因のようである。方法2,3が 実行可能 でないことを考 えると,単 純な方法

1の 結果がかなり良いといえる。

n=200の 場合をみると,方 法1,2,3の 結果は,n=50の 時 と比べて全体に改善 されて

いるようである。 しか し,分 布 皿x一 μ=0の 場合,方 法1に よる信頼区間は依然 としてあ

まり正確でない。このケースでn=20の 時には,方 法3に よる信頼区間もあま り正確では

なかった。 ところが,n=200の 場合にはかな り正確になっている。全体的に見て も,方 法

3を 用 いた信頼区間はかなり正確であるといえる。 このことか ら,標 本の大きさがある程度

大きければ,プ ー トス トラップ法 による分布の近似はかなり良いといえる。 しかし,方 法4,

5に よる信頼区間は,n=200の 場合でもあまり正確ではない。

以上の結果か ら,バ イアス項を除去 して考えれば,ブ ー トス トラップ法による分布の近似

はかな り良好であると言える。また,方 法3,4の 結果が正確でないのは,バ イアス項の推

定があまり正確ではないためではないかと思われる。方法2,3が 実行可能でないことを考

えると,バ ンド幅をクロスバ リーデションで選んだ場合,方 法1の ように単純にバイアス項

を無視 して信頼区間を求めるのが現実的であるようである。
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6お わ り に

本稿では,バ ンド幅をクロス ・バ リデーションによって選択 した場合のカーネル密度推定

に基づく信頼区間をい くつか考え,そ の小標本におけるパフォーマ ンスをシミュレーション

により分析 した。得 られた結果から,バ イアス項を無視 して正規近似により信頼区間を求め

る方法は,現 実的にあまり悪 くない事が分かった。また,標 本の大きさがある程度大きい場

合には,バ イアスを除去 した統計量の分布はブー トス トラップ法 によりかな り正確に近似で

きる事が分かった。 しかし,バ イアスを推定値で置き換える事によって得 られる信頼区間の

精度はかなり低い。

この結果よ り,カ ーネル密度推定に基づ く信頼区間をより正確な ものにするには,
2)

1.バ イアス項より正確なの推定値を求める
3)

2.バ イアス項の存在を意識することな く行えるようなブー トス トラップ法を用いる

等の方法を用いる必要があると言えるだろう。

注

1)(23)で 与 えられ る統計量は漸近的に標準正規分布 に従い,平 均や分散 といった未知のパ ラメー

タに依存 しない分布になる。 このように,未 知パ ラメータを含まない分布をPivotと 呼ぷ。ブー

ス トラップ法を用いる場合,一 般に,漸 近的にPivotに な る統計量の分布 を近似する方が正確な

近似が行える(Beran(1988),Hall(1992a)を 参 照)。 実際,Ha11(1991,1992a,1992b)は(21)を

用 いて(23)の 分布を近似する事の有効性を示 している。

2)本 稿 においては,バ イアス項 に含 まれるf(2)(x)の 推定値f(2)(x)を 求める際に,f(x)で 用 い

られた もの と同 じバ ン ド幅を用 いた。 しかし,特 定の条件の下で,f(x)の2回 の導関数を推定

す る場合 にMISEを 最 小化 す るバ ン ド幅 はh。(n-1!9で あ ることが示 される。 また,Hhrdle,

MarronandWand(1990)は 導 関数の推定に対するクロスバ リデーシ ョンを提案 し,そ の有効性

を示 している。

3)Hall(1992b)は バ ン ド幅hを 通常よ り小さ くとることにより,バ イアス項が0に 近付 くように

設定 してブー トス トラップ法 を行 うことを提案 している。彼のシ ミュレーションによれば,こ の

方法はバイアス項 を推定値で置き換え るよりも有効な方法であると考え られるが,ん を どの程度

小 さく取れば良いか という問題点がある。 さらに,Hall(1992a)で は,ブ ー トス トラップ法にお

ける リサ ンプ リングを行 う際に,単 純 にX1,X2,_,Xnか ら無作為抽 出す るのではな く,f(x)

を確 率密度 関数 として持つ分布か ら標本 抽出す る事 が提案 されている。 また,HallandOwen

(1993)は 経験尤度を用いてf(x)の 信 頼区間を求める方法を提案 してい る。Chen(1996)の シ ミ

ュレーション分析 によれば,経 験尤度を用いた信頼区間はかな り正確である。 したがって,経 験

尤度を用いた信頼区間にBrownandNewey(2002)の よ うなブー トス トラップ法を応用すれば,

信頼区間はさらに改善される可能性がある。 しか しなが ら,経 験尤度 に基づ く信頼区間を用いる

場合 も,バ イアス項の影響を小 さくす るためにhをh。ptよ りも小 さく取る必要が あり,ど の程



86第197巻 第5号

度小さく取ればよいかは定かではないという問題点がある。
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