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有限回繰 り返 しゲームの

均衡利得の一意性について

開 口 格

不完全観測の有限回繰り返しゲームにおいて,均衡または均衡利得の一意性とス

テージゲームの均衡または均衡利得の一意性との関係についての最近の議論を紹介

する｡完全観測のケースでは,ステージゲームの均衡 (利得)の一意性と有限回繰

り返 しゲームの部分ゲーム完全均衡 (利得)の一意性とは同値であるが,不完全観

測のときはこの同値性が失われる｡もしいわゆる公的戦略に限定すると上述の同値

命題が不完全観測下でも得られるため,非公的戦略 (私的戦略)を明示的に考慮し

て分析することの重要性がわかる｡

キーワード 繰り返しゲーム,均衡の一意性,私的戦略,直積構造

1 序

長期的関係のモデルとしての繰 り返 しゲームの理論は,長期的視野に立つプレーヤーが均

衡 として達成できる行動パターンが,そのゲームが 1回しかプレーされないとしたときに比

べ,非常に多様なものになることを指摘 してきた｡フォーク定理の名で呼ばれるこの結論は,

AumannandShapley(1994)や Rubinstein(1979)による古典的研究に始まり,Fudenberg
1

andMaskin(1986)のよりもっともらしい定式化へ と,深化を進めていった｡フォーク定理

は,長期的関係で実現 しうる妥当な結果は悉 く均衡 と整合的であると主張するので,経済主

体の行動の正確を予測を得たいという立場からはありがたくない｡ しかし,これら達成可能

な行動パターンの中に (1回限りのプレーでは一般に達成できない)効率的 ･協調的な行動

パターンが含まれることから,フォーク定理を社会における協調の理論 として好意的に捉え
2

る見方が一般的であると考えられる｡

フォーク定理を究極の複数均衡の問題 として見るのであれ協力の理論 として見るのであれ,

それが極めて広汎に成 り立つことを思えば,背景にあるロジックの正 しい理解は大切である｡

一つの重大な前提は,同じゲームが際限なくプレーされることである.この仮定こそが,囚

人のジレンマのような一意均衡 (もっといえば,支配戦略均衡)を持つゲームを繰 り返すと

協調的な均衡が発生する,という結論を可能にしている｡ もし繰 り返 しの回数が有限ならば,

その回数が如何に大 きくとも,非協調的行動の繰 り返 しのみが均衡であることがす ぐにわか
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るだろう｡より一般的には,ステージゲーム (繰 り返されるゲーム)の均衡が一意であると

き,そしてそのときのみ,任意の有限回繰 り返 しゲームの (部分ゲーム完全)均衡 も一意で

ある｡さらに細かく言うと,もしステージゲームの均衡利得が一意のとき,そしてそのとき

のみ,対応する有限回繰 り返 しゲームの均衡利得も一意である｡

今の議論は,有限回繰 り返しゲームの均衡 (利得)がいつ一意になるか,すなわちいつ協

調不可能性命題が成立するかについて,完全な答えを与えている｡しかし近年の研究が明ら

かにしたところでは,その結論は完全観測 (perfectmonitoring)の仮定,つまりプレーヤー

が他のプレーヤーが過去に取った行動を誤差なく観測できるという仮定に依存しているので

ある｡つまり,プレーヤーが相手の過去の行動に関する不完全なシグナルを受け取るという

状況下 (不完全観測)では,ステージゲームの均衡の一意性は有限回繰 り返 しゲームの均衡

または均衡利得の一意性を保証 しないのである｡この事実をできるだけ明確に解説するのが,

本論文の目的である｡また本論文では,議論の焦点を絞るために,全てのプレーヤーが過去

の行動に関する共通のシグナルを観測するという,不完全公的観測 (imperfectpublic
3

monitoring)のケースに集中する｡

本論文では,不完全観測の下でのステージゲームの均衡 (利得)の一意性と有限回繰 り返

しゲームの均衡 (利得)の一意性のありうべき関係を示唆する二つの例を提示するo最初の

例 (この例はSekiguchi(2001)による)においては,ステージゲームの均衡が一意であるに

もかかわらず,それを2回繰 り返 したゲームが無数に均衡を持つ｡ただしこれらの均衡はす

べて同じ利得を持ち,それはステージゲームの均衡を2回繰 り返 したときの利得に一致する

ので,これらの均衡が他の均衡より協調的 ･効率的というわけではない｡事実,この繰 り返

しゲームの均衡利得は一意である｡それは,この例における不完全観測の構造がある特殊な

性質をもつためであり,本論文はその点についても議論する｡

第2の例は,Mailath,MatthewsandSekiguchi(2001)によるものだが,そこではステー

ジゲームの均衡が一意であるにもかかわらず,それを2回繰 り返したゲームがステージゲー

ムの均衡の2回繰 り返しをパレー ト支配する均衡を持つ｡つまり,ステージゲームの均衡の

一意性は,一般には有限回繰 り返 しゲームの均衡利得の一意性すらも意味せず,結果として

ある程度の効率性の改善の余地を与えるのである｡この例では,ステージゲームの相関均衡

が一意でないので,その分だけこの結論は驚 きに値 しないかもしれない｡しかし Mailath,

MatthewsandSekiguchi(2001)は,ステージゲームの相関均衡の一意性さえも有限回繰 り

返 しゲームの均衡利得の一意性を言うに十分でない例をも与えている0

この二つの例で出てくる均衡戦略に共通することは,それが公的情報である過去のシグナ

ルのみに依存した戦略 (公的戦略)ではなく,私的情報であるプレーヤーの過去の行動にも

明示的に依存する戦略 (私的戦略)になっていることである｡もし分析を公的戦略による均
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衝に限定すれば,完全観測のケースと同様に,ステージゲームの均衡の一意性 と有限回繰 り

返 しゲームの均衡の一意性が同値になる｡公的戦略均衡においては,プレーヤーのある時点

以後の行動はそれ以前のシグナルの内容のみに依存するため,プレーヤー間で衆知の事実に

なる｡ゆえに最終期の行動は,それが衆知の事実であるがゆえに,ステージゲームの均衡に

ならざるを得ない｡このように,通常の後方帰納法の議論が当てはまり,上述の同値命題が

公的戦略均衡については復活するのである｡

これら二つの例は幾分人工的だが,それでも不完全観測の繰 り返 しゲームの理論の今後の

発展に資するメッセージを持つように思われる｡一つは,上でも述べた私的戦略の役割の重

要性である｡思えば公的戦略への限定は,不完全公的観測のケースの伝統的な分析態度であっ

た｡これにより分析は簡単になり,結果としてAbreu,PearceandStacchetti(1990)による

一般的な分析手法が確立 した｡また,無限回繰 り返 しのケースにおいては公的戦略への限定

がそれほど深刻な問題ではないということは,Fudenberg,LevineandMaskin(1994)の公

的戦略によるフォーク定理が物語っている｡ しかし本論文の議論は,公的戦略に分析対象を

絞って構わないという伝統的な態度が,有限回繰 り返 しのケースには留保を伴 うべきことを
4

示している｡

第二のメッセージは,有限回繰 り返 しゲームにおける否定的命題 (negativeresult)あるい

は協調不可能性命題の理解の仕方に関係する｡Gibbons(1992)のようなゲーム理論の標準的

な教科書を見ると,完全観測のケースにおいてステージゲームの均衡の一意性が有限回繰 り

返 しゲームの均衡の一意性を意味するという事実が明記されている｡しかるに,ステージゲー

ムの均衡利得の一意性が有限回繰 り返 しゲームの均衡利得の一意性を意味するという事実は,

教科書レベルでは余 り強調されていない｡協調の不可能性 という観点からは,この二つの事

実には先験的な価値の違いはないはずなのに,である｡ しかも我々は最初の例において,級

者の事実,すなわち均衡戦略でなく均衡利得に関する否定的命題の方が,(ある種の)不完全

観測のケースにまで拡張可能なことを示 している｡このことは,繰 り返 しゲームの理論にお

いて真に問われるべき協調不可能性命題が,むしろ均衡利得に関するものであることを示唆

している｡

本論文の構成は以下の通 りである｡2節ではモデルを導入する｡3節では,不完全観測の

有限回繰 り返 しゲームの均衡の一意性 とステージゲームの均衡の一意性 とが同値でない例に

ついて議論する｡同時に,ステージゲームの均衡利得の一意性 と有限回繰 り返 しゲームの均

衡利得の一意性の同値命題が成立する要件について議論する｡ 4節では,3節後半で考えた

同値命題が,一般には成立 しない例を挙げる｡
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2 モ デ ル

本論文は専ら具体例について議論するが,この節では敢えて分析対象となるゲームのクラ

スをできるだけ一般的に定式化する｡その主な理由は,一般的な定式化が後の議論の展開を

容易にするからである｡また,今後の更なる研究に役立つ記法 ･定義を与えておくのは,そ

れ自体重要なことであろう｡

ステージゲーム Gは, n人プレーヤーゲームであり,各プレーヤーiは所与の有限集合

A乙から行動 ai∈ALを同時に選ぶ｡ここではプレーヤーが確率的に行動を選ぶことを許し,
5

プレ-ヤー iの混合行動の集合をStで表す｡各プレーヤーは他のプレーヤーの行動を観察で

きないが,行動を決めた後に共通のシグナル y∈Yを受け取るoYも有限集合であるとする｡

行動プロファイル a∈A-×㌘=1A乙の下でのシグナルの確率分布を 7T(yla)と書くoプレー

ヤー tの利得は自分の行動とシグナルのみに依存 し,ui(a"y)で表される｡利得はalとyの

みに依存するから,利得の水準は他のプレーヤーの行動について何も追加的な情報を与えな

いことに注意しよう｡

Gが与えられたとき,その T回繰 り返 しから成るゲームを G(T)と書 く｡プレーヤ- iの

t期における歴史を,hき-〈(az(I),y(I)))[-11と定義する｡H書を,プレーヤー iの t期におけ
T

る歴史の集合としようOこのときG(T)におけるプレ~ヤ" 'の (行動)戦略は,,リIHlか

らSZ-の関数として定義される｡ここでH!･は,任意の一点集合である｡プレーヤー tの戦

略の集合をEtTとおく｡戦略 O.∈∑,Tについて,歴史 h吉の下で行動 al∈A乙が選ばれる確率

を の(那)(a乙)と書く｡G(T)の戦略プロファイル o∈∑-×ln=1∑lTがプレーヤーに与える利

得は,毎期の期待利得の和,つまりElt!lu.(ai(i)" (i,,･0･W]である｡-まりここでは将来

利得の割引が一切ないとしているが,以後の例 ･結論はその点に依存しない｡

最後に均衡概念であるが,ナッシュ均衡または逐次均衡のいずれかを,目的に応 じてその

都度使い分けていくことにする｡

3 複数均衡の発生

この節では,完全観測のケースと異なり,Gの均衡の一意性が G(T)の均衡の一意性を必

ずしも意味しないことを例を使って示す｡完全観測の場合,もし部分ゲーム完全均衡を解概

念として用いるならば,Gの均衡の一意性が G(T)の均衡の一意性と同値になることは容易
6

にわかるであろう｡

まず定義から始めよう｡以下の概念は,Fudenberg,LevineandMaskin(1994)によって

導入された｡
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定義 Gが直積構造 (productstructure)を持つとは,シグナルの空間 Yが Y-×㌘=lYiの

形に書け,しかも任意の a∈A とy-(yi)㌘=1∈Yについて
り

方(yla)=lglqi(yila,)

が成 り立つことである｡

(1)

つまり直積構造の下では,シグナルは各プレーヤーに対応する要素を持つ｡(1)において,

7Ti(yilat)はプレーヤー iに対応するシグナルの要素の周辺分布と解釈できることに注意 し

よう｡従って,もしGが直積構造を持つならば,プレーヤーiに対応する要素の確率分布は

プレーヤーiが取った行動のみに依存 して定まるoつまり自分の取った行動(これは私的情報

である)は,他のプレーヤーの行動に関して何らの情報も与えないのである｡

我々の議論に戻 り,以下のような直積構造を持つゲーム Gを考えよう｡n-2,Al-A2-

(H,T),Yl-Y2-(H,T),

方l(yllal)-
3/4 ゲy,-ai

I/4 otherwise,

ul(al,yl,y2)-

u2(a2,yl,y2)三

2 ify2-a1

-2 otherwise,

12 がy1-a2

2 otherwise,

(1)を用いると,(2)が 7Tを間接的に定義していることに注意されたい｡Gは一種のマッチ

ングペニーで,(2)から(4)により,各プレーヤーがHとTを等しい確率でプレーするのが

Gの一意なナッシュ均衡であることがわかる｡また,この均衡における各プレーヤーの利得

は0である｡

Gの2回繰 り返 しゲーム G(2)について,次のような革帥各を考えよう.

1/2 ift-1

oi(hi)(H)- 旦:廷
3 tft-2andy7(1)-ai(1)

A otherwise

(5)

このとき,任意の 入∈[0,1]について,(5)で定まる戦略プロファイル o･-(o･1,62) は

G(2)の逐次均衡である (それゆえナッシュ均衡でもある)｡このことを順次チェックしてい

こう.まず(5)より,各プレーヤーは相手が 1期日にHとTを等 しい確率でプレーすると予

測する｡次に,任意の2期日の歴史について,プレーヤーjEj:確率 3/4でyi-alであると予

測する((2)より)O従ってベイズルールと(5)を使うと,プレーヤーiは2期日にHとTを

等 しい確率でプレーするだろうとプレーヤーjEま予測することがいえる｡任意の2期日の歴
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史でこれが成立することに注意しよう｡つまり,プレーヤーiはどんな戦略を選んでも利得が

0になるので,61を選ぶにやぶさかでない｡ゆえに6はナッシュ均衡である06の経路は,

C(2)の全ての情報集合に正の確率で到達するので,げは逐次均衡でもある｡

つまり,ステージゲームの均衡が一意であるにもかかわらず,G(2)は無数に均衡を持つの

である｡しかしながら,これらの均衡は全て同じ利得に対応することに注意しよう｡実のと

ころ,ここで考えている均衡の2期日のプレーはステージゲームの均衡に完全に対応してい

て,ただプレーヤーの混ぜ合わせの仕方が1期日の行動という私的情報に依存した複雑なも
7

のになっているに過ぎないのである｡1期日のプレーもまたステージゲームの均衡に対応す

るので,均衡利得は一様に0になる｡Sekiguchi(2001)は,これが直積構造を持つゲームの
8

典型的な現象であることを,以下の定理に要約している｡

定理 Gが直積構造を持ち,そのナッシュ均衡利得が一意であるとしよう｡このとき,任意

の Tについて,G(T)の均衡利得は一意である｡

証明 Sekiguchi(2001)を見よ｡

直積構造下では,有限回繰 り返 しゲームの均衡利得の一意性 とステージゲームの均衡利得

の一意性との同値命題が成立する｡しかし上の例が示すように,直積構造を持つゲームにお

いても,ステージゲームの均衡の一意性は有限回繰 り返 しゲームの均衡の一意性を意味しな

い｡それでも直積構造は,有限回繰 り返 しゲームにおいて協調不可能性定理を導出しやすい

クラスとみなされるべきである｡というのも,次節の例が示すように,直積構造が失われる

と,有限回繰 り返 しゲームの均衡利得の一意性すらも簡単には保証できないからである｡

4 協調的均衡の発生

この節では前節より一歩進めて,ステージゲームのナッシュ均衡の一意性が,有限回繰 り

返 しゲームの均衡利得の一意性すらも意味しないことを示す｡ここでは,Mailath,Matthews

andSekiguchi(2001)が提示した例に依拠する｡

Gを次のように与えよう｡n-2,Al-A2-〈1,2,3),Y-(1,2,3)｡シグナルの分布を

定義するために,以下のような行動プロファイルの集合 Aの分割を考える｡

Al-((1,1),(2,2),(3,3))

A2-((1,2),(2,3),(3,1))

A3-((1,3),(2,1),(3,2))

(6)から(8)を用いて,7tを以下のように定義する｡
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1/2 ifa¢Ay

0 ifa∈Ay
(9)
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Gが直積構造を持たないことは,容易に確認できる｡

利得関数は,以下の通りである｡任意の i及び ai∈Alについて,ul(a" 1)-3,佳意の

al∈Al及び al∈Alについて,ul(a1,2)-u2(a2,3)-1かつ ul(al,3)-u2(a2,2)-Ilo

これらの情報を用いると,任意の行動プロファイル a∈A を所与としての各プレーヤーの期

待利得を計算できるOそれを利得ベクトルの形で書 くと,任意の a∈Alについて (0,0),

任意の a∈A2に対して (1,2),任意の a∈A3について (2,1)となることがわかる｡結果

として,各プレーヤーが全ての行動を等確率で混ぜる (つまり各行勤の確率を1/3にする)

のが,Gの一意的なナッシュ均衡である｡ちなみに,各プレーヤーの均衡利得は1である｡

しかし,Gの相関均衡は一意ではない｡例えば,A2uA3上の6つのプロファイルに等確率を

振るような確率分布はCの一つの相関均衡で,しかも上で求めたナッシュ均衡より各プレー

ヤーの利得は高い (1.5になる)｡

さて,次のような G(2)の戦略プロファイル ♂-(♂1, ♂2)を考えよう｡ 1期日は,Gの一

意的なナッシュ均衡がプレーされる｡2期日の行動は,その期の歴史 (al(1),y(1))に以下

のように依存する｡もしy(1)-1ならば,各プレーヤーは1期日に取った行動 (al(1))を確

率 1で選ぶ｡もしy(1)-2ならば,プレーヤー1は1期日に取った行動から1を引いて得ら

れる行動を確率 1で取 り,プレーヤー2は1期日に取った行動に1を足 して得られる行動を

確率 1で取る｡ここで,3+1-1,1-1-3という風に考えることにするOもLy(1)-3なら

ば,プレーヤー1は1期日に取った行動に1を足 して得られる行動を確率 1で取 り,プレー

ヤー2は1期日に取った行動から1を引いて得られる行動を確率 1で取る｡

すが G(2)の逐次均衡になることを示そう｡まず,各プレーヤーの2期日の行動の逐次合理

性をチェックするOもLy(1)-1ならば,(6),(9)及び o･の定義から,at(1)をプレーし

たプレーヤーiは,相手の 1期日の行動について al(1)+1とaz(1)-1をそれぞれ確率 1/2

でプレーしたであろうという風に予測する｡この予測を所与とすると,相手の2期日の行動

の予測は,やはり al(1)+1と al(1)-1をそれぞれ確率 1/2でプレーするというものにな

る｡従って,プレーヤー iとしては aZ(1)をプレーするのが逐次合理的になる｡

もしγ(1)-2ならば,(7),(9)及び ♂の定義から,α1(1)をプレーしたプレーヤー1は,

プレーヤー2の 1期日の行動について確率 1/2で al(1),確率 1/2で al(1)11と予測する｡

よって,y(1)-2のときのプレーヤー2のプレーの仕方に注意すると,プレーヤー2の2期日

の行動に関する予測は確率 1/2で α1(1),確率 1/2で α1(1)+1となる｡結果として,α1(1)-

1を選ぶのが逐次合理的になる｡同様にもしγ(1)-3ならば,(8),(9)及び ♂の定義から,

al(1)をプレーしたプレーヤー 1は,プレーヤー2の 1期 日の行垂加こついて確率 1/2で
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al(1),確率 1/2で al(1)+1と予測する｡やはりy(1)-3のときの o･の定義に注意すると,

プレーヤー2の 2期日の行動に関する予測は確率 1/2で α1(1),確率 1/2で α1(1)-1とな

る｡よって,プレーヤー 1としては,al(1)+1を選ぶのが逐次合理的である｡同様の議論が,

y(1)-2またはy(1)-3のときのプレーヤー2の行動についても可能である｡

最後に, 1期日の行動の逐次合理性を確認しよう｡上の議論より,いかなる2期日の歴史

を所与としても,各プレーヤーは以後逐次合理的にプレーすれば1.5の期待利得を得る｡つま

り, 1期日の行垂加ま2期日の利得に何らの影響 も与えないので,逐次合理的であるためには,

各プレーヤーの 1期日の行動が相手の1期日の行動に対する短期的な最適反応になっていれ

ばよい｡♂の1期日の行動はステージゲームのナッシュ均衡に対応するので,ゆえに逐次合理

性は満たされている｡

♂においては,1期日のプレーは Gのナッシュ均衡に対応するが,2期日のプレーは Cの

ナッシュ均衡ではない相関均衡に対応する｡その相関均衡はナッシュ均衡をパレー ト支配す

るので,♂はステージゲームの均衡の2回繰 り返 しよりも効率的になる｡より興味深いのは,

プレーヤーの2期日の行動を1期日の自分の行動に巧妙に依存させることによって,2期日

のプレーを相関均衡に対応させられることである｡長期的関係内部で以後のプレーを相関均

衡に対応させるような確率構造を構築できるというアイデアは,もともとは Lehrer(1991)

にさかのぼる｡Lehrer(1991)の枠組みは,情報構造などが我々の定式化と異なるので直接の

比較を許さないが,逆にいえば,このような内的相関 (internalcorrelation)のアイデアがか

なり広汎に当てはまる重要なものであることを示唆 している｡

ここで考えた例は,たとえステージゲームの利得関数またはモニタリングの技術を少 し変
9

化させたとしても,上で考えた Jに近い均衡が存在するという意味で,頑健である｡詳細は,

Mailath,MatthewsandSekiguchi(2001)を見られたい｡

注

1 出版年だけ見ると誤解を招くが,AumannandShapley(1994)の結論は,それより20年ほど前

から業界では知られていた｡

2 繰 り返 しゲームの理論が確立された頃に時を同 じくして発表された2本のサーベイ

(Fudenberg(1992),Pearce(1992))が,ともに協調 (cooperation)という単語をタイトルに含

めているのは,この見方を支持する事実である｡

3 より一般的な,そして理論家の興味を最近集めているケースは,各プレーヤーが相手の過去の

行動のシグナルを私的情報として受け取るものである｡このいわゆる私的モニタリング (private

monitoring)のケースにおいても,ステージゲームの均衡の一意性は有限回繰り返しゲームの均

衡利得の一意性を意味しないことが示されている｡詳細は,Kandori(1991)および Sekiguchi

(2000)を見よ｡
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4 Radner,MyersonandMaskin(1986)の協翻不可能性命題が示すように,Fudenberg,Levine

andMaskin(1994)のフォーク定理は,いつでも成 り立つわけではない｡よって,フォーク定理

が成 り立たない場合は,たとえ繰 り返 しの回数が無限でも私的戦略が大きな役割を果たす可能性

がある｡KandoriandObara(2000)は,このことを明示的に分析 している｡

5 数学的には,Sとは Al上の確率分布の集合と同一視できる｡

6 解概念がナッシュ均衡のときは,均衡経路外でのカラ脅しが許されるために,G(T)の均衡は

一般に無数に存在する｡しかし,均衡経路は必ず一意である｡結果として,Gの均衡利得の一意

性と G(T)の均衡利得の一意性が同値であるという結論は,ナッシュ均衡の下でも従う｡

7 ただし,A-1/2のときだけ,o･は公的戦略になる0

8 Sekiguchi(2001)はいわゆるフルサポー トの仮定の下で以下の定理を得ているが,それは説明

上の簡単化のためであり,以下の命題はそのような仮定なしで成立することを,ここで強調 して

おこう｡

9 とりわけ,フルサポー トの仮定を満たすように打を変化させてもよい｡
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