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期待値の評価方法に関する考察 :

重点的サンプ リング,棄却法,

Metropolis-Hastingsアルゴリズムの比較

谷 崎 久 志

1 はじめに

計量経済学,統計学において,最も基本的な主題の一つは期待値を推定することであるO

通常,確率変数には連続型を仮定するのか焼例であり,したがって,一部の特殊な場合を除

いては,期待値に含まれる積分を明示的に評価するということが難しい場合が多い｡このよ

うな積分が明示的に評価できない場合に,いかに期待値を求めるかという問題はかなり厄介

な問題である｡従来では,数値積分による積分値の近似が主流であった｡しかし,台形公式,

シンプソン公式,ガウス型積分公式等 (例えば,Press,Teukolsky,VetterlingandFlann-

ery(1992)を参照せよ)の数値積分法は,コンピュータの進歩が著しい今日でさえ次元が
1

大きくなると計算量が膨大になり,実行不可能になることがよく知られた事実である｡よっ

て,計算量を増大させないような様々な期待値の評価方法がこれまで考案されてきた｡本稿

では,重点的サンプリング (Geweke(1988,1989a,1989b),Koop(1994),Shao(1989)),

棄却法 (Boswell,Gore,PatilandTallie(1993),ChibandGreenberg(1995),Knuth
2

(1981),0'Hagen(1994)),Metropolis-Hastingsアルゴリズム (ChibandGreenberg

(1995,1996),Geweke(1996,1997),Tierney(1994))による期待値の評価方法を紹介

し,その精度を考察する｡

重点的サンプリングとは,モンテカルロ積分という方法を用いて,積分値を乱数によって

近似する方法である｡それに対して,棄却法とMetropolis-Hastingsアルゴリズムとは,

任意の密度関数から乱数を生成する方法であり,期待値は単に乱数の算術平均によって与え

られる｡言い換えると,棄却法とMetropolis-Hastingsアルゴリズムとは,積分計算をせ

ずに期待値を求める方法である｡Metropolis-Hastingsアルゴリズムは繰り返し計算によっ

て,収束先が目的とする密度関数からの乱数となっているというところに特徴がある (Markov

ChainMonteCarloと呼ばれる)｡棄却法とは,一つの独立な乱数を生成する方法であり,

IndependenceMonteCarloと呼ばれ,MarkovChainMonteCarloとは区別される｡

本稿では,この3つの方法で期待値を計算し,シミュレーションによって,精度を比較す
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る｡予想される結論は,棄却法が最も精度面からは優れているが,計算時間がかかるという

欠点を持つということである｡

2 期待値の評価方法

確率変数 xの分布関数をf(x)とするog(･)をある既知の関数としたとき,E(g(x))

を評価することを考える｡すなわち,ど(〟)の期待値は

E(g(x))-∫g(x)i(x)dx (1)

として与えられる｡

g(･)や/(･)の関数形に依存するが,一般的には,多くの場合で,(1)式を明示的に

評価することは不可能である｡そのような場合には,モンテカルロ法によって,(1)式を

近似的に評価する方法が採用される｡(1)式を近似的に評価するするためのモンテカルロ

法には,いくつかの種類があるが,重点的サンプリング,棄却法,Metropolis-Hastingsア

ルゴリズムが有名な方法である｡

2.1 重点的サンプリング (lmportanceSampling)

重点的サンプリングを行うためには,分析者によって適切に特定化されなければならない

重点的密度関数 (ImportanceDensity)と呼ばれる密度関数を導入する必要がある｡重点

的密度関数をf*(x)として定義する｡

重点的サンプリングによる期待値の評価方法によると,重点的密度関数f.(x)からN個

の乱数 xl,x2,･･･,XNを生成し,その乱数によって期待値が近似的に評価されるのである｡

したがって,重点的密度関数f*(x)は簡単に乱数の生成出来る密度関数 (例えば,一様分

布,正規分布等)が選ばれなければならない｡

期待値の近似は次のように行われる｡

E(g(x))-∫g(x)I(x)dx

-Ig(x,f% f･(x,dx

-∫g(x)u(x)f*(I)dx

* 9.g(x7)u(X,)

…glT

2行目では,重点的密度関数f*(x)を用いて,積分が変形される｡3行目では,ウエイ

ト関数 (WeightFunction)が用いられ,その定義は,a'(x)=f(x)/f*(x)である｡4行目
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では,重点的密度関数f*(x)から生成されたN個の乱数 xl,x2,- ,XNを用いて,積分値

が近似的に評価される｡この重点的サンプリングに基づいた積分方法をモンテカルロ積分と

呼ぶ.5行目では,近似的に評価された期待値 (または,積分値)をg(x)として定義さ

れる｡

推定値 g(〟)の漸近的な性質は,中心極限定理により,

g(∬)-E(ど(∬))

O-/rN . N(0･l)

となることが証明される (例えば,Geweke(1988,1989a,1989b)を参照せよ)｡ただし,
＼r

∂2≡(1/N)∑(g(xz)W(x.)-gl T )2 とする｡rI-

2.2 棄却法 (RejectionSampling)

重点的サンプリングでは,期待値における積分値をモンテカルロ積分によって近似すると

いう方法を用いた｡しかし,本節と次節では,f(x)から直接乱数を生成し,期待値を評価

するという方法を採用する｡ ∬1,∬2,-･,∬Ⅳを′(∫)からの 〃個の乱数とした場合,

E(g(x))は単に以下のように求められる｡

E(g(x"-/g(x)I(x)dx* t,g(xz)-glT

このように,本節と次節で紹介する方法によると,生成したい密度関数/(〟)からの乱数を

生成することが必要となる｡

f.(x)をサンプリング密度関数 (SamplingDensity)として,u(x)を以下のように定

義する｡

LUh,::,..I::(I-㌔

これは受容確率 (AcceptanceProbability)と呼ばれる｡棄却法を実行するためには,以下

の仮定を必要とする｡

･-syp豊 <-

棄却法は以下に示される(i)-Gv)の方法によって行われる｡

(i)f*(･)から乱数 (Zとする)を生成する｡

(ii) 60(Z)を求め,区間 [0,1]の一様乱数 uを生成する｡

(a) u≦GJ(I)のとき,Zをf(･)からの乱数とする｡すなわち, xl-Zとする｡ただ

し, xlは第 i番目のf(x)からの乱数とするO

(b) u>u (a)のとき,(i)に戻る.
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(ill) そして,(ii)(a)が実現するまで,(i)と(ii)(b)が繰り返される｡

(iv) i-1,2,･･･,Nについて,繰り返し,N個のf(x)からの乱数 xl,x2,･･･,XNを得る.

棄却法の妥当性については,例えば,Boswell,Gore,PatilandTallie(1993),Chiband

Greenberg(1995),Knuth(1981),0'Hagen(1994)等を参照せよ｡

サンプリング密度関数f.(x)について考えるために,例 として,f(x)とf.(x)が共に

N(FE,62)とN(JL*,0･皇)の正規分布に従う場合をとりあげるOこのとき,条件 γ<…
3

が満たされるためには,6豊>62となることが簡単に証明されるOこれはf*(x)はf(x)

より分散の大きい分布でなければならないということを意味する｡

条件 γ<… が満たされている場合には,棄却法を用いることによって,任意の密度関数

から乱数を生成することが可能となる｡しかし,棄却法は次のような問題点を持つ｡

(1) γを計算する必要があるが,γは必ずしも存在しない場合がある｡この場合には,秦

却法を通用することは出来なくなる｡

(2) 受容確率 u (･)がゼロに近い場合 (すなわち,γが無限大の場合)は,(i)と(ll)(b)が

永遠に繰り返されるため,そのような場合には計算時間が非常にかかる｡

棄却法による乱数 xl,x2,･･･,XNは,互いに独立で,密度関数f(x)からの乱数となるO

したがって,E(g(x))の推定値 g(x)は,中心極限定理によって,

ど(∬)-E(g(∬))
- 〟(0,1)

という結果が得られる｡ただし,∂2-(1/N)∑(g(x.)-g(x))2とする｡Iz;I

棄却法については,例えば,Boswell,Gore,PatilandTaillie(1993),0'Hagan(1994)

andGeweke(1996)を参照せよ｡

2.3 Metropolis-Hastingsアルゴリズム

Tierney(1994),ChibandGreenberg(1995,1996),Geweke(1996)等はMetropolis-

Hastingsアルゴリズムについて研究した｡Metropolis-Hastingsアルゴリズムというのも,

棄却法と同じく,任意の密度関数から乱数を生成する方法である｡

f(x)からxの乱数を生成する場合,Metropolis-Hastingsアルゴリズムによると,棄却

法と同じく,別の密度関数 (すなわち,サンプ1)ング密度関数)を導入する必要があるOそ

の密度関数は,通常,i.(xlz)として置かれる｡同様に,f*(xlz)はサンプリング密度

関数と呼ばれる｡サンプ1)ング密度関数f*(zlx)は次の2つの条件を満たさなければなら

ない｡

(1)サンプ1)ング密度関数f*(xlz)については,素早 く,かつ,簡単に乱数が生成出来

るような密度関数が選ばれなければならない｡
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(2) 乱数を生成したい密度関数f(x)とサンプ1)ング密度関数f.(xlz)とは,xの分布

する範囲が同じようなものである必要がある｡

条件(1)は,棄却法においても必要な条件である｡しかし,棄却法が実行可能であるためには,

サンプリング密度関数が目的とする密度関数よりも幅広 く分布する必要があり,上の条件(2)

とは異なったものであるということに注意せよ｡

Metropolis-Hastingsアルゴリズムを実行するためには,まず,受容確率 a'(x,I)を次

のように定義する｡

a)I.(xJz)
1)･iff(x)f･(zlx),0.
otherwise.

受容確率 u(x,Z)を用いて,Metropolis-Hastingsアルゴリズムは以下のように行われる｡

(i)ガの初期値を∬Oをする｡

(ii) xl-1を与えたもとで,f*(･lxl-1)からの乱数 (Zとする)を生成する｡また,区間

[0,1]の一棟乱数 (uとする)を生成する｡

(iii) 受容確率 u (xl_1,a)を計算し,次の(a)か(b)のいずれかを選ぶO

(a) u≦GD(xl_1,a)のとき, xl-Zとする｡

(b) u>GD(xl_1,I)のとき, xl-Xl-1とする｡

(1V) i-1,2,-･,Nについて,(ii)と(ill)を繰り返す.

(Ⅴ) 十分に大きなNについて, xNはf(x)からの乱数とみなされる｡

Metropolis-Hastingsアルゴリズムの基本的な結果は,N- ∞ のとき,

去,ilg(x-)-Ig(x)I(x)dx=E(g(x"･ (2)

となることが知られている｡ただし,g(･)はある関数とする｡N個の乱数のうち最初の10-

20%の乱数は,通常,期待値の評価のためには使われない｡

サンプ1)ング密度関数f*(aIx)の選択が,Metropolis-Hastingsアルゴリズムにおいて

は,最大の問題点である｡サンプリング密度関数f*(zlx)の分散は大きすぎたり,小さす

ぎたりするのは乱数の生成には効率的ではない (例えば,ChibandGreenberg(1995)を

参照せよ)｡すなわち,サンプリング密度関数f*(zlx)は,乱数を生成したい密度関数f(
〟)と同じくらいの範囲に分布する必要がある (ChibandGreenberg(1996)を参照せよ)｡

また,f*(zlx)の関数形について,f.(zlx)-f*(a-x)のとき,ランダム ･ウォーク･

チェイン (RandomWalkChain)と呼ばれ,f.(zlx)-f*(Z)のとき,インディペンデン

ス ･チェイン (IndependenceChain)と呼ばれる｡

Metropolis-Hastingsアルゴリズムにおいては,i(x)必ずしも密度関数である必要はな
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い｡受容確率 u(x,I)の計算方法を見ると,i(x)は密度関数の核 (kernel)であっても何

ら問題は生じないからである｡

Metropolis-Hastingsアルゴリズムにおいては,xl,x2,-･,XNは厳密な意味での乱数で

はないことに注意せよ｡xl,x2,･･･,XNは相互に相関,しかも,正の相関を持つからである｡
4

xl,x2,･日,XNの系列がエルゴード性という性質を持っていれば,Metropolis-Hastingsア

ルゴリズムによって得られた ∬1,∬2,-･,恥 は (2)という性質を持つことが知られている｡

3 モンテカルロ実験

本節では,前節で紹介した重点的サンプリング,棄却法,Metropolis-Hastingsアルゴリ

ズムの精度比較をモンテカルロ実験によって行う｡目的とする密度関数′(〟)を標準正規分

布,サンプリング密度関数f.(x)を平均 JL*,分散 6豊の正規分布の場合を考え,サンプ

リング密度関数におけるパラメータの値は〃*-0.0,1.0,2.0,3.0,♂*-0.5,1.0,1.5,2.0,
5

3.0,4.0とする｡また,本節では,g(x)-xのみを取 り上げる｡したがって,g(x)-xと

いうことになる｡ 妄 (i)は,第 i回目のシミュレーションにおけるE(x)の推定値を表すもの

とする｡本節におけるモンテカルロ実験の目的は,JL*,6豊の値によって,盲のバイアス

(BIAS)や平均二乗誤差の平方根 (RMSE)がいかに影響を受けるかを考察する｡盲のバ

イアス (BIAS)や平均二乗誤差の平方根 (RMSE)を以下のように定義する｡

BIAS-吉zf.x- (2,IRMSE-吉沖 ,)2

ただし,G-1000とする｡RMSEは,Nが大きくなるにつれて,ゼロに近づ くため,rNx
RMSE によって,比較を行う｡BIASはゼロに近いもの,rNxRMSEは1に近いものが望

ましい値である｡

表1-3のIS,RS,MHはそれぞれ,重点的サンプリング,棄却法,Metropolis-Hast-

ingsアルゴリズムによる結果を意味する｡Ⅳは生成した乱数の数を表し,Metropolis-Hast-

ingsアルゴリズム (MH)の場合はⅣの20%の乱数を余分に生成し,後半の Ⅳ個の乱数

で分析を行った (すなわち,1.2｣Ⅴ個の乱数を生成し,後半の ｣Ⅴ個の乱数を使って,BIAS,

RMSEを求めた｡ただし,表3の計算時間は1.2｣Ⅴ個の乱数の生成による計算時間である)0

また,表 1-3のRSの項目の "ノ'は,棄却法が適用できない場合 (すなわち,γが存在

しない場合)を表す｡表 3では,CPUが DX266Mzの DOS/VパソコンとWatcom

FORTRAN77Version10.6(Sybase,Inc.)のFORTRAN コンパイラを用いて,G-

1000回の計算時間 (単位は秒)を表す｡

表から得られる結論は以下の通りである｡

表 1はBIASを表し,ゼロに近いものが望ましい｡〟*-0.0のときは,♂*の値にかかわ
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表1:BIASによる比較
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p了 〟 0.5 1.0 1.5 2.0 3.0 4.0

0.0 ⅠS 50 .012 .007 .004 ,002 -.001_ 一.004

100 -.024 .003 .003 002 000 001
200 -∴018 .001 -.001 001 .001 001
500 -.005 .001 .000 001 001 001
1000 -.009 .001 .000 001 001 001

RS 50 .007 004 000 002
100 .000 000 002 001
200 -.001 001 002 001
500 .000 001 .001 002
1000 -.001 001 001 000

MH 50 .010 .011 .014 014 009 010
100 006 006 007 007 005 005
200 000 000 001 000 000 001
500 001 001 002 001 001 002
1000 001 001 002 002 001 001

1.0 ⅠS 50 214 007 007 007 010 010

100 061 003 003 004 005 005
ZOO 062 002 002 002 004 006
500 136 002 001 002 003 004
loo° 104 002 001 001 001 002

RS 501002005001000 003002002001001 002003002001001 005002001001001 001002001001001

MH 50 .147 .382 369 230 112 066
100 141 374 361 225 104 060
200 133 368 354 216 095 053
500 132 367 354 217 096 054
1000 132 366 354 217 095 053

2.0 ⅠS 50 398 021 007 004 004 013

100 316 022 002 001 002 006
200 327 026 001 002 001 003
500 363 003 002 000 001 002
1000 331 003 002 000 000 000

RS 50100200500.1000 008005004002001 003005005002002 003002004001000 005001003001001

MH 50 .051 .047 225 278 178 116
100 045 042 221 274 174 110
200 039 036 215 268 167 103
500 038 035 216 266 166 101
1000 037 035 215 266 166 101

3.0 ⅠS 50 269 184 006 008 001 004

100 419 -046 013 002 001 002
200 420 -064 004 001 001 005
500 345 056 003 001 001 -.001
1000 375 021 005 000 001 ,000

RS 501002005001000 009000000001000 000000004001000 005005001002000 006004000001000

MH 50 .014 .012 057 185 205 148
100 .009 .006 052 181 201 144
ZOO .003 .000 047 178 195 137
500 .002 -.001 045 178 194 137
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表2:rNxRMSEによる比較

p了 〟 0.5 1.0 1.5 2.0 3.0 4.0

ⅠS 50 5.316 1.012 0.886 0.942 1.109 1.244
100 14.541 0.995 0869 0941 1133 1290
200 14.100 1.004 0901 0967 1105 1247
500 10.757 0.697 0870 0945 1100 1238
1000 16.821 0.975 0862 0929 1105 1256

0.0 RS 501002005001000 00101992 1993 1011 1991 0002 0003 1007 1045 1993 1980 0022 1007 1014 1028 1990 1003001013005001

MH 50 0.913 0.979 1232 1212 1.154 1117

100 0000945 1010 270 1232 1178 1155

200 949 1022 284 1261 1184 1145
500 924 0983 221 1193 1147 1115
1000 914 0980 1.225 1210 1164 1110

1.0 ⅠS 50 746600 2285 1094 0996 1066 1218

100 036 2400 066 1018 1138 1263
200 39541 2379 055 1020 1160 1282
500 27042 2314 046 1011 1152 1287
1000 48105 2392 1.085 1.OZO l.123 1.279

RS 50100ZOO5001000 11111.026 1.014 0.021 1.003 0.044 1009 1994 1004999 1007 1.023 1.014.003.001 0.010 0008996992992992

MH 50 1.111 1.089 1.022 1.106 1.102 1.090

100 1111.155 1.148 .068 .145 .133 .111

200 .154 1.165 .073 .151 .173 .145
500 .108 1.125 .036 .110 .133 .086
1000 .108 1.116 .034 .107 1.104 .073

2.0 ⅠS 50 125904 8105 1.914 1.324 1219 1251

100 759 15371 .957 1321 1237 1348
200 20530 15071 .917 1311 1221 1329
500 13396 12050 .889 1320 1215 1325
1000 34026 13714 1.968 1332 1213 1.289

RS 501002005001000 10010000992 1988 1006 0986 0056000009 1990 1997 0015 1002 1008 1026 1988 1.013.005.013.027003

MH 50 1.059 1.016 0886 0920 1050 1065

100 1111092 1035 0.920 0.975 1.090 .090

200 112 1051 0.918 0.963 1.112 1122
500 070 1025 .924 0.947 1.050 1068
1000 066 1018 0913 0932 1047 1061

3.0 ⅠS - 50 744587 14461 4828 1974 1447 1432

1-00 925 71006 739 2045 1419 1411
200_ .｢_38752 63265 690 2064 1461 1411
500 26570 .44291 714 1988 1492 1414
1000 45829 66466 4894 2076 1444 1417

RS 501002005001000 11010033 0052 0997 1001 1968 0994 0988 0013 0001 0030 0995 1968 0982 1960 0978 1018987006994012

MH 50 0,991 0.978 0956 0878 0957 1025
100 1.021 1.009 0964 0889 0987 1066
200 1.032 1.021 0982 0915 0979 1065
500 0.996 0.985. 0948 0891 0979 1029
1000 0.991 0.980 0943 0876 0965 1000
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表3:計算時間による比較 (単位 :秒)
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〟了 〟 0.5 l.0 1,5 2.0 3.0 4.0

ⅠS 50 2.91 2.69 2,86 2.86 2.91 2.91
100 5.76 5.38 5.71 571 576 5.77
ZOO ll.53 10.77 11.42 11.48 1 54 11.53
500 28.78 26.85 28.51 2861 2867 28.84
1000 57.40 53.83 56.91 5723 5745 57.62

0.0 RS 50100 51022 649 1498 1000 2039 1388 279590200 20.98 2796 4169 55.75
500 5246 6992 10 19 139.58
1000 104.80 13957 20839 27804

MH 50 5.17 4.94 517 516 5.11 516200 20.88 19.72 20.43 2054 20.54 2054
500 51.24 49.32 51.13 5130 51.30 5.41
1000 10254 98.54 10222 10255 102.60 10277

1.0 ⅠS 50 25ll85 286 286 286 2.86 286_

100 76 571 572 571 571 76
200 53 1148 1142 1142 1147 1154
500 2884 2862 2856 2861 2861 2873
1000 5767 5735 5696 5718 5728 5745

RS 50100 71580 855 1624 1148 2210 1419 28.3473200 3109 3290 4 32 5734
500 7778 8212 11051 14330
1000 15544 16422 22114 28682

MH 50 5.05 5.17 510 505 511 516
100 1022 1027 1017 1016 1022 1022
ZOO 2033 2054 2027 2027 2038 2049
500 5086 5130 5064 5064 5091 5108
1000 10172 10260 10128 10139 10183 10221

2.0 ⅠS 50 25ll92 291 2.86 2.86 286 285

100 83 571 5.77 5.72 577 77
ZOO 59 1154 11一48 11.54 1148 1154
500 28.89 2883 28.67 2872 2873 2878
1000 57.78 57.62 57.40 5739 574d 5751

RS 50 25.65 1351 1334 1587
100 51.36 2702 2680 31.91
200_ 102.66 5399 53.50 6349
500 256.50 13 90 13330 15835
1000 513,51 26996 26672 31665

MH 50 5.16 5.10 5.11 511 505 5ll
100 10.22 1027 1027 1022 1021 1022
200 20.49 2054 2044 2038 2032 2044
500 51.30 5136 5114 5086 5075 5097
1000 10 54 10271 10261 10172 10156 10205

ⅠS 5D 25ll91 286 291 292 286 286
100 .77 5.83 576 576 571 5.76
200 .58 11.53 11.53 1153 1148 11.48
500 28.89 28.89 28.83 2878 2873 28.78
1000 57.89 57.78 5761 5762 5745 57.51

3.0 RS 50 18845 3098 1813 18.73
100 37845 6212 3647 3746
200 75588 12391 7289 7 70
500 189279 30978 18241 18719
1000 378653 61929 36433 37382

MH 50 5.16 5.16 511 511 511 5ll
100 10.27 10.27 10.21 1027 1016 10.21
200 20.54 20.55 20.49 20.44 20.32 20.44
500 51.30 51.35 5.24 5.19 50.81 50.98
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らず,IS,RS,MHのいずれもBIASはゼロに近 く良好な結果となった｡しかし,I

Sについては,〃*が大きくなっても,♂*を大きくすればBIASは減少するということが

読み取れる｡RSは〟*,♂*の値にかかわらず,推定値のバイアスは存在しないと結論づ

けられる｡MHについては,Ⅳを増やせばBIASは小さくなっていくが,JV-500とⅣ -

1000とではそれほどの差はなく,真の値-の収束は非常に遅いと言える｡しかも,〃*と

♂串の値によっては,BIASがかなり大きい場合もある (例えば,〟*-1.0かつ♂*-0.5,

1.0,1.5,2.0の場合,〟*-2.0かつ 6*-1.5,2.0,3.0の吸合,〟 カニ3.0かつ6*-2.

0,3.0,4.0の場合)0

表 2はrNxRMSEを表し,1に近いものが望ましい｡どの場合についても,RSが最も

1に近 く,期待値の推定には最 も適切な手法であると言える｡ISについては,♂*が小さ

い (すなわち, 6*-0.5,1.0)ときは極端に rNxRMSEが大きく,乱数の数 Nを増やし

ても,この値は減少しない｡さらにISについては,1に最も近づ く場合は,〟*と♂*の

値に依存しているため,〟*と♂*の選択に一般的な法則性を見つけることが難しい｡MH

については,それほど極軌 こ1から離れるものはなく良好な結果と言えるが,RSと比較す

るとかなり劣る｡

表3の計算時間については,ISが最も計算時間がかからない方法である｡IS,MHは

Ⅳに比例するが,〟*や す*には依存しない (すなわち,サンプリング密度関数には計算

時間は依存しない)｡しかし,RSの場合,〟*-0.0,1.0で′(〟)の期待値に近いときは,

o･*が大きくなれば計算時間が増大するが,JJ*が′(x)の期待値から離れるにつれて,

6*が大きくなると計算時間が短 くなる｡このように,f*(x)が′(x)から離れるにつれて,

計算時間は増大するという結果が得られる｡よって,RSについては,/(〟)の期待値が未

知である以上,f*(x)の分散 6豊を大きくとっておく方が望ましいと言える｡

4 おわりに

本稿では,一般的な連続型密度関数のもとで,モンテカルロ法を用いて3種類の期待値の

評価方法を紹介し,その精度の比較を行った｡重点的サンプリングとは,モンテカルロ積分

によって一般的には評価不可能な積分値を求めるというものであるOそれに対して,棄却法

や Metropolis-Hastingsアルゴリズムは共に任意の密度関数から直接乱数を生成し,乱数

の単純平均によって期待値をもとめようとするものである｡両者の違いは,前者がIndepend-

enceMonteCarloに対し,後者はMarkovChainMonteCarloという点で異なる｡換言

すると,前者は任意の密度関数から互いに独立な乱数を生成する方法であるが,後者は収束

先のみが正確な意味での乱数ということになる｡よって,期待値を推定する際に,同じ精度

の推定値を得るためには,Metropolis-Hastingsアルゴリズムは棄却法よりも多くの乱数を
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6
必要とする｡またさらに,棄却法はサンプリング密度関数に依存しないが,Metropolis-Hast-

7
ingsアルゴリズムはサンプ リング密度関数の選択に大きく影響される｡

モンテカルロ実験 (表 1-3)で得られた結論は,以下のとおりである｡

(1) IS,MIiでは,サンプ1)ング密度関数f*(x)の選択の仕方によっては,推定値に

バイアスが生じる場合がある｡RSについては,サンプリング密度関数に依存せずに,

どの場合でもバイアスのない推定値を得ることが出来る｡

(2) RMSE基準では,〟*,♂*の値にかかわらず,RSが最 も良い推定値を与える｡M

Hについては,それほど極端に1から離れるものはなく良い結果と言えるが,RSと比

較するとかなり劣る｡

(3)最 も計算時間がかからない方法はISである｡IS,MHはⅣ に比例するが,〟 *

や 6*に計算時間は依存しない｡しかし,RSの場合は,f*(x)がf(x)から離れるに

つれて,計算時間は増大する｡

以上の結果から,RSが最も良い推定値を与えるが,実行不可能な場合 (すなわち,γが

存在しない場合)もあるということを心に留めておくべきである｡よって,任意の場合に通

用可能な方法としては,BIASの大きさとRMSEの大きさから判断して,危険がより少な

いという意味でISよりむしろMHが好まれるであろう｡しかし,MHにしても,サンプリ

ング密度関数の選択は重要な問題であるということを,最後に付け加えておく｡

注

1 単純に,台形公式による数値積分を例にとると,k次元で,積分区間の分割がN個の場合,

計算時間はNkに比例する｡よって,kが大きくなると,極端に計算量は増大する0本稿では,

重点的サンプリング,棄却法,Metropolis-Hastingsアルゴリズム等のような計算時間がそれほ

ど次元kに依存しないような方法を取り上げ比較する0

2 Metropolis-Hastingsアルゴリズムの特殊ケースとして,Gibbsサンプリングという方法もあ

る｡Gibbsサンプリングについては,Arnold(1993),GemanandGeman(1984),Geweke

(1996,1997)を参照せよ｡

3f(x)とf*(x)をN(JL,62)とN(FL*,62*)として,γを求める｡γは以下のように変形

される｡

･-sYp豊

-S轄 exp仁 志 (x-〟)2+よ くx-Fh)2)
-S轄 exp(言 霊 諾 (x一票 欝 )2-隻 語 ㌘)

γが存在するためには,xの範囲は--<x<∞ なので,62*-o'2>Oである必要がある｡この
とき,
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･莞 exp仁隻諾㌘)
となる｡

4 MetropolisIHastingsアルゴリズムの(I)-(V)によると, xlとxi+mとの相関は,mが大きくな

るにつれて,ゼロになることは容易に理解できることであろう｡

5 重点的サンプリング,棄却法,Metropolis-Hastingsアルゴリズムの3つとも,同一のサンプ

リング密度関数を採用するo特に,Metropolis-Hastingsアルゴリズムでは,f*(xlz)-f.(x)

となり,IndependenceChainと呼ばれるサンプリング密度関数となっている｡

6 しかし,サンプリング密度関数の選択によっては,γが存在しない場合もあるので,この意味

においては,棄却法はサンプリング密度関数に依存すると言える｡γが存在しさえすれば,棄却

法による乱数は正確な意味での乱数となるので,サンプリング密度関数には依存しないことにな

る｡

7 サンプリング密度関数の選択によって,収束のスピードが大きく異なる｡例えば,十分大きい

Nについて, xNがMetropolis-Hastingsアルゴリズムによって生成したい密度関数f(x)から

の乱数になっているとする｡このとき, ∬〃+1もまたMetropolis-Hastingsアルゴリズムを実行

することによって′(∫)からの乱数になっている｡ しかし,∬Ⅳは ガル+1と相関を持つので,

Metropolis-Hastingsアルゴリズムによる乱数は互いに独立ではない｡この点が棄却法とは異な

る｡

参 考 文 献

Arnold,S.F.,1993,"GibbsSampling,"inHandbookofStatistics,Vol･9,editedbyRao,C.R.,

pp.599-625,North-Holland.

Boswell,M.T.,Gore,S.D.,Patil,G.P.andTaillie,C"1993,"TheArtofComputerGeneration

ofRandomVariables,"inHandbookofShZtistics,Vol.9,editedbyRao,C.R.,pp.661-721,North-

Holland.

Chib,S.andGreenberg,E.,1995,"UnderstandingtheMetropolisIHastingsAlgorithm,"The

AmeyicanStatistician,VoIA9,NoA,pp.327-335.

Chib,S.andGreenberg,Eり1996,"MarkovChainMonteCarloSimulationMethodsinEconometrics,

Econometn'cTheoYy,Vo1,12,No･4,ppAO9-431･

Geman,S.andGeman,D.,1984,"StochasticRelaxation,GibbsDistributions,andtheBayesian

RestorationofImages,"ZEEETransactionsonPattemAnalysisandMachineIntelligence,Vol.

Pami-6,No.6,pp.721-741.

Geweke,J.,1988,"AntithenticAccelerationofMonteCarloIntegrationinBayesianInference,

JournalofEconometrics,Vol･38,pp･73I90.

Geweke,Jリ1989a,̀ M̀odelingwithNormalPolynomialExpansions,"inEconomicComplexity.I

Chaos,SunQots,BubblesandNonlinearity,editedbyBarnett,W.A.,Geweke,J･andShell,K.,
CambridgeUniversityPress.

Geweke,∫.,1989b,"BayesianInferenceinEconometricModelsUsingMonteCarloIntegration,

Econometrica,Vol.57,pp.131711339.



期待値の評価方法に関する考察 85

Geweke,J.,1996,"MonteCarloSimulationandNumericalIntegration,"inHandbookof

CompuhztiomlEconomics,Vol･1,editedbyAmman,H･M.,Kendrick,D.A･andRust,J･,pp.731-

800,North-Holland.

Geweke,J.,1997,"PosteriorSimulatorsinEconometrics,"inAdvancesinEconomicsand

Econometn'cs:Theo73,andA｣抄Iications,Vol.3,editedbyKreps,D･andWallis,K･F･,pp.128-

165,CambridgeUniversityPress.

Knuth,D.E.,1981,TheAyiofComputerProgramming,Vol.2(SeminumericalAlgorithms,2nded.),

Addison-Wesley.

Koop,G.,1994,"RecentProgressinAppliedBayesianEconometrics,"JournalofEconomic

Surveys,Vol.8,No.1,pp.1-34.

0'Hagan,Aリ1994,Ken血Il'sAdvancedTheoPyOfStatistics,Vol.2B(Bayesianlnference),Edward

Arnold.

Press,W.H.,Teukolsky,S.A･,Vetterling,W･T.andFlannery,BIP･,1992,Numen'calRecipesin

FORTRAN (SecondEdition),CambridgeUniversityPress.

Shao,Jリ1989,̀ M̀onteCarloApproximationsinBayesianDecisionTheory,"Journalofthe

AmericanStatisticalAssociation,Vol.84,NoAO7,pp.727-732.

Tierney,L.,1994,"MarkovChainsforExploringPosteriorDistributions,"TheAnnaゐofShZtistics,

Vol.22,No.4,pp.1701-1762.




