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変数選択後の統計的推測

末 石 直 也 a

本稿では，統計的推測に用いる線形回帰モデルが標本を用いて選択された場合の，

統計的推測の問題について考察する。線形回帰モデルに含まれる説明変数が標本に

依存して決定されるとき，分析に用いられるモデルがランダムに決定されるため，

変数選択後に行われる統計的推測の結果を歪めてしまう。本稿では，このような問

題に対処するために近年提案されている信頼区間の構築方法を紹介する。

キーワード 一様性，信頼区間，変数選択

1 は じ め に

本稿では，線形回帰モデルの係数パラメータの信頼区間の構築方法について，従来から用

いられている手法の問題点を整理するとともに，それらの問題点を克服するための最近の研

究成果を概観する。

以下では，次のような線形回帰モデルを考える。

yi = xi â+ei, i=1, . . . , n

ただし，xi=(xi1, . . . , xip) は p次元の説明変数のベクトル，â=(â1, . . . , âp) は p次元の係数

のベクトルである。ベクトル xiはデータの分析者が候補として持っている全ての説明変数

を含んでいる。説明変数は確率変数ではなく，定数であるとする。

データの分析者が入手可能なすべての変数を用いて回帰分析を行うことは稀であろう。通

常は何らかの方法で必要な変数のみを選択した後に，興味のあるパラメータに関する統計的

推測がなされる。変数選択は分析対象のドメイン知識に基づいて行われることもあれば，観

察された標本に基づいて行われることもある。また，観察された標本に基づく場合でも，統

計学的に根拠のある手続きを用いて変数選択を行うこともあれば，自分の興味のあるパラ

メータを有意にするために恣意的に変数を選ぶこともあるかもしれない。

変数選択が標本に依存して行われるとき，標本が異なれば，選ばれる変数も異なる可能性

がある。標本はランダムに抽出されるので，このことは最終的な分析に用いられるモデルが
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ランダムに決定されるということを意味する。ところが，多くの実証研究においては変数選

択の不確実性は無視され，得られたモデルをあたかもあらかじめ与えられた正しいモデルで

あるかのように扱って，統計的推測が行われている。本稿ではこのような方法の問題点を指

摘するとともに，近年考察されている新しい統計的推測の手法を紹介する。

2 従来の方法とその問題点

2．1 変数選択が統計的推測に与える影響

変数選択後の統計的推測の問題を整理するため，Leeb and Pötscher（2005）の例を借用す

る。以下の例では説明変数の候補が 2つしかないが，本質を理解するには十分である。

ある (â1, â2) が存在して，yiは次のようなデータ生成過程から得られるものとする。

yi=xi â+ei=â1xi1+â2xi2+ei （ 1）

ただし，ei～N(0, ó2) であり，ó2 は既知であるものとする。興味があるパラメータは â1 のみ

であり，â1 の信頼区間を構築するために，xi2 を推定する線形回帰モデルに入れるかどうか

を決定するという状況を考える。

さらにノーテーションを導入する。xi1 のみを説明変数とするモデルを�1，xi1 と xi2 の両

方を説明変数とするモデルを�2 で表す。また，正しく定式化されたモデルのうち，最も未

知パラメータが少ないものを�0 という記号で表す。すると，（ 1）の â2 の真の値に応じて

�0=�1 â2=0 のとき

�2 â2≠0 のとき

が成り立つ
1）

。また，次のように行列を定義する。

ó2 1n
n

∑
i=1
xixi-1

= ó21ñó1ó2 ñó1ó2ó22 
さらに，ñ≠0 としておく。

それぞれのモデルを用いた場合の âj( j=1, 2) の OLS 推定量を，â̂j(�1) と â̂j(�2)で表す。

モデル�1 においては â2 は推定しないが，â̂2(�1)=0 であると考える。â1 の推定量について，

�0=�1 であれば，

â̂1(�1)～Nâ1, ó21(1-ñ2)n 
が成り立つ。Z統計量を Z=�n (â̂1(�)-â1)|(ó1�1-ñ2)，záを標準正規分布の上側 á点と

すると，P(Z�zá|2)=1-áであることから，â1 の信頼水準 1-áの信頼区間は

CI1(�1)=â̂1(�1)-zá|2
ó1�1-ñ2

�n
, â̂1(�1)+zá|2

ó1�1-ñ2

�n  （ 2）

によって得られる。Z統計量の分布は未知パラメータ â1 には依存しないので，信頼区間が â1
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を含む確率（被覆確率）も â1 の値に依存しない。一方，�0=�2 のときには

â̂1(�2)～Nâ1, ó21n 
が成り立ち，â1 の信頼水準 1-áの信頼区間は

CI1(�2)=â̂1(�2)-zá|2
ó1
�n
, â̂1(�2)+zá|2

ó1
�n  （ 3）

によって得られる。この信頼区間の被覆確率も，(â1, â2) の値には依存していない。�0=�1

のとき，（ 2）のほうが（ 3）よりも信頼区間は短くなる。一方，�0=�2 であるときに誤って

â̂1(�1)で â1 を推定してしまうと，欠落変数バイアスが生じてしまい，（ 2）は適切な信頼区

間とはならない。よって，�0 に応じて

CI1(�0)=CI1(�1) �0=�1 のとき

CI1(�2) �0=�2 のとき

のように信頼区間を使い分けることが可能であれば理想的である。

実際にはどちらのモデルが�0 であるかはわからないため，例えば，次のようなルールに

基づいて，信頼区間の構築のために用いるモデル �̂を決定することにする。

�̂= ^

^

�1 �n â2(�2)|ó2�cのとき

�2 �n â2(�2)|ó2>cのとき

ただし，c>0 はデータ分析者が自ら決定する閾値である。c=zá|2 とすれば，Z検定に対応

する。有意水準 áで H0：â2=0 を検定し，H0 が棄却されれば�2 を用い，そうでなければ

�1 を用いる。また，詳しくは論じないが，c=�2 とすると赤池情報量規準（AIC）に基づ

く変数選択に対応し，c=�nとするとベイズ情報量規準（BIC）に基づく変数選択に対

応する。

上記のように変数選択を行い，選ばれたモデルに基づいて信頼区間を求めるならば，â1 の

信頼区間は次のように表される。

CI1(�̂)=CI1(�1) �̂=�1 のとき

CI1(�2) �̂=�2 のとき
（ 4）

この信頼区間の被覆確率は

P(â1∈CI1(�̂))=P(â1∈CI1(�1)�̂=�1)P(�̂=�1)

+P(â1∈CI1(�2)�̂=�2)P(�̂=�2)

である。ただし，P(â1∈CI1(�j)�̂=�j)は，モデル�jが選ばれたという条件の下で，信

頼区間が â1 を含む条件付確率を表す。変数選択の結果は標本に依存し，常に適切なモデル

が選ばれるとは限らない。そのため，（ 4）の被覆確率は一般には 1-áとは異なり，通常は

1-áよりも小さくなる。つまり，変数選択によって選ばれたモデルをあたかも正しいモデ
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ルであるかのように扱って信頼区間を求めてしまうと，信頼区間の被覆確率は意図した信頼

水準よりもずっと小さくなってしまう可能性があるのである。

2．2 一致性を満たす変数選択法

ここでよくある誤解は，一致性を満たす方法で変数選択を行えば，サンプルサイズが十分

大きいときには 2．1節の最後で議論した問題は生じないというものである。変数選択法が一

致性を満たすとは，n∞のとき

P(�̂=�0)1

が成り立つことをいう。つまり，漸近的には�0 を正しく選ぶことができることを意味する。

現在の例においては，AICは一致性を満たさないが，BICは一致性を満たす。

一致性が満たされるとき，（ 4）で与えられる信頼区間は，任意の (â1, â2) について


n∞
P(â1∈CI1(�̂))=1-á （ 5）

を満たすことが示される。すなわち，どちらのモデルが�0 であろうと，CI1(�̂)は漸近的

には信頼水準 1-áの信頼区間になっている。

上記の議論に何も間違いはないのだが，（ 5）が成り立つことは，必ずしも CI1(�̂)が有限

標本でも良い信頼区間であることを意味しない。このような漸近的な議論は，信頼区間が持

つ欠陥を覆い隠してしまう。CI1(�2)と CI1(�̂)の大きな違いは，後者の被覆確率は有限標

本において (â1, â2) の値に依存する点にある。そのため，CI1(�̂)の被覆確率が 1-áに十

分近くなるために必要なサンプルサイズは，(â1, â2) の値に依存して異なる。あるパラメー

タの値についてはサンプルサイズ100でも 1-áに十分近い被覆確率が得られる一方で，別

のパラメータの値についてはサンプルサイズ10000でも被覆確率は 1-áよりずっと小さい

ということが起こりうるのである。

このような問題が起こるのは，（ 5）がパラメータの値についての各点収束の結果であり，

一様収束ではないためである。その点を明確にするため，確率を Pn, â1, â2 という記号を用い

て表すことにする。これは，被覆確率がサンプルサイズ nとパラメータ (â1, â2) の真値に

依存するという意味である。変数選択に BICを用いた場合には，（ 4）について


n∞
min
â1, â2
Pn, â1, â2(â1∈CI1(�̂))=0

となることが知られている。つまり，サンプルサイズが無限に大きくても，パラメータの値

によっては，被覆確率が 0になるようなケースが存在するのである。ここでのポイントは，

極限を取る前に最小値が取られているところにある。各サンプルサイズについて，そのサン

プルサイズの下で最も被覆確率を小さくするようなパラメータを選んでいるので，最小値を

達成するパラメータはサンプルサイズに依存して変化する。

一般に，BICに限らず多くの変数選択の方法について，パラメータの値について一様に信

国民経済雑誌 第227巻第 2号18



頼水準に近い被覆確率をもたらす信頼区間を構築することは不可能であることが知られてい

る（Leeb and Pötscher 2008a）。したがって，説明変数の候補がそれほど多くない場合には，

変数選択などせず，すべての変数をそのまま用いるのが無難である。最初にすべての変数を

含むモデルを推定したのち，有意にならなかった変数を省いて推定しなおすようなことは推

奨されない。モデルに含まれる説明変数が多いと，信頼区間が長くなってしまうというデメ

リットがあるものの，正しい被覆確率が得られないことに比べれば，その弊害はずっと小さ

い。

ちなみに，変数選択後に信頼区間を求める場合には，あるモデル�が選ばれたという条

件の下で，未知パラメータを一定の確率で含む信頼区間を求めるべきだという考え方も存在

する。そのような考えに則るならば，�̂=�を条件とする条件付確率が 1-áになるような

信頼区間を求めることが望ましい。しかし，この場合にも，未知パラメータについて一様に

妥当な信頼区間を構築することは困難である（Leeb and Pötscher 2006）。

2．3 オラクル性を満たす正則化法

Tibshirani（1996）によって Lassoが提案されて以降，特に候補となる説明変数の数が多

いときには，AICや BICなどの情報量規準に基づく方法にとって代わって，正則化法が変

数選択の方法としてよく用いられている。正則化法とは，推定値の取りうる値に制約をかけ

ながら，パラメータの推定を行う方法である。Lassoであれば，次のような最小化問題を解

くことで推定量を得る。

min
b∈�p

n

∑
i=1
(yi-xib)2+ëb1

ただし，･1 は L1 ノルムを表す。ëはデータの分析者によって決定されるチューニングパ

ラメータであり，この値を大きくするほど，推定値は絶対値で 0に近い値をとる。

Lassoの利点は，変数選択と推定が同時に行える点にある。チューニングパラメータをう

まく選んでやれば，いくつかの要素がぴったり 0と推定されるためである。対応する係数が

0と推定されるということは，その変数がモデルから除外されていることを意味する。また，

候補となる説明変数の数が多いときには，情報量規準に基づいて変数選択を行うのは困難だ

が，Lassoならば p>nの場合でも低い計算負荷で変数選択が行える。一方弱点としては，

Lasso はバイアスを持った推定量であり，漸近分布は正規分布とはならない。そのため，特

定のパラメータの統計的推測が目的であるならば，Lasso は適していない。また，Lasso に

よる変数選択は，一般には一致性を満たさない。

Fan and Li（2001）は，変数選択と推定が同時に行えるという正則化の利点を活かしつつ，

統計的推測も行えるような方法を提案している。彼らの手法は次のような最小化問題を解く
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ことで推定量を得る。

min
b

n

∑
i=1
(yi-xi b)2+

p

∑
j=1
pë(bj)

ただし，

pë(bj)=

�
�
�
�
�
�
�

ëbj bj�ëのとき

-
bj2-2aëbj+ë2

2(a-1)
ë<bj�aëのとき

(a+1)ë2

2
aë<bjのとき

であり，a>2 もチューニングパラメータである。この正則化法は，SCAD（smoothly clipped

absolute deviation）と呼ばれる。

SCADが満たす重要な性質にオラクル性がある。真のパラメータベクトル âのいくつかの

要素が 0であるとする。一般性を失うことなく，最初の q個の要素が非 0，残りの p-q個

の要素が 0であるとし，â=(â1, â2)=(â1, 0) と書く。それぞれ部分ベクトルに対応する

SCAD 推定量を（ â̂1, â̂2）とすると，ëが一定のレートで 0に近づくとき

�n ( â̂1-â1）
dN(0, ∑), P( â̂2=0)1

を満たす。ただし，漸近共分散行列∑は，â2=0 として â1 のみを推定したときの OLS推定

量の漸近共分散行列と一致する。つまり，あらかじめ â2=0 であることを知っている場合と

同じ精度でパラメータを推定でき，このような性質はオラクル性と呼ばれる。また，âの 0

の要素はすべて 0と推定されるので，これは変数選択の一致性が満たされることを意味する。

これらの性質をみたす正則化法としては，SCADの他にも Adaptive Lasso（Zou 2006）など

がある。

SCADは一見望ましい推定量のようだが，2．2節で議論した手法と同様の問題を抱えてい

ることが知られている（Leeb and Pötscher 2008b）。実際，SCAD推定量の性質は，一致性

を満たす方法で変数選択を行い，選ばれた変数だけを使って推定した OLS推定量の性質と，

非常によく似ている。そのため，SCAD推定量を基に構築された信頼区間は，真のパラメー

タについて一様に妥当な信頼区間とはならない。また，著者の知る限りにおいては，オラク

ル性を満たすためには，候補となる説明変数の数はサンプルサイズよりも小さくなければな

らない。最近の高次元データ分析の文脈においては，これはかなり制約的な条件である。こ

れらの理由から，オラクル性を満たす正則化法の研究は，現在では下火となっている。
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3 変数選択後の妥当な統計的推測

3．1 統計モデルに対する 2つの考え方

前節までの問題を踏まえ，以下ではデータ生成過程について一様に妥当な信頼区間の構築

方法について考察する。また，候補となっている説明変数の数がサンプルサイズよりも大き

いケースを許容する。このような設定の下で取られるアプローチは，何を興味のあるパラ

メータであると考えるかによって変わってくる。

パラメータに関するひとつめの考え方は，これまでの議論で暗に採用してきた考え方であ

る。もう一度，2．1節の例を振り返る。そこでは，ある âの下，データは（ 1）によって生成

され，興味のあるパラメータは（ 1）におけるパラメータ â1 であった。モデル�1 はモデル

�2 における â2=0 のケースに対応すると考える。そのため，â2≠0 であるときに�1 を用い

ると，誤ったモデルを用いていることになり，â̂1(�1)には欠落変数バイアスが生じる。

ふたつめの考え方は，異なるモデルのパラメータにはそれぞれの解釈が与えられ，それぞ

れに興味のあるパラメータになりうるというものである。例えば，モデル�1 を xi1 に基づ

く yiの線形予測モデル，モデル�2 を xi1 と xi2 に基づく yiの線形予測モデルと考えれば，

それぞれのモデルにおける xi1 の係数には別の解釈が与えられ，それぞれに興味の対象とな

りうる。このような考え方に立つならば，そもそも（ 1）がデータの生成過程を正しく表して

いる必要はないし，使用するモデルが正しく定式化されている必要もない。

このようなパラメータに対する考え方の違いは，構造的（structural）な分析と記述的（de-

scriptive）な分析のどちらに興味があるかの違いである。構造的な分析，つまり，データの

生成過程の分析に興味があるのであれば，正しいモデルが存在すると想定して，そのモデル

の構造パラメータに関する統計的推測を考えるのが自然である。一方，記述的な分析，つま

り，観測されるデータからわかる事実の分析のみに興味があるのであれば，便宜的に用いる

モデルにおけるパラメータがわかればそれで十分であり，そのモデルがデータの生成過程

（構造モデル）を表している必要はない。

スパース性の仮定の下，構造的な分析と親和的な統計的推測の方法がいくつか提案されて

いる。スパース性とは，âの要素の数はサンプルサイズより大きくても構わないが，âに含

まれる非 0の要素の数はサンプルサイズよりずっと小さいという性質のことである。統計学

のリテラチャーでは，例えば debiased Lassoと呼ばれる方法が提案されている（Zhang and

Zhang 2014 ; van de Geer et al. 2014など）。2．3節で述べたように，Lassoはバイアスを持

ちそれ自体を統計的推測に用いることは困難だが，Lassoのバイアスを修正して，漸近的に

正規分布に従うようにしたものが debiased Lassoである。また，計量経済学のリテラチャー

では，Belloni et al.（2014）や Chernozhukov et al.（2018）などが異なる手法を提案している。
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しかし，これらの方法については，本稿ではこれ以上は論じない。

3．2 Berk et al.（2013）による PoSI信頼区間

本節では，記述的な分析手法として，Berk et al.（2013）によって提案された PoSI（Post-

Selection Inference）信頼区間を紹介をする。彼らは，変数選択の結果ランダムに選ばれた

モデルのパラメータの信頼区間の構築方法を提案している。

設定は以下のとおりである。y=(y1, . . . yn) とし，y～N(ì, ó2I) を満たすとする。ただし，

Iは n次の単位行列である。分散 ó2 については，既知もしくは，ある r について ó̂2～ó2÷2r|r

を満たす推定量 ó̂2 が存在することを仮定する。ただし，÷2r は自由度 rの ÷2 分布を表す。こ

の推定量は特定のモデルには依存しないものとする。説明変数の行列 X(n×p)は必ずしも

フルランクである必要はなく，rank(X)=dとする。

線形モデル�の説明変数の行列を X�とし，そのモデルの説明変数の数をm(�)とする。

また，変数選択の結果実現しうるすべてのモデルの集合を�で表す。2．1節の例では，モ

デルは 2個しか考えていないので，�={�1, �2}である。モデルの数は最大で 2p個であり，

ネストしているモデルしか考えないなら p個になる。変数選択後に各モデルは OLSで推定

されるため，rank(X�)=m(�)�dを満たすモデルのみを考察の対象とする。モデル�に

おける興味のあるパラメータは

â(�)=(X�X�)－1X�ì=arg min
b
ì-X�b2

であるとする。つまり，X�による ìの最良線形近似を得ることが目的である。ここでのポ

イントは，yの分布はあくまでも ìによって決定されており，線形モデルは yの生成過程を

表してはいないというところである。

変数選択が行われておらず，最初からモデル�を分析に用いているならば，â(�)の各

成分の信頼区間を求めることは容易である。OLS 推定量 â̂(�)の第 j成分について，â̂j(�)

～N(âj(�), ó2|Xj･�2)が成り立つので，ある定数 Kについて，âj(�)の信頼区間を

CIKj (�)=â̂j(�)-K ó̂
Xj･� , â̂j(�)+K

ó̂
Xj･�  （ 6）

によって求めることにする。ただし，Xj･�は X�の第 j列をその他の列に回帰した残差のベ

クトルを表す。t統計量

tj(�)=
â̂j(�)-âj(�)
ó̂|Xj･�

について tj(�)�Kであることと，âj(�)∈CIKj (�)であることは同値なので，Kとして自

由度 rの t分布の上側 á|2 点を選ぶと

P(âj(�)∈CIKj (�))=1-á
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を満たす。ところが，変数選択の結果得られたモデルを �̂とすると，同じ Kについて，一

般に CIKj (�̂)は âj(�̂)に対する妥当な信頼区間とはならない。

Berk et al.（2013）の目的は，どのような方法で選択された �̂についても

P(âj(�̂)∈CIKj (�̂), j=1, . . . , m(�̂))�1-á （ 7）

を満たすような定数 Kを見つけることである。この定数を PoSI定数と呼び，PoSI定数を

用いた（ 6）の信頼区間を PoSI信頼区間と呼ぶ。変数選択の方法は問わないので，恣意的な

方法で選択されたモデルのパラメータに対しても，妥当な信頼区間を構築することができる

ことが特徴である。PoSI信頼区間の意味するところを直感的に述べると，次のようになる。

仮に yを100回，N(ì, ó2I)から抽出すると，標本ごとに異なるモデルが選択される可能性

があるが，彼らの方法で信頼区間を構築すれば，95回以上は興味のあるパラメータを含むも

のになっている。ただし，興味のあるパラメータそのものも標本に依存して変化するの

で，100個の信頼区間は同じパラメータに対する信頼区間には必ずしもなっていない。

上記の説明からもわかるとおり，Berk et al.（2013）の問題設定は 2点において従来のも

のとは異なっている。ひとつは興味のあるパラメータがモデルごとに異なっている点，もう

ひとつは �̂がランダムに変動するため，興味のあるパラメータ â̂(�̂)も確率変数になって

いる点である。通常の信頼区間の構築においては，パラメータは固定された定数であると考

えるが，PoSIの設定ではパラメータと区間がともにランダムに変動する。

PoSI定数の求め方のアイデアは以下のとおりである。信頼区間と t統計量の関係より，

（ 7）が満たされるためには，同じ定数 Kについて

P( max
1�j�m(�̂)

tj(�̂)�K)�1-á

が成り立てばよい。また，明らかに

max
1�j�m(�̂)

tj(�̂)�max
�∈�

max
1�j�m(�)

tj(�)

が成立するので，上式の右辺を確率 1-áでバウンドできるような定数 Kを求めればよい。

t統計量の分布は未知母数 ìと ó2 に依存しないので，PoSI定数 Kを用いれば，いかなる ì

と ó2 についても（ 7）が成立し，従来の手法で問題となっていた一様性の問題が解決される。

PoSI 定数の求め方について，さらに詳細な議論はしないが，特殊なケースを除いて解析

的に求めることはできず，コンピュータを用いて数値的にしか求められない。また，説明変

数の数が多いときには計算負荷が高く，著者らは rank(X)>20 の場合には求めることが難

しいと述べている。

3．3 正確な被覆確率をもつ信頼区間

Berk et al.（2013）の方法は，どのような方法で変数選択が行われても妥当な信頼区間が

求められるという利点があるが，実際の被覆確率は意図した信頼水準よりも大きくなりがち
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で，信頼区間も広くなる傾向にある。変数選択の方法を特定の方法に限定すれば，被覆確率

が厳密に 1-áになるような信頼区間を構築でき，信頼区間を狭くできる可能性がある。

Lee et al.（2016）と Tibshirani et al.（2016）は，Lassoなどの特定の方法で変数選択が行

われた場合の変数選択後の信頼区間の求め方を考察している。彼らは，あるモデル�が選

択された後に，定数のベクトル ç∈�nについて，興味のあるパラメータを çìと定義し，次

のような性質を満たす信頼区間 CI を求めることを提案している。

P(çì∈CI �̂=�)=1-á

特に，ej∈�m(�)を第 j成分のみが 1 でその他の成分が 0のベクトル，ç=X�(X�X�)－1ejと

すれば，çì=âj(�)となる。y～N(ì, ó2I)であるとして，ó2 は既知であるとしておく。

方法の説明に入る前に，Berk et al.（2013）の信頼区間との違いについて触れておく。Berk

et al.（2013）の PoSI信頼区間とは異なり，ここではある特定のモデル�が選ばれたケース

のみを考察の対象としている。この信頼区間の意味するところを直感的に述べると，次のよ

うになる。yを N(ì, ó2I)から何度も抽出し，毎回 Lassoなどの決められた方法で変数選択

をする。そのうちモデル�が選ばれたケースのみを100回取り出し，それぞれの場合で信頼

区間を求めるとする。すると，100個の信頼区間のうちおよそ95個は çìを含んでいる。

Lee et al.（2016）と Tibshirani et al.（2016）は，yの正規性と，特定の変数選択法の性質

を利用すれば，事象 {�̂=�}を条件とした下での çyの条件付分布がシンプルな形で特徴

づけられることを利用して，çìの信頼区間を構築する。以下では，Lassoを用いて変数選

択をすることを想定するが，LAR（Efron et al. 2004）や変数増加法（forward stepwise）で

も同様の結果は得られる。Xを説明変数の行列とするときの Lasso推定量を â̂とすると，

Lassoによって選択される変数の集合は，�̂={j∈{1, . . . , p}：â̂j≠0}である。つまり，最初

にすべての説明変数を用いて Lasso 推定を行った結果，対応する係数が 0にならなかった

変数のみを取り出す。

Lassoによる変数選択の特徴は，それぞれのモデルに対応する yの集合が，多面体の集合

によって表されることである。より正確には次のようになる。Lasso 推定量 â̂によって選択

されたモデルを �̂，â̂の非 0成分の符号を表すベクトルを ŝ∈{－1, 1}m(�̂) とする。例え

ば，â̂=(1.2, 0, 0, -2.5, 4.1) であれば，�̂={1, 4, 5}，ŝ=(1, －1, 1) である。このとき，

ある行列 Asとベクトル bsが存在して

{y∈�n：�̂=�, ŝ=s}={y∈�n：Asy�bs}

となることが Lassoの最小化問題の KKT条件から示される
2）

。つまり，ある特定のモデルと

符号ベクトルを実現するような y の集合は，{Ay�b}という集合で表される。

さらに，yを çが張る空間に射影した射影残差を zとすると，Asと bsに依存する関数

（�－
s , �＋

s , �0
s）が存在して
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{Asy�bs}={�－
s (z)�çy��＋

s (z), �0
s(z)�0}

と表現できる。また，yの正規性から çy～N(çì, ó2ç2)で，zとは独立となる。これらを

まとめると，{�̂=�, ŝ=s}を条件とすると，çyは N(çì, ó2ç2)を下限�－
s (z)と上限

�＋
s (z)で切断した切断正規分布に従うことがわかる

3）

。よって，集合 S上で切断された N(ì,

ó2)の分布関数を FSì,ó2 とすると

F[�
-s (z),�+s (z)]

çì, ó2ç2 (çy){�̂=�, ŝ=s}～Unif[0, 1]

が成立する
4）

。

求める信頼区間の構築のためには，{�̂=�}を条件とする条件付分布が既知であるような

統計量が必要である。ここで，{�̂=�, ŝ=s}の起こりうる符号 sに関する和集合を取るこ

とで，{�̂=�}=∪s{�̂=�, ŝ=s}と表される。そのため，{�̂=�}に条件付けることは，

∪s{Asy�bs}で条件付けるのと同じであり，

F∪s[�
-s (z),�+s (z)]

çì, ó2ç2 (çy){�̂=�}～Unif[0, 1]

が成り立つことも示される。çyの信頼水準 1-áの信頼区間を求めるには，区間の下限 L

と上限 Uをそれぞれ

F∪s[�
-s (z),�+s (z)]

L, ó2ç2 (çy)=1- á
2
, F∪s[�

-s (z),�+s (z)]
U, ó2ç2 (çy)= á

2

を満たすように選べばよい。信頼区間の構築に用いる統計量の条件付分布は ìに依存しな

いため，この信頼区間は ìについて一様に妥当な信頼区間となっている。

4 お わ り に

本稿では，変数選択後の信頼区間の構築方法について，これまで慣例的に用いられてきた

方法の問題点を指摘するとともに，Berk et al.（2013）などによって提案された新しい信頼

区間の構築方法を紹介した。これらの新しい方法は，変数選択の結果選ばれたモデルに依存

して信頼区間を構築するパラメータを決めるのが特徴で，p値ハッキングのような問題に対

処する方法のひとつとなりうるかもしれない。

もちろん，これらの方法を用いればすべての問題が解決するわけではない。技術的な側面

について言えば，これらの論文では正規性などいくつかの強い仮定が置かれている。ただし，

この点については，Bachoc et al.（2020）や Tibshirani et al.（2018）が，より広いクラスの

分布について一様に妥当な信頼区間の構築方法を提案しており，今後さらに優れた方法が提

案される可能性もある。

より本質的な問題は，そもそもこれらの論文で考察されているパラメータが，データの分

析者にとって興味のあるパラメータとなりうるかどうかであろう。経済学の実証研究の多く

は，当然のことながら経済理論と結びついており，構造的な分析が主たる目的となることが
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多いと考えられる。そのようなときに，記述的な分析法を用いることにどれだけの意味があ

るのかはわからない。しかし一方で，データ生成過程を完全に記述できるモデルが存在する

と考えるのはあまりに楽観的であり，どうせ正しいモデルを得ることなど不可能であれば，

近似モデルを用いた記述的な分析にも一定の役割はあるかもしれない。

注

本研究は，JSPS 科研費 19H01473による助成を受けたものである。

1）â2=0 であるとき，�1 と�2 はともに正しいモデルである。 2つのモデルの違いは，�1 では

â2 を既知の値 (â2=0) としているのに対し，�2 では â2 を未知パラメータとして扱っている点に

ある。�0 は単に正しいモデルではなく，正しく定式化されたモデルの中で最も未知パラメータ

が少ないものを指す。

2）Asと bsはモデル�にも依存するが，表記の単純化のため記号は省略する。

3）実際には zは確率変数なので，zをある値 z0 で条件付けたときに，下限�－
s (z0)と上限�＋

s (z0)

の切断正規分布に従うというのが正確であるが，ここでの議論では特に問題とはならない。

4）任意の確率変数 Xについて，その分布関数を F(x)とすると，F(X)は [0, 1]区間の一様分布

に従う。
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