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第1章 序 論

1.1 研究の背景
1.1.1 建築の音環境とその予測技術

建築の音環境は空間の静けさや会話の明瞭性のみならず，空間内にいる人々の快適性，健康，業
務生産性や学習効率などに大きな影響をもつ．従って，コンサートホールやオフィス，教室といっ
た室の用途に応じた適切な音環境を形成することは建築設計の重要な目標である．所望の音環境
は室形状，吸音材や拡散材などの音響材料の配置などを検討する室内音響設計を通して達成され
る．室内音響設計では，何らかの方法で音場の時間情報を含む室内インパルス応答 (Room Impulse

Response: RIR)を予測し，残響時間などの室内音響指標の算出や音場の可視化，可聴化による音
場評価を通して最適な設計を検討する．従って，信頼度の高い音響設計のためには高精度な RIR

の予測が要求される．
RIRの予測手法としては模型実験とコンピュータシミュレーションが挙げられる．模型実験は設

計対象の 1/10程度のモックアップを作成し，相似則に基づき室内音響を予測する方法である [1]．
コンサートホールの設計などにおいて今日でも活用されており，音波の波動性を考慮した予測が
可能な利点があるが，製作に要する期間・費用などのコストが大きい，室形状の細かな検討が困
難などのデメリットがある．また，音波の空気吸収特性を実大の建築空間での特性へと近似させ
るために模型内空気の窒素置換が必要な点，吸音材の吸音特性が相似則に従わない点で予測精度
に難がある．一方，コンピュータシミュレーションによる予測手法では，対象とする空間のヴァー
チャルモックアップを作成し，室内の音波の振る舞いを表現する物理モデルを数値計算すること
でコンピュータ上にRIRを再現する．室形状や内装材の検討が模型実験と比べて容易であり使用
性に優れている [2]．また，最近では音と映像を同時に提示することで臨場感の高い空間再現を実
現する音響ヴァーチャルリアリティ (Virtual Reality: VR) [3]が注目を集めており，音環境のコ
ンピュータシミュレーションの手法はその基幹技術の 1つとして建築を含む幅広い分野で重宝さ
れている．音環境のコンピュータシミュレーション手法は幾何音響解析手法と波動音響解析手法
の 2種に大きく分類される．幾何音響解析手法は，音を線として扱う音線法と反射音を鏡像音源か
らの寄与として扱う鏡像法に代表され，1960年代に提案されてから [4, 5]今日にいたるまで実用
的な室内音響予測手法として活用されている [3, 6]．幾何音響解析手法の最大の利点は音の波動性
を無視する近似による少ない計算コストであり，この近似により少ない計算機資源でも容易に室
内音響予測が実施できる．GUI (Graphic User Interface)の整備された商用ならびにオープンソー
スのソフトウェアが多数存在する．しかし，この近似のため音波の干渉や回折の影響を考慮でき
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ず，吸音材，拡散材の影響も簡易的にしか取り扱えない．回折モデル [7]や乱反射率に基づく散乱
反射モデル [8]の実装などが行われているが，依然として予測精度に関して根本的な問題をもつ手
法である．波動音響解析手法は音波伝搬の支配方程式である波動方程式またはHelmhortz方程式
を有限差分法や有限要素法 (Finite element method: FEM)などの数値解析手法により直接的ま
たは間接的に解くことで室内音響を再現する手法である．同手法によれば音波の波動現象が自然
に考慮され，形状をモデル化することで拡散材の効果も適切に反映できる．また，吸音材内部の
音波の支配方程式と連成することで吸音特性における入射角依存性と周波数依存性を考慮するこ
とも可能である．以上の特徴より，波動音響解析手法は原理的に高精度な室内音響の予測が可能
な強力な室内音響設計ツールである．しかし，同手法を用いて実大の建築空間を対象に人の耳の
感度が良い数 kHzまで解析を行う場合に要求される計算コストは膨大であり，一般的にその建築
空間への適用は小空間の数 100 Hz帯域までに限られている．波動音響解析手法は空間または時空
間の離散化の際に分散誤差と呼ばれる離散化誤差を伴うため，これを低減し信頼できる解を得る
には時空間を解析周波数の音波長と比べて十分細かく分割する必要がある．建築空間は数 kHz帯
域の音波長と比べると非常に巨大なので，分散誤差の制御のために問題の自由度数が著しく増大
し，計算機資源の制約から kHz帯域の波動音響解析の実施が困難となる．しかし，近年の計算機
技術の目覚ましい発展に伴い，波動音響解析手法に関する研究が国際的に活発となっており，建
築音響の設計支援に活用可能な実用的なツールの開発への期待も高まっている．本研究では,建築
空間で想定される複雑な幾何学形状の近似性能に優れており，かつ，RIRを直接計算可能な時間
領域 FEM（Time-Domain FEM: TD-FEM）に着目し，室内音響設計支援に活用可能なツールと
するための検討をまとめたものである．

1.1.2 時間領域の波動音響解析手法による室内音響解析

波動音響解析手法は，Helmhortz方程式を解くことで定常状態における音場の応答を求める周
波数領域解法と，波動方程式を解くことで時々刻々の音波伝搬を計算する時間領域解法の 2種類
に分類される．各手法で得手，不得手とするところが異なるが，室内の音波伝搬可視化，室内音
響指標の計算，可聴化等を目的とする場合は，広帯域の周波数成分を含むRIRを一度の計算で評
価できる時間領域解法がより魅力的である．なお，周波数領域解法を使用する場合も複数の周波
数応答を逆 Fourier変換することで RIRを求めることができるが，時間領域解法を用いる場合と
比べて手続きが煩雑である．周波数領域解法は純音で励起された音場の定常状態を可視化できる
点，吸音材の吸音特性における周波数特性を容易に考慮できる点が強みである．また，時間領域
解法も時空間離散化に用いる数値解析の技法が異なる様々な手法が存在し，それぞれ異なる長所
と短所をもつ．以下では，代表的な時間領域の波動音響解析手法，本研究で着目するTD-FEMを
用いた室内音響解析に関する既往研究，時間領域手法における吸音モデリングの問題点，波動音
響解析手法における並列計算技術の重要性，時間領域手法波動音響解析手法に基づく可聴化にお
ける課題のそれぞれを説明する．
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時間領域有限差分法 (Finite-Difference Time-Domain method: FDTD法) はその実装の容易さ
と優れた並列性能のため最も活用されている波動音響解析手法である．FDTD法は波動方程式を
直接的な有限差分近似で時空間離散化することで音波伝搬をシミュレートする．FDTD法はEuler

方程式と連続の式のそれぞれを時空間離散化し解く手法と，2階のスカラー波動方程式を解く手法
の 2種類が存在する．前者の場合，音圧と各方向の粒子速度の定義を半グリッドずつずらしたスタ
ガードグリッドを使用する．建築音響問題への適用例も多く，例えば，オープンプラン型教室 [9]，
小ホールの音響予測 [10]，カウンターに設置された衝立による遮音効果の検討 [11]が行われてい
る．同手法は基本的に 2次精度の中心差分近似を時空間離散化に使用するが，高次の差分近似 [12]，
コンパクト差分 [13]，修正方程式法 [14]などに基づく分散誤差を低減した計算効率に優れた手法
が提案されている．本手法の短所としては，空間の離散化に一様なサイズの矩形格子を使用する点
が挙げられ，建築で想定される複雑な形状に対しては階段近似が行われる．それに対して，有限体
積法との併用により非構造格子を使用可能な手法の開発も試みられている [15]．その他，FDTD

法の音響解析への適用に関する既往研究については文献 [16]が詳しい．また，分散誤差の低減に
特化した手法として，CIP (Constrained Interpolation Profile)法 [17]，PSTD (PseudoSpectral

Time-Domain)法 [18]，ARD (Adaptive Rectangular Decomposition)法 [19]が存在する．CIP

法は分散誤差を低減する代わりに振幅誤差を伴い，時間発展とともに振幅が減衰する．PSTD法，
ARD法は空間微分を波数領域における Fourier変換に置き換えることで高精度化を達成する手法
で実装が複雑である．また，いずれの手法も複雑な境界形状に対しては階段近似が必要なため室
内音響設計ツールとして活用するには改善が必要である．

本研究で扱う TD-FEMは波動方程式の弱形式に対して，有限要素 (Finite element: FE)を用
いた空間離散化を行い疎行列からなる半離散化行列方程式を導出する．そして，半離散方程式を
Newmark β法 [20]などの時間積分法を用いて時間方向に解くことで音場の時間発展を計算する手
法である．FEMでは要素内の変数を要素節点の値と形状関数の線形結合として近似する．空間離
散化に使用する要素形状には様々なものが存在し，3次元空間の離散化に用いる代表的な要素とし
ては四面体，六面体，三角柱，四角錐が存在する．また，形状関数に高次の補間関数を使用するこ
とで曲面も取り扱うことができ，境界の形状近似に優れた手法である．FEMによる音響解析にお
いて最も基本的な分散誤差低減法は空間離散化に使用する要素サイズを細かくする h-refinement

である．線形要素を用いた FEMによる音響解析の経験則として波長あたり 10要素での空間離散
化 [21]が存在するが，経験則に基づく場合，実大の建築空間を数 kHz帯域まで解析するために必
要な計算負荷は膨大となる．従って，FEMによる実用的な波動音響解析ツールを開発するために
は，粗い空間離散化で分散誤差を低減可能な計算効率に優れた手法を構築する必要がある．
分散誤差はFEの形状関数に用いる補間関数の次数を上げることでも低減できる (p-refinement).

この方法に基づく手法としては 2次のFEM [22], Spline FEM [23, 24], p-FEM [25], hp-FEM [26],

スペクトル要素法 (Spectral Element Method: SEM) [27], 不連続Galerkin有限要素法 (Discon-

tinuous Galerkin Finite Element Method: DGFEM) [27, 28]が存在する．p-FEMは要素サイズ
一定のもと補間関数の次数の向上のみで分散誤差を制御する．一方，hp-FEM, SEM, DGFEMは
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h-refinementと p-refinementを組み合わせた hp-refinementにより指数関数的に分散誤差を低減
できる．これらの高次のFEMは基本的な線形要素を使用する場合と比べ少ない自由度数 (Degrees

Of Freedom: DOF)のもと同一精度の解析が可能であり，効率的な音響解析が可能である．しか
し，高次要素を用いる場合，行列のバンド幅を拡大し，自由度あたりの演算量とメモリ消費が線
形要素と比べて大きくなることに注意が必要である．DGFEMは行列を形成しないMatrix-freeな
定式化によりこのバンド幅増大の影響を低減できるが同一の次数の補間関数を用いた SEMと比べ
分散誤差が大きく，要素間の境界における連続性を担保するために導入される数値流束の種類に
よっては振幅誤差も伴う [27]．hp-refinementを用いる手法は精度の観点で魅力的だがその実装は
基本的な FEMと比べて複雑となる．
TD-FEMによる室内音響解析手法としては 2つの手法が提案されている．いずれの手法も分散

誤差を低減した要素，高精度な時間積分法，大規模線形方程式のためのKrylov部分空間法に基づ
く手法である．1つ目の手法は Spline FEMに基づく手法で，多目的ホール [29]，講義室 [30]，残
響室 [31]の音響解析に使用されている．もう 1つの手法は分散誤差を低減した低次要素を使用す
る時空間 4次精度陰的TD-FEMである [32]．同手法は，Gauss–Legendre 積分による要素行列の
構築の際に積分点を分散誤差を低減する点に修正する修正積分則 [33, 34]を適用した線形要素と時
間 4次精度のFox–Goodwin法 [20]により構成される．自由度あたりの計算負荷が最小である線形
要素を使用し，簡単な絶対対角スケーリング付きの共役勾配 (Conjugate Gradient: CG)法を用い
て連立 1次方程式を少ない反復回数で解けるため計算効率に優れており，同手法により単純なコ
ンサートホールモデル [35]と残響室 [36]の数 kHz帯域までの解析が実施されている．これらの手
法は hp-refinementに基づく手法と比べて実装も容易である．しかし，いずれの手法も時間ステッ
プあたりの連立 1次方程式の求解が必要な陰的な時間進行スキームを形成するため計算時間が長
大となる．従って，TD-FEMを用いた実用的な室内音響解析のためには計算高速化が望まれる．
そうした背景のもと，より高速な手法として陽的TD-FEMによる室内音響解析手法が考案され
ている．本手法は質量行列の対角化 [22, 37]と陽的な時間離散化法の適用により陽な時間離散化
スキームを構築するため，時間ステップあたりの連立 1次方程式の求解が不要な手法である．ま
た，修正積分則の適用により容易に時空間 4時精度が達成できる．本研究では，陽的TD-FEMに
よる室内音響解析手法を検討の対象とする．陽的 TD-FEMは，まず，B. YueとGuddati [34]に
より吸音境界を考慮しない 2次元音場解析手法として提案され，その後，Okuzonoら [38, 39]に
より 3次元室内音響解析を扱うための吸音境界を含む定式化がなされた．この陽的TD-FEMによ
る 3次元室内音響解析手法は時空間 4次精度陰的 TD-FEM [32, 35, 36]と比較して矩形室を同一
の計算精度のもとより高速に解析できる．しかし，本陽的 TD-FEMはその安定性が境界面の吸
音に依存し，高吸音の吸音面を含む室内音響解析において計算速度の恩恵が損なわれる．そこで，
Yoshidaら [40]は安定性が境界面の吸音に非依存なスキームを定式化し，数値実験を通してその
離散化誤差特性と室内音響解析への有効性を確認した．しかし，これら従来の陽的TD-FEMは修
正積分則における積分点の修正値に要素形状に関するパラメータを含んでおり，時間離散化の高
精度化のためには空間離散化に使用できる要素形状が正方形・立方体に限定され，複雑形状のモ
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デル化には FDTD法と同様に階段近似が必要となる．この事実は FEMの強みである高い幾何学
的な近似能力を損なう．文献 [41]において長方形要素使用時に高精度化を維持するための積分点
の設定法が考案されているが，より複雑な形状となる場合や 3次元音場解析への応用はなされて
なく，依然として使用できる要素形状に制限がある．従って，陽的TD-FEMによる実用的な室内
音響解析手法を構築するためには，この要素形状に関する制限を克服する必要がある．

また，室内音響の高精度な予測のためには境界面の吸音効果の適切な取り扱いが必要である．す
なわち，境界面の吸音モデリングには吸音材の吸音特性における周波数依存性ならびに入射角依
存性を考慮できる拡張作用境界の使用が望ましい．拡張作用境界を構築するためには，吸音材内部
の音波伝搬の支配方程式を離散化し，空気領域と連成する必要がある．そのため，局所作用の仮定
に基づき境界面に吸音材表面の比音響インピーダンス比（または，比音響アドミタンス比）を与
えるインピーダンス境界と比べて問題の自由度数が大きくなる．吸音材のもつ周波数依存性を自
然に考慮できる周波数領域解法は吸音境界の構築が比較的容易で，周波数領域 FEM (Frequency-

Domain FEM: FD-FEM)において多孔質吸音材の拡張作用境界として等価流体に基づく吸音要
素 [42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49, 50]ならびに通気性膜 (Permeable Membrane: PM)吸音体を
扱うための手法 [47]，また，共鳴器型吸音材の拡張作用境界として微細穿孔板 (MicroPerforated

Panel: MPP)を扱うための手法 [51, 52]のそれぞれが整備されている．一方，時間領域解法では
吸音材の周波数依存性を考慮する場合に計算負荷の大きい畳み込みを伴うため，周波数領域解法
と比べて拡張作用境界の開発の難易度が高く，周波数依存のインピーダンス境界の実装にも特別
な処理が必要となる．FDTD法では周波数依存のインピーダンス境界を扱うために畳み込みを等
価電気回路 [53, 54]，等価な機械系 [10]，ディジタルフィルタ [55, 56, 57]，z変換 [58]に置き換え
る方法が提案されている．また，多孔質材を拡張作用境界として扱うために，周波数依存性の扱
いが簡易なRayleighモデルを使用する方法 [59]，Zwikker–Kostenモデル [60]ならびにWilsonモ
デル [61]を補助微分方程式法 (Auxiliary Differential equation method: ADE法)に基づき処理す
る方法 [62]，等価流体を z変換を用いて組み込む方法 [63]が提案されている．一方，TD-FEMで
は材の周波数依存性の考慮が容易な PM吸音体の拡張作用境界 [36, 64]は実装されているが，任
意の周波数特性を考慮する方法は考案されてなく，他の吸音体の拡張作用境界はもちろん，周波数
依存のインピーダンス境界の取り扱い法も整備されていない．そのため，既存のTD-FEMは周波
数に非依存なインピーダンス境界に基づき複数の周波数帯域で計算を行うことで吸音材の周波数
特性依存性を簡易的に考慮しており，吸音材のモデル化精度は低く，計算負荷も大きい．従って，
陽的TD-FEMを用いた効率的かつ高精度な室内音響予測のためには，境界面の周波数依存性を取
り扱う方法を構築し，周波数依存のインピーダンス境界ならびに各種吸音材の拡張作用境界の実
装することが課題となる．

近年は並列計算機の性能の向上も著しく，特に，クラウドHPC (High Performance Computing)

環境 [66, 67, 68]の発達により大規模並列計算環境の導入の敷居が低くなっている．それに伴い，
並列性能に優れたソルバの開発は波動音響手法の適用範囲を拡大するための重要な関心となって
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いる．FDTD法はGPU (Graphics Processing Unit)との相性が良いことが知られており，複数の
GPUを用いた大規模並列のもと大コンサートホールモデルを解析した例も存在する [54, 69]．ま
た，ARD法に基づく大規模並列音響解析手法も提案されている [70, 71]．一方，非構造格子による
離散化に基づき疎行列を構成する FEMはGPUとの相性が良くなく，CPU (Central Processing

Unit)並列が有効である．代表的な並列計算の手法としてはOpenmpに基づく共有メモリ型手法
とMPI (Message Passing Interface)に基づく分散メモリ型手法が存在するが，CPUによる大規
模並列の場合はメモリバンド幅がネックとなるので，後者の方が性能を発揮しやすい．既往研究
では，陰的TD-FEMに領域分割法 (Domain decomposition method: DDM)に基づく分散メモリ
型並列計算手法を組み込み，256CPUコアまでの並列計算において良好な高速化が得られること
を確認している [72]．DDMに基づく並列計算では，他の領域の情報を得るためのMPIによる通
信部分がボトルネックとなるが，陽的 TD-FEMは陽なスキームのため通信回数が陰的 TD-FEM

と比べて少なくなるので，より高い並列性能が期待できる．従って，陽的TD-FEMへのDDMに
基づく並列計算法の実装はその適用範囲を拡大するための重要な問題である．

室内音響を音を聞くことで直感的に評価できる可聴化は室内音響解析手法の最大の目的と言っ
ても過言ではない．幾何音響手法の商用ソフトには可聴化機能と豊富なドライソースライブラリ
が整備されており，設計実務者からのニーズが高いことが伺える．波動音響解析手法は室形状や
設置する音響材の違いに起因する音場の変化を位相情報含めてシミュレートできるのでエネルギ
ベースの幾何音響解析と比べて可聴化による音場評価に適しており，可聴化への応用に対する期
待は大きい．FDTD法はすでに室内音響の可聴化への応用が行われており，文献 [73]では長方形
室に拡散体を設置した際のフラッターエコー低減効果を聴感的に調査しており，文献 [74]では日
光東照宮・本地堂内部をモデル化し，鳴き竜現象を無響室に再現している．しかし，いずれの検討
も FDTD法で計算した RIRは数 kHz帯域までの周波数成分しか含んでおらず，現状の波動音響
解析手法では広帯域の周波数成分を含む音声や音楽の可聴化を実施するのは計算負荷が膨大なた
め困難である．また，基本的に，人は音を両耳で聴き，左右の耳に到来する音の到来時間や強さ
の違いを用いて音源の位置や空間情報を評価する [75]．しかし，波動音響解析手法により計算さ
れるRIRはモノラル信号であり，シミュレーション結果からバイノーラル信号を生成するには工
夫が必要である．バイノーラルRIR (Binaural Room Impulse Response: BRIR)を計算する直接
的な方法としては，頭部の幾何学的形状を解析モデルに組み込むことが挙げられる．しかし，頭
部モデルの形状は非常に複雑なので追加の計算負荷が大きい．また，この方法では 1つの頭部方
向に対する BRIRしか計算できず，聴者の頭部の動きに伴う音場の変化を考慮するためには，複
数の頭部方向に対してシミュレーションが必要である．それに対して，シミュレーションにより
音場の空間情報を求め，スピーカアレイにより無響室内に音場を再現し可聴化を実施する方法が
存在する．本方法は頭部モデルを含まないシミュレーション結果に基づき BRIRを生成でき，頭
部の運動も自然に考慮できる有効な方法である．代表的な音場再現法には，波面合成法 [76]，境
界音場制御法 [77]，アンビソニックス [78, 79]が挙げられる．なお，前出の文献 [73, 74]では，6

チャンネル音場再現システム [80]を用いて可聴化を行っている．しかし，大規模なスピーカアレ
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イと無響室が必要なため，研究用途には有効だが，設計ツールとしては使い勝手の観点で難があ
る．より柔軟な方法として音場再現法と頭部伝達関数 (Head Related Transfer Function: HRTF)

の併用によるハイブリッド可聴化が存在する．ハイブリッド可聴化ではヘッドホンを用いて再生
できるため使用性に優れており，近年では，アンビソニックスとHRTFに基づくハイブリッド可
聴化技術 [81, 82]のVRアプリケーションへの応用 [83, 84]が盛んである．TD-FEMの室内音響
のバイノーラル可聴化への応用例はなく，ハイブリッド可聴化法との統合は室内音響評価の観点
で非常に魅力である．

1.2 研究の目的
本研究では，従来の陽的TD-FEMの課題を克服した，室内音響設計支援に活用可能な計算効率

に優れ，かつ，高精度な新しい陽的TD-FEMによる室内音響解析手法の開発を目的とする．具体
的には以下の 4つの課題に取り組む．

• 要素形状の制限を克服した高精度なスキームの定式化．

• 境界面における吸音特性の周波数依存性・入射角依存性を考慮できる手法の実装．

• DDMに基づく並列アルゴリズムを用いた大規模並列音響解析への適用性の検討．

• ハイブリッド可聴化に基づく室内音響のバイノーラル可聴化への応用．

1.3 論文の構成
本論文は全 7章から構成される．

第 1章では，最初に，研究の背景として，建築空間の音環境の重要性とその予測技術について
説明した後，本研究で扱う波動音響手法に基づく音響解析手法の特徴や既往研究について説明す
る．その後，本研究の目的ならびに論文の構成を紹介する．

第 2章では，既存の FEMに基づく音響解析手法について述べる．まず，最も基本的な陰的TD-

FEMならびに FD-FEMによる室内音響解析手法の定式化を行う．また，FEMによる室内音響
解析結果の信頼性に大きな影響をもつ分散誤差と吸音境界について具体例を交えながら説明する．
続いて，従来の陽的TD-FEMに基づく室内音響開発手法の定式化を行い，その問題点について改
めて説明する．また，理論解析と数値実験を通してその基礎的な計算性能を提示する．

第 3章では，従来の陽的TD-FEMの課題のうちの要素形状の制限に着目し，要素形状によらず
高精度化可能な新しい手法を構築する．ここでは，時間ステップあたりの演算量の観点で効率的
な線形多段型時間積分法のうち，Adams-Bashforth法に着目し，スキームを構築する．理論解析
と数値実験を通してその離散化誤差特性を調査し，2つ複雑形状の 2次元室内音響問題を通してそ
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の計算性能を提示する．また，本章では時間積分法に伴う振幅誤差発生のメカニズムならびにそ
の制御法も明らかにする．

第 4章では，第 3章の知見に基づき時間積分に伴う振幅誤差を排除した高精度な 2つのスキー
ムを新たに構築する．ここでは，線形多段型時間積分法の一般形に基づく独自の三段の時間積分
法を時間離散化に使用する．また，高周波数域における音場の近似性能をより向上させるための
分散誤差の最適化法も提案する．構築した手法の室内音響解析への基本的な適用性を立方体室な
らびに直方体室を対象とした数値実験により明らかにする．

第 5章では，従来の陽的TD-FEMの課題のうちの吸音境界の高精度化に着目し，周波数依存の
吸音境界を高精度に扱うための手法を新たに構築する．まず，最も基本的な周波数依存吸音境界
である周波数依存のインピーダンス境界を取り扱える手法を構築し，定式化の妥当性と本論文で
提案する室内音響解析手法の実用的な境界条件下での広帯域の室内音響シミュレーションにおけ
る計算性能を数値実験を通して明らかにする．続いて，吸音特性における入射角依存性まで考慮
可能な吸音境界の実装例として PM吸音体の拡張作用モデルを取り扱う方法に関する検討を行う．
PM吸音体を扱うための陽的TD-FEMは文献 [64]において提案されているが，同手法は吸音モデ
ル化精度と計算効率について問題があり実用的な使用のためにはその克服が必要であった．従っ
て，本論文では従来のPM吸音体を扱うための陽的TD-FEMの欠点を克服した新たな手法を提案
する．提案法の基礎的な妥当性を音響管問題により検証し，小会議室モデルを対象とした数値実
験により提案法の建築音響問題における有効性を明らかにする．

第 6章では，陽的 TD-FEMに DDMに基づく並列計算法を組み込み，スーパーコンピュータ
システムならびにクラウドHPCを用いた並列陽的TD-FEMの大規模建築音響問題への適用性を
検討する．また，陽的 TD-FEMの実用的な室内音響評価への応用のためにアンビソニックスと
HRTFに基づくバイノーラル可聴化を実施する方法を提案し，2種の吸音条件を想定したオーディ
トリウムを対象とする数値実験によりその妥当性と有効性を検証する．

第 7章では，本研究の成果ならびに今後の課題についてまとめ，総括とする．

本論文で開発した FEMプログラムはすべて Fortran 95をプログラム言語としている．FEMに
よる計算結果の解析や信号処理にはMatlabを言語としたプログラムを使用した．
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第2章 既存の有限要素法による室内音響解析手法

本章では，既存のFEMによる室内音響解析手法について述べる．2.1節では支配方程式である波
動方程式を弱形式の積分方程式に変換し，空間の有限要素離散化により最も基本的な陰的TD-FEM

ならびに FD-FEMによる音響解析手法を構築する手続きについて説明する．2.2節では時空間離
散化に伴う分散誤差について具体例の提示を含めて説明する．ここでは，本論文で新たに構築す
る手法にも適用する分散誤差低減法の 1つである修正積分則 [33, 34]についてもその効能を含めて
説明する．2.3節では室内音響予測において重要な境界面における吸音に関する理論について整理
し，本論文において理論的な吸音予測に用いる伝達マトリクス法 [85]の紹介を行う．また，2つの
吸音体を対象として局所作用吸音境界と拡張作用吸音境界の違いを例示する．2.4節ではOkuzono

ら [39], Yoshidaら [40]のそれぞれが開発した従来の陽的TD-FEMの定式化を示し，TD-FEMに
よる室内音響解析手法における最も基本的な吸音境界である周波数に非依存な等価インピーダン
スモデルと音源項の取り扱いについて述べる．2.5節では従来の陽的 TD-FEMの計算性能を理論
解析と数値実験を通して例示する．
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Fig. 2.1 Sound field Ω closed with boundary Γ where three boundary conditions of rigid boundary

Γ0, vibration boundary ΓV and sound absorbing boundary Γa are assumed.

2.1 有限要素法による基本的な室内音響解析手法
支配方程式と基礎積分方程式

Fig. 2.1に示す境界 Γで囲まれた閉空間音場 Ω内での時間領域の音響伝搬を考える．Ω内の音
響伝搬は，音圧 pに関する 2階のスカラー波動方程式により記述される．

∂2p(r, t)

∂t2
− c20∇2p(r, t) = ρ0c

2
0

∂q(r, t)

∂t
δ(r − rs) in Ω (2.1)

ここで，ρ0, c0, qはそれぞれ空気密度，音速，単位体積あたりの音源の体積速度である．また，t
は時間を，rと rsはそれぞれΩ内の任意の点の位置ベクトルならびに音源の位置ベクトルを表す．
∇2はラプラシアン，δはDiracのデルタ関数である．境界 Γに関して，剛境界 Γ0，振動境界 Γv，
吸音境界 Γaの 3種を想定すると，境界条件式は以下で与えられる．

∂p(r, t)

∂n
=


0 on Γ0

−ρ0v̇n(r, t) on Γv

− 1
c0
y(r)ṗ(r, t) on Γa

(2.2)

ここで，vnは法線方向振動速度，yは周波数に非依存な比音響アドミタンス比を表す．また， ˙( )

は時間に関する 1階微分 ∂
∂t を表す．なお，吸音境界において，周波数依存な比音響アドミタンス

比を仮定する場合については第 5章で詳細に検討する．
FEMは微分方程式を弱形式とよばれる積分形式に変換し間接的に解く方法である．重み付き残
差法に基づき，波動方程式に任意の重み関数 Φを乗じ，音場全体に対して積分することで以下の
積分方程式を導出する．∫

Ω
Φ(r, t)

[
∂2p(r, t)

∂t2
− c20∇2p(r, t)− ρ0c

2
0

∂q(r, t)

∂t
δ(r − rs)

]
dΩ = 0 (2.3)
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Fig. 2.2 A sound field spatially discretized with hexahedral shape FEs.

式 (2.3)の左辺第二項に Greenの定理を適用し式を整理することで，以下の波動方程式の弱形式
が得られる．∫
Ω

[
Φ(r, t)

∂2p(r, t)

∂t2
+c20∇Φ(r, t)∇p(r, t)−Φρ0c20

∂q(r, t)

∂t
δ(r−rs)

]
dΩ−c20

∫
Γ
Φ(r, t)

∂p(r, t)

∂n
dΓ = 0

(2.4)

なお, Greenの定理は f と g をスカラー関数とすると, 以下の 2式が成り立つというものである
[86]. ∫∫∫

Ω

(
f∇2g +∇f∇g

)
dV =

∫∫
S
f
∂g

∂n
dA (2.5)∫∫∫

Ω

(
f∇2g − g∇2f

)
dV =

∫∫
S

(
f
∂g

∂n
− g

∂f

∂n

)
dA (2.6)

有限要素による空間離散化

FEMでは式 (2.4)を数値的に解くため，音場 Ωを有限要素 (FE)と呼ばれる有限個の部分領域
に分割する．ne個の FEで要素分割したときの各要素の領域を Ωeとすると音場 Ωは以下のよう
に近似される．

Ω ≈
ne⋃
e=1

Ωe (2.7)

Fig. 2.2は六面体要素を用いた音場の有限要素分割の例である．他にも四面体要素，三角柱要素，
四角錐要素など様々な形状の有限要素が存在する．本論文では，2次元解析では 4節点四辺形要素
を，3次元解析では 8節点六面体要素を使用する．この要素分割により式 (2.4)の弱形式は，要素
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Table 2.1 Shape function for isoparametric element denoted in the local coordinate system (ξ,

η, ζ): (a) four-node quadrilateral element and (b) eight-node hexahedral element

(a) Four-node quadrilateral element

i=1 i=2 i=3 i=4

Ni
1
4(1− ξ)(1− η) 1

4(1 + ξ)(1− η) 1
4(1 + ξ)(1 + η) 1

4(1− ξ)(1 + η)

(b) Eight-node hexahedral element

i=1 i=2 i=3 i=4

Ni
1
8 (1− ξ)(1− η)(1− ζ) 1

8 (1 + ξ)(1− η)(1− ζ) 1
8 (1 + ξ)(1 + η)(1− ζ) 1

8 (1− ξ)(1 + η)(1− ζ)

i=5 i=6 i=7 i=8

Ni
1
8 (1− ξ)(1− η)(1 + ζ) 1

8 (1 + ξ)(1− η)(1 + ζ) 1
8 (1 + ξ)(1 + η)(1 + ζ) 1

8 (1− ξ)(1 + η)(1 + ζ)

ごとの積分の和として次のように表現できる．
ne∑
e

∫
Ωe

[
Φ(r, t)

∂2p(r, t)

∂t2
+ c20∇Φ(r, t)∇p(r, t)− Φρ0c

2
0

∂q(r, t)

∂t
δ(r − rs)

]
dΩe

=

ne∑
e

c20

∫
Γ
Φ(r, t)

∂p(r, t)

∂n
dΓe (2.8)

FEMでは，要素Ωe内の音圧 pを，内挿関数Ni(ξ)と未知数である要素 e内の節点音圧 pei を用い
て次のように近似する．

p(r, t) =

nn∑
i=1

Ni(ξ)p
e
i =Npe in Ωe (2.9)

ここで，nnは要素内節点数，N は内挿関数ベクトル，peは要素節点音圧ベクトルをそれぞれ表
す．局所座標系 (ξ, η, ζ)における 4節点四面体要素ならびに 8節点六面体要素を用いた場合の内
挿関数Ni(ξ)をTable 2.1に示す．本要素は同一の内挿関数を用いて全体座標 (x, y, z)と局所座標
(ξ, η, ζ)の関係を規定するアイソパラメトリック要素と呼ばれる種類の要素であり，その座標変換
は以下のように与えられる．

x =

8∑
i=1

Ni(ξ)x
e
i , y =

8∑
i=1

Ni(ξ)y
e
i , z =

8∑
i=1

Ni(ξ)z
e
i (2.10)

(xei , y
e
i , z

e
i )は要素 Ωeの節点 iにおける全体座標を表す．参考として，本論文で使用する 4節点四

辺形要と 8節点六面体要素の全体座標系と局所座標系との対応を Fig. 2.3に示す．図中の全体座
標系の要素の各節点座標の添え字の数字と局所座標系の要素の節点に赤字で添えたローマ数字は
それぞれ要素内節点番号を表す．重み関数 Φの定義法については，内挿関数N に同一の関数形を
用いるGalerkin法を使用する．Galerkin法により下式が得られる．

Φ(r, t) =NΦe (2.11)

12



Fig. 2.3 Finite elements in Cartesian coordinate system and local coordinate system: (a) four-

node quadrilateral element and (b) eight-node hexahedral element. Bule points in the local

coordinate system present local coordinates for integration points.

ここで，Φeは重み関数の節点値であり任意の値をとる．式 (2.9)，式 (2.11)を式 (2.8)に代入し整
理すると以下の有限要素方程式を得る．
ne∑
e

(∫
Ωe

NTNdΩep̈e+ c
2
0

∫
Ωe

∇NT∇NdΩepe−ρ0c20
∫
Ωe

NT q̇dΩe

)
=

ne∑
e

c20

∫
Γe

NT ∂p(r, t)

∂n
dΓe

(2.12)

ただし，(̈ )は時間に関する二階微分 ∂2

∂t2
を表す．最終的に，式 (2.2)の 3種の境界条件式を代入す

ると以下の半離散化行列方程式が導出される [32]．

Mp̈+ c20Kp+ c0yCṗ = f (2.13)

ここで，行列M , K, C は全体質量行列，全体剛性行列，全体減衰行列を表す．また，f は外力
ベクトル，p̈, ṗ, pは，p̈e, ṗe, peの全体ベクトルである．行列M , K, C とベクトル f の詳細は
以下の通りである．

M =
∑
e

∫
Ωe

NTNdΩe (2.14)
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K =
∑
e

∫
Ωe

∇NT∇NdΩe (2.15)

C =
∑
e

∫
Γe

NTNdΓe (2.16)

f =
∑
e

[−ρ0c20v̇(r, t)
∫
Γe

NTdΓe + ρ0c
2
0

∫
Ωe

NT
f q̇dΩe] (2.17)

陰的な時間領域有限要素法のための時間進行スキーム

時間領域解析では空間の離散化に加え，時間方向の離散化も必要である．半離散化行列方程
式 (2.13)は 2階の常微分方程式であり，このようなMCK型方程式のための直接時間積分法とし
てはNewmark β法，HHT-α法，一般化 α法などの様々な手法が提案されている．ここでは，最
も基礎的なNewmark β法 [20, 22]を用いて時間を離散化する．Newmark β法を適用すると以下
の陰的 TD-FEMのための時間進行スキームが導出される [32]．

(M + βc20∆t
2K +

c0∆ty

2
C)p̈n+1 = fn+1 − c20KP1 − c0yCP2 (2.18)

pn+1 = pn +∆tṗn +∆t2(
1

2
− β)p̈n +∆t2βp̈n+1 (2.19)

ṗn+1 = ṗn +
∆t

2
(p̈n + p̈n+1) (2.20)

ただし，
P1 = p

n +∆tṗn +∆t2(
1

2
− β)p̈n, P2 = ṗ

n +
∆t

2
p̈n (2.21)

ここで，nは時間ステップ，∆tは時間刻み幅である．β は Newmark法における精度と安定性に
関するパラメータである．よく知られているのは β = 1

4 の平均加速度法，β = 1
6 の線形加速度法，

β = 1
12 の Fox–Goodwin法である．陰的 TD-FEMにより音場の時間発展をシミュレートするに

は，時間ステップごとに直接法または反復法を用いて連立 1次方程式 (2.18)を解く必要がある．ま
た，TD-FEMによる解析では安定した解を得るために要素サイズ，音速，時間積分法に応じた安
定条件を満たすように時間刻み幅を設定する必要がある．

周波数領域有限要素法のための離散化方程式

時間因子に exp (jωt)を仮定し，式 (2.13)を Fourier変換すると 以下の周波数領域における離散
化方程式が得られる.

(K − k2M + jykC)p = f (2.22)

ここで，ωは角周波数, kは波数, jは虚数単位 j2 = −1である.式 (2.22)の連立 1次方程式を直接
法 あるいは反復法を用いて解くことで，定常状態における音場の周波数応答が得られる．

14



2.2 時空間離散化に伴う分散誤差と修正積分則
FEMを用いた音響解析では空間または時空間の離散化に伴い分散誤差と呼ばれる離散化誤差が

発生する．分散誤差は時間領域解析においては音速の誤差として現れ，周波数領域解法では波数
の誤差として現れる．また，周波数依存性と伝搬方向角依存性をもち，一般的に高周波数になる
に従い誤差は大きくなる．分散誤差は音波伝搬に伴い蓄積されていき，シミュレーション結果の
信頼性を損なう．従って，TD-FEMによる適切な室内音響解析を実施するには分散誤差を許容範
囲内に抑えることが重要である．基本的な分散誤差低減法は要素サイズを解析音波長と比べて細
かくしていくことが挙げられる．式 (2.18)–(2.20)からなる陰的 TD-FEMは空間離散化に 4節点
四辺形要素，8節点六面体要素といった線形要素を使用した場合，分散誤差の収束に関して空間 2

次精度となる．例えば，要素サイズ hの立方体要素と時間積分に時間 4次精度 Fox–Goodwin法を
用いた陰的 TD-FEMの分散誤差 edispersionは分散誤差解析より以下となる [32].

edispersion =
(kh)2

24

(
cos4 ϕ sin4 θ + sin4 ϕ sin4 θ + cos4 θ

)
− (kh)4

480
(
c0∆t

h
)4 (2.23)

ここで，θ, ϕは音波の伝搬方向における仰角，方位角をそれぞれ表す．式 (2.23)によると線形要
素を用いた陰的なTD-FEMでは空間離散化に伴う分散誤差を 1%以下とするためには要素サイズ
を解析周波数の音波長の 1/12以下とする必要がある．しかし，分散誤差低減法の一種である修正
積分則を使用すると容易に空間 4次精度を達成し，より大きなサイズの要素を用いて分散誤差を
抑えることができる．修正積分則では，まず，以下の Gauss-Legendreの 2点積分によるM , K

の要素行列Me, Keの構築を考える．

Me =

∫
Ωe

NTNdΩe =
2∑

h=1

2∑
i=1

2∑
j=1

N(αm,h, αm,i, αm,j)
TN(αm,h, αm,i, αm,j) det(J) (2.24)

Ke =

∫
Ωe

∇NT∇NdΩe =

2∑
h=1

2∑
i=1

2∑
j=1

∇N(αk,h, αk,i, αk,j)
T∇N(αk,h, αk,i, αk,j) det(J) (2.25)

ここで，J はヤコビアン行列を表す．上式は 8節点六面体の場合であり，αm,h, αm,i, αm,j ならび
に αk,h, αk,i, αk,j はそれぞれMe, Keの積分計算に使用する局所座標系の ξ, η, ζ軸方向における
積分点の座標である．積分点は Fig. 2.3の局所座標系の要素において青色の点で例示している．4

節点四辺形要素の場合は ξ, η方向の積分のみを使用する．基本的な Gauss-Legendreの 2点積分
では以下の積分点を使用する．

αm,h = αm,i = αm,j = αk,h = αk,i = αk,j = ±
√

1

3
(2.26)

一方，修正積分則では以下の積分点を使用する [33, 34]．

αm,h = αm,i = αm,j = αk,h = αk,i = αk,j = ±
√

2

3
(2.27)

式 (2.27)の積分点を使用することで分散誤差解析に基づく分散誤差は以下の時空間 4次精度とな
る．

edispersion =
(kh)4

480

(
cos6 ϕ sin6 θ + sin6 ϕ sin6 θ + cos6 θ − (

c0∆t

h
)4
)

(2.28)
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Fig. 2.4 Comparison between Analytic solution and the implicit TD-FEM with the conventional

integration points of Eq. (2.26): waveform (Left) and frequency response (Right)

式 (2.28)より修正積分則を使用した陰的TD-FEMは波長あたり 4.5要素の FE離散化で空間離散
化に伴う分散誤差を 1%以下に抑えることができ，従来の積分点を用いる場合と比べてサイズが 2

倍以上の大きな要素を用いて同一精度の解析が可能である．また，修正積分則を使用すると陰的
なTD-FEMでは安定性が緩和され，より大きな時間刻み幅を用いて計算できるようになる．例え
ば，Fox–Goodwin法に基づく時間進行スキームの場合，式 (2.26)の従来の積分点による安定条件
式は以下となる．

∆t ≤

 h
2c0

for 2D problem

h√
6c0

for 3D problem
(2.29)

一方で，式 (2.26)の積分点を使用すると安定条件は以下となる．

∆t ≤


h√
2c0

for 2D problem

h√
3c0

for 3D problem
(2.30)

分散誤差への理解を助けるために 2つの簡単な数値実験を行う．まず，分散誤差の時間波形な
らびに周波数応答への影響と修正積分則の効果を例示する．長さ 10 m，幅 0.1 mの 2次元音場を
要素サイズ 0.05 mの正方形要素で離散化し，音場左端に上限周波数 800 Hzの Gaussianパルス
を初期条件として与え，従来の積分点ならびに修正積分則を使用した陰的 TD-FEMにより音場
中心における時間波形を計算した．音場の境界はいずれも剛境界とした．また，0.5 s間の時間波
形に Hann窓をかけた上で離散 Fourier変換を行うことで周波数応答を算出した．時間積分には
Fox–Goodwin法を使用し，時間刻み幅は積分点によらず 1/23,812 sとした．計算結果は剛境界か
らなる 2次元音場の解析解と比較する．解析解の算出法は 4.3.1項を参考にされたい．
Figs. 2.4, 2.5に従来の積分点ならびに修正積分則を使用した陰的TD-FEMによる計算結果をそ
れぞれ示す．なお，時間波形は分散誤差の影響を見やすくするために 0.05 s間のみ示している．従
来の積分点を用いた陰的TD-FEMによる時間波形は解析解より速く受音点に到来しており，分散
誤差によって音速が速くなっていることが分かる．また，特に分散誤差が大きくなる高周波数成
分がパルス信号から分離している．また，第 1波と比べて第 2波の方が誤差が大きく，分散誤差が
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Fig. 2.5 Comparison between Analytic solution and the implicit TD-FEM with the modified

integration points of Eq. (2.27): waveform (Left) and frequency response (Right)

Fig. 2.6 Distribution of sound pressure level simulated by the implicit TD-FEM with the con-

ventional integration point (Left) and the modified integration point (Right).

音波伝搬に伴い蓄積していく様子がわかる．周波数応答については高域で解析解と比べてピーク・
ディップが生じる周波数が高くなっており，周波数が高くなるに従い乖離の程度は増大している．
一方，修正積分則を用いた陰的TD-FEMによる計算結果は時間波形と周波数応答のいずれも解析
解と良好に一致しており，簡単な積分点の変更により要素サイズを細かくすることなく分散誤差
を著しく低減できることがわかる．なお，従来の積分点を用いた陰的TD-FEMにおいてもより空
間解像度高い FEメッシュを使用することで修正積分則を用いた場合と同様の結果が得られる．
続いて，分散誤差における異方性を例示する．1辺が 8 mの正方形領域の中心に上限周波数 800

HzのGaussianパルスを初期条件として与えた際の過渡音場を従来の積分点ならびに修正積分則
を使用した陰的 TD-FEMに計算する．空間離散化には要素サイズ 0.05 mの正方形要素を使用す
る．時刻 80 msにおける音圧レベル分布を Fig. 2.6に示す．従来の積分点を用いた結果は伝搬方
向によって音速が異なる異方性を示しており，軸方向で特に音速が速くなっている．一方，修正
積分則を用いた結果では分散誤差が低減されたことにより等方的に音波伝搬している．
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Fig. 2.7 Relation among an incident sound pi, a reflected sound pr and a transmission sound pt

on a sound absorbing boundary.

以上のように音場を適切にシミュレートする上で分散誤差を低減することは重要であり，要素
サイズを変更せずに分散誤差を大幅に低減できる修正積分則は計算効率の観点で強力な分散誤差
低減法である．

2.3 吸音境界の理論と伝達マトリクス法に基づくモデル化法
Fig. 2.7に示すような x = 0に設置された厚みがLの多孔質吸音材に平面波が角度 θで入射する
場合を対象として室境界面における吸音の基礎理論を整理する．また，吸音材の吸音特性を予測
するための理論的な手法として伝達マトリクス法 [85]について説明する．なお，本論文では多孔
質材は剛な骨格からなる等価流体 [87]でモデル化する．等価流体モデルでは，巨視的なスケール
において多孔質材中の空気を粘性や熱伝導などによる損失を考慮した複素実効密度と複素体積弾
性率をもつ流体として扱う．多孔質材の骨格振動を考慮するモデル化手法については文献 [88]を
参考にされたい．まず，吸音材表面の平面波の振る舞いから吸音に関する基本的なパラメータの
導出を行う．ここで，x < 0は空気領域とする．入射波 pi, 反射波 prはそれぞれ次式で表される．

pi = Ai exp (−jkx cos θ) (2.31)

pr = Ar exp (jkx cosψ) (2.32)

ここで，Ai, Ar, はそれぞれ入射波，反射波の振幅，ψは反射角を表す．また，x方向における定
常状態の運動方程式

jωρ0vx = −∂p
∂x

(2.33)

より入射波と反射波の x方向の粒子速度はそれぞれ以下となる．

vi =
cos θ

Z0
pi (2.34)

vr = −cosϕ

Z0
pr (2.35)
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ここで，vi, vrは入射波と反射波の x方向の粒子速度をそれぞれ表す．Z0は空気の特性インピー
ダンス ρ0c0である．Fermatの原理より

θ = ψ (2.36)

が成り立つ．また，複素音圧反射係数RAは次式で定義される．

RA =
pr
pi

(2.37)

空気領域と多孔質材との境界面 (x = 0)において以下の 2つの連続条件が成立する．

pi + pr = pt (2.38)

vi − vr = vt (2.39)

ここで，ptは透過波，vtは透過波の x方向の粒子速度である．以上より，多孔質吸音材表面の表
面のインピーダンス Znは次のように表される．

Zn =
pt
vt

=
pi + pr
vi − vr

=
Z0

cos θ

1 +RA

1−RA
(2.40)

従って，RAは以下のように計算できる．

RA =
Zn cos θ − Z0

Zn cos θ + Z0
=
zn cos θ − 1

zn cos θ + 1
(2.41)

ここで，znは吸音材表面の比音響インピーダンス比Zn/Z0である．吸音材の吸音率 αは次式で定
義される．

α = 1− |R2
A| = 1− |zn cos θ − 1

zn cos θ + 1
|2 (2.42)

従って，吸音材表面のインピーダンスを適切にモデル化できれば室境界面における吸音を適切に
考慮することができる．なお，式 (2.42)より吸音率は入射角依存性をもつことが分かる．ここで，
本研究において吸音境界に与えられる比音響アドミタンス比 yは znの逆数である．すなわち，

y =
1

zn
(2.43)

続いて，吸音材内部の平面波伝搬について考える．ここで，多孔質材中の実効的な波数，密度，音
速をそれぞれ ke, ρe, ceとする．吸音材内部の音圧は進行波と後退波の重ね合わせとして次のよう
に書ける．

pt(x) = B1 exp (−jkex cosϕ) +B2 exp (jkex cosϕ) (2.44)

ここで，ϕは透過角を表す．また，運動方程式より x方向の粒子速度は以下となる．

vt(x) =
B1 cosϕ

Zc
exp (−jkex cosϕ)−

B2 cosϕ

Zc
exp (jkex cosϕ) (2.45)

ここで，Zcは吸音材の特性インピーダンス ρeceを表す．ここで，x = 0における音圧と粒子速度
はそれぞれ以下となる．

pt(0) = B1 +B2 (2.46)

vt(0) =
(B1 −B2) cosϕ

Zc
(2.47)
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また，x = Lにおける音圧と粒子速度はそれぞれ以下となる．

pt(L) = (B1 +B2) cos (keL cosϕ)− j(B1 −B2) sin (keL cosϕ) (2.48)

vt(L) =
(B1 −B2) cosϕ

Zc
cos (keL cosϕ)− j

(B1 +B2) cosϕ

Zc
sin (keL cosϕ) (2.49)

式 (2.46)–(2.49)より x = Lにおける音圧と粒子速度は x = 0の値を用いて次のように計算できる．

pt(L) = cos (keL cosϕ)pt(0)− j
Zc

cosϕ
sin (keL cosϕ)vt(0) (2.50)

vt(L) = −j
cosϕ

Zc
sin (keL cosϕ)pt(0) + cos (keL cosϕ)vt(0) (2.51)

式 (2.50), (2.51)は以下の行列形式で表すこともできる．pt(L)
vt(L)

 =

 cos (keL cosϕ) −j Zc
cosϕ sin (keL cosϕ)

−j cosϕZc
sin (keL cosϕ) cos (keL cosϕ)

pt(0)
vt(0)

 (2.52)

式 (2.52)の逆行列を用いることで次式のように書き換えることもできる．pt(0)
vt(0)

 =

 cos (keL cosϕ) j Zc
cosϕ sin (keL cosϕ)

j cosϕZc
sin (keL cosϕ) cos (keL cosϕ)

pt(L)
vt(L)

 = TM

pt(L)
vt(L)

 (2.53)

TMは流体層の伝達マトリクスである．なお，Snellの法則

k sin θ = ke sinϕ (2.54)

より TMは入射角 θを用いて以下のように書き改めることもできる．

TM =

 cos (k3L) jZc
ke
k3

sin (k3L)

j 1
Zc

k3
ke

sin (k3L) cos (k3L)

 (2.55)

ここで，k3 = (k2e − k2 sin 2θ)
1
2 である．吸音体背後が剛壁である場合，pt = 1とすると式 (2.53)

より吸音体表面の音圧と粒子速度は以下となる．pt(0)
vt(0)

 = TM

1
0

 =

 cos (keL cosϕ)

j cosϕZc
sin (keL cosϕ)

 (2.56)

従って，式 (2.40)より多孔質材の表面インピーダンス Znは次式となる．

Zn =
cos (keL cosϕ)

j cosϕZc
sin (keL cosϕ)

= −j
Zc

cosϕ
cot (keL cosϕ) or − jZc

ke
k3

cot (k3L) (2.57)

式 (2.57)によると吸音材表面のインピーダンスが入射角依存性をもつことが分かる．ここで，吸
音境界においてその表面インピーダンスの入射角依存性を考慮する場合を拡張作用境界と呼ぶ．一
方で，吸音材内部が細かいハニカムコアで仕切られている場合や，流体の流れ抵抗が大きい場合は
透過角が入射角によらず境界面の法線方向 (ϕ = 0)に近づく．この特徴を踏まえて表面インピー
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Fig. 2.8 Comparison of field-incidence absorption coefficient of glass wool between extended

reaction boundary model and local reaction boundary model.

ダンスが入射角によらず ϕ = 0の場合の値となると仮定する吸音境界を局所作用境界と呼ぶ．以
下では 2つの吸音体の音場入射吸音率を対象に局所作用境界としてモデル化した場合と拡張作用
境界としてモデル化した場合とを比較する．音場入射吸音率 αf は各入射角における吸音率を以下
の積分式で入射角平均することで求まる．

αf =

∫ 78◦

0 α(θ) sin θ cos θdθ∫ 78◦

0 sin θ cos θdθ
(2.58)

なお，積分区間が 0～π/2の場合は統計入射吸音率となる．局所作用境界の吸音率は入射角によら
ず透過角を ϕ = 0とすることで求まる．最初の対象は密度が 96 kg/m3，厚みが 25 mmのグラス
ウールを剛壁前に設置した吸音体とする．ここで，式 (2.57)を用いて等価流体モデルに基づく多
孔質材の表面インピーダンスを求めるには実効波数 keと特性インピーダンス Zcを算定する必要
がある．等価流体モデル内部の伝搬特性を予測する手法としては細い円筒管内の音波伝搬性状を
応用する半現象論的な方法と音響管での計測値に基づく流れ抵抗との関係を用いる実験的な手法
が存在する [89]．ここでは，実験的な手法の中でも代表的なMikiモデル [90]を用いて等価流体中
の音波の伝搬性状をモデル化する．Mikiモデルによれば keと Zcは流体の単位厚さ流れ抵抗 Rf

を用いて次式で算定できる．

ke(f) = k0

(
1 + 0.109(

f

Rf
)−0.618 − j0.160

f

Rf
)−0.618

)
(2.59)

Zc(f) = Z0

(
1 + 0.070(

f

Rf
)−0.632 − j0.107

f

Rf
)−0.632

)
(2.60)

以下では Rf = 50, 000 Pa s/m2として計算を行う．結果を比較して Fig. 2.8に示す．局所作用境
界モデルと拡張作用境界モデルの結果はよく一致しており，流れ抵抗が大きく薄い多孔質材は局
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Fig. 2.9 A porous sound absorber with air cavity.

所作用性の仮定が有効な吸音材であることがわかる．
続いて，密度が 96 kg/m3，厚みが 25 mmのグラスウールを空気層 50 mmを設けて剛壁前に設

置した場合について考える．モデルのイメージを Fig. 2.9に示す．図中の ϕ′は背後空気層におけ
る透過角を表す．こちらは Snellの法則より入射角 θと等しくなる．なお，複層材料の伝達マトリ
クスは各部材の伝達マトリクスの積で表される．例えば，多孔質材の伝達マトリクスを Tp, 空気
層の伝達マトリクスを Taとすると多孔質材+空気層からなる吸音体の伝達マトリクス Tp×aは次
式で表せる．

Tp×a = TpTa (2.61)

グラスウール+空気層の局所作用境界モデルと拡張作用境界モデルの音場入射吸音率を Fig. 2.10

に比較して示す．グラスウール単体の場合と異なり，局所作用境界と拡張作用境界で結果が大き
く乖離していることが分かる．これは空気層の入射角依存性が強いためである．従って，空気層
を含むような吸音材を扱う場合は拡張作用境界として扱うことが精度の観点で重要である．

薄い吸音材の伝達マトリクス

PMやMPPのような薄い吸音材を含む吸音構造の伝達マトリクス法に基づく吸音予測法につい
て説明する．材がモデル化を行う周波数範囲の波長と比べて十分薄く，局所作用の仮定が成り立
つとする．その場合，材料が両面で同一の法線方向粒子速度 vnと伝達インピーダンス Ztをもつ
として以下の関係式が成立する．

pa − pb
vn

= Zt (2.62)

ここで，paならびに pbはそれぞれ材の表側ならびに裏側における音圧である．式 (2.62)より伝達
インピーダンス Ztをもつ薄い吸音材の伝達マトリクスは以下となる

Tt =

1 Zt

0 1

 (2.63)
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Fig. 2.10 Comparison of field-incidence absorption coefficient of glass wool with air space of 50

mm between extended reaction boundary model and local reaction boundary model.

続いて，PMとMPPの伝達インピーダンスの理論モデルについて説明する．PMは各種天然・化
学繊維素材の通気性のある薄い織編物・不織布など示し，最も基本的なPM吸音体はPM，空気層，
剛壁からなる単一PM吸音体である．その他に，単一PM吸音体の背後空気層にハニカムコアを設
置し局所作用性とすることで低域の吸音性能を向上させたPM吸音体ハニカム [91]，背後空気層厚
に応じて生じる吸音率の落ち込みを防ぐために深さの異なる背後空気層を並べ広帯域に渡って高い
吸音性能を発揮するPM吸音体アレイ [92, 93]，設置の柔軟性に優れた空間吸音体 [94, 95, 96, 97]

が存在する．PMは製作コストが低く，加工性に優れた材である．MPPは厚さ 1 mm 以下の薄板
や膜などに直径 1 mm 以下，開孔率 1%程度の微細孔を開けた素材で，背後に空気層を設けるこ
とで Helmhortz型の吸音機構を構成する [98]．MPPは通常の穿孔板と異なり孔自体が適度な音
響抵抗と音響質量をもつため背後に多孔質材を設けなくても高い吸音性能を発揮できる．こちら
も背後に空気層と剛壁を設けた単一MPP吸音体が最も基本的な吸音構造である．しかし，単一
MPP吸音体は吸音帯域が選択的なためより広帯域な吸音特性を得るために複数枚のMPPを用い
た吸音体 [99]，背後に PMを設置または多孔質材を充填した吸音体 [100, 101]などが提案されて
いる．また，PMと同様に背後にハニカムコアを設置した吸音体 [102]，厚さの異なる背後層を並
べた吸音体 [103]，空間吸音体 [104, 105]が考案されている．また，近年では非一様な孔分布や孔
径からなる不均一なMPP吸音体 [106]が注目を集めており，ドットアート手法を用いたデザイン
的に優れた新しいMPP吸音体 [107, 108]の開発も行われている．
まず，PMの伝達インピーダンスを導出する．時間因子として exp (jωt)を仮定すると，PMで

は膜両面の音圧差について以下の運動方程式が成立する．

jωMPMvm = pa − pb (2.64)
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ここで，MPMは PMの面密度，vmは膜の振動速度を表す．また，通気性膜の通気性は流れ抵抗
で考慮する．流れ抵抗RPMは以下の式で定義される．

RPM =
pa − pb
vn − vm

(2.65)

式 (2.64), (2.65)より膜の伝達インピーダンス Zt,PMは以下となる．

Zt,PM =
pa − pb
vn

=

(
1

RPM
+

1

jωMPM

)−1

(2.66)

微細穿孔板の伝達インピーダンスについてはMaaモデルがよく用いられる．これは円形断面の
毛細管に線形Navier–Stokes方程式を適用することで微細孔の特性インピーダンスの式を導出し，
微細孔の音響的な特徴に基づく近似を施すことでMPPの伝達インピーダンス Zt,MPPを以下のよ
うに表すものである．

Zt,MPP =
r + jωm

ε
(2.67)

ここで，

r =
32ηtm
d2m

(√
1 +

K2

32
+

√
2

8
K
dm
tm

)
(2.68)

ωm = ρ0ωtm

(
1 +

1√
9 + K2

2

+ 0.85
dm
tm

)
(2.69)

K = dm

√
ωρ0
4η

(2.70)

ここで，tm, dm, ε, η はそれぞれ MPP の板厚，孔径，開孔率，空気の粘性係数を表す．なお，
式 (2.67)の伝達インピーダンスは板が剛な場合を仮定しており，板の音波入射に伴う振動を考慮
する場合は板または非通気性の膜の伝達インピーダンスと剛なMPPの伝達インピーダンスの合
成インピーダンスを使用すればよい [110]．
これらの薄い吸音材を用いる吸音体は基本的に背後層を伴うため，拡張作用性の吸音体となる．

従って，これらの吸音材を音響シミュレーションの手法で扱う場合は拡張作用境界としてモデル
化することが予測精度の観点で重要である．

2.4 従来の陽的な時間領域有限要素法による室内音響解析手法
時間進行スキーム定式化

陽的な TD-FEM では 2階の常微分方程式 (2.13)と等価な以下の連立 1階常微分方程式を扱
う [38, 39, 40]．

Dṗ =Mv, (2.71)

Dv̇ = f − c20Kp− c0yCṗ (2.72)
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ここで，Dは対角質量行列で，本論文では以下の row-sum法 [22]に基づきM より導出する．

Di,j =


∑nn

n=1Mi,n (i = j)

0 (i ̸= j′)
(2.73)

ここで，Di,jならびにMi,jはそれぞれ要素対角質量行列と要素質量行列の i行 j列成分を表す．他
の代表的なDの導出法としてはGauss-Lobatto積分を用いる方法，Diagonal Scaling法などが存
在する [111]．Dは対角成分のみから構成され，演算時にベクトルとして扱うことができる．従っ
て，単位行列を I とするとD−1 = I/diag(D)が成り立つので，式 (2.71), (2.72)のそれぞれを陽
的に離散化すれば線形方程式を解かずに音圧の時間発展をシミュレートできる．また，vは音圧
の時間 1階微分 ∂p/∂tと等価な補助変数ベクトルを表す．基本的な陽的TD-FEMによる室内音場
解析手法の時間進行スキームは式 (2.71)の ṗならびに式 (2.72)の v̇を時間 2次精度の中心差分近
似により時間離散化し，式 (2.72)の右辺第 3項の ṗを時間 1次精度後退差分近似することで導出
される [38, 39]．

ṗn = ṗn−1 +∆tD−1Mvn−1/2 (2.74)

v̇n+1/2 = vn−1/2 +∆tD−1
(
fn − c20Kp

n − c0y

∆t
C(pn − pn−1)

)
(2.75)

さらに，以下の積分点を使用することで分散誤差の収束に関して時空間 4次精度を達成する [34, 39]．

αm = ±
√

4− τ2

3
, αk = ±

√
2

3
(2.76)

ここで，τ はCourant数 c0∆t/hである．Courant数は正方形要素または立方体要素に対して定義
されているため，本陽的TD-FEMにおいて高精度化が達成できる要素形状は正方形または立方体
に限定され，FEMの強みである高い形状近似能力が損なわれる．本研究の目的の 1つは，第 1章
で述べたように，要素形状の制限を緩和した新たな陽的TD-FEMによる室内音響解析手法の開発
である．第 3章ならびに第 4章では要素形状に非依存な積分点の修正値を用いた新たな手法をそ
れぞれ提案している．また，式 (2.74), (2.75)による陽的 TD-FEMは安定性が吸音境界における
yに依存しており，壁面の吸音率が高いほど安定性が悪化し，計算負荷が大きくなる [39]．それに
対して，安定性が吸音境界に非依存なスキームも提案されている [40]．この数値安定性に優れた
スキームは式 (2.71)の ṗを時間 1次精度の前進差分近似により時間離散化し，式 (2.72)の v̇を時
間 1次精度の後退差分近似により時間離散化した上で，式 (2.72)の右辺第 3項に ṗ = vを代入す
ることで導出される．

ṗn = ṗn−1 +∆tD−1Mvn−1 (2.77)(
I + c0y∆tD

−1C
)
v̇n = vn−1 +∆tD−1

(
fn − c20Kp

n
)

(2.78)

ここで，式 (2.77)は陽的な式となるのに対して，式 (2.78)は陰的な式である．しかし，C に集
中化を施すことで式 (2.78)の左辺係数行列は対角成分のみとなるので陽的に解くことができる．
式 (2.77), (2.78)による陽的TD-FEMにおいても式 (2.76)の積分点を使用することで，要素形状
は限定されるが，時空間 4次精度が達成される．
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Fig. 2.11 Spectrum of modulated Gaussian pulse.

等価インピーダンスモデル

ここでは，従来の陽的 TD-FEMの吸音境界モデリングに使用されている等価インピーダンス
モデルについて説明する．等価インピーダンスモデルは所望の吸音材を解析周波数帯域における
垂直入射吸音率または統計入射吸音率と等価な実数の比音響インピーダンス比によりモデル化し，
複数の周波数帯域で計算を行うことで吸音材の周波数特性依存性を考慮するモデルである．所望
の垂直入射吸音率 α0と等価な実数の比音響インピーダンス比 znは式 (2.42)より次の式で算定で
きる．

zn =
1 +

√
1− α0

1−
√
1− α0

(2.79)

また，所望の統計入射吸音率 αsと等価な znは以下の実数インピーダンスのみを考慮したParisの
式を znについて数値的に解くことで得られる [112]．

αs =
8

z2n

(
1 + zn −

1

1 + zn
− 2 ln (1 + zn)

)
(2.80)

ここで，Parisの式によるαsは zn = 1.57の時に最大値 0.9512となる．従って，局所作用境界では
完全吸音境界をつくれないことが分かる．等価インピーダンスモデルは既存の残響室法吸音率の
データを活用できる利点があるが，複数の周波数帯域に分割しての計算は計算負荷の増加に直結
し，また，吸音材の吸音特性を簡易的にしか考慮できないので，信頼性の高い室内音響解析のた
めには周波数依存の複素インピーダンスを適切に反映できる境界モデルの開発が重要である．複
素インピーダンスを考慮した周波数依存の吸音境界の取り扱い法は第 5章で詳細に述べる．

音源の実装法

時間領域解析では広帯域の周波数成分を含む信号を音源に使用することで多くの周波数成分を
含む時間応答を一度に計算できる．単純な無指向性の点音源を想定する場合，2つの代表的な実装
法が挙げられる．1つは空間的に連続的な関数に基づき音圧分布を初期条件として与える方法であ
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る．例えば，Gaussianパルスを初期音圧分布とする場合は以下となる．

p(r, 0) = exp

(
−(x− xs)

2 + (y − ys)
2 + (z − zs)

2

d2

)
(2.81)

ここで，(xs, ys, zs)は音源座標，dはパルスの形状と周波数特性を決定する定数である．式 (2.81)

を球面波の波動方程式に代入すると以下の解が得られる．

p(r, t) =
1

2r
(r − c0t) exp

(
−(r − c0t)

2

d2

)
(2.82)

ここで，r =
√
(x− xs)2 + (y − ys)2 + (z − zs)2である．式 (2.82)より音圧の初期分布にGaussian

パルスを想定した場合，音圧波形としてはGaussianパルスの時間 1階微分に相当するものが伝搬
していくことがわかる．ここで，参考に dの値とパルスの周波数特性の関係を Fig. 2.11に示す．
Gaussianパルスは kd =

√
2となる周波数において周波数成分のピークをもつことが分かる．ま

た，kd = exp (1)となる周波数でピークから-3 dBとなる．もう一つの方法は体積加速度波形 q̇を
任意の節点に与えるものである．ここで，3次元音場では q̇と pについて次の関係が成り立つ．

p(r, t) =
ρ0
4πr

q̇(t− r

c0
) (2.83)

従って，Gaussianパルスを想定する場合の q̇は式 (2.82), (2.83)より以下となる．

q̇(t− r

c0
) =

2π

ρ0
(r − c0t) exp

(
−(r − c0t)

2

d2

)
(2.84)

2.5 従来の陽的時間領域有限要素法の性能
2.5.1 理論解析

本項では，従来の陽的 TD-FEMを対象として分散誤差解析に基づく理論的な分散誤差特性と
Von Neumannの安定性解析による安定条件を導出する方法を詳細に説明する．

3次元分散誤差解析

Fig. 2.12に示す 64個の一様なサイズの立方体形状の FEで構成された領域を対象に分散誤差解
析を行う．分散誤差は，中心の節点座標 (x, y, z)における FE方程式を構築することで評価され
る．時間領域解析において，分散誤差は厳密な音速 c0と離散的な音速 chの相対的な誤差 edispersion

として以下のように定義される．

edispersion =
|c0 − ch|

c0
(2.85)

B. Yueら [34]の行った 2次元分散誤差解析に倣い，式 (2.77), (2.78)から音源項と減衰項を除い
た式と等価な以下の線形多段形式を解析に用いる．

(pn+1 − 2pn + pn−1) + ∆t2c20D
−1MD−1Kpn = 0 (2.86)
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Fig. 2.12 125 nodes 64 cubic elements patch, of which a center node is located at (x, y, z), for

dispersion error analysis in three dimensions.

球面座標系における平面波伝搬を想定する場合，時刻 n∆tにおける座標 (x, y, z)での音圧 pnx,y,z

は以下の式で表される．

pnx,y,z = exp
(
j(khxx+ khyy + khz z − ωhn∆t)

)
(2.87)

ここで，
khx = kh sin θ cosϕ, khy = kh sin θ sinϕ, khz = kh cos θ (2.88)

kh, ωh はそれぞれ離散的な波数と角周波数を表す．式 (2.87)を式 (2.86)式の第 1項に代入するこ
とで座標 (x, y, z)について以下が得られる．

(pn+1
x,y,z − 2pnx,y,z + pn−1

x,y,z) = 2(cosωh∆t− 1)pnx,y,z (2.89)

第 2項の計算に必要な全体質量行列M と全体剛性行列K, 全体対角行列Dを構成する要素質量
行列Me, 要素剛性行列Ke, 要素対角行列Deはそれぞれ以下で表される． なお，いずれの要素
行列も実対称行列であるので，上三角成分のみを記す．

Me =



m0 mx mxy my mz mzx mxyz myz

m0 my mxy mzx mz myz mxyz

m0 mx mxyz myz mz mzx

m0 myz mxyz mzx mz

m0 mx mxy my

m0 my mxy

m0 mx

m0


(2.90)
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Ke =



k0 kx kxy ky kz kzx kxyz kyz

k0 ky kxy kzx kz kyz kxyz

k0 kx kxyz kyz kz kzx

k0 kyz kxyz kzx kz

k0 kx kxy ky

k0 ky kxy

k0 kx

k0


(2.91)

De =
h3

8



1 0 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0

1 0 0 0

1 0 0

1 0

1


(2.92)

ここで，

m0 =
h3

64
(1 + α2

m)3

mx = my = mz =
h3

64
(1− α4

m)(1 + α2
m)

mxy = myz = mzx =
h3

64
(α2

m − 1)2(1 + α2
m)

mxyz =
h3

64
(1− α2

m)3 (2.93)

k0 =
3h

16
(1 + α2

k)
2

kx = ky = kz =
2h(1− α4

k)− h(1 + α2
k)

2

16

kxy = kyz = kzx =
2h(α4

k − 1) + h(α2
k − 1)2

16

kxyz = −3h

16
(1− α2

k)
2 (2.94)

ここで，αm ならびに αk はそれぞれ要素質量行列，要素剛性行列の計算に用いる積分点である．
分散誤差解析に必要な Fig. 2.12の中心の 8要素を構成する 27節点は同一要素成分をもつため
式 (2.86)式の第 2項は以下のように整理できる．

∆t2c20D
−1MD−1Kpn =

64∆t2c20
h6

McKcp
n
x,y,z (2.95)
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Fig. 2.13 Propagation angle characteristics of dispersion error in the conventional explicit TD-

FEM with various ∆t: (a) ∆tlimit, (b) 0.8∆tlimit, (c) 0.6∆tlimit, and (d) 0.4∆tlimit.

ここで，

Mc =(m0 +mxCx +myCy +mzCz +mxyCxy +myzCyz +mzxCzx +mxyzCxyz)

Kc =(k0 + kxCx + kyCy + kzCz + kxyCxy + kyzCyz + kzxCzx + kxyzCxyz) (2.96)

Cxy =CxCy, Cyz = CyCz, Czx = CzCx, Cxyz = CxCyCz,

Cx =cos(khxh), Cy = cos(khyh), Cz = cos(khzh) (2.97)

式 (2.89)，(2.95)式を用いて最終的に (x, y, z)における FE方程式は以下のように表される．(
2(cosωh∆t− 1) +

64∆t2c20
h6

McKc

)
pnx,y,z = 0 (2.98)

式 (2.98)より以下の分散関係式が得られる．

c0 =

√
h6(1− cos chkh∆t)

32∆t2McKc
(2.99)

ここで，式 (2.90), (2.91)に式 (2.76)の積分点を代入することで以下の時空間 4次精度の分散誤差
式が得られる．

|c0 − ch|
c0

=
k4h4

1440
[B1 +B2 +B3 +B4] (2.100)
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ただし，

B1 = 8− 10τ2 + 2τ4

B2 = −χ cos2 θ sin2 θ

B3 = χ cos2 ϕ sin2 ϕ cos2 θ sin2 θ

B4 = − cos2 ϕ sin2 ϕ sin2 θ(χ− 9 cos2 θ sin2 θ)　
χ = 5τ4 − 20τ2 + 19 (2.101)

参考として，Fig. 2.13に式 (2.100)より計算した従来の陽的TD-FEMの理論的な分散誤差の伝搬
方向角特性を例示する．計算条件は c0 = 343.7 m/s, k = 41.04, h = 0.03 mとした．また，∆tは
∆tlimit, 0.8∆tlimit, 0.6∆tlimit, 0.4∆tlimitの 4種類を設定した．ここで，∆tlimitは次項の安定性解
析より求められる安定限界時間刻み幅である．従来の陽的TD-FEMの分散誤差は時間刻み幅によ
らず軸方向において最大となり，(θ, ϕ) = (55◦, 45◦)で最小となる．また，伝搬方向によらず，時
間刻みが細かくなるに従い分散誤差は大きくなる．

安定性解析

ここでは，陽的TD-FEMを用いて 3次元音場解析を行う際に安定した計算を行うための安定条
件をVon Neumann [65]の安定性解析に基づき導出する．
まず，pn+1 = FAp

n となる FA を定義する．ここで，FA は振幅増幅率である．これを用いて
式 (2.86)の第 1項は下記のように変形できる．

pn+1 − 2pn + pn−1 = (FA − 2 +
1

FA
)pnx,y,z (2.102)

また，式 (2.86)の第 2項は式 (2.95)より次のように定義する．

64∆t2c20
h6

McKcp
n
x,y,z = FBp

n
x,y,z (2.103)

この式を FAについて解き，|FA| ≤ 1とならなければ，この手法は不安定になってしまう．2次方
程式の解の公式より，

FA =
−(FB − 2)±

√
(FB − 2)2 − 4

2
(2.104)

従って，満たすべき条件は 0 ≤ FB ≤ 4である．ここで，FBはCx, Cy, Cz, τ からなる関数であり
式 (2.97)より |Cx| ≤ 1, |Cy| ≤ 1ならびに |Cz| ≤ 1となることがわかる．FBはCx = Cy = Cz = 1

の場合に最小値B = 0となる．一方，Cx = Cy = Cz = −1の場合 FB は最大値max (FB)となる．
よって，max (FB) ≤ 4を解くことで，以下の安定条件式が得られる．

τ ≤ 0.673988 (2.105)
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Fig. 2.14 Cubic rooms for the numerical stability analysis. Surfaces in gray have a finite

impedance value for which six normalized impedance values were given systematically.

Fig. 2.15 Waveform and its frequency characteristics of sound source for numerical experiments:

(a) waveform and (b) frequency characteristics.

2.5.2 数値実験

本項では，4つの数値実験を通して従来の陽的TD-FEMの数値的な安定性，振幅誤差特性，分
散誤差特性そして計算性能を提示する．以下では従来の陽的 TD-FEMのうち式 (2.74), (2.75)か
らなる手法をMethod 1, 式 (2.77), (2.78)からなる手法をMethod 2と表記する．

数値的な安定性解析

2種の従来の陽的TD-FEM, Method 1とMethod 2の周波数に非依存なインピーダンス境界を
もつ室内音響解析における安定性を数値実験により調査する．
Fig. 2.14に示す異なる数の有限のインピーダンス面をもつ 3種の 1m3の立方体室（Cond.1: 1

面吸音で他は完全剛，Cond.2: 2面吸音で他は完全剛，Cond.3: 3面吸音で他は完全剛）を対象
にMethod 1, Method 2を用いて解析を行う．吸音面の設定は，複数の吸音面が隣接する場合に
安定性に与える影響を調査できるよう考慮した．吸音面の吸音条件として比音響インピーダンス
zn=32.56, 13.44, 7.14, 3.87, 2.597, 1.0の 7種類を設定した．なお，それぞれに対応する Parisの
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Fig. 2.16 Sound pressure of (x, y, z) = (0.5, 0.5, 0.5) in Cond. 1 with zn = 1.0 calculated by the

Method 1 and Method 2 for the case with m = 1.0.

式 (2.80)より求めた統計吸音率は αs=0.2, 0.4, 0.6, 0.8, 0.9, 0.91である．各手法の解析に用いる
時間刻み幅をm×∆tlimitとし，mは 1.0～0.25の範囲で 0.05刻みで変化させた．各手法で計算が
途中で発散せず安定した計算が可能な最大のmの値をインピーダンス値ごとに明らかにする．こ
こで，∆tlimitは理論的な安定条件に基づく安定限界時間刻み幅を表す．解析時間長は 1.0 s，要素
の分割数は 40 × 40 × 40（要素長は 0.025 m），∆tlimit=49.02 µs ，音速は 343.7 m/sとし，音
源には解析上限周波数 1800 HzのGaussianパルスを用いた．参考として使用したGaussianパル
スの時間波形ならびに周波数特性を Fig. 2.15に示す．
参考として Fig. 2.16(a), (b)に Cond. 1の zn = 1.0における m = 1.0の場合の Method 1,

Method 2により計算した (x, y, z) = (0.5, 0.5, 0.5)における時間波形を示す．Fig. 2.16(a)からわか
るように，Method 1を用いた場合では音圧の振幅が 0.014 s付近から増幅しはじめ，その後，解が
発散している．従って，安定計算にはより細かいmの値を設定する必要がある．一方，Fig. 2.16(b)
が示すようにMethod 2を用いた場合は音圧波形が時間とともに収束しており，m = 1.0で安定計
算が可能である．この確認を繰り返し各手法ですべての条件における安定計算可能なmの最大値
を求めた．
Table 2.2にMethod 1ならびにMethod 2を用いた場合における znごとの安定的な計算が可能

なmの最大値を示す．Method 1の安定性は境界に与えたインピーダンス値に依存しており，イ
ンピーダンスの値が小さくなるにつれ，つまり，吸音が大きくなるにつれ安定性は悪化する．ま
た，室条件については Cond. 3において特に安定性が悪化しており，最も悪化した場合，安定計
算のためにm = 0.25以下とする必要がある．このことから，Method 1では，吸音面同士がなす
角で安定性が悪化していると言える．一方，Method 2の安定性は境界面のインピーダンスの値に
非依存でありすべての条件において∆tlimitを用いて安定計算が可能であった．以上より，安定性
に関してはMethod 2がMethod 1に対して優位である．Method 2における安定性の向上は減衰
項を含んでいる式 (2.72)を後退差分近似により陰的に時間離散化したためだと推測される．これ
を確認するため式 (2.71)の ṗを時間 1次精度後退差分近似し，式 (2.72)の v̇を時間 1次精度前進
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Table 2.2 　Maximum values of m for stable computations using the conventional explicit TD-

FEMs: (a) Method 1 and (b) Method 2

(a)Method 1

zn (αs)

Cond. 32.56 13.44 7.14 3.87 2.597 1.0

(0.2) (0.4) (0.6) (0.8) (0.9) (0.91)

1 0.95 0.95 0.90 0.85 0.75 0.50

2 0.95 0.95 0.85 0.75 0.65 0.35

3 0.95 0.90 0.80 0.65 0.55 0.25

(b)Method 2

zn (αs)

Cond. 32.56 13.44 7.14 3.87 2.597 1.0

(0.2) (0.4) (0.6) (0.8) (0.9) (0.91)

1 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

2 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

3 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00

差分近似することで得られる以下の時間スキームを用いて同様の実験を行った．

vn = vn−1 +∆tD−1(fn−1 − c20Kp
n−1 − c0Cvn−1) (2.106)

pn = pn−1 +∆tD−1Mvn (2.107)

なお，このスキームは減衰項に関する ṗについての差分近似を回避している．さらに，音源項なら
びに減衰項を除いた式と等価な線形多段形式が式 (3.13)式となるので，吸音境界を含まない場合
はMethod 1ならびにMethod 2と同一となる．実験の結果をTable 2.3に示す．このスキームの
安定性はMethod 1と同様の傾向を示しており，Method 2における減衰項を含んでいる式 (3.2)

への後退差分近似の適用が安定性に貢献することが確認された．

数値的な振幅誤差解析

自由空間を対象とした数値実験を通して従来の陽的TD-FEMの振幅誤差特性を提示する．なお，
自由空間を想定する場合，Method 1とMethod 2は同一であり，本検討ではMethod 2を計算に
使用した．具体的には，点音源からの音圧レベル (Sound pressure level: SPL)の 1/3オクターブ
バンド値の距離減衰特性を理論と比較する．Fig. 2.17に解析対象の自由空間を示す．ここで，rは
音源点から受音点の距離である．音源点 Sからの球面波伝搬を TD-FEMによりシミュレートし，
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Table 2.3 Maximum values of m for stable computations in TDFEM consists of Eqs. (3.18) and

(3.19)

zn (αs)

Cond. 32.56 13.44 7.14 3.87 2.597 1.0

(0.2) (0.4) (0.6) (0.8) (0.9) (0.91)

1 0.95 0.95 0.95 0.90 0.85 0.65

2 0.95 0.95 0.90 0.85 0.75 0.50

3 0.95 0.90 0.90 0.80 0.70 0.40

Fig. 2.17 Free field to be analyzed.

3方向：(θ, ϕ) = (90◦, 0◦), (90◦, 45◦), (45◦, 45◦)における距離減衰特性を求める．各方向で受音
点を r = 2.08～22.88 m, 2.94～26.47 m, 3.60～25.22 mの範囲に設けた．なお，実際は 426h ×
426h × 426hの大規模な閉空間を解析し，解析時間を 0.1 sで打ち切ることで音波が境界面に到達
する前に計算を終了している．ここで，hは 0.16 mで c0ならびに ρ0はそれぞれ 340 m/s, 1.205

kg/m3とした．音源信号には上限周波数 400 Hzの Gaussianパルスを使用した．FEメッシュの
空間解像度は 400 Hz音波長あたり 4.7要素である．フラットな特性に対する SPLを評価するため
TD-FEMにより計算した時間波形を離散 Fourier変換で周波数応答に変換した後，音源の周波数
特性で除した．時間刻み幅は 1/3,158 sとした．
Fig. 2.18(a)–(c)に 400 Hzにおける TD-FEM計算値の 3方向の距離減衰特性を理論と比較し
て示す．なお，グラフの横軸は各方向で音源から最も近傍の受音点の距離で正規化された距離で
ある．陽的 TD-FEMによる距離減衰特性は伝搬方向によらず理論と良好に一致している．なお，
400 Hz以下についても同様の結果が得られている．Fig. 2.19(a)–(c)に各周波数帯域における陽的
TD-FEMによる距離減衰特性と理論の絶対誤差を示す．周波数帯域によらず絶対差は 0.0016 dB
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Fig. 2.18 Comparisons of distance attenuation property at 400 Hz between the conventional

explicit TD-FEM and theory for three directions : (a) (θ, ϕ) = (90◦, 0◦), (b) (θ, ϕ) = (90◦, 45◦)

and (c) (θ, ϕ) =(45◦, 45◦).
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Fig. 2.19 Absolute difference of distance attenuation property at each frequency band between

the conventional explicit TD-FEM and theory for three directions : (a) (θ, ϕ) = (90◦, 0◦), (b)

(θ, ϕ) = (90◦, 45◦) and (c) (θ, ϕ) =(45◦, 45◦)

37



Fig. 2.20 Cubic room of 1 m3 with a source point and five receiving points.

Table 2.4 Detail of used meshes. h, λ/h, DOF respectively represent the element length, spatial

resolution and degrees of freedom of FE mesh

Mesh h, m λ/h DOF

1 0.025 4.91 68921

2 0.0125 9.82 531441

3 0.00625 19.64 4173281

Reference 0.003125 39.28 33076161

以下と非常に小さかった．本結果より，従来の陽的TD-FEMは空間解像度が波長あたり 4.7要素
を超える FEメッシュ使用時に非常に小さな振幅誤差のもとで解析可能である．

数値的な分散誤差解析

Fig. 2.20に示す音源点と 5つの受音点を設置した各境界に有限なインピーダンスをもつ 1m3室
内音場を対象に空間分解能の異なる 3種のFEメッシュを使用したMethod 1，Method 2により音
響解析を行う．解析結果より周波数応答を求め，Method 1，Method 2がインピーダンス境界をも
つ音場を解析する場合の周波数応答におけるメッシュ解像度と解析精度の関係を考察する．吸音
条件は天井面は αs = 0.2 (zn = 32.56)，それ以の境界は αs = 0.05 (zn = 149.26)とした．音源には
解析上限周波数が 2800 HzのGaussianパルスを与えた．Table 2.4に各 FEメッシュの分割数要
素長 h, 空間分解能 λ/hを示す．ここで，λは解析上限周波数における波長とした．各メッシュに
おける解析時間刻み幅はMethod 1では 0.95∆tlimitに設定し，Method 2では∆tlimitに設定した．
各受音点における 1.0 s間の時間応答を 2つの陽的 TD-FEMにより計算し，結果を離散 Fourier

変換することで周波数領域における SPLを求め，参照解と比較した．精度の評価は陽的TD-FEM
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Fig. 2.21 Comparisons of SPL among the reference and the conventional explicit TD-FEMs of

Method 1 and Method 2 using three FE meshes: (a) Mesh 1, (b) Mesh2 and (c) Mesh 3
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Fig. 2.22 Comparison of 1/3 octave band averaged eL between Method 1 and Method 2 using

three FE meshes.

計算値の参照解に対する相対誤差 eLを次式で求めることで行う．

eL =

√√√√ 1

Nreceiver

Nreceiver∑
i=1

[Lref(xi, f)− LFEM(xi, f ]2

Lref(xi, f)2
(2.108)

ここで，Nreceiverは総受音点数を表し，Lref(xi, f), LFEM.(xi, f)は受音点 xiの周波数 f における
SPLの参照解とTD-FEM計算値である．参照解は要素長 0.003125 m, λ/h = 39.3の FEメッシュ
を使用した時空間 4次精度の陰的 TD-FEMにより計算した．
Fig. 2.21 に各メッシュを用いたMethod 1，Method 2により計算した全受音点間の平均 SPLと

参照解の比較を示す．Mesh 2, Mesh 3 を用いた場合，Method 1, Method 2ともに周波数を問わ
ず参照解と良好一致している．一方，Mesh 1 を用いた場合，両手法の計算値は低い周波数では参
照解と良好に一致しているが，周波数が高くなるにつれ参照解との間に周波数方向の差が生じる．
TD-FEM計算値が参照解と比較してより低域にシフトすることから，低解像度のメッシュを使用
したMethod 1, Method 2による計算では分散誤差の影響により音速が参照解と比べ遅れている．
また，Method 2はMethod 1と比べより低域にシフトしていることから分散誤差がより大きい．
なお，両手法ともに周波数方向への参照解とのずれは確認できるもののピーク値は参照解と同程度
の値を示しており，振幅誤差の影響は確認されなかった．続いて，Fig. 2.22に各メッシュを用いた
Method 1ならびにMethod 2における eLの 1/3オクターブバンド平均値の比較を示す．使用す
るメッシュに関わらず，基本的に両手法の eLは周波数が高くなるにつれて大きくなっている．ま
た，周波数によらずメッシュの解像度が高くなると誤差は小さくなる．高周波数域では，Method

2の方がMethod 1に比べ誤差が大きく，同一精度の解析を行うためにはより細かいメッシュが必
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Fig. 2.23 3-dimensional rectangle room.

Table 2.5 Property of used meshes

Mesh h, m λ/h DOF

4 0.04 4.77 1390861

5 0.02 9.55 10962721

6 0.01 19.09 87049441

要である．これは室内平均 SPLの比較の結果と一致している．Mesh 1, 2を用いた場合，Method

1における eLが 250Hzでピークをもつがこれは受音点の 1つでTD-FEM計算値と参照解で SPL

のディップ値に差が生じるためである．

3次元矩形室内音場の解析

ここでは，Fig. 2.24に示す 86.4 m3 の矩形室を従来の陽的 TD-FEM (Method 1, Method 2)

ならびに 2つの既存の陰的 TD-FEMで解析し，その計算性能を比較する．ここで使用する陰的
な TD-FEMはいずれも式 (2.27)の積分点を用いる空間 4次精度法であり，それぞれ異なる時間
積分法を使用する．1つは Newmark β 法において β = 1/4とする平均加速度を，もう 1つは
Newmark β 法において β = 1/12とする Fox–Goodwin法を時間積分に用いた．平均加速度法は
時間 2次精度だが無条件安定な安定性に優れた時間積分法である．本実験では平均加速度法を用
いる陰的 TD-FEMを CAA, Fox-Goodwin法を使用する陰的 TD-FEMを FGと表記する．室に
は音源点 Sと図中の灰色の面に 0.4 m × 0.4 m 格子状に配置した 72 点の受音点を設けた．3種の
吸音条件 (Cond. 4, 5, 6)を想定し，それぞれ天井面の統計入射吸音率を 0.2, 0.4, 0.8とした．天
井面以外の境界はいずれの条件においても統計入射吸音率 0.1とした．解析時間長は各吸音条件
における Eyringの公式に基づく残響時間を参考に，Cond. 4–6でそれぞれ 0.79 s，0.53 s，0.36 s
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Fig. 2.24 Relationship between the required memory and the relative errors among the two

conventional explicit TD-FEMs (Method 1 and Method 2) and two existing implicit TD-FEM

(CAA and FG) for three absorption conditions: (a) Cond. 4, (b) Cond. 5 and (c) Cond. 6.

とした．解析上限周波数は 1800 Hz として音源には Fig. 2.15と同一のGaussianパルスを使用し
た．解析には 3種のメッシュ (Mesh 4, 5, 6)を使用する．各メッシュの要素サイズ，空間分解能，
DOFを Table 2.5に示す．各手法における解析時間刻み幅はMethod 2, FG は各 FE メッシュに
応じたそれぞれの安定限界時間刻み幅∆tlimit用いる．CAAについては τ = 1となるように時間
刻み幅を設定し，Method 1 については Table 2.2を参考に Cond. 4で 0.95∆tlimit，Cond. 5で
0.9∆tlimit，Cond. 6で 0.85∆tlimitとした．解析精度の評価は以下の式で，解析解の参照解に対す
る相対誤差 epを求めることで行う．

ep =
1

Nstep

Nstep∑
j=1

e(tj) (2.109)

ここで，
e(t) =

√
1

N

∑N
i=1[pref(xi, t)− pFEM(xi, t)]2∑N

i=1 pref(xi, t)2
(2.110)

ここで，Nstepは総時間ステップ数，N は総受音点数を表し， pref(xi, t)ならびに pFEM(xi, t)はそ
れぞれ受音点 xiの時刻 tにおける音圧の参照解と TD-FEMによる計算値を表す．なお，参照解
には最も空間分解能の高いMesh 6を用いた FGによる計算値を採用した．また，各手法の計算コ
ストとして消費メモリならびに計算量を評価する．ここでは，計算量として主要演算部である疎
行列-ベクトル積演算の数を採用する．
Fig. 2.24(a)–(c)に各手法の相対誤差 epと消費メモリの関係を比較したものを吸音条件ごとに比
較して示す．吸音条件によらず，陽的TD-FEMは陰的TD-FEMと比べ同一精度を得るのに必要な
記憶容量が大きい．また，解析精度が陰的TD-FEMより低い．陽的TD-FEMについては，Method

2の方がMethod 1より多くの記憶容量を要する．しかし，吸音が大きくなるにつれ，Method 1

とMethod 2の差は小さくなる．また，陰的 TD-FEMについては，吸音の小さな Cond. 4では
CAAの方が同一精度の計算に必要な記憶容量が FGに比べて少なく，吸音の大きなCond. 6では
FGの方が同一精度の計算に必要な記憶容量が CAAに比べて少ない．
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Fig. 2.25 Relationship between the total numbers of sparse matrix-vector product and the relative

errors among the two conventional explicit TD-FEMs(Method 1 and Method 2) and two existing

implicit TD-FEM (CAA and FG) for three absorption conditions: (a) Cond. 4, (b) Cond. 5

and (c) Cond. 6.

Fig. 2.26 Comparisons of sound pressure at (4.0, 4.0, 1.2) in Cond. 6 between the reference

solution and the conventional explicit TD-FEM with Mesh 4: (a) Method 1 vs. Reference and

(b) Method 2 vs. Reference.

Fig. 2.27 Comparisons of sound pressure at (4.0, 4.0, 1.2) in Cond. 6 between the reference

solution and the conventional explicit TD-FEM with Mesh 5: (a) Method 1 vs. Reference and

(b) Method 2 vs. Reference.
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Fig. 2.25(a)–(c)に各手法の相対誤差 epと計算量の関係を比較したものを吸音条件ごとに比較し
て示す．吸音条件によらず，陽的TD-FEMは陰的TD-FEMと比べ同一精度の解を得るのに必要
な演算量が少なく高速である．2つの陽的TD-FEMは同等の性能を示してはいるが，吸音の小さ
な Cond. 4 ではMethod 1の方がより高速で，吸音の大きな Cond. 6ではMethod 2 の方が高速
であった．これは天井面の吸音率が高くなるに従いMethod 1の安定性が悪化するためである．現
実的な建築音響問題では複雑な吸音条件が想定され，また，周波数依存の吸音境界などを扱う場
合も想定すると安定性に優れたMethod 2の方が実用性に優れた手法と言える．以上より，従来の
陽的TD-FEMは既存の陰的TD-FEMと比べて周波数に非依存なインピーダンス境界をもつ室内
音場解析において同一精度を得るのに必要な記憶容量は大きいがより高速な手法である．
最後に，Fig. 2.26, 2.27に (x, y, z) = (4.0, 4.0, 1.2)における Cond. 6の場合の参照解とMesh

4, 5を用いたMethod 1, 2による音圧波形の比較を示す．粗いMesh 4を用いた場合，Method 1, 2

はともに直接音から分散誤差の影響が確認でき，波形が乱れ，参照解と乖離している．一方，Mesh

5を用いた場合，両手法において直接音での分散誤差の影響は観測されず，参照解との良好な一致
が得られている．
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2.6 まとめ
本章では既存の FEMによる室内音響解析手法について記述した．まず，音場の支配方程式であ

る波動方程式から最も基本的な陰的なTD-FEMならびに FD-FEMによる室内音響解析手法を定
式化する手順を示した．続いて，TD-FEMにおける時空間離散化に伴う分散誤差がその解に与え
る影響と分散誤差低減法である修正積分則の有効性を例示した．また，室内音響モデリングの精
度を大きく左右する境界面における吸音に関する理論を説明し，伝達マトリクス法を用いて薄く
流れ抵抗の大きな多孔質材は局所作用性が高いが，背後空気層を伴う吸音材は拡張作用境界とし
てモデル化することが予測精度の観点で重要なことを示した．従来の陽的TD-FEMによる室内音
響解析手法として 2種の時間進行スキーム (Method 1, Method 2)の定式化を行い，従来法におけ
る要素形状の制限ならびに吸音モデリングに関する課題を改めて説明した．最後に，従来の陽的
TD-FEMの性能を理論解析と数値実験を通して例示した．理論解析では，自由空間における平面
波伝搬を仮定することで離散化誤差を理論的に評価する分散誤差解析の方法と Von Neumannの
安定性解析による時間進行スキームの安定性の検証法を詳細に記述した．理論的な分散誤差解析
によると，陽的TD-FEMの分散誤差は時間刻み幅によらず軸方向において最大となり，(θ, ϕ) =

(55◦, 45◦)で最小となる．また，伝搬方向によらず，時間刻みが細かくなるに従い分散誤差は大き
くなる．4種類の数値実験を通して数値的な安定性，振幅誤差特性，分散誤差特性，計算性能を
提示した．数値的な安定性解析より，陽的TD-FEMの安定性は吸音境界の時間離散化の方法に大
きく依存し，減衰項を陰的に時間離散化することで安定的なスキームを構築できることを示した．
また，従来の陽的TD-FEMは空間解像度が波長あたり 4.7 要素を超える FE メッシュ使用時に非
常に小さな振幅誤差のもとで解析可能なことを確認した．数値的な分散誤差解析の結果より，従
来の陽的 TD-FEMはメッシュの空間解像度が不足すると数値的な音速が実際の音速と比べ遅れ，
空間解像度が波長あたり 9.8要素を超えると計算結果が参照解と良好に一致することを示した．3

次元矩形室の音響解析では，従来の陽的TD-FEMは既存の陰的TD-FEMと比較して，同一精度
の解を得るのにより多くのメモリを消費するが，より高速であることを示した．また，空間解像
度が波長あたり 9.6要素程度のメッシュを用いることで時間波形が参照解と良好に一致することを
示した．
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第3章 修正アダムス法を用いた陽的時間領域有限
要素法による室内音響解析手法の構築

本章では，従来の陽的TD-FEM [39, 40]における要素形状に関する制限を克服する，修正Adams

法を使用した時空間 4次精度の陽的TD-FEMによる室内音響解析手法を構築する．本手法は 1階
常微分方程式に対する代表的な時間積分法であるAdams–Bashforth法の重み係数を適切な値へ修
正した修正Adams法により，要素形状によらず時間 4次精度を達成するものである．なお，本章で
は基礎的な検討として理論の取り扱いが簡便な 2次元音場を対象とする．3.1節では陽的TD-FEM

の半離散化方程式の周波数領域表現を用いて，周波数領域における分散解析を実施し，要素形状
のパラメータを含まない積分点を新たに導出する．3.2節では時間領域での分散誤差解析を実施
し，時間 4次精度を達成するためのAdams–Bashforth法の適切な重み係数値を導出する．その際，
Adams–Bashforth法を含む線形多段型の時間積分法の概要と従来の 4次精度Adams–Bashforth法
では高精度が達成できないことを示す．また，安定性解析による安定条件の導出も実施する．3.3

節では修正Adams法を用いた陽的TD-FEMの離散化誤差特性を理論的ならびに数値的に評価す
る．ここでは，振幅誤差の発生の原因ならびにその制御法についても述べる．3.4節では 2種の形
状が複雑な 2次元室内音場を対象とした数値実験を行い，2次精度の陰的TD-FEMとの比較より
その室内音響解析への有効性を提示する．3.5節で本章の成果をまとめる．
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Fig. 3.1 Two-dimensional plane wave propagation in a free field under a polar coordinate system

discretized by square FEs with element size of h for dispersion analysis.

3.1 周波数領域における分散誤差解析
時間因子として exp (jωt)を仮定し，半離散化行列方程式 (2.71), (2.72)を逆フーリエ変換によ
り以下の周波数領域の式へと変換する．

jωDp =Mv (3.1)

jωDv = f − c20Kp− jωc0Cp (3.2)

ここで，2次元音場に対する分散誤差解析を行うため，Fig. 3.1に示すサイズ hの一様な正方形要
素で離散化された自由音場での平面波伝搬を考える．2次元円座標系において 平面波伝搬は次の
式で表せる．

px,y = exp (j(kxcosθ + kysinθ)) (3.3)

ここで，分散誤差解析のための理想的な状態として式 (3.1), (3.2)から音源項と減衰項を除き，2

つの式を音圧 pに関して以下のように整理する．

(c20D
−1MD−1K − ω2I)p = 0 (3.4)

ここで，I は単位行列である．式 (3.4)の第 1項を次の形に書き換える．

D−1MD−1Kp = Apx,y (3.5)
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ここで，

A = − 1

2h2
(α2

m(Cx − 1)− Cx − 1)(α2
m(Cy − 1)− Cy − 1)(1 + α2

k(Cx − 1)(Cy − 1)− CxCy),

Cx = cos(khhcosθ), Cy = cos(khhsinθ)

(3.6)

khは数値的な波数である． 式 (3.6)を 式 (3.4)に代入することで以下の分散関係式が得られる．

c0 = chkh
√

1

A
(3.7)

ここで，khに対して Taylor展開することで数値的な音速は下式で評価される．

ch≈c0(1−
(kh)2

24
((4− 3α2

m)− 2(3α2
k − 2) cos2θ sin2θ)) (3.8)

ここで，以下の積分点を用いることで式 (3.8)における分散誤差の 2次の項が消去できる．

αk = ±
√

2

3
, αm = ±

√
4

3
(3.9)

式 (3.9)の積分点により，以下の空間 4次精度が達成される．

ch ≈ c0(1−
(kh)4

1440
(8− 19 cos2θ sin2θ)) (3.10)

式 (3.9)の積分点は質量行列の積分点に要素形状に関するパラメータは含まれておらず，正方形要
素以外の場合にも使用可能である．

3.2 修正Adams法による陽的TD-FEMの定式化
3.2.1 高次の時間積分法の構築

線形多段型時間積分法

線形多段法は時間積分法の 1種で，時間関数 Y の時間進行を次の形式で計算する [113]．

Y n =

l∑
j=1

(ajY
n−j + bjF

n−j∆t) + b0F
n∆t (3.11)

ここで，関数 F は Y の時間 1階微分 ∂Y/∂tである．aj と bj は j番目の重み係数である．線形多
段法では過去の F を記憶しておくことで時間ステップあたりの行列-ベクトル積数を増やすことな
く高精度化を達成することができる．一方，Runge–Kutta法などの一段法では高精度化のために
時間ステップあたりの行列-ベクトル積数の増加が必須である．Adams法は最も一般的な線形多段
型時間積分法で，式 (3.11)において a1 = 1， aj = 0 (j ̸= 1)と設定する. さらに，Adams法は
b0 = 0とする陽的な Adams–Bashforth法と b0 ̸= 0とする陰的な Adams–Moulton法に分類され
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る．本章では，pの時間積分にAdams–Bashforth 法を使用する．pの時間 1階微分をD−1Mvと
するとAdams–Bashforth 法により pの時間進行は下式で表される．

pn = pn−1 +
l∑

j=1

(bjD
−1Mvn−j∆t) (3.12)

Adams–Bashforth法では達成可能な精度の次数の最大値は使用する過去の時間ステップ数に一致
する．従って，時間 4次精度を達成するためには l ≥ 4が要求される．さらに，安定計算のため以
下の条件式を満たす必要がある．

l∑
j=1

bj = 1 (3.13)

以下では，vの時間進行式に式 (2.78)を使用し，要素行列の積分点に式 (3.9)の要素形状に非依存
な修正値を用いる.

従来の時間 4次精度Adams–Bashforth法

一般的に 4 次精度 Adams–Bashforth 法は l = 4, b1 = 55/24, b2 = −59/24, b3 = 37/24,

b4 = −9/24により構築される [113]. 本重み係数により式 (3.12)は以下のように書き直される．

pn = pn−1 +
∆t

24
D−1(55Mvn−1 − 59Mvn−2 + 37Mvn−3 − 9Mvn−4) (3.14)

この場合，陽的TD-FEMの時間進行スキームは 式 (3.14), (2.78)から構成される. しかし，時間
領域の分散誤差解析によると一般的な重み係数を使用する本スキームは以下のように時間 4次精
度を保てないことが分かる．

ch ≈ c0(1− j
ω∆t

4
+

5(ω∆t)2

96
− j

(ω∆t)3

128
− (kh)4

1440
(
16143

64
τ4 + 8− 19 cos2θ sin2θ)) (3.15)

式 (3.15)によると従来の 4次精度Adams–Bashforth法を用いた手法は空間 4次精度，時間 1次精
度である．また，奇数次数の分散誤差の項は虚数となっている．以上より本スキームは低精度か
つ高散逸性であることが分かる．従って，陽的TD-FEMにおいてAdams–Bashforth法による高
精度な時間離散化のためには適切な重み係数の設計が必要である．

時間 4次精度修正Adams–Bashforth法

最終的な時間進行スキームにおいて時間 4次精度を達成するため，時間領域の分散誤差解析を
用いて Adams–Bashforth法における適切な重み係数を設計する．l = 4とすると, 半離散化行列
方程式から音源項と減衰項を除いた線形多段形式は次式となる．

(pn+1 − 2pn + pn−1) + ∆t2c20D
−1MD−1K(b1p

n + b2p
n−1 + b3p

n−2 + b4p
n−3) = 0 (3.16)
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ここで，3.1節の周波数領域分散誤差解析と同じ 2次元自由空間を考える．なお，平面波は時間項
が加わった以下のものを使用する．

pnx,y = exp (j(kxcosθ + kysinθ − ωn∆t)) (3.17)

式 (3.17)により式 (3.16)は下式に変形できる．

2(cosω∆t− 1)pnx,y +∆t2c20A(b1 + b2e
jω∆t + b3e

2jω∆t + b4e
3jω∆t)pnx,y = 0 (3.18)

式 (3.18)より分散関係式は以下となる．

c0 =

√
(1− coschkh∆t)

A∆t2(b1 + b2ejc
hkh∆t + b3e2jc

hkh∆t + b4e3jc
hkh∆t)

(3.19)

式 (3.19)の khに関して Taylor展開することで chが次式で評価できる．

ch ≈ c0(1 + j
(kc0∆t)

2
X1 +

(kc0∆t)
2

24
X2 − j

(kc0∆t)
3

48
X3 +O(k4)) (3.20)

ここで，

X1 = b2 + 2b3 + 3b4,

X2 = (b1 − 2b2)
2 − 22b1b3 + 8b2b3 + 13b33 − 52b1b4 − 4b2b4 + 32b3b4 + 28b24,

X3 = b21(5b2 + 34b3 + 111b4) + b22(−8b1 + 2b2 + 8b3 + 22b4) + b23(−76b1 + b2 + 10b3 + 35b4)

+ b24(−264b1 − 70b2 + 40b3 + 30b4)− 30b1b2b3 − 24b2b3b4 − 250b3b4b1 − 16b4b1b2

(3.21)

重み係数を従来の値から以下に修正することで式 (3.13)を満たしつつ，1次から 3次の分散誤差
の項を消去できる．

b1 = 14/12, b2 = −5/12, b3 = 4/12, b4 = −1/12 (3.22)

式 (3.22)の重み係数の修正値により chは以下となる．

ch ≈ c0(1−
(kh)4

1440
(57τ4 + 8− 19 cos2θ sin2θ)− j

(ω∆t)5

24
) (3.23)

式 (3.23)より式 (3.22)の修正した重み係数を用いた新しい Adams–Bashforth法による時間進行
スキームは分散誤差に関して時空間 4次精度を達成する．また，分散誤差解析の結果によると本
スキームは 5次の振幅誤差の項を含むが，その程度は小さく，かつ，単純な方法で誤差の程度を
コントロールできる．次節にて，本スキームの理論的，数値的な振幅誤差特性ならびに振幅誤差
の制御法を記す．式 (3.22)の修正した重み係数より音圧の時間進行式は下式となる．

pn = pn−1 +
∆t

12
D−1(14Mvn−1 − 5Mvn−2 + 4Mvn−3 −Mvn−4) (3.24)

以下，式 (3.22)の重み係数を用いる時間 4次精度修正Adams–Bashforth法を修正Adams法と呼
ぶ．修正 Adams法を用いた陽的 TD-FEMは式 (3.24), (2.78)による時間進行スキーム，ならび
に， 式 (3.9)に示す要素形状に非依存な積分点の修正値を用いた有限要素からなる．
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3.2.2 安定性解析

修正 Adams法を用いた陽的 TD-FEMによる 2次元音場解析手法の安定条件を Von Neumann

の安定性解析に基づき導出する [65]. ここでは，簡単のため，正方形要素による離散化を仮定す
る．pn+1 = Atp

nを満たすような時間ステップ毎の振幅増幅率Atを考えると式 (3.16)は次のよう
に変形できる．

[(At − 2 +
1

At
) +

∆t2c20A

12
(14− 5

1

At
+ 4

1

A2
t

− 1

A3
t

)]pn = 0 (3.25)

ここで，重み係数の値としては式 (3.22)の修正値を代入している．安定計算のためには任意の周
波数，伝搬方向の平面波に対して |At| ≤ 1を満たす必要があり，この条件式は 0 ≤ At ≤ 2を満
たすことで担保される. ここで， |Cx| ≤ 1，ならびに，|Cy| ≤ 1が各々の定義より明らかに成
り立つ．また，式 (3.9)の積分点を用いた正方形要素ではAtは Cx，ならびに，Cy に対して単調
減少な関数であり，Cx = Cy = 1の時に最小値 0をとり，Cx = Cy = −1の時に最大値となる．
Cx = Cy = −1を代入することで,以下の安定限界時間刻み幅∆tlimitが得られる．

∆tlimit =
0.459279h

c0
(3.26)

なお，不整形要素使用時の安定条件についてはAtが複雑な関数となるため導出は難しく，その導
出は今後の課題である．

3.3 離散化誤差特性
修正Adams法を用いた陽的TD-FEMの分散誤差と振幅誤差特性を理論解析ならびに数値実験

により調査する．式 (3.23)が示すように本陽的 TD-FEMにおける数値的な音速は複素数となる
ので，多孔質材中の音波伝搬のように音波伝搬とともに振幅が減衰する．従って，吸音材モデリ
ングの類推 [114]に基づく伝搬定数 γ より位相速度 cpならびに減衰定数 Cαを計算し，分散誤差
と振幅誤差をそれぞれ個別に調査する．式 (3.23)より γ, cp, Cαはそれぞれ以下のようにあらわ
すことができる．

γ = jω/ch =
jω

c0(1− (kh)4

1440 (57τ
4 + 8− 19 cos2θ sin2θ)− j (ω∆t)5

24 )

= jω
1− (kh)4

1440 (57τ
4 + 8− 19 cos2θ sin2θ) + j (ω∆t)5

24

c0((1− (kh)4

1440 (57τ
4 + 8− 19 cos2θ sin2θ))2 + (ω∆t)10

576 )

= jω
1

cp
− Cα

(3.27)

ここで，

cp = c0
(1− (kh)4

1440 (57τ
4 + 8− 19 cos2θ sin2θ))2 + (ω∆t)10

576

1− (kh)4

1440 (57τ
4 + 8− 19 cos2θ sin2θ)

(3.28)

Cα = k
(ω∆t)5

24

1(− (kh)4

1440 (57τ
4 + 8− 19 cos2θ sin2θ))2 + (ω∆t)10

576

(3.29)
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Fig. 3.2 Dispersion characteristics of explicit TD-FEM using modified Adams method: (a)

anisotropic characteristics in the dispersion error in terms of sound propagation directions with

two time interval values of ∆t = ∆tlimit and ∆t = 0.01∆tlimit and (b) convergence of dispersion

error relative to spatial resolution PPW.

減衰定数の単位はNp/mで表され, 20/ ln 10を掛けることでNp/mを dB/m へ変換できる．

3.3.1 理論的な分散誤差特性

修正Adams法を用いた陽的TD-FEMにおける理論的な分散誤差は式 (3.23)の数値的な位相速
度と厳密な空気中の音速 c0の差より求めることができる. ここで，理論的な分散誤差 edispersionを
下式で定義する．

edispersion =

∣∣∣∣c0 − cp
c0

∣∣∣∣× 100 [%] (3.30)

多次元解析において分散誤差は音波伝搬の方向に関する異方性として現れることがよく知られて
いる．従って，まず式 (3.30)に基づき修正Adams法を用いた陽的TD-FEMの異方性を評価する．
評価にあたってパラメータは次のように設定した: c0 = 343.7 m/s, k = 45.7, h = 0.02 m, 2種の
時間刻み幅∆t = ∆tlimit, 0.01∆tlimit. 本条件において仮想的なメッシュの空間解像度は 6.87 PPW

(Point Per Wavelength)となる. Fig. 3.2(a)に 2種の時間刻み幅における分散誤差の伝搬方向角
特性を示す．本手法の分散誤差は時間刻み幅によらず対角方向 (θ = π/4)を中心として対称な伝
搬方向角特性をもち，軸方向 (θ = 0, π/2)で最大値をとる．また，誤差は安定限界の時間刻み幅
の場合に最大となっており，時間刻み幅が細かくなることで伝搬方向によらず誤差は小さくなる．
次に分散誤差の伝搬方向角についての平均値の空間解像度 PPWに対する収束性を Fig. 3.2(b)に
示す．なお，ここでの時間刻み幅は安定限界値∆tlimitとした．分散誤差が空間解像度に関して 4

次のオーダーで減少していくのが確認できた．また，分散誤差の伝搬方向角平均値を 1%または
0.5 %以下に抑えるために必要な空間解像度はそれぞれ 5.45または 6.48 PPWであった.
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Fig. 3.3 Modulated Gaussian pulse with upper-limit frequency of 2.5 kHz: (a) waveform and (b)

frequency characteristic.

3.3.2 数値的な分散誤差特性

Table 3.1 Details of three FE meshes (Mesh-1, -2 and -3) for convergence test: h and PPW

respectively denote the length of square FE and the number of points per wavelength

Mesh h, m PPW

Mesh-1 0.02 6.87

Mesh-2 0.01 13.75

Mesh-3 0.005 27.45

ここでは，2次元自由空間における円形波伝搬の数値シミュレーションを通して修正Adams法
を用いた陽的 TD-FEMの数値的な分散誤差特性を調査する．上限周波数 2.5 kHzのGaussianパ
ルスを音源信号として，音源から軸方向ならびに対角線方向に向かって 2 m伝搬した音波の音圧
波形を計算する．離れた点に設けた 2つの受音点における波形を計算する．ここで，上限周波数
はGaussianパルスの周波数スペクトルにおいてピークからのゲインが-3 dBとなる周波数である．
使用したGaussianパルスの波形と周波数特性を Fig. 3.3に示す. 空間離散化には解像度の異なる
3種の正方形要素メッシュ (Mesh-1, -2, -3)を使用した．Table 3.1に各メッシュにおける要素サイ
ズならびに PPWを示す．Mesh-1 は線形要素における経験則である 10 PPW [21]より解像度の
低いメッシュである．Mesh-2とMesh-3はそれぞれMesh-1と比べて解像度が 2倍，4倍高いメッ
シュである．時間刻み幅は各メッシュにおける安定限界値を使用する．陽的TD-FEMで計算した
音圧波形は最も解像度が高いMesh-3を使用した時空間 4次精度の陰的TD-FEMにより求めた参
照解と比較する．Fig. 3.4に 3種のメッシュを用いた陽的TD-FEMによる音圧波形と参照解の比
較を示す．ここで，図の上段と下段はそれぞれ軸方向と対角線方向に伝搬した音波の結果を示して
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Fig. 3.4 Waveforms at the receivers in the axial direction (upper row) and the diagonal direction

(lower row) between the reference solution and the explicit TD-FEM using modified Adams

method for three FE meshes (Mesh-1, -2 and -3) listed in Table 3.1.

いる．経験則を満たさない低解像度なMesh-1を用いた場合を含め，陽的TD-FEMの結果は参照
解と良好に一致している．Mesh-1を用いた場合の軸方向に伝搬する音波において分散誤差による
僅かな波形の乱れが観測される．軸方向に伝搬する音波の方が対角線方向に伝搬する音波と比べ
て誤差が大きくなる点は Fig. 3.2(a)に示す理論的な異方性と一致している. また，一般的な線形
要素を用いた 2次精度の陰的TD-FEMで経験則を満たさないメッシュを用いた場合の分散誤差は
1.5%より大きくなるのに対して，理論的な分散誤差特性によるとMesh-1を用いた陽的TD-FEM

の分散誤差はおよそ 0.5%程度であり十分高い精度を保っている．

3.3.3 理論的な振幅誤差特性

ここでは，式 (3.29)を用いて修正Adams法を用いた陽的TD-FEMの振幅誤差特性を理論的に
調査した．まず，振幅誤差が音波伝搬方向に関するに異方性をもつかを評価した．各種パラメー
タを c0 = 340 m/s, h = 0.0125 m, ∆t = 1/59, 224 sに設定した際の 2 kHzならびに 3 kHzの音
波に対する振幅誤差の異方性を Fig. 3.5(a)に示す．図が示すように修正 Adams法を用いた陽的
TD-FEMの振幅誤差は音波伝搬方向に関して等方的であり，周波数が高いほど散逸するエネルギ
が大きくなる．続いて，振幅誤差の時間刻み幅に対する収束性を評価した．ここでは，3 kHzの音
波が軸方向に 0.1 s間 (34 m)伝搬した際の振幅誤差を要素サイズが 0.0125 m，0.00625 の 2つの
メッシュを用いて計算した．結果を Fig. 3.5(b)に示す．図によると本陽的 TD-FEMの振幅誤差
は要素サイズに依存せず，時間刻み幅にのみ依存していることがわかる．また，時間刻み幅が細
かくなるに従い振幅誤差は小さくなっており，修正Adams法による陽的 TD-FEMでは式 (3.29)

に基づき時間刻み幅を調整することで振幅誤差を容易に制御できる可能性がある．本制御法の有
効性を次項の数値的な振幅誤差解析により明らかにする．
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Fig. 3.5 Theoretical dissipation error characteristics of the explicit TD-FEM using modified

Adams method: (a) anisotropic characteristics in terms of sound propagation directions at 2

kHz and 3 kHz and (b) convergence of dissipation error relative to time resolution.

3.3.4 数値的な振幅誤差特性

Fig. 3.6 Long numerical duct model with 400 m length.

式 (3.29)に基づく振幅誤差制御法の妥当性を確認するため，Fig. 3.6に示す長さ 400 mのダクト
内を伝搬する平面波を対象とした数値実験を行う．本ダクトモデルの幅は 0.05 mであり，本数値
実験で扱う周波数範囲において 1次元音場が成立する．ここではサイズ h = 0.0125 mの FEメッ
シュと時間刻み幅 ∆t = 1/59, 224 sのもと 1.0 s間の平面波伝搬を計算した．なお，音速は 340

m/sとした．初期条件としてダクト入口面 (x = 0)へのGaussianパルス波形による平面波入射を
仮定した．x = 10–330 mに 10 m間隔で設置した受音点における音圧波形を計算し，その結果を
離散 Fourier変換により周波数応答へと変換する．音源面の極近傍で発生しうる誤差の影響を除く
ため，平面波が x m伝搬した際の数値的な振幅誤差 en(x)を以下の式を用いて評価した．

en(x) = Ln(x)− Ln(1) (3.31)

ここで，Ln(x)は音源面から x m離れた点における数値的な音圧レベルを表す．さらに，数値的
な振幅誤差 en(x)を理論的な振幅誤差特性と比較するため，式 (3.29)に基づき下式で定義する
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Fig. 3.7 Theoretical and numerical dissipation errors: (a) ereference vs. en at 2 kHz and 3 kHz

and (b) absolute errors from ereference at 2 kHz and 3 kHz.

ereference(x)を算出した．
ereference(x) = Cα − Cαx (3.32)

Fig. 3.7(a), (b)にそれぞれ数値的な振幅誤差 en(x)と理論的な振幅誤差 ereference(x)の比較ならび
に en(x)と ereference(x)の絶対誤差を示す．Fig. 3.7(a)より理論的な振幅誤差特性は数値的な特性
と良好に一致していることがわかる．Fig. 3.7(b)が示すように両者の差は伝搬距離が長くなるほ
ど，周波数が高くなるほど大きくなる．この差が拡大する傾向は数値的な音速 chを理論的に算出
する際のTaylor展開で打ち切った高次の項の寄与が大きくなるためだと推測される．しかし，絶
対誤差は最大でも 0.5 dBより小さく，式 (3.29)による振幅誤差の制御法は実用上十分精度をも
つ．従って，修正Adams法による陽解法で解析を行う場合，振幅誤差を許容範囲に抑えるために
望ましい時間刻み幅を式 (3.29)を用いて事前に算定できる．

3.4 2次元室内音場を対象とした数値実験
ここでは，修正Adams法による陽的TD-FEMの性能を 2種の建築音響問題: (1) 複雑な音響拡
散体が設置された大きな長方形室，(2) コンサートホールモデル，を対象とした kHz帯域までの解
析を通して検証する．上記 2種の室モデルの音場に対する解析解は存在しないので，いずれの問題
についても時空間 4次精度の陰的TD-FEM [32]による計算結果を参照解として用いる．計算精度
と計算コストを従来の積分点（式 (2.26)）を用いた通常の四辺形 1次要素と中央加速度法からな
る時空間 2次精度陰的な TD-FEMと比較することで修正 Adams法による陽的 TD-FEMの有効
性を明らかにする．陰的TD-FEMにおいて連立 1次方程式 (2.18)の求解にはCG法を使用する．
計算コストの指標としてはTD-FEMの主要演算である疎行列-ベクトル積 (sparse Matrix-Vector

Product: MVP)の総数を用いる．計算精度の指標は各問題で設定する．
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Fig. 3.8 (a) Analyzed sound field including acoustic diffuser with a source point and 27 receivers

located on a grid of 1.2 m × 1.2 m. (b) Details of installed acoustic diffuser for one period. (c)

Details of discretization of the room around the acoustic diffuser.

3.4.1 拡散体を有する長方形室内の音響解析

計算設定

Fig. 3.8(a)に解析対象の剛壁境界から成る 10.2 m × 10.8 mの長方形室と 27点の受音点位置を
記す．本長方形室には周期長 1.2 mの拡散体を剛壁面一面の前方に空気層を設けて 8周期分設置し
た．Fig. 3.8(b)に拡散体の詳細を記す．本拡散体は厚さ 0.25 mの剛な板が後壁に対して様々な角
度で傾いているため，本長方形室を階段近似でモデル化するには非常に細かいサイズの要素が必要
である．しかし，修正Adams法による陽的TD-FEMは従来の陽的TD-FEMと異なり，式 (3.9)

の要素形状に非依存な積分点を使用するため拡散体周辺の複雑な形状を不整形要素を用いてモデ
ル化できる．本検討では，3 kHzにおいて 6.87 PPWを維持する，最大要素長 0.017 mの不整形要
素メッシュで空間離散化を行った．参考として，拡散体周辺の離散化の様子を Fig. 3.8(c)に例示
する．本問題の自由数は 552,054 DOFである．音源信号には上限周波数 3 kHzのGaussianパル
スを使用した．ここでは，27個の受音点における 0.1 s間の音圧波形を式 (3.26)の安定条件を最小
要素長に適用することで求めた時間刻み幅 1/120,000 sのもと計算した．2次精度の陰的TD-FEM

の計算においても陽的TD-FEMと同一のメッシュと時間刻み幅を使用した．解析精度の指標とし
ては，以下に定義する各受音点における参照解と数値解の音圧の相対誤差を使用した．

erelative =

√√√√ 1

Nstep

∑Nstep

i=1 (preference(i)− pFEM(i))2∑Nstep

i=1 (preference(i))2
(3.33)

ここで，Nstepは総時間ステップ数を表し，preference(i)ならびに pFEM(i)はそれぞれ i番目の時間
ステップにおける音圧の参照解ならびに数値解を表す．参照解の計算にあたっては空間解像度が 3

kHZ音波長に対して 15.3 PPWの十分細かいメッシュを使用した．
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Fig. 3.9 Comparison of sound propagation at t = 16, 32, and 64 ms among (a) Reference, (b)

the explicit TD-FEM using modified Adams method and (c) the standard implicit TD-FEM.

結果と考察

Fig. 3.9に時刻 t = 16, 32, and 64 msにおける音圧分布を参照解，陽的 TD-FEM, 2次精度陰
的 TD-FEMで比較して示す．修正 Adams法による陽的 TD-FEMの音波伝搬性状は分散誤差の
影響が少なく等方的であり，参照解と良好に一致している．対して，2次精度陰的TD-FEMの結
果は軸方向への音波伝搬が斜め方向と比べて速い非等方的な挙動を示しており，分散誤差の影響
が大きい．また，32 msにおいて参照解より速い音波干渉が発生しており，64 msでは分散誤差の
影響で波形が不明瞭となっている．
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Fig. 3.10 Comparisons of sound pressure waveforms at a receiver (x, y) = (5.3, 3.0) among

the reference solution, the explicit TD-FEM using modified Adams method, and the standard

implicit TD-FEM: (a) reference vs. explicit TD-FEM and (b) reference vs. implicit TD-FEM.

Fig. 3.10に (x, y) = (5.3, 3.0)における音圧波形を参照解，陽的 TD-FEM，2次精度陰的 TD-

FEMで比較したものを示す．陽的 TD-FEMによる結果は振幅誤差の影響で振幅について僅かな
差が見られるが，参照解とよく対応している．この結果より修正 Adams法による陽的 TD-FEM

は複雑な境界形状を含む音場を適切にモデル化できていると言える．一方，2次精度陰的TD-FEM

は大きな分散誤差を伴うため参照解と著しく乖離している．分散誤差は音速の誤差であり，その影
響は直接音から目視できる．また，誤差が時間とともに蓄積していく様子も確認できる．さらに，
2次精度陰的 TD-FEMは t=0.06，0.07 s付近の強い反射音を捕らえられていないこともわかる．
定量的には，陽的TD-FEMの相対誤差の平均値は 0.316%と 2次精度陰的TD-FEMの 1.031%の
3分の 1程度であった．さらに，陽的 TD-FEMでは本計算に必要な総MVP数は 24,000であり，
総MVP数が 109,109の陰的 TD-FEMと比べて 4.55倍ほど高速である．以上より，複雑形状の
剛境界からなる音場解析において，修正Adams法による陽的TD-FEMは一般的な 2次精度陰的
TD-FEMより優れた計算効率をもつことが確認できた．

3.4.2 コンサートホールモデルの音響解析

計算設定

第 2の数値計算例ではより実用的な問題における性能を検証する．Fig. 3.11に 296 m2の 2条件
のコンサートホールモデルを示す．Cond. 1は基本のモデルでCond. 2は舞台上部に反射板，舞台
後壁にリブ構造を有するより複雑なモデルである．舞台上部の反射板は幅 0.4 m，長さ 5.86 mで，
リブ構造は深さ 0 1 m, 幅 0.2 m, 周期長 0.4 mである．ここでは，境界の吸音を等価インピーダン
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Fig. 3.11 Concert hall models of two conditions (Cond. 1 and Cond. 2) where red and yellow

lines respectively represent seat zone with zn=3.87 and back wall with zn=7.14.

スモデルにより考慮した．Fig. 3.11において赤い線で示す客席部ならびに黄色い線で示す後壁には
それぞれ比音響インピーダンス比 zn=3.87，zn=7.14を与えた．各インピーダンスに対応する統計
入射吸音率は 0.8，0.6である．反射板を含む他の境界には統計入射吸音率 0.1相当の zn = 71.519

を与えた．音源波形としては中心周波数 2 kHzの 4次のバタワース型 1/3オクターブバンドフィ
ルタのインパルス応答を使用した．音源の波形と周波数特性を Fig. 3.12に示す. Table 3.2に示す
15点の受音点における 2 s間の帯域制限されたRIRを計算する．コンサートホールモデルは最大
要素長 0.02 mの 4節点四辺形要素からなる FEメッシュで空間離散化した．本メッシュの空間解
像度は 2 kHz 1/3オクターブバンドの上限周波数に対して 7.65 PPWである．Cond. 1ならびに
Cond. 2の FEMモデルの自由度数はそれぞれ 806,478，880,796 DOFであった．また，時間刻み
幅は両条件とも∆t = 1/98, 000 sとした．RIRを用いた室内音響の評価では音圧レベルの時間積
分値を用いて算出する残響時間や明瞭性といった室内音響指標の使用が重要である．従って，本
数値実験の計算精度の指標としては以下の式で定義する音圧レベルの時間積分値に関する絶対誤
差を使用した．

e(t) =

∣∣∣∣20log(
∫ t
0 preference(τ)dτ∫ t
0 pTDFEM(τ)dτ

)∣∣∣∣ [dB] (3.34)
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Fig. 3.12 Source signal of fourth-order Butterworth type 1/3 octave bandpass filter with center

frequency of 2 kHz: (a) impulse response and (b) frequency characteristic.

Table 3.2 List for 15 receiver positions (R1–R15) in concert hall model

Receiver (x, y), m Receiver (x, y), m

R1 (15.1, 1.25) R9 (6.3, 3.5)

R2 (14.1, 1.5) R10 (5.3, 3.9)

R3 (13.1, 1.7) R11 (4.3, 4.3)

R4 (12.1, 2.0) R12 (3.3, 4.7)

R5 (11.1, 2.1) R13 (2.3, 5.1)

R6 (10.1, 2.5) R14 (1.3, 6.3)

R7 (8.3, 2.7) R15 (0.8, 6.7)

R8 (7.3, 3.1)

ここで，pTDFEM(t)と preference(t)はそれぞれ時刻 tにおける数値解と参照解を表す．参照解は同
一のFEメッシュを使用した 4次精度陰的TD-FEMにより計算した．なお，本メッシュにおける 4

次精度陰的TD-FEMの理論的な分散誤差は 0.1%より小さく，参照解としては十分な精度である．

結果と考察

Fig. 3.13に Cond. 1における受音点 R1 (x, y) = (15.1, 1.25)での直接音波形についての修正
Adams法による陽的TD-FEM，2次精度陰的TD-FEM，参照解の比較を示す．なお，Cond. 2に
ついては同様の結果が得られたので描写を省略する．修正Adams法による陽的TD-FEMの結果
は参照解とよく一致しているのに対して陰的TD-FEMの結果は大きな分散誤差のため音速が速く
なっており参照解より先に直接音が到来している．Fig. 3.14に Cond. 1, Cond. 2のそれぞれに
おける 1 s間のRIRを修正Adams法による陽的TD-FEM，2次精度陰的TD-FEM，参照解での
比較を示す．室条件によらず，修正Adams法による陽的TD-FEMは応答全体を通して参照解と
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Fig. 3.13 Comparisons of direct sound waveform at R1: the reference solution vs. the explicit

TD-FEM using modified Adams method (Left) and the reference solution vs. the standard

implicit TD-FEM (right).
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Fig. 3.14 Band-limited RIRs at R1 among the reference solution, the explicit TD-FEM using

modified Adams method, and the standard implicit TD-FEM for Cond. 1 (upper row) and

Cond. 2 (lower row).
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Fig. 3.15 Comparison of absolute errors in time integrated sound pressure levels between the

explicit TD-FEM using modified Adams method and the standard implicit TD-FEM for Cond.

1 and Cond. 2.

良好な対応を示している．一方， 2次精度陰的TD-FEMは参照解とのいくつかの致命的な乖離を
示している．例えば，Cond. 1では 0.4 s付近に到来する強い反射音を捉えてなく，Cond. 2では
0.05 s付近の初期反射音を過小評価している．Fig. 3.15にCond. 1ならびにCond. 2での絶対誤
差 e(t)の空間平均値を修正Adams法による陽的TD-FEMと 2次精度陰的TD-FEMで比較して示
す．ここでは，直接音到来時刻以来の誤差を載せている．陽的TD-FEMの e(t)の最大値は吸音条
件によらず 0.2 dBより小さいのに対して，2次精度陰的TD-FEMにおける e(t)の最大値はCond.

1，Cond. 2のそれぞれで 0.4 dB, 0.6 dBであり，修正 Adams法による陽的 TD-FEMは 2次精
度陰的TD-FEMと比べて定量的にも高い計算精度が得られている．また，各手法で本コンサート
ホールモデルの解析に要したMVPの総数は陽的TD-FEMで 392,000, 2次精度陰的TD-FEMで
1,995,506–2,053,979, 4次精度陰的 TD-FEMで 1,219,622–1,306,921であり，修正 Adams法によ
る陽的TD-FEMは 2次精度陰的TD-FEM，参照解の計算に用いた 4次精度陰的TD-FEMのそれ
ぞれと比べて約 5倍，約 3倍の計算速度で解析可能であり，複雑な形状の室内音場の数 kHz帯域
までの解析において陰解法と比べて優れた計算効率をもつことが示された．
Fig. 3.16に修正 Adams法による陽的 TD-FEMでシミュレートした両吸音条件におけるコン

サートホールモデル内の音波伝搬性状を示す．10 msにおける音圧レベル分布より音波が等方的に
伝搬していることがわかる．また，Cond. 2ではステージ後壁のリブ構造による音波の散乱反射に
より Cond. 1と比べて音場の拡散性が向上している．さらに，ステージ上部の反射板により客席
部に到達する初期反射音が増加していることも確認できる．Fig. 3.17にCond. 1ならびにCond.

2における 0.1 s間の音圧レベルの時間積分値の空間分布を示す．反射板の設置により客席部に届
く初期の音エネルギが増加し，ステージ後壁周辺のエネルギが減少している．これらの結果は過渡
音場の可視化がコンサートホールの形状検討に有効なこと，修正 Adams法による陽的 TD-FEM

の実用的な室内音響設計ツールとしての有効性を示している．
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Fig. 3.16 Sound propagation in a concert hall model for Cond. 1 (left column) and Cond. 2

(right column) at t= 10, 30 and 50 ms.
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Fig. 3.17 Comparison of time-integrated sound pressure level until 0.1 s for Cond. 1 (upper)

and Cond. 2 (lower).
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3.5 まとめ
本章では，修正Adams法による時空間 4次精度の陽的 TD-FEMを用いた室内音響解析手法を

構築した．同手法は修正積分則による分散低減要素と理論解析に基づき独自に設計した時間積分
法からなる．特筆すべき点としては，従来の陽的 TD-FEMの課題であった時間離散化の高精度
化のための要素形状に関する制限を完全に克服しており，複雑な境界形状を有する室内音場を階
段近似することなく，高精度に解析可能である．また，本章で開発した時間積分法は従来の陽的
TD-FEMと比較して時間ステップあたりの疎行列ベクトル積演算数が同一であり，演算量の増加
が発生しない．本手法の離散化誤差特性を分散誤差解析，振幅誤差解析を通して検証した．分散
誤差解析によると，同手法は音波伝搬方向のうち軸方向において分散誤差が最大となり，斜め方
向 (θ = π/4)で最小となる．さらに，時間離散化幅が細かくなるに従い分散誤差は小さくなる．理
論的な分散誤差解析より，数値的な音速が複素数となる場合に振幅誤差が発生することも明らか
にした．この振幅誤差は時間刻み幅のみに依存し，その制御法も構築した．修正Adams法による
陽的 TD-FEMの複雑な形状の室内音響解析への有効性を複雑な拡散体を有する長方形室とコン
サートホールモデルを対象とした標準的な陰的 TD-FEMとの比較により検証した．結果として，
修正Adams法による陽的TD-FEMは複雑な室内音場の数 kHz帯域までの解析を標準的な手法と
比べて非常に少ない計算負荷でより高精度に実施でき，その有効性が確認できた．
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第4章 分散誤差を最適化した陽的時間領域有限要
素法による室内音響解析手法の構築

本章では式 (3.11)に示す線形多段型の時間積分法の一般形に基づく 3段の時間積分法を用いた
振幅誤差を完全に排除した 2種類の陽的 TD-FEMによる 3次元室内音響解析手法を構築する．1

つ目の手法は時空間 4次精度のスキームで，もう 1つは分散誤差の最適化法により時空間 4次精
度法と比べ高域における音場の近似性能を向上させたスキームである．2つのスキームの性能を
理論解析，数値実験を通して比較し，最終的に分散誤差を最適化した手法の有効性を示す．ここ
では，基礎的な検討として剛境界のみをもつ閉音場を対象とする．吸音条件を考慮しない場合の
定式化は比音響アドミタンス比 y = 0とすることで得られる．以下，振幅誤差を排除した時空間
4次精度のスキームを 4th-E TD-FEM, 分散誤差の最適化を行ったスキームをOpt-E TD-FEMと
呼ぶ．4.1節では 4th-E TD-FEMの定式化を行う．分散誤差解析を通して，3段の時間積分法に
おいて振幅誤差を排除するための重み係数の条件式を求め，さらに，時間 4次精度を達成する重
み係数を導出する．また，安定条件ならびに理論的な分散誤差特性を提示する．4.2節ではOpt-E

TD-FEMの定式化を行う．まず，周波数領域における分散誤差解析により空間離散化誤差の最適
化を行い，続いて，時間領域での分散誤差解析の結果を用いて時間離散化誤差の最適化を行う．ま
た，Opt-E TD-FEMの理論的な分散誤差特性の一例を示す．4.3節では立方体室と直方体室を対
象に 3種の数値実験を行いOpt-E TD-FEMの 3次元音響解析への基本的な有効性を調査する．最
後に 4.4節において本章の成果をまとめる．
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Fig. 4.1 Plane wave propagation in a free field under uniformly discretized mesh with cubic

elements of length h, where θ and ϕ respectively denote the elevation and azimuth in the spherical

coordinate system.

4.1 分散誤差を排除した時空間4次精度法の定式化
4.1.1 3段の時間積分法

振幅誤差を排除した高精度な時間進行スキームを構築するため，線形多段型の時間積分法の一
般形に基づく 3段の時間積分法を用いて式 (2.71)の ṗを次式のように離散化する．

pn =
3∑

i=1

aip
n−i +∆tD−1

3∑
j=1

bjMvn−j (4.1)

ここで，aiと bj はそれぞれ i番目と j番目の時間積分の重み係数で以下の条件式を満たす．
3∑

i=1

ai =

3∑
j=1

bj = 1 (4.2)

vの時間進行については式 (2.78)において y = 0とした次式を用いる．

vn = vn−1 +∆tD−1
(
fn − c20Kp

n
)

(4.3)

4th-E TD-FEMならびにOpt-E TD-FEMのいずれも式 (4.1), (4.3)からなる時間進行スキームを
使用する．この後記すように，各手法は質量行列と剛性行列の計算に用いる数値積分点と式 (4.1)

の重み係数に異なる値を使用する．

4.1.2 分散誤差解析

ここでは，Fig. 4.1に示すサイズ hの一様な立方体要素で離散化された自由空間を対象に 3次元
分散誤差解析を行い，時間 4次精度を達成するための適切な重み係数を導出する．陽的TD-FEM
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の 3次元分散誤差解析の手順の詳細は 2.5.1項に示している．以下では，音波伝搬方向のうち x, y,

z軸に沿った方向 (θ = 0 ∨ 90◦ ∧ ϕ = 0 ∨ 90◦)を軸方向，立方体要素の対角線方向 (θ = ϕ = 45◦)

を対角線方向と呼ぶ．式 (4.1), (4.3)から外力項を除いた式と等価な線形多段形式は以下となる．

pn+2 − (a1 + 1)pn+1 − (a2 − a1)p
n − (a3 − a2)p

n−1 + a3p
n−2

+c20∆t
2D−1MD−1K(b1p

n+1 + b2p
n + b3p

n−1) = 0 (4.4)

3次元空間における平面波は式 (2.87)で表される．分散誤差は式 (4.4)に式 (2.87)を代入した上
で c0について解くことで評価できる．ここで，第 3章の結果より分散誤差の式が虚部を含む場合
スキームは振幅誤差を含む．しかし，3段の時間積分法を用いる場合，以下の重み係数に関する条
件を満たすことで振幅誤差を排除できる．

a1 + 1 = a3 − a2, a3 = 1, b1 = b3 (4.5)

式 (4.2), (4.5)より以下が得られる．

a1 = 2, a2 = −2, a3 = 1, b2 = 1− 2b1 (4.6)

式 (2.87), (4.6)を用いて式 (4.4)は次のように変形できる．
(
4− 6 cosω∆t+ 2 cos 2ω∆t+ c20∆t

2D−1MD−1K ((1−2b1)+2b1 cosω∆t)
)
pnx,y,z = 0 (4.7)

式 (4.7)を c0について解くと以下の分散関係式が得られる．

c0 =

√
h6(−4 + 6 cos chkh∆t− 2 cos 2chkh∆t)

∆t2McKc((1− 2b1) + 2b1 cos chkh∆t)
(4.8)

ここで，Mc, Kcは式 (2.96)の通りである．4th-E TD-FEMは修正Adams法による陽的TD-FEM

と同様に式 (3.9)の積分点の修正値を使用することで空間 4次精度を達成する．数値的な波数 kh

に関して式 (4.8)を Taylor展開することで数値的な音速 ch は以下のように表される．

ch = c0
(
1 +

(ω∆t)2

24
(12b1 − 13) +O(k4)

)
(4.9)

ここで，b1 = 13/12とすることで 2次の分散誤差の項が消去され，以下の時空間 4次精度を達成
できる．

ch ≈ c0
(
1− (kh)4

368640
(14952τ4 + 1230 + C)

)
(4.10)

ここで，
C = 295 cos 2θ + 514 cos 4θ + 9 cos 6θ + 16(29− 9 cos 2θ) cos 4ϕ sin θ4 (4.11)

式 (4.10)より数値的な音速は実数であり，振幅誤差を含まないことがわかる．なお，式 (4.8)は
虚部をもたないため，重み係数に式 (4.6)の値を用いた 3段の時間積分法では Taylor展開の次
数によらず数値的な音速は実数となる．4th-E TD-FEMは式 (3.9)の積分点と式 (4.6)ならびに
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Fig. 4.2 Propagation-angle-dependent dispersion error characteristic of 4th-E TD-FEM.

b1 = 13/12の重み係数を使用する．Von Neumannの安定性解析より [65],4th-E TD-FEMにおけ
る安定限界時間刻み幅∆tlimitは以下となる．

∆tlimit = 0.490774h/c0 (4.12)

Fig. 4.2に安定限界時間刻み幅を用いた場合の 4th-E TD-FEMの分差誤差の伝搬方向角特性を示
す．計算条件は f=2.5 kHz, h=0.02 m, c0=343.7 m/sとした. ここで，空間解像度Rを音波長 λ

を用いて λ/hと定義すると，本計算条件ではR = 6.87である． TD-FEMの分散誤差は軸方向で
最大値をとり，その値は 0.6%程度である．続いて，軸方向，対角線方向における分散誤差と空間解
像度Rの関係を Fig. 4.3に示す．ここで，∆tは式 (4.12)の∆tlimitを使用する．4th-E TD-FEM

はR ≥ 5.98において分散誤差が 1%以下となる．一方，標準的な陰的TD-FEMは分散誤差を 1%

とするために少なくとも R = 12が必要であり，4th-E TD-FEMは標準的な手法と比べて高い計
算精度をもつことがわかる．

4.2 分散誤差を最適化したスキームの定式化
ここでは，2つ目の振幅誤差を排除したスキームであるOpt-E TD-FEMの定式化とその理論的

な分散誤差特性を示す．次節の数値実験で示すように，Opt-E TD-FEMは同一の空間解像度メッ
シュを用いた解析において 4th-E TD-FEMと比べて高周波数域における近似性能が優れた手法で
ある．Opt-E TD-FEMは要素マトリクス計算における積分点 αm，αkと時間積分法の重み係数の
それぞれに特定の周波数において分散誤差を最小化する最適値を使用する．
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Fig. 4.3 Relations between spatial resolution R and dispersion error in 4th-E TD-FEM at the

axial direction and at the diagonal direction.

4.2.1 空間離散化誤差の最適化

まず，半離散方程式 (2.71), (2.72)の周波数領域表現（式 (3.1), (3.2)）に基づき空間離散化に伴
う誤差を最小化する積分点を導出する．3.1節で示した周波数領域における分散誤差解析より 3次
元音場の空間離散化による分散関係式は以下となる．

c0 = chkh

√
h6

McKc
(4.13)

式 (4.13)における chならびに khをそれぞれ c0, kに置き換えることで空間離散化誤差 espatialは
次式で評価できる．

espatial =
c0k
√

h6

McKc
− c0

c0
(4.14)

ここで，軸方向において espatial = 0となるように式 (4.14)を解くと，次の αmの最適値が陽な形
で導出できる．

αm = ±

√
4π2 +R2(cos2(2πR )− 1)

R2(cos(2πR )− 1)2
(4.15)

式 (4.15)の積分点は FEメッシュまたは要素の空間解像度Rのみに依存し，解析周波数と使用す
る FEメッシュによって決定される．さらに，式 (4.15)の積分点を式 (4.14)へ代入した上で対角
線方向について espatial = 0を解くことで，αmとRのみに依存する αkの最適値を導出できる．

αk = ±

√
−( 2

R

√
X1 +X2)

3X3
2X4

2X5X6
(4.16)

ここで，
X1 = −X3

2X4
2X6(R

2X4
2(Y1 − Y2)

2(−X6) + 48π2X5)
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Fig. 4.4 Propagation-angle-dependent dispersion error characteristic of Opt-E TD-FEM.

X2 = αm
6X3

3X5X7 −X3X7(Y1 + 1)2(1 + Y2)

+ αm
2(Y1

2 − 1)(−3 + Y1 − Y2 + 3Y1Y2)X7

− αm
4X3

2X7
2

X3 = Y1 − 1, X4 = 1 + α2
m + Y1 − α2

mY1

X5 = Y2 − 1, X6 = 1 + α2
m + Y2 − α2

mY2

X7 = −3− Y1 − Y2 + 3Y1Y2

Y1 = cos
π

R
, Y2 = cos

√
2π

R
(4.17)

4.2.2 時間離散化誤差に関する最適化

続いて，時間離散化に伴う誤差を最小化する時間積分における重み係数を導出する．式 (4.8)に
h6

McKc
= 1/k2を代入することで時間離散化誤差 etemporalは次式で評価できる．

etemporal =

√
(−4+6 cos c0k∆t−2 cos 2c0k∆t)
k2∆t2((1−2b1)+2b1 cos c0k∆t)

− c0

c0
(4.18)

ここで，etemporal = 0を解くと重み係数 b1の最適値が以下のように求まる．

b1 =
1− 2 cos(ω∆t)

ω2∆t2
+

1

4 sin2(ω∆t
2 )

(4.19)
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Fig. 4.5 Relations between spatial resolution R and dispersion error in Opt-E TD-FEM optimized

at R=5.5 and at R=6.874 in the axial direction and in the diagonal direction.

式 (4.19) より b1 の最適値は周波数と時間刻み幅のみに依存する．以上，Opt-E TD-FEM は
式 (4.15), (4.16)の積分点の修正値ならびに時間積分の重み係数のうち b1 に関して式 (4.19)の
値を使用するものである．Fig. 4.4に 4.1.2項と同じ計算条件のもと算出したOpt-E TD-FEMの
分散誤差の伝搬方向角特性を示す．Fig. 4.4よりすべての伝搬方向においてOpt-E TD-FEMの分
散誤差が Fig. 4.2に示す 4th-E TD-FEMの誤差と比べて著しく小さいことがわかる．Fig. 4.5に
軸方向ならびに対角線方向におけるOpt-E TD-FEMの分散誤差とRの関係を示す．ここでは，2

つの最適化条件を想定しており，それぞれ R = 5.5, R = 6.87において分散誤差を最小化するよ
うに設定した．また，時間刻み幅は安定限界値を使用している．両最適化条件において意図した
Rで分散誤差が最小化されていることがわかる．また，Rによらず各最適化条件で軸方向の分散
誤差が対角線方向より大きな値となっている．最適化される空間解像度の前後で分散誤差は劇的
に増大するが，最適化条件R = 5.5ではR ≥ 4.99において分散誤差は 0.4%以下，R = 6.87では
R ≥ 5.78において分散誤差は 0.2%以下とOpt-E TD-FEMは広帯域に渡って小さな分散誤差を維
持している．Opt-E TD-FEMの特筆すべき点として，4th-E TD-FEMと比べて計算コストを増
やすことなく高周波数域における解析精度を向上させられることが挙げられる．次節の数値実験
では広帯域の音響シミュレーションにおいてOpt-E TD-FEMが 4th-E TD-FEMより優れている
ことを数値的に示す．

4.3 剛な境界の室内音響解析を対象とした性能検証
本節では，4th-E TD-FEMならびにOpt-E TD-FEMの性能を 3種の数値実験を通して検証す

る．Opt-E TD-FEMは立方体要素を用いた空間離散化において軸方向ならびに対角線方向に伝搬
する特定の周波数の音波の分散誤差を最小化する手法であるため，その不整形要素用いた様々な
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Fig. 4.6 Modulated Gaussian pulse for source signal: (a) waveform and (b) spectrum.

方向に伝搬する音波の広帯域に渡ってのシミュレーションにおける有効な使用方法を明らかにする
ことは重要である．本数値実験では解析解が使用可能な剛な境界からなる小立方体室とより大き
な直方体室を扱う．4th-E TD-FEMならびにOpt-E TD-FEMの有効性を標準的な陰的TD-FEM

との比較より示す．ここで，標準的な陰的TD-FEMは空間離散化に通常の積分点に基づく線形要
素を，時間離散化に Fox–Goodwin法を使用した空間 2次精度時間 4次精度法である．すべての数
値実験において上限周波数は 2.5 kHzとし，音源信号には Fig. 4.6に示す体積加速度波形ならび
に周波数特性をもつGaussianパルスを使用する．解析精度の定量化のため，各実験で以下に定義
する解析解に対する相対誤差 erを評価する．

er =
1

Nrp

Nrp∑
j=1

e(rj)× 100[%] (4.20)

ここで，

e(rj) =

√√√√ 1

Nstep

∑Nstep

i=1 (panalytic(i, rj)− pFEM(i, rj))2∑Nstep

i=1 (panalytic(i, rj))2
(4.21)

なお，Nstepは総時間ステップ数，Nrpは総受音点数で立方体室解析では 6, 直方体室解析では 11

である．panalytic(i, rj)と pFEM(i, rj) はそれぞれ時間ステップ iにおける j番目の受音点における
解析解とTD-FEMによる数値解である．さらに，最適化法の周波数応答の計算精度を検証するた
め，次式で定義する 1/96オクターブバンド SPLにおける絶対誤差 eabsの評価も行う．

eabs(fi) =
1

Nrp

Nrp∑
j=1

|Lanalytic(fi, rj)− LFEM(fi, rj)| [dB] (4.22)

ここで，Lanalytic(fi, rj)と LFEM(fi, rj)は中心周波数 fiでの j番目の受音点での解析解ならびに
TD-FEMによる計算値による 1/96オクターブバンド SPLである．オクターブバンド SPLは時間
応答と同じ時間長のHann窓をかけたのちMatlab関数”poctave”により算出した．すべての計算に
はワークステーション (Intel Xeon E5-2650 v4, 2.2 GHz, Precision Tower 7810; Dell)と Fortran

compiler (ver. 2019; Intel Corp.)を使用した．
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4.3.1 剛な 3次元室内音場の解析解

以下の斉次波動方程式で記述される剛境界からなる直方体閉音場 (x ∈ [0, Lx], y ∈ [0, Ly],

z ∈ [0, Lz])の解析解の導出手順を記す．

∂2p(r, t)

∂t2
− c20∇2p(rt) = 0 (4.23)

ここで，剛壁境界条件より以下が成り立つ．
∂p(r, t)

∂x
= 0 (x = 0, Lx) (4.24)

∂p(r, t)

∂y
= 0 (y = 0, Ly) (4.25)

∂p(r, t)

∂z
= 0 (y = 0, Lz) (4.26)

また，次の初期条件を想定する．

p(r, 0) = f(r) (4.27)

∂p(r, 0)

∂t
= 0 (4.28)

ここで，f(r)は任意の音圧分布を表す連続関数である．変数分離法に基づき pを次のように表現
する．

p(r, t) = X(x)Y (y)Z(z)T (t) (4.29)

式 (4.29)を式 (4.23)に代入すると次が成立する．

X(x)Y (y)T̈ (t)− c20

(
Ẍ(x)Y (y)T (t) +X(x)Ÿ (y)T (t)

)
(4.30)

ここで，T̈ , Ẍ, Ÿ , Z̈ は各変数の二階偏微分 ∂2T
∂t2

, ∂2X
∂x2 ,

∂2Y
∂y2

, ∂2Z
∂z2
を表す．ここで，式 (4.30)の全

体をX(t)Y (y)Z(z)T (t)で割り整理すると以下となる．

T̈ (t)

T (t)
= c20

(
Ẍ(x)

X(x)
+
Ÿ (y)

Y (y)
+
Z̈(z)

Z(z)

)
(4.31)

式 (4.30)は変数の値によらず成立するので次の関係が成り立つ．

T̈ (t)

T (t)
= c20λ = c20(λx + λy + λz) (4.32)

Ẍ

X(x)
= λx (4.33)

Ÿ

Y (y)
= λy (4.34)

Z̈

Z(z)
= λz (4.35)
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ここで，λ, λx, λy, λz は定数で，非自明な解を求めるには λ < 0, λx < 0, λy < 0, λz < 0が必要
条件である．従って，λ, λx, λy, λz を次にように表すこととする．

λ = −k2 (k > 0) (4.36)

λx = −k2x (kx > 0) (4.37)

λy = −k2y (ky > 0) (4.38)

λz = −k2z (kz > 0) (4.39)

以上より，T (t), X(t), Y (y), Z(z)の一般解はそれぞれ次式で表される．

T (t) = Ct1 cos c0kt+ Ct2 sin c0kt (4.40)

X(x) = Cx1 cos kxx+ Cx2 sin kxx (4.41)

Y (y) = Cy1 cos kyy + Cy2 sin kyy (4.42)

Z(z) = Cz1 cos kzz + Cz2 sin kzz (4.43)

ここで，Ct1 , Ct2 , Cx1 , Cx2 , Cy1 , Cy2 , Cz1 , Cz2 はそれぞれ定数である．また，式 (4.40)–(4.43)は
複素指数の式を Eulerの公式に基づき三角関数へ変換している．ここで，境界条件式 (4.24)より
以下が成立する．

Cx2 = 0 (x = 0) (4.44)

−Cx1 sin kxLx + Cx2 cos kxLx = 0 (x = Lx) (4.45)

ここで，Cx1 ̸= 0は自明な解であるので以下が求まる．

kx =
lπ

Lx
（lは整数） (4.46)

従って，
X(x) = Cx1 cos

lπx

Lx
(4.47)

が得られる．同様の手続きにより以下も成り立つ．

Y (y) = Cy1 cos
mπy

Ly
（mは整数） (4.48)

Z(z) = Cz1 cos
nπz

Lz
（nは整数） (4.49)

式 (4.40), (4.47)–(4.49)を式 (4.29)に代入すると次式となる．

p(r, t) = Cx1Cy1Cz1 (Ct1 cos c0kt+ Ct2 sin c0kt) cos
lπx

Lx
cos

mπy

Ly
cos

nπz

Lz
(4.50)

ここで，式 (4.50)は (l, m, n)モードにおける式 (4.23)の解を表し，式 (4.23)の解は異なるモー
ド解の重ね合わせにより得られる．従って，重ね合わせの原理より次式が得られる．

p(r, t) =

∞∑
l=0

∞∑
m=0

∞∑
n=0

(D cosωl,m,nt+ E sinωl,m,nt) cos
lπx

Lx
cos

mπy

Ly
cos

nπz

Lz
(4.51)
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ここで，D, Eはそれぞれ定数で，

ωl,m,n = c0

√
(
l

Lx
)2 + (

m

Ly
)2 + (

n

Lz
)2 π (4.52)

である．ここで，初期条件式 (4.27), (4.28)を満たす p(r, 0)について考える．条件式より次が成
り立つ．

∞∑
l=0

∞∑
m=0

∞∑
n=0

D cos
lπx

Lx
cos

mπy

Ly
cos

nπz

Lz
= f(r) (4.53)

∞∑
l=0

∞∑
m=0

∞∑
n=0

E cos
lπx

Lx
cos

mπy

Ly
cos

nπz

Lz
= 0 (4.54)

式 (4.54)よりE = 0である．ここで，次の Fourier余弦級数の関係式を考える．

g(x) =
a0
2

+
∞∑
n=1

an cos
nπx

L
(4.55)

an =
2

L

∫ L

0
g(x) cos

nπx

L
dx (4.56)

各変数に Fourier余弦級数を適用することでDは次式のように表せる．

D =
F (l,m, n)

LxLyLz

∫ Lz

0

∫ Ly

0

∫ Lx

0
f(r) cos

lπζ

Lx
cos

mπη

Ly
cos

nπξ

Lz
dζdηdξ (4.57)

ここで，

F (l,m, n) =


1 (l = 0 ∧m = 0 ∧ n = 0)

2 (l ̸= 0 ∧m = 0 ∧ n = 0) ∨ (l = 0 ∧m ̸= 0 ∧ n = 0) ∨ (l = 0 ∧m = 0 ∧ n ̸= 0)

4 (l ̸= 0 ∧m ̸= 0 ∧ n = 0) ∨ (l = 0 ∧m ̸= 0 ∧ n ̸= 0) ∨ (l ̸= 0 ∧m = 0 ∧ n ̸= 0)

8 (l ̸= 0 ∧m ̸= 0 ∧ n ̸= 0)

(4.58)

従って，3次元波動方程式で記述される剛境界からなる矩形閉音場の解析解は次式となる．

p(r, t) =
∞∑
l=0

∞∑
m=0

∞∑
n=0

F (l,m, n)

LxLyLz

∫ Lz

0

∫ Ly

0

∫ Lx

0
f(x, y) cos

lπζ

Lx
cos

mπη

Ly
cos

nπξ

Lz
dζdηdξ

cos
lπx

Lx
cos

mπy

Ly
cos

nπz

Lz
cos (ωl,m,nt)

(4.59)

続いて，具体的な例として初期条件の分布関数に次のGaussianパルスを考える．

f(r) = exp
−r2

d2
(4.60)

ここで，r =
√

(x− xs)2 + (y − ys)2 + (z − zs)で (xs, ys, zs)は音源点の座標を表す．dはパルス
の形状（周波数特性）に関する定数である．式 (4.60)を式 (4.59)の積分部分に代入すると以下と
なる．∫ Lz

0

∫ Ly

0

∫ Lx

0
f(r) cos

lπζ

Lx
cos

mπη

Ly
cos

nπξ

Lz
dζdηdξ

=

∫ Lx

0
e−

(ζ−xs)
2

d2 cos
lπζ

Lx
dζ

∫ Ly

0
e−

(η−ys)
2

d2 cos
mπη

Ly
dη

∫ Lz

0
e−

(ξ−zs)
2

d2 cos
nπξ

Ly
dξ

(4.61)
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ここで，式 (4.61)の ζ 方向の積分について考える．本積分は有限の積分区間の場合は解析的に計
算できない．従って，以下の積分区間を [−∞, ∞]とする近似を考える．∫ Lx

0
e−

(ζ−xs)
2

d2 cos
lπζ

Lx
dζ =

∫ Lx−xs

−xs

e−
ζ2

d2 cos
lπ(ζ + xs)

Lx
dζ

≈ cos
lπxs
Lx

∫ ∞

−∞
e−

ζ2

d2 cos
lπζ

Lx
dζ − sin

lπxs
Lx

∫ ∞

−∞
e−

ζ2

d2 sin
lπζ

Lx
dζ

(4.62)

この近似は dが Lx, xs, Lx − xsと比べて十分小さい場合に有効である．ここで，留数定理により
以下が成立する．

cos
lπxs
Lx

∫ ∞

−∞
e−

ζ2

d2 cos
lπζ

Lx
dζ =

√
πd cos

lπxs
Lx

e−( lπd
2Lx

)2 (4.63)

sin
lπxs
Lx

∫ ∞

−∞
e−

ζ2

d2 sin
lπζ

Lx
dζ = 0 (4.64)

従って，Gaussianパルスを想定した場合の 3次元矩形音場の解析解は以下となる．

p(r, t) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

∞∑
l=0

F (l,m, n)

LxLyLz

√
π
3
d3 cos

lπxs
Lx

cos
mπys
Ly

cos
nπzs
Lz

e
−
(
( lπd
2Lx

)2+(mπd
2Ly

)2+(nπd
2Lz

)2
)

cos
lπx

Lx
cos

mπy

Ly
cos

nπz

Ly
cos (ωl,m,nt)

(4.65)

なお，実際の計算では固有モードの次数を有限の値で打ち切る必要があり，以下の数値実験では
各軸方向について 120次のモードまで考慮して解析解を計算する．

4.3.2 立方体室の解析

ここでは，剛な境界のみをもつ 1 m3 の立方体室 (x, y, z)∈ [0, 1]における音波伝搬を考える．
空間離散化には解像度の異なる 3種の立方体要素 FEメッシュ (M1, M2, M3)を使用した．各メッ
シュの要素サイズならびに上限周波数における空間解像度Rは，M1で 0.025 mのR = 5.5, M2で
0.02のR = 6.87, M3で 0.0125 mのR = 11である．ここで，M3のみが線形要素の経験則，波長
あたり 10要素の離散化を満たすメッシュである．音源点は (x, y, z) = (0, 0, 0)に設置し，6個の
受音点を y = z = 0.5の線上に 0.2 m間隔で設けた．本数値実験では，4th-E TD-FEMならびに
Opt-E TD-FEMは低解像度のM1とM2のみを使用する．一方，標準的な陰的 TD-FEMは最も
解像度の高いM3のみを使用する. また，Opt-E TD-FEMは各メッシュ使用時で 2.5 kHzにおけ
る分散誤差が最小化されるように積分点と重み係数を設定した．各手法で時間刻み幅を安定限界値
に設定し，0.02 s間の時間応答を計算した．なお，安定限界時間刻み幅は，陽解法では式 (4.12)，
陰解法では式 (2.29)に基づき算出した.

Fig. 4.7(a)–(c)に (x, y, z) = (0.6, 0.5, 0.5)における時間波形を解析解，メッシュM2を用いた
4th-E TD-FEMとOpt-E TD-FEM, M3を用いた標準的な陰的TD-FEMで比較したものを示す．
Opt-E TD-FEMは解析解と最もよく一致している．また，4th-E TD-FEMについても低解像度の
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Fig. 4.7 Comparisons of waveforms at (x, y, z) = (0.6, 0.5, 0.5): (a) the analytic solution vs.

the Opt-E TD-FEM with M2, (b) the analytic solution vs. the 4th-E TD-FEM with M2, and

(c) the analytic solution vs. the standard implicit TD-FEM with M3.

メッシュの使用に関わらず，標準的な解像度のメッシュを用いた陰的TD-FEMより良好な結果が
得られている．3手法の erはそれぞれ 1.27% (4th-E TD-FEM), 0.73% (Opt-E TD-FEM), 2.35%

(標準的な陰的 TD-FEM)であり，Opt-E TD-FEMは定量的にも最も高い計算精度が得られてい
る．さらに，最も解像度の低いM1を用いた場合も 4th-E TD-FEM, Opt-E TD-FEMの erはそ
れぞれ 2.16%, 1.37%と解像度の高いメッシュM3を用いた陰的TD-FEMより小さい値であった．
以上の結果より，本章で定式化した 2つの陽的TD-FEMは粗い FEメッシュを用いて標準的な陰
的 TD-FEMより優れた計算精度のもと室内音場のシミュレーションが可能である．
Fig. 4.8に (x, y, z) = (0.6, 0.5, 0.5)における 1/96オクターブバンド SPLの解析解，メッシュ

M1を用いた 4th-E TD-FEM, Opt-E TD-FEMでの比較を示す．Opt-E TD-FEMは解析解と良
好に一致しているのに対して 4th-E TD-FEMの結果は 2.1 kHz付近から解析解と乖離している．
Fig. 4.9に 100 Hzから 2.5 kHzにおける eabsをメッシュM1, M2を用いた陽的TD-FEM，メッシュ
M3を使用した陰的TD-FEMで比較して示す．4th-E TD-FEMならびに陰的TD-FEMの eabsは
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Fig. 4.8 Comparisons of 1/96 octave band SPLs at (x, y, z) = (0.6, 0.5, 0.5): the analytic

solution vs. the Opt-E TD-FEM with M1 (Upper), and the analytic solution vs. the 4th-E

TD-FEM with M1 (Lower).

周波数とともに大きくなる特性を示す．一方，Opt-E TD-FEMの eabs は高周波数域においてフ
ラットな特性であり，他の手法と比べて小さな値である．以上よりOpt-E TD-FEMは立方体要素
を用いた音響解析において 4th-E TD-FEMより優れた計算性能をもつと言える．また，2種類の
陽的 TD-FEMは優れた計算効率を示しており，M1, M2を使用した際の計算時間はそれぞれ 8.8

s, 20.5 sと標準的な陰的 TD-FEMの計算時間 483.4 sと比べて非常に高速である．

4.3.3 直方体室の解析

ここでは，Fig. 4.10に示す 3 m × 2 m × 1 mの直方体室を対象にOpt-E TD-FEMの直方体要
素，不整形要素を用いた解析への有効性を 4th-E TD-FEMとの比較より検証する．本直方体室内
の (x, y, z) = (1, 1, 0.5)に音源点を設置し，z = 0.5の面に設けた 1 m × 1 mのグリッド上に 11

点の受音点を設置した．各受音点における 0.05 s間の時間応答を計算し， 式 (4.20), (4.22)に基
づき erと eabsのそれぞれを評価する．

直方体 FEを用いた解析

ここでは，Fig. 4.10の直方体室を 0.02 m × 0.017 m × 0.01 mの直方体 FEを用いて空間離散
化した. Opt-E TD-FEMによる解析では，最大要素長の上限周波数 2.5 kHzに対する空間解像度
R = 6.87において分散誤差を最小化するように積分点を設定した．また，時間重み係数 b1につい
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Fig. 4.10 Analyzed rectangular room discretized using rectangular elements and distorted hex-

ahedral elements. Lines between the letters denote the representative lines to create distorted

elements.

ては，最小要素長 0.01 mが式 (4.12)を満たす時間刻み幅のもと, 2.5 kHzにおける分散誤差を最
小化するように設定した．
Fig. 4.11に (x, y, z) = (1, 2, 0.5)における解析解と 4th-E TD-FEM, Opt-E TD-FEMによる

時間応答を比較して示す. Opt-E TD-FEMの結果は解析解と良好に一致している．一方，4th-E

TD-FEMの結果では典型的な分散誤差の影響が表れており，音波の伝搬距離が長くなるに伴い分
散誤差が蓄積し，0.04 s付近において解析解と比べて音波が遅れて伝搬している．また，両手法の
結果において振幅誤差の影響が表れていないことも確認できる．定量的には Opt-E TD-FEMの
erは 0.436%と 4th-E TD-FEMの 0.793%より小さく，分散誤差の最適化法は直方体FEを用いた
解析にも有効である．Fig. 4.12に (x, y, z) = (1, 2, 0.5)における 1/96オクターブバンド SPLを
解析解，Opt-E TD-FEM, 4th-E TD-FEMで比較して示す． Opt-E TD-FEMの結果は解析解と
良好に対応しているのに対して 4th-E TD-FEMは高周波数域において解析解と差が生じている．
Fig. 4.13に各陽的 TD-FEMにおける 1 - 2.5 kHzでの eabsを比較して示す．Opt-E TD-FEMは
分散誤差の最適化により高周波数において 4th-E TD-FEMと比べて小さな eabsとなっている．な
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Fig. 4.11 Comparisons of waveform at (x, y, z) = (1, 2, 0.5) between analytic solution and

explicit TD-FEMs using rectangular elements: Opt-E TD-FEM vs. analytic solution (Upper),

4th-E TD-FEM vs. analytic solution (Lower).

お，Opt-E TD-FEMの eabsはいくつかの周波数においてピークを示しているが，これは周波数応
答のディップにおける誤差であり実用上は問題ない．Opt-E TD-FEMでは，この高域における誤
差の低減が広周波数成分を含む音波伝搬の高精度な計算に貢献していると考えられる．

不整形六面体 FEを用いた解析

最後に，Opt-E TD-FEMの不整形六面体要素を用いた音響解析への適用性を検証する．不整
形要素は Fig. 4.10に示す直方体室の各辺を次のように分割することで作成した：辺ABと辺 BC

を 80要素で分割；ADと辺DEを 72要素で分割；辺AFを 100要素で分割．作成された FEメッ
シュの最大要素長ならびに最小要素長はそれぞれ 0.02 mと 0.01 mである．∆tと b1は直方体 FE

を用いた解析と同一の値を使用した．本検討で使用する FEメッシュは要素によって最大要素長
が異なるので，次に示す 2種類の積分点の設定法OPT1, OPT2を使用する．OPT1: すべての要
素で，メッシュの最大要素長 0.02の上限周波数に対する解像度Rに基づき同一の積分点を使用す
る．OPT2: 各要素で最大要素長の上限周波数に対する解像度 Rに基づき異なる積分点を使用す
る．OPT1は各要素で異なる周波数における分散誤差を最小化する方法なのに対して，OPT2は
すべての要素で同一の周波数における分散誤差を最小化する方法である．
まず，er の結果について述べる．各手法の er は 4th-E TD-FEM で 0.53%, Opt-E TD-FEM

(OPT1)で 0.47%, Opt-E TD-FEM (OPT2)で 0.38%であり，Opt-E TD-FEMは不整形要素を使
用した場合も 4th-E TD-FEMより時間波形の計算精度が優れている．また，積分点の設定法に
ついてはOPT2の方が解析精度の観点でより有効である．続いて，各手法における eabsの比較を
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Fig. 4.12 Comparisons of 1/96 octave band SPLs at (x, y, z) = (1, 2, 0.5): Opt-E TD-FEM vs.

analytic solution (Upper), 4th-E TD-FEM vs. analytic solution (Lower).
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Fig. 4.13 A comparison of eabs between the Opt-E TD-FEM and the 4th-E TD-FEM.

Fig. 4.14に示す．直方体要素の場合と同様に, Opt-E TD-FEMは高域において 4th-E TD-FEM

より高い精度が得られている．積分点の設定法によらずOpt-E TD-FEMは 2.4 kHz付近で比較的
大きい eabsを示しているがこれはディップにおける誤差である．また，OPT2の方がOPT1と比べ
て高精度である．参考として，Fig. 4.15(a)–(c)に (x, y, z) = (1, 2, 0.5)における時間波形を解析
解，Opt-E TD-FEM (OPT1), Opt-E TD-FEM (OPT2), 4th-E TD-FEMで比較して示す．最適
化の方法によらずOpt-E TD-FEMの結果は解析解と良好に一致している．一方，4th-E TD-FEM

の結果は時間の経過とともに解析解と乖離している．この結果からも最適化法の有効性が確認で
きる．また，不整形 FEの場合のOpt-E TD-FEM (OPT2)の erは直方体 FEの場合と比べて小さ
くなる．これは，本不整形 FEメッシュが，先の数値実験で用いた直方体 FEメッシュと比べてR

の最小値が大きい要素の数が多いためである．従って，Opt-E TD-FEMは要素の最小解像度が大
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Fig. 4.15 Comparisons of waveform at (x, y, z) = (1, 2, 0.5) between the analytic solution and

explicit TD-FEMs using irregular-shaped elements: (a) Opt-E TD-FEM (OPT1) vs. analytic

solution, (b) Opt-E TD-FEM (OPT2) vs. analytic solution, and (c) 4th-E TD-FEM vs. analytic

solution.
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きく異なるメッシュを使用する場合も，誤差の大きさを支配する解像度が最も低い要素が適切に
最適化されていれば，有効に機能すると考えられる．
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4.4 まとめ
本章では，第 3章の知見に基づき分散誤差を排除した 2種の高精度な陽的TD-FEMを構築した．

振幅誤差を排除した高精度な時間離散化のため，線形多段型時間積分法の一般形に基づく 3段の時
間積分法を新たに定式化した．本章で構築した手法は時空間 4次精度をもつ 4th-E TD-FEMと分
散誤差の最適化を行ったOpt-E TD-FEMである．このうち，Opt-E TD-FEMは 4th-E TD-FEM

と比べて追加の計算負荷なしに高周波数域の近似性能を向上できる．分散誤差の最適化は特定の
メッシュまたは要素の空間解像度における軸方向ならびに対角線方向に伝搬する音波の分散誤差
を最小化する方法である．理論的な分散誤差解析より，本最適化により広域に渡って小さな分散
誤差を維持できることを示した．2つの振幅誤差を排除した手法の性能を 3種の数値実験を通して
検証した．数値実験ではOpt-E TD-FEMが不整形 FEを使用した広帯域の音響シミュレーション
において有効であるかに重きを置いた．立方体形状 FEを用いた立方体室を対象とした第 1の実
験では，2種の陽的 TD-FEMが標準的な陰的 TD-FEMと比べ高い計算精度と計算効率をもつこ
とを示した．第 2, 第 3の実験ではそれぞれOpt-E TD-FEMの直方体 FEならびに不整形六面体
FEを用いた解析への適用性を検証した．結果として，Opt-E TD-FEMは使用する要素形状によ
らず 4th-E TD-FEMより高精度な解析が可能であった．また，非一様な FEからなるメッシュを
使用する場合，要素ごとに最適化を行うことが有効である．
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第5章 陽的時間領域有限要素法への周波数依存吸
音境界の実装

本章では，TD-FEMによる高精度な室内音響解析のために必要不可欠な境界面の吸音特性にお
ける周波数依存性を考慮するための手法を構築する．5.1節では最も基本的な周波数依存の吸音境
界である周波数依存のインピーダンス境界を扱うための手法を開発する．インピーダンス境界は
任意の吸音体を局所作用の仮定に基づきモデル化するため使用性に優れているが，吸音特性のう
ちの入射角依存性は考慮できず，背後に空気層を伴う吸音構造などの拡張作用性の高い吸音体の
モデル化精度は低い．そこで，5.2節では入射角依存性まで考慮可能な吸音境界の例として， PM

吸音体の拡張作用モデルの取り扱い法に関して検討する．なお，陽的TD-FEMの半離散化方程式
において，新たな境界条件の実装に伴い v̇に関する半離散化方程式 (2.72)は変形されるが，ṗに
関する半離散化方程式 (2.71)はそのままである．以下の検討では 4章で構築した 3段の時間積分
法に基づく時空間 4次精度陽的 TD-FEM (4th-E TD-FEM)ならびに分散誤差を最適化した陽的
TD-FEM (Opt-E TD-FEM)に上記の周波数依存吸音境界を組み込む．従って，音圧 pの時間発
展は式 (4.1)に基づき計算し，振幅誤差の排除のために式 (4.6)の時間積分の重み係数を使用する．
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Fig. 5.1 Dispersion errors of 4th-E and Opt-E TD-FEMs compared to 4th-I and 2nd-I TD-

FEMs. The comparison is made as a function of the spatial resolution. Opt-E TD-FEMs

use four optimized conditions in which the dispersion error is minimized at different spatial

resolutions.

5.1 周波数依存インピーダンス境界を扱うための手法
本節では，周波数依存のインピーダンス境界を考慮した陽的TD-FEMによる室内音響解析手法
を構築する．まず，その境界条件式を定式化し，時間領域手法への実装において難所となる畳み
込みについて説明する．続いて，ADE 法 [62]に基づき畳み込みを効率的に処理した周波数依存イ
ンピーダンス境界を扱うための陽的 TD-FEMの時間進行計算スキームの定式化を行う．ADE法
は周波数依存の関数を有理関数モデルに近似することで畳み込みを補助微分方程式に置き換えて
効率的に処理する手法である．その際，境界面における安定性と計算効率を両立するための局所
的に陰的なスキームの計算法についても説明する．5.1.3項では，音響管と小立方体室を対象とし
て定式化の妥当性を検証する．第 4章では構築した 2種の陽的TD-FEMの剛な境界の室内音響解
析における性能しか明らかにしていない．特に，Opt-E TD-FEMによる高精度な広帯域の音響シ
ミュレーションのために推奨される最適化条件を明らかにすることは同手法の実用的な建築音響
問題への応用の上で非常に有用である．そこで，本節の最後に 4th-E TD-FEMならびに 4種の最
適化条件における Opt-E TD-FEMにより周波数依存吸音境界を含む室内の広帯域の音響シミュ
レーションを実施し，既存の 2つの陰的 TD-FEMとの比較よりその計算性能ならびに有効な最
適化条件について調査する．ここで，既存の陰的TD-FEMとしては，通常のGauss-Legendre積
分に基づく 2次精度法と修正積分則による 4次精度法を使用する．以下，前者を 2nd-I TD-FEM,

後者を 4th-I TD-FEMと呼ぶ．いずれも時間積分には 4次精度の Fox–Goodwin法を使用するが，
2nd-I TD-FEMは空間離散化に伴う分散誤差のため 4th-I TD-FEMより大きな誤差を含む．参考
として，Fig. 5.1に各手法の理論的な分散誤差特性を比較して示す．Fig. 5.1において正の分散誤
差は数値的な音速が理論的な値より遅くなることを意味する．Opt-E TD-FEMでは 5.1.4項の数
値実験で使用する 4種の最適化条件における特性を示しており，それぞれR = 6.87, 6.25, 5.5, 4.91

で分散誤差を最適化している．標準的な TD-FEMによる音響解析手法である 2nd-I TD-FEMは
分散誤差を 1%以内とするためにR > 12.8が必要である．一方，他の手法はより粗い空間解像度
で分散誤差を低減可能で，4th-E TD-FEMは R > 5.9で，Opt-E TDFEMは各最適化条件にお
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いて R > 4.5（R = 6.87で最適化），R > 4.4（R = 6.25で最適化），R > 4.2（R = 5.5で最
適化），R > 4.0（R = 4.91で最適化）で，4th-I TD-FEMは R > 4.1で分散誤差を 1%以内に
収めることができる．また，Opt-E TD-FEMは最適化を行った空間解像度で分散誤差が最小化
されている．さらに，Opt-E TD-FEMは広帯域に渡って小さな分散誤差を維持しており，最適化
条件 R = 6.87では R ≥ 5.8において edispersion ≤ 0.2%, 最適化条件 R = 6.25では R ≥ 5.3にお
いて edispersion ≤ 0.3%, 最適化条件 R = 5.5では R ≥ 5において edispersion ≤ 0.4%, 最適化条件
R = 4.91ではR ≥ 4.4において edispersion ≤ 0.5%であった．また，4th-E TD-FEMは音速が遅れ
る誤差特性なのに対して，Opt-E TD-FEMは最適化した解像度より高い解像度となる範囲で音速
が速くなる誤差特性である．

5.1.1 周波数依存インピーダンス境界の境界条件式

時間領域解析において周波数依存のインピーダンス境界の条件式は以下で表される．
∂p(r, t)

∂n
= − 1

c0

∫ t

−∞
y̌(r, t− τ)ṗ(r, τ)dτ (5.1)

ここで，y̌は周波数依存の比音響アドミタンス比 ŷ(ω)の逆Fourier変換値である．境界条件式 (5.1)

より，インピーダンス境界において周波数依存性を考慮する場合，陽的TD-FEMの v̇に関する半
離散化方程式 (2.72)は以下となる．

Dv̇ = f − c20Kp− c0C(y̌ ∗ ṗ) (5.2)

ここで，
y̌ ∗ ṗ = − 1

c0

∫ t

−∞
y̌(r, t− τ)ṗ(r, τ)dτ (5.3)

従って，時間領域解析において周波数依存のインピーダンス境界を考慮する場合，畳み込みを処
理する必要がある．しかし，直接的な畳み込み計算を行う場合，境界面における過去の時間ステッ
プの情報をすべて保持する必要があり，計算メモリ，計算時間の観点で負荷が大きい．また，直接
的な畳み込みが安定性に与える影響も不明である．従って，周波数依存のインピーダンス境界を
扱える実用的なTD-FEMの開発のためには畳み込みの効率的な処理が必須である．周波数依存の
インピーダンス境界を扱うための方法としては等価電気回路に置き換えるもの [53, 54]や z変換
を使用する方法 [58]などが存在するが，本論文では，境界面において補助的な微分方程式を解く
ことで周波数依存性を考慮可能な ADE法 [62]を用いて周波数依存のインピーダンス境界を陽的
TD-FEMに組み込む．
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5.1.2 補助微分方程式法を用いた時間進行スキーム定式化

補助微分方程式法

ここでは，ADE法を用いて周波数依存のインピーダンス境界に伴う畳み込みを効率的に処理す
る方法を記す．ADE法ではまず ŷ(ω)を以下の有理関数形式に近似する．

ŷ(ω) ≈ y′(ω) = y∞ +

nrp∑
i=1

Ai

λi + jω
+

ncp∑
i=1

(
Bi − jCi

αi − jβi + jω
+

Bi + jCi

αi + jβi + jω
) (5.4)

ここで，nrpは有理関数近似に使用される実数の極 λiの数， ncpは複素共役な極の対 αi ± jβiの
数を表す．また，y∞, Ai, Bi, Ciは係数である．周波数依存の境界を扱う際，数値的な安定性を担
保するためには y′(ω)が λi ≥ 0，かつ，αi ≥ 0により因果性 (causality)を，Re(y′(ω)) ≥ 0によ
り受動性 (passivity)を満たす必要がある．以降では，Vector Fitting法 [115]を用いて因果性を満
たす有理関数近似を行い，Passivity Enforcement [116]により y′(ω)の受動性を担保する．y′(ω)
を用いて畳み込み演算 y̌ ∗ ṗは以下のように近似できる．

y̌ ∗ ṗ ≈ y∞ṗ+

nrp∑
i=1

Aiϕi + 2

ncp∑
i=1

(Biψ
(1)
i + Ciψ

(2)
i ) (5.5)

ここで，ϕi, ψ
(1)
i ，ψ(2)

i はアキュムレータと呼ばれ，以下の積分方程式で定義される．

ϕi =

∫ t

−∞
exp (−λi(t− τ))ṗ(τ)dτ (5.6)

ψ
(1)
i =

∫ t

−∞
exp (−αi(t− τ)) cos (βi(t− τ)) ṗ(τ)dτ (5.7)

ψ
(2)
i =

∫ t

−∞
exp (−αi(t− τ)) sin (βi(t− τ)) ṗ(τ)dτ (5.8)

アキュムレータの時間発展は式 (5.6)–(5.8)を時間 1階微分することで得られる以下の連立常微分
方程式を解くことで計算できる．

ϕ̇i + λiϕi = ṗ (5.9)

ψ̇
(1)
i + αiψ

(1)
i + βiψ

(2)
i = ṗ (5.10)

ψ̇
(2)
i + αiψ

(2)
i − βiψ

(1)
i = 0 (5.11)

アキュムレータの微分方程式 (5.9)–(5.11)は係数によっては硬い方程式となり陽的な時間積分法で
計算する場合に安定性が著しく悪化する．従って，式 (5.9)–(5.11)の解法には無条件安定のCrank–

Nicolson法が有効である．

時間進行スキーム

式 (5.5)を式 (5.2)に代入すると以下が得られる．

Dv̇ = f − c20Kp− c0C(y∞ṗ+

nrp∑
i=1

Aiϕi + 2

ncp∑
i=1

(Biψ
(1)
i + Ciψ

(2)
i )) (5.12)
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式 (5.12)の v̇を 1次精度の後退差分近似で以下のように時間離散化する．

vn = vn−1+∆tD−1
(
fn− c20Kpn− c0C(y∞ṗ

n+

nrp∑
i=1

Aiϕ
n
i +2

ncp∑
i=1

(Biψ
(1),n
i +Ciψ

(2),n
i ))

)
(5.13)

さらに，式 (5.13)の ṗを式 (4.1)を踏まえ 1次の中心差分近似により以下のように時間離散化す
る．

ṗn =
b1
2
D−1Mvn +

1

2
D−1((1− 2b2)Mvn−1 + b1Mvn−2) +

1

2∆t
(2pn − 3pn−1 + pn−2) (5.14)

式 (5.14)を式 (5.13)に代入し，アキュムレータの微分方程式 (5.9)–(5.11)を Crank–Nicolson法
により時間離散化すると，最終的に以下の vの時間進行式が構築される．(

I +
b1
2
c0∆t(y∞ +

nrp∑
i=1

Ai∆t

2 + ∆tλi
+ 2

ncp∑
i=1

Bi(2∆t+ αi∆t
2) + Ciβi∆t

2

4 + 4αi∆t+ (α2
i + β2i )∆t

2
)D−1CD−1M

)
vn

= vn−1 +∆tD−1
(
fn − c20Kp

n − c0C(y∞V
n +

nrp∑
i=1

AiX1,i + 2

ncp∑
i=1

(BiX2,i + CiX3,i))
) (5.15)

ϕn
i =

∆t

2 + λi∆t
ṗn +X1,i (5.16)

ψ
(1),n
i =

2∆t+ αi∆t
2

4 + 4αi∆t+ (α2
i + β2i )∆t

2
ṗn +X2,i (5.17)

ψ
(2),n
i =

βi∆t
2

4 + 4αi∆t+ (α2
i + β2i )∆t

2
ṗn +X3,i (5.18)

ここで，

V n =
1

2
D−1((1− 2b1)Mvn−1 + b1Mvn−2) +

1

2∆t
(2pn − 3pn−1 + pn−2) (5.19)

X1,i =
(2− λi∆t)ϕ

n−1
i +∆tṗn−1

2 + λi∆t
(5.20)

X2,i =

(
4− (α2

i + β2i )∆t
2
)
ψ

(1),n−1
i + (2∆t+ αi∆t

2)ṗn−1 − 4βi∆t
2ψ

(2),n−1
i

4 + 4αi∆t+ (α2
i + β2i )∆t

2
(5.21)

X3,i =

(
4− (α2

i + β2i )∆t
2
)
ψ

(2),n−1
i + βi∆t

2ṗn−1 + 4βi∆t
2ψ

(1),n−1
i

4 + 4αi∆t+ (α2
i + β2i )∆t

2
(5.22)

本節で構築する周波数依存のインピーダンス境界を扱うための陽的TD-FEMの時間進行スキーム
は式 (4.1)と式 (5.15)–(5.18)からなる．

反復法の局所的な適用

周波数依存のインピーダンス境界を扱うための陽的TD-FEMの時間進行スキームのうち式 (4.1),

(5.16)–(5.18)式は陽な式だが，式 (5.15)は左辺に非対角成分をもつ質量行列M を含む陰的な式
であり連立 1次方程式の求解が必要となる．この事実は陽的TD-FEMの長所である優れた計算速
度を損なう．しかし，式 (5.15)の係数行列において非対角成分が現れるのは境界面上の節点に関
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する行のみである．従って，線形方程式のソルバを境界面のみに局所的に適用することで連立 1次
方程式の求解に伴い計算負荷を大幅に低減できる．そうすることで，境界面以外の部分の時間進
行は以下の陽的な式を用いて計算できる．

vn = vn−1 +∆tD−1
(
fn − c20Kp

n
)

(5.23)

この反復法を局所的に適用する方法は文献 [117]においてPM吸音体を扱うための手法のために開
発されたものであり，反復法を局所的に適用することで通常の陰的な手法と比べて計算精度を損な
うことなく高速化できることが確認されている．以下の数値実験では，Opt-E TD-FEMと 4th-E

TD-FEMの両方にこの方法を適用する．局所的な連立 1次方程式のソルバには，係数行列が不定
値行列となることを踏まえ，CR法 (Conjugate Residual method) [118]を使用する．なお，前処
理は行わない．以下の数値実験ではCR法により 10回以下の少ない反復回数で連立 1次方程式が
解けることが確認できる．

5.1.3 音響管と小立方体室を対象とした定式化の妥当性の検証

本項では，周波数依存のインピーダンス境界を扱うための陽的TD-FEMの定式化の妥当性を音
響管ならびに小立方体室を対象とした数値実験を通して検証する．音響管問題では理論解との比
較により，小立方体室の解析では十分な解像度のメッシュを使用した 4次精度 FD-FEMとの比較
により検証を行う．この定式化の妥当性検証には 3段の時間積分法を用いる陽的TD-FEMの中で
も基礎的な定式化である 4th-E TD-FEMを使用する．本検証実験では，周波数依存のインピーダ
ンス境界に 3種の吸音体 (GW, NF, MPP-GW)の吸音特性を想定する．GWは背後剛壁のグラス
ウール吸音体（密度 24 kg/m3，厚さ 50 mm），NFは背後剛壁のニードルフェルト（厚さ 15 mm），
MPP-GWは背後にGWを設置したMPP吸音体である．多孔質材の吸音特性はMikiモデル [90]

により推定し，各吸音体の流れ抵抗率としてはGWに 6,900 Pa s/m2, NFに 10,000 Pa s/m2を想
定した．各多孔質吸音体の表面インピーダンス Znは伝達マトリクス法 [85]に基づき式 (2.57)に
より計算した．一方，MPP吸音体のモデル化には式 (2.67)に示すMaaの伝達インピーダンスモ
デル [109]を使用した．背後に多孔質材をもつMPP吸音体の表面インピーダンス Zn,MPP−GWは
伝達マトリクス法に基づき次式で計算できる．

Zn,MPP−GW = Zt,MPP − jZc cot(ked) (5.24)

以下の数値実験に用いるMPPのパラメータについては次のとおりである：tm = 0.5 mm; dm = 0.5

mm; ε = 0.55%; η = 17.9 µPa s. 3 種の吸音体の周波数依存性を時間領域解析で扱うため，
各吸音体の比音響アドミタンス比はそれぞれ 100 Hz–5 kHzの範囲を対象に nrp = 3, ncp = 3,

nrp = 2, ncp = 2, nrp = 10, ncp = 5の有理関数で近似した．有理関数近似のための各種パラメー
タの詳細を Tables 5.1-5.3に記す．
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Table 5.1 Values of y∞, λi, αi, βi, Ai, Bi and Ci for GW

y∞ 0.76

i 1 2 3

λi 991.51 3251.47 5984.60

αi 3280.45 5588.54 20358.34

βi -7737.91 -27960.34 -47563.60

Ai -14.72 -139.29 259.67

Bi 4836.78 5968.06 3135.82

Ci 2475.29 1231.00 19666.69

Table 5.2 Values of y∞, λi, αi, βi, Ai, Bi and Ci for NF

y∞ 0.64

i 1 2

λi 1826.55 6395.53

αi 7171.08 51309.50

βi -30096.80 -144303.73

Ai -19.62 -150.00

Bi 19006.73 66607.19

Ci 5181.02 69809.40

Table 5.3 Values of y∞, λi, αi, βi, Ai, Bi and Ci for MPP-GW

y∞ 0.04

i 1 2 3 4 5

λi 215.00 652.87 736.62 1714.70 3141.91

αi 1023.08 3149.27 4579.25 5125.50 4557.33

βi -1560.72 -8475.89 -18116.92 -27842.93 -40738.81

Ai 8.68 -206.20 203.98 68.56 236.69

Bi 581.928 153.04 19.74 -10.12 -4.20

Ci 472.74 -22.84 -20.89 1.77 12.02

i 6 7 8 9 10

λi 3851.02 7803.88 10222.90 72799.99 76374.16

Ai -675.22 3049.80 -3153.30 119285.58 -124761.19
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Fig. 5.2 Impedance tube model with a frequency-dependent impedance boundary.
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Fig. 5.3 Modulated Gaussian pulse used as a source signal: (a) waveform of volume acceleration

and (b) spectrum characteristic.

音響管問題

ここでは音響管モデルの解析を通してADE法に基づく周波数依存インピーダンスの取り扱い法
の妥当性を確認する．具体的には，伝達関数法 [119, 120]に基づき 4th-E TD-FEMにより 3種の
吸音体の垂直入射吸音率と表面インピーダンスを算定し，伝達マトリクス法による理論解と比較
する．Fig. 5.2に解析対象の長さ 0.5 m，断面積 0.02 m × 0.02 mの音響管モデルを示す． 本モ
デルの管端を周波数依存のインピーダンス境界とした．FEM解析のため音響管モデルは要素サイ
ズ 0.01 mの立方体 FEにより空間離散化した．初期条件としては，管の入り口を振動境界として
ピーク周波数 1 kHzのGaussianパルスを振動加速度波形として与えた．使用したGaussianパル
スの時間波形と周波数特性を Fig. 5.3に示す．(x, y, z) = (0.44, 0.01, 0.01)と (0.45, 0.01, 0.01)

に設けた 2つの受音点における 1 s間の時間応答を 4th-E TD-FEMで計算し，その後，伝達関数
法により各吸音体の垂直入射吸音特性を算定する．4th-E TD-FEMによる計算結果の精度を評価
するため，以下の理論的な表面インピーダンスに対する TD-FEM計算値の相対誤差 eZを評価す
る．

eZ =

√√√√ 1

Nf

∑fu
f=fl

|Ztheory(f)− ZFEM(f)|2∑fu
f=fl

|Ztheory(f)|2
(5.25)

ここで，Nf は総周波数成分数，fl と fu はそれぞれ下限周波数 100 Hzと上限周波数 5 kHzを表
す．Ztheory(f)と ZFEM(f)はそれぞれ理論ならびに TD-FEMで求めた周波数 f における表面イ
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Fig. 5.4 Comparisons of normal incidence absorption coefficient and surface impedance for GW,

NF and MPP-GW among the theory, the fitted rational model and the 4th-E TD-FEM. (a)

GW: absorption coefficient, (b) GW: surface impedance, (c) NF: absorption coefficient, (d) NF:

surface impedance, (e) MPP-GW: absorption coefficient and (f) MPP-GW: surface impedance.

ンピーダンスである．また，ここでの CR法の収束判定値は 10−6とした.

Figs. 5.4(a)–(f)にGW, NF, MPP-GWの垂直入射吸音率と表面インピーダンスを伝達マトリク
ス法に基づく理論解，有理関数近似値，4th-E TD-FEMによる計算値で比較して示す．2つの多孔
質吸音体GWとNFについては垂直入射吸音率と表面インピーダンスのいずれも理論，有理関数
近似値，4th-E TD-FEMで良好に一致している．相対誤差 eZについてはGWとNFのそれぞれで
0.035%と 0.011%であった．この結果より本節で構築した定式化は妥当である．また，MPP-GW

に関しても吸音率については理論，有理関数近似値，TD-FEM計算値で良好に一致している．一
方，表面インピーダンスについては有理関数近似値，TD-FEM計算値のいずれも 3 kHzより高域
で理論と乖離している．相対誤差 eZは 0.395%でGW, NFより大きな値であった．従って，より
高精度なMPP吸音体のモデル化のためには有理関数近似の方法を含め改善が必要である．この
問題の解決は今後の課題の 1つである．
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Fig. 5.5 Analyzed cubic room of 1 m3, where the colored surfaces are, respectively, assigned

frequency-dependent impedance of GW (red), NF (blue), and MPP-GW (green).

小立方体室の解析

ここでは，4th-E TD-FEMが本質的に周波数依存吸収境界を扱えるFD-FEMと比べてどの程度
の解析精度をもつかを検証する．本数値実験では周波数領域解法として修正積分則による 4次精度
FD-FEM [52]を使用する．Fig. 5.5に解析対象の 1 m3の小立方体室を示す．ここでは，周波数依
存吸収境界の数が異なる 2つの境界条件 (Case1, Case 2)を想定した．Case 1は天井面（Fig. 5.5

の赤面）にGWの比音響インピーダンス比を与えた．Case 2は天井のGWに加え，床（Fig. 5.5

の青面）にNF, 後壁（Fig. 5.5の緑面）にMPP-GWの比音響インピーダンス比を与えた．いずれ
の条件でも周波数依存境界以外の面には垂直入射吸音率 0.052に相当する実数の比音響インピーダ
ンス比を与えた．小立方体室の空間離散化には，要素サイズ 0.04 mの立方体要素を用いた．メッ
シュの空間分解能は 1.2 kHzの音波長に対して 7.16要素である．音源点を (x, y, z) = (0, 0, 0)の
位置に設け，各手法で y = z = 0.52の線分に 0.2 m間隔で設置した 6受音点での周波数応答を計
算した．両手法の計算結果の比較には SPLの全受音点の平均値を用いた．4th-E TD-FEMによ
る計算では式 (4.12)の安定限界時間刻み幅のもと 1 s間のインパルス応答を計算し，離散 Fourier

変換により周波数応答を計算した．音源信号には Fig. 5.3の Gaussianパルスを使用した．なお，
FD-FEMとの比較のため，周波数応答を音源信号の周波数特性で除している．一方，FD-FEMで
の解析では体積加速度 1 m3/s2 を音源点に与え，1 Hz刻みで周波数応答を計算した．線形方程
式 (2.22)の解法にはCOCG (Conjugate Orthogonal Conjugate Gradient)法を使用した．収束判
定値は 10−6 である．
計算結果の精度の定量化のため，FD-FEMとTD-FEMの計算結果の類似性を平均 SPLの相関
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Fig. 5.6 Comparisons of mean SPLs between the FD-FEM and the 4th-E TD-FEM with conver-

gence tolerance of 10−4 for (a) Case 1 and (b) Case 2, where the values in parentheses following

TD-FEM represent the convergence tolerance for CR method.

係数係数 CCLm により評価した．

CCLm =

∑fu
f=fl

Lm,FD(f)Lm,TD(f)√∑fu
f=fl

Lm,FD(f)2
√∑fu

f=fl
Lm,TD(f)2

(5.26)

ここで，Lm,FD(f)とLm,TD(f)はそれぞれFD-FEM, TD-FEMで計算した周波数 f における平均
SPLである．flと fuはそれぞれ 100 Hz, 1.2 kHzである．また，本検討ではCR法の収束判定値
として 10−6, 10−5, 10−4, 10−3, 10−2の 5つを想定し，収束判定値が計算精度と効率に与える影響
も調査する．なお，一般的に反復法の収束判定値が小さいほど計算精度は向上するが効率は悪化
する．精度と効率のバランスがとれた収束判定値を明らかにすることは本陽的TD-FEMを実用的
な建築音響問題に適用する上で非常に有益である．
まず，Fig. 5.6(a), (b)のそれぞれに吸音条件Case 1, Case 2における収束判定値 10−4の場合の

4th-E TD-FEMにより計算した平均 SPLをFD-FEMと比較して示す．なお，収束判定値 10−4は
この後示すように，精度と効率のバランスの観点で最も有効な収束判定値である．平均 SPLの比
較より，4th-E TD-FEMは定性的に FD-FEMと同程度の精度で複数の周波数依存の吸音境界を
もつ室内を解析可能だと言える．また，Case 1, Case 2におけるCCLmはそれぞれ 0.998, 0.999で
あり，両手法の計算結果は定量的にも良好に一致している．続いて，Case 1, Case 2のそれぞれで
4th-E TD-FEMの計算結果が収束判定値の緩和に伴いどのように変化するか Fig. 5.7(a), (b)に
示す．Case 1については収束判定値 10−2の場合，平均 SPLの値が他の条件と比べて大きくなっ
ている．その他の収束判定値では結果はよく一致している．Case 2でも同様の傾向が確認できる．
Case 2では，さらに，収束判定値 10−3による計算結果はより厳しい収束判定値を用いた場合の
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Fig. 5.7 Comparisons of mean SPLs among the 4th-E TD-FEM with various tolerance values

for (a) Case 1 and (b) Case 2, where the values in parentheses following TD-FEM represent the

convergence tolerance for CR method.

計算結果と 100 Hz付近で乖離している．定量的な比較として Fig. 5.8に最も高精度な収束判定値
10−6の場合の平均 SPLに対する他の場合の計算結果の絶対誤差を示す．Case 1の場合，1 dBを
超える大きな絶対誤差は収束判定条件 10−2の場合のみに確認できる．Case 2では収束判定条件
10−2における絶対誤差は Case 1よりは小さいが誤差が 0.5 dBを超える周波数がいくつか観測さ
れる．また，Case 2では収束判定条件 10−3の場合に低周波数域で 1 dBより大きな誤差が現れる．
一方，収束判定条件 10−4と10−5については吸音条件によらず十分な精度が得られており，各収束
判定条件の誤差は 0.16 dB, 0.005 dBより小さい．また，収束判定値により 4th-E TD-FEMの計
算効率がどのように変化するか提示するため各収束条件における反復回数の時間ステップあたり
の平均値をTable 5.4に列挙する．ここで，反復回数が少ないほど時間ステップあたりの演算量は
少なく計算効率が高い．収束判定条件 10−4 の平均反復回数は 3.59, 3.80であり，10−6 の場合の
5.61, 6.60と比較すると 58–64%の演算量である．以上の検討より 4th-E TD-FEMを用いた周波
数依存吸音境界を含む室内音響解析においてCR法の収束判定値としては 10−4が精度と効率のバ
ランスの観点で有効である．

5.1.4 2種の既存の陰的TD-FEMとの広帯域の音響シミュレーションにおける性能比較

本項では，4th-E TD-FEMならびにOpt-E TD-FEMの周波数依存吸音境界を含む部屋の広帯
域の音響シミュレーションにおける性能を既存の 2種の陰的 TD-FEMとの比較より明らかにす
る．ここで，陰的TD-FEMには修正積分則による 4次精度陰的TD-FEM (4th-I TD-FEM)と従
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Fig. 5.8 Absolute differences with respect to mean SPL in each tolerance condition from the

sufficiently accurate condition of 10−6 in (a) Case 1 and (b) Case 2, where the values in paren-

theses following TD-FEM represent the convergence tolerance for CR method.

Table 5.4 Mean iteration number per time step for each tolerance condition in Case 1 and Case

2

Tolerance value

Cases 10−6 10−5 10−4 10−3 10−2

Case 1 5.61 4.51 3.59 2.65 1.25

Case 2 6.60 5.23 3.80 2.82 1.78

来の積分点を用いる一般的な 2次精度陰的TD-FEM (2nd-I TD-FEM)のそれぞれを使用する．ま
た，Opt-E TD-FEMについて，広帯域の音響シミュレーションの場合に分散誤差を最適化する
空間解像度Rの推奨値は不明である．そこで，本検討ではOpt-E TD-FEMは 4種の最適化条件
のもと計算を行う．本数値実験では，5.1.3項と同一の小立方体室 (Fig. 5.5)を解析対象とするが
吸音条件はCase 1の場合のみとする．一方で，より広帯域の音響シミュレーションにおける性能
を検討するため，解析上限周波数を 2.5 kHzまで拡張する．ここでの計算機環境はワークステー
ション (Precision Tower 7810, Intel Xeon E5-2650 v4, 2.2 GHz; Dell Inc.)ならびに Intel Fortran

compiler (ver. 2019)であり，各手法OpenMPによる 8スレッド並列で計算を実施した．

計算設定

本検討では立方体室を空間解像度の異なる 3種の FEメッシュ (M1, M2, M3)で空間離散化し
た．いずれのメッシュも立方体要素のみで構成され，M1は最も解像度が低く，要素サイズは 0.025

mで上限周波数 2.5 kHzにおける空間解像度は波長当たり 5.5要素である．メッシュM2は要素サ
イズならびに空間解像度 Rがそれぞれ 0.0125 mの 11である．メッシュM3は最も高い解像度を
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もち，その要素サイズは 0.0067 m, 空間解像度はR = 20.5である．本性能検証実験において，分
散誤差低減法を使用している 4th-E TD-FEM, Opt-E TD-FEM, 4th-I TD-FEMは最低解像度の
M1を使用する．一方で，基本的な手法である 2nd-I TD-FEMは線形要素の経験則である波長あ
たり 10要素を満たすM2を使用する．最高解像度のM3は 4th-I TD-FEMを用いて参照解を計算
するのに用いる．なお，4th-I TD-FEMは周波数依存吸音境界をもつ部屋を同一の FEメッシュを
用いた 4次精度 FD-FEMより高い精度で計算可能なことを確認している [121]．従って，本検討
では 4th-E TD-FEMと Opt-E TD-FEMが粗い要素を用いて標準的な 2nd-I TD-FEMより優れ
た性能を示すか，ならびに，4th-E TD-FEMとOpt-E TD-FEMが同一の粗いメッシュを用いた
4th-I TD-FEMと比較してどの程度の性能を示すかを調査するものである．各手法で時間刻み幅
は安定限界値とした．また，Opt-E TD-FEMについて分散誤差を最小化する空間解像度として次
の 4種を想定した：R=6.87 (2 kHz); R=6.25 (2.2 kHz); R=5.5 (2.5 kHz); R=4.91 (2.8 kHz). 音
源点は (x, y, z)=(0, 0, 0)に設置し，6つの受音点を y = z = 0.5の線上に 0.2 m間隔で設けた．
各手法，Fig. 5.3に示すGaussianパルスを音源信号として 1 s間の時間応答を計算した．

評価指標

計算精度の定量化のため，本数値実験では以下に定義する 3つの指標を評価する．最初の指標
は参照解に対する周波数応答の類似性を評価する相互相関係数 CC である．

CC =

∑fu
f=fl

Lref(f, ri)LFEM(f, ri)√∑fu
f=fl

Lref(f, ri)2
√∑fu

f=fl
LFEM(f, ri)2

(5.27)

ここで，Lref(f, ri)とLfem(f, ri)は周波数 f の受音点位置 riにおける SPLの参照解ならびにTD-

FEMによる計算値である．SPLは時間応答を Fourier変換することで求めた．また，最終的に算
出する SPLは音源の周波数特性を除いた伝達関数である．また，flと fuはそれぞれ 100 Hzと 2.5

kHzに設定した．なお，例えば [12, 121]では，CC を時間応答の精度評価に使用しているが，本
検討ではフラットな周波数特性の音場励起に対する精度を評価するために伝達関数を対象として
いる．
さらに，建築音響問題についての実用的な観点から室内音響指標を用いた評価指標を設けた．こ

こでは評価に使用する室内音響指標として初期残響時間 (EDT)と明瞭性 (C50)の 2つを想定し
た．各音響指標について以下に定義する eEDTと eCを評価する．

eEDT(fc) =
1

Nr

Nr∑
i=1

|EDTref(fc, ri)− EDTFEM(fc, ri)|
EDTref(fc, ri)

× 100 [%] (5.28)

eC(fc) =
1

Nr

Nr∑
i=1

|Cref(fc, ri)− CFEM(fc, ri)| [dB] (5.29)

ここで，EDTref(fc, ri)とEDTFEM(fc, ri)はそれぞれ1/3オクターブバンド中心周波数 fcの受音点
座標riにおけるEDTの参照解とTD-FEMによる計算値である．また，Cref(fc, ri)とCFEM(fc, ri)
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Fig. 5.9 Comparisons of SPL spectra at receiver (x, y, z)=(0.6, 0.5, 0.5): (a) the reference

solution vs. the Opt-E TD-FEM (optimized at R=6.25), (b) the reference solution vs. the

4th-E TD-FEM, (c) the reference solution vs. the 4th-I TD-FEM, and (d) the reference solution

vs. the 2nd-I TD-FEM.
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Fig. 5.10 Comparisons of SPL spectra above 1.8 kHz at receiver (x, y, z)=(0.6, 0.5, 0.5): (a)

the reference solution vs. Opt-E TD-FEM (optimized at R=6.87) and (b) the reference solution

vs. Opt-E TD-FEM (optimized at R=6.25), (c) the reference solution vs. Opt-E TD-FEM

(optimized at R=5.5) and (d) the reference solution vs. Opt-E TD-FEM (optimized at R=4.91).

はそれらのC50に対するものである．各音響指標はTD-FEMで計算したインパルス応答から ITA

toolbox [122]を用いて算出した．なお，他の代表的な室内音響指標として残響時間が挙げられるが，
本解析対象のような吸音面が偏在した室内では残響曲線が折れ曲がりその評価が困難となる [123]

ため EDTを評価指標として採用した．

結果と考察

まず，Fig. 5.9 に受音点 (x, y, z)=(0.6, 0.5, 0.5) における SPL を参照解，Opt-E TD-FEM

(R = 6.25で最適化)，4th-E TD-FEM, 4th-I TD-FEM, 2nd-I TD-FEMで比較して示す．Opt-E

TD-FEMと 4th-I TD-FEMの結果は，4th-E TD-FEMならびに 2nd-I TD-FEMと比較して，広
帯域に渡って参照解と良好に一致している．4th-E TD-FEMは 2.1 kHz以上で参照解と比較して
SPLのピーク・ディップの周波数が低域にシフトしている．2nd-I TD-FEMは，経験則を満たす
メッシュM2を用いているにも関わらず，参照解との乖離が最も大きく，ピーク・ディップが高域
にシフトしている．これらの 4th-E TD-FEMと 2nd-I TD-FEMの誤差の特徴は Fig. 5.1に示す
各手法の理論的な分散誤差特性と一致しており，4th-E TD-FEMでは音速が遅れる誤差のために
ピークやディップの周波数が参照解と比べ低くなり，2nd-I TD-FEMでは音速が速くなる誤差に
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Table 5.5 Comparison of CC values among various TD-FEMs

Method 4th-E Opt-E (R=6.874) Opt-E (R=6.25) Opt-E (R=5.5)

CC 0.843 0.938 0.945 0.918

Method Opt-E (R=4.91) 4th-I 2nd-I

CC 0.835 0.964 0.802

Table 5.6 Comparison of eEDT [%] among various TD-FEMs

Frequency, kHz

Method 1 1.25 1.6 2 2.5

4th-E 1.03 1.17 1.33 4.40 7.26

Opt-E (R=6.874) 1.21 1.47 0.77 1.25 6.02

Opt-E (R=6.25) 1.53 1.76 0.96 1.26 4.05

Opt-E (R=5.5) 1.88 2.27 1.32 1.47 3.39

Opt-E (R=4.91) 2.58 3.32 1.86 2.72 5.41

4th-I 1.30 1.49 1.10 2.36 9.98

2nd-I 3.15 4.63 1.88 3.72 10.26

よってピーク・ディップの周波数が参照解と比べ高くなっている．また，Opt-E TD-FEMと 4th-I

TD-FEMが優れた精度をもつことも Fig. 5.1に示す分散誤差の理論的な特性と一致している．続
いて，Opt-E TD-FEMによる計算結果が最適化条件によってどのように変化するかを確認する．
Fig. 5.10に 4種の最適化条件のもとOpt-E TD-FEMで計算した SPLを 1.8 kHzより高域に着目
して参照解と比較している．まず，各最適化条件において分散誤差を最小化した周波数付近で SPL

が参照解と良好に一致していることがわかる．加えて，各最適化条件において最適化された周波
数より高域では SPLのピーク・ディップの周波数が参照解と比べて高域にシフトしていることが
確認できる．この誤差のふるまいは Fig. 5.1に示す Opt-E TD-FEMの理論的な誤差特性から説
明できる．さらに，R = 4.91で最適した場合の結果からわかるように小さすぎる空間解像度Rで
分散誤差を最適化しても恩恵は少ない．
Table 5.5に各手法の SPLの参照解に対するCCの空間平均値を示す．4th-I TD-FEMのCCは

0.964と最も高い値である．3種の最適化条件におけるOpt-E TD-FEM（分散誤差をR = 6.874,

6.25, 5.5で最適化）はいずれもCCが 0.91より大きい．Fig. 5.9から予期される通り，R = 6.25で
最適化したOpt-E TD-FEMは 4th-I TD-FEMに匹敵する高い精度を示している．また，Fig. 5.10

から予想される通り，R = 4.91で最適化したOpt-E TD-FEMは他の最適化条件と比べて CC の
値が小さいが，その値は倍の空間解像度のメッシュを使用した標準的な 2nd-I TD-FEMよりは高
い．4th-E TD-FEMはR = 4.91で最適化したOpt-E TD-FEMよりわずかに優れた精度を示した．
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Table 5.7 Comparison of eC [dB] among various TD-FEMs

Frequency, kHz

Method 1 1.25 1.6 2 2.5

4th-E 0.04 0.06 0.29 0.65 1.66

Opt-E (R=6.874) 0.10 0.19 0.26 0.39 1.26

Opt-E (R=6.25) 0.12 0.22 0.26 0.40 1.00

Opt-E (R=5.5) 0.16 0.26 0.25 0.54 0.47

Opt-E (R=4.91) 0.19 0.32 0.29 0.67 0.76

4th-I 0.09 0.16 0.32 0.67 1.68

Table 5.8 Mean numbers of iterations for explicit TD-FEMs

Method 4th-E Opt-E (R=6.874) Opt-E (R=6.25)

Mean iteration 3.77 3.76 3.76

Method Opt-E (R=5.5) Opt-E (R=4.91)

Mean iteration 3.76 3.76

Tables 5.6, 5.7はそれぞれ eEDT と eC を 4th-E TD-FEM, 4種の最適化条件における Opt-E

TD-FEM, 4th-I TD-FEM, 2nd-I TD-FEMで比較して示している．1 kHzより低い周波数帯域の
誤差はすべての手法で各音響指標の JND (Just Noticeable Difference)値 (EDT : 5% [124]; C50

: 1.1 dB [125])より小さかったので記載は省略した．2つの最適化条件におけるOpt-E TD-FEM

（分散誤差を R = 6.25, 5.5で最適化）のみがすべての周波数帯域で誤差が JND値以下であった．
周波数領域ならびに時間領域における計算精度の評価より，Opt-E TD-FEMを用いた広帯域の室
内音響解析における最適化条件の推奨値はR = 6.25である．
本検討の最後に各種TD-FEMの計算コストを比較する．なお，4th-E TD-FEMとOpt-E TD-

FEMは同一のメモリ消費であり，さらに，Table 5.8にまとめた各種陽的 TD-FEMの CR法の
平均反復回数が示すように両陽的TD-FEMは演算量についても同等である．従って，2つの陽的
TD-FEMの計算コストは同一である．陽的TD-FEMのメモリ消費は 49.6 MBytesであり，4th-I

TD-FEMの 46.6 MBytesよりはわずかに大きいが，2nd-I TD-FEMの 359.0 MBytesと比較する
と 1/7.3のメモリ消費である．特筆すべきは，陽的TD-FEMの計算速度で，その計算時間は 82.1

sと 4th-I TD-FEMの 116.9 sと比べて 1.4倍高速，2nd-I TD-FEMの 6272.2 sと比べて 76.4倍高
速であった．以上より，Opt-E TD-FEMは既存の 2種類の陰的 TD-FEMと比べて，本質的なア
ルゴリズム面で著しく少ない計算コストでより高精度な解析を可能とすることが明らかとなった．
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Fig. 5.11 PMの FEモデル.

5.2 通気性膜吸音体を扱うための手法
本節では，吸音体の吸音特性における周波数依存性・入射角依存性の両者を考慮できる拡張作

用境界への応用例として，PM吸音体の拡張作用境界を組み込んだ陽的TD-FEMによる新たな時
間進行スキームを提案する．PM吸音体の拡張作用境界は [64]において従来の陽的TD-FEMに実
装されているが，提案された手法は陰的な時間進行スキームを構成するため陽的TD-FEMの強み
である速い計算速度は損なわれている．また，吸音モデル化の精度が低く，理論的な吸音特性と一
致するためには非常に解像度の高いメッシュが必要であり，予測精度の改善が必要であった．従っ
て，5.2節では従来のPMを扱うための手法の欠点を克服した，計算効率に優れたより実用的な手
法を提案する．まず，無張力膜要素に基づく PMの時間領域 FEモデルを導出し，内部吸音境界
条件として扱う手続きについて説明する．さらに，PM要素の数値積分の方法を具体例とともに
提示する．続いて，PM吸音体を扱うための陽的 TD-FEMの時間進行スキームの定式化を行う．
まず，[64]の手続きに倣う従来法の定式化を示した後，本研究で新たに提案する手法の定式化を提
示する．提案法による吸音モデル化精度の改善効果を 3種の単一 PM吸音体を設置した音響管モ
デルの解析を通して検証する．最後に，小会議室を対象とした数値実験を行い，従来法と提案法
の計算性能を比較する．

5.2.1 通気性膜の時間領域有限要素モデル

ここでは，佐久間等による周波数領域の無張力膜要素 [47]の定式化に倣い，PMの時間領域 FE

モデルを構築する．無張力膜モデルでは, 膜の厚み 0, 張力 0を仮定し, その物性値として面密度
MPM, 流れ抵抗値 RPMを考える. Fig. 5.11に PMの FEモデルを示す. ここで, ΓPM, aと ΓPM, b
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Fig. 5.12 Three types of eight node hexahedral PM elements.

はそれぞれ通気性膜両面の境界を表す．pa, pbをそれぞれ膜両面の音圧, vf と vpをそれぞれ膜面
上と膜内部の粒子速度, 膜の振動速度とすると， 膜の振動方程式は次のように定義される.

MPM
∂vp
∂t

= pa − pb (5.30)

さらに, 膜の通気性に関して, A. D. Pierceによって提案された Porous blanket modelによれば,

流れ抵抗値RPMは以下のように定義される.

RPM =
pa − pb
vf − vp

(5.31)

ここで, (5.30)式と (5.31)式を連立し vpを消去すると, 以下の PMのための内部吸音境界条件式
を得る．

∂p(r, ω)

∂n
=

 −ρ0
(

1
RPM

(ṗa − ṗb) +
1

MPM
(pa − pb)

)
on ΓPM, a

ρ0

(
1

RPM
(ṗa − ṗb) +

1
MPM

(pa − pb)
)

on ΓPM, b

(5.32)

この境界条件式を境界面のFE方程式に代入すると以下に示す，膜境界に関する離散化方程式を得
る．

c20

∫
Γe

NT ∂p

∂n
dΓe =

ρ0c
2
0

Rf
Seṗe +

ρ0c
2
0

M
Sepe (5.33)

ここで，

Se =

∫
ΓPM, a

NT
PMa

(NPMa −NPMb
)dΓe −

∫
ΓPM, b

NT
PMb

(NPMa −NPMb
)dΓe (5.34)

また，NPMa とNPMb
はそれぞれ境界 ΓPM, aと ΓPM, bにおける内挿関数である．

8節点膜要素の数値積分

Seの数値積分による計算法の一例を以下に示していく．8節点六面体膜要素は Fig. 5.12に示す
3種類が想定され，吸音面である境界 ΓPM, aと ΓPM, bを構成する要素内節点番号の組み合わせに
よって内挿関数の与え方が変わることに注意が必要である．Fig. 5.12の Type A を対象する場合
の膜要素の内挿関数は Table 5.9のようになる．これを踏まえ，Gauss-Legendreの 2次元 2点積
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Table 5.9 Shape function for eight node hexahedral membrane element for Case A, in which

absorbing surfaces of PM, ΓPM, a and ΓPM, b, respectively consist of nodes 1–4–8–5 and 2–3–7–6

i=1, 2 i=4, 3 i=8, 7 i=5, 6

Ni
1
4(1− η)(1− ζ) 1

4(1 + η)(1− ζ) 1
4(1 + η)(1 + ζ) 1

4(1− η)(1 + ζ)

∂Ni
∂η −1

4(1− ζ) 1
4(1− ζ) 1

4(1 + ζ) −1
4(1 + ζ)

∂Ni
∂ζ −1

4(1− η) −1
4(1 + η) 1

4(1 + η) 1
4(1− η)

分公式を用いて Seは次のように計算される．

Se =
Ae

36



4 −4 −2 2 2 −2 −1 1

−4 4 2 −2 −2 2 1 −1

−2 2 4 −4 −1 1 2 −2

2 −2 −4 4 1 −1 −2 2

2 −2 −1 1 4 −4 −2 2

−2 2 1 −1 −4 4 2 −2

−1 1 2 −2 −2 2 4 −4

1 −1 −2 2 2 −2 −4 4


(5.35)

ここで，Aeは膜の表面積である.

5.2.2 時間進行スキームの定式化

続いて，PM吸音体を扱うための陽的 TD-FEMの時間進行スキームの定式化を行う．ここで，
PMの内部吸音境界条件を考慮する場合，陽的TD-FEMの半離散方程式の第 2式（式 (2.72)）は
以下となる．

Dv̇ = f − c20KPMp− c0CPMṗ (5.36)

ここで，
KPM =K +

ρ0
MPM

S, CPM = yC +
ρ0c0
RPM

S (5.37)

まず，[64]に基づく従来の定式化を紹介した後，従来法の問題点である，低い予測精度ならびに
連立 1次方程式の求解に伴う高い計算負荷を低減した新たなスキームを定式化する．本節では，
4th-E TD-FEMに PM吸音体の拡張作用境界を組み込むとし，音圧の時間進行式には 3段の時間
積分法に基づく式 (4.1)を使用し，時間積分の重み係数は b1=13/12とした．また，Me, Keの計
算に式 (3.9)の積分点を使用する．
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従来の定式化

[64]では，式 (5.36)の v̇を 1次の後退差分近似で時間離散化し，さらに，ṗ = vの関係を用い
て以下の vの時間進行式を定式化している．(

I + c0∆tD
−1CPM

)
vn = vn−1 +∆tD−1

(
fn − c20KPMp

n
)

(5.38)

ここで，CPMは非対角成分をもっており，式 (5.38)は陰的である．従って，時間ステップ毎に連
立 1次方程式の求解が必要であり，陽的TD-FEMの強みである速い計算速度が損なわれる．また，
吸音モデル化の精度が低く，理論的な吸音特性と一致するためには非常に解像度の高いメッシュ
が必要であった．以下の数値実験では，連立 1次方程式のソルバに CG法を使用する．

提案法の定式化

提案法では従来法における低い吸音予測精度の原因が減衰項の ṗの時間離散化精度が低いため
と仮定し，式 (5.36)の v̇を 1次の後退差分近似で時間離散化し，さらに，ṗを 1次の中央差分近
似で離散化し，次の時間進行式を形成する．(

I +
b1
2
c0∆tD

−1CPMD
−1M

)
vn

= vn−1 +∆tD−1
(
fn − c20KPMp

n − c0CPMV
n
) (5.39)

式 (5.39)の係数行列は行列積CPMM を含むため非対角成分を含む非対称行列となり，かつ，行
列のバンド幅が従来と比べて大きくなる．しかし，係数行列において非対角成分が現れるのは膜に
隣接する音響要素の節点のみであり，インピーダンス境界の場合と同様に局所的に反復法を適用
することで効率的な線形方程式の求解が期待できる．本研究では，PM吸音境界のための局所的な
反復法として，非対称行列に適用可能な BiCGstab (BiConjugate Gradient STABilized method)

を使用する．

5.2.3 音響管モデルを対象とした予測精度の検証

ここでは，Fig. 5.13に示す厚さ 0.2 mの背後空気層をもつ単一 PM吸音体が設置された 3次元
音響管モデルを対象に解析を行う．なお，単一 PM吸音体は PM, 空気層，剛壁から構成される最
も基本的なPM吸音体である．音響管には物性値が異なる 3種のPM (PM A, PM B, PM C)を設
置する．各 PMの面密度ならびに流れ抵抗をTable 5.10 に示す．伝達関数法を模擬することによ
り単一 PM 吸音体の垂直入射吸音特性を数値的に算出し，結果を伝達マトリクス法により求めた
理論解と比較することで提案法の定式化の妥当性ならびに両手法の基本的な性能を調査する．こ
こで，単一 PM吸音体の垂直入射比音響インピーダンス比 zSPMの伝達マトリクス法により以下
で表される．

zSPM =

(
ρ0c0
Rf

+
ρ0c0
jωM

)−1

− j cot (kd) (5.40)

ここで，dは空気層厚さである．
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Fig. 5.13 Impedance tube model with single PM having air space of 0.2 m.

Table 5.10 Three types of PM for numerical analyses

Type Surface density, kg/m2 Flow resistance, Pa s/m

A 0.065 196

B 0.120 462

C 0.495 1087

計算設定

管の入口（x = 0の面）は振動境界として，振動加速度波形には上限周波数 1.5 kHzのGaussian

パルスを使用する．さらに，空気の特性インピーダンスを与え吸音体からの反射波を吸収するため
の無反射境界とした．その他の境界は剛とした．2種の陽的 TD-FEMを用いて受音点R1, R2 に
おける 1 s 間の時間応答波形を計算する．ここで，R1, R2の座標は (x, y, z) = (0.4, 0.05, 0.05),

(0.45, 0.05, 0.05)である．なお，音速と空気密度はそれぞれ 343.7 m/s，1.205 kg/m3とした．空
間離散化には解像度が異なる 2つの立方体要素メッシュを使用し，1つは低解像度メッシュで要素
長 0.05 m,　空間解像度は上限周波数音波長あたり 4.6要素である．もうひとつは高解像度のメッ
シュで要素長ならびに空間解像度が 0.0125 m, 上限周波数音波長あたり 18要素である．低解像度
メッシュ，高解像度のメッシュのそれぞれで時間刻み幅は 1/14,029 s, 1/56,114 sとした．計算結
果の精度を定量的に評価するため以下の吸音率の理論値に対する数値解の相対誤差ノルム eαを評
価する．

eα =
||αtheory − αFEM||2

||αtheory||2
(5.41)

ここで，αtheoryならびに αFEMは吸音率の理論値ならびに TD-FEM計算値である．||2はユーグ
リットノルムで周波数範囲 100 Hz - 1.5 kHzについて計算した．
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Fig. 5.14 A system for the impedance tube method.

伝達関数法

Fig. 5.14に伝達関数法による測定系を示す．伝達関数法は音響管の一端のスピーカーから広帯
域雑音を出力し, 管内に固定された 2本のマイクロホンの位置 (x1, x2) で測定した音圧 p1, p2か
ら 2点間の伝達関数 (H12 = p2/p1) を求め, 材表面の比音響インピーダンス比 znならびに垂直入
射吸音率 αnを計算する方法である. 伝達関数法によれば, 複素音圧反射係数 RAは以下の式から
計算できる.

RA =
H12e

ikx1 − eikx2

e−ikx2 −H12e−ikx1
(5.42)

表面インピーダンスと垂直入射吸音率はRAを用いて式 (2.40), (2.42)により求めることができる.

結果

最初に低解像度のメッシュを使用した従来法，提案法のそれぞれで計算した 3種の PM吸音体
の垂直入射吸音率の伝達マトリクス法による理論値との比較をそれぞれ Figs. 5.15, 5.16に示す．
理論値より PM A, Bは 400 Hz付近と 1200 Hz付近にそれぞれ吸音率のピークをもち，PM Cは
200 Hz付近ならびに 1100 Hz付近にそれぞれピークをもつ．従来法は PM A, PM Bについては
吸音率の第 1ピークを理論値と比較して大幅に過大評価しており，PMの流れ抵抗ならびに面密度
が小さい PM Aの方が理論値との差が大きい．PM Cについては第 1ピークの過大評価は見られ
ないが 600 Hz付近で理論値との乖離が確認できる．また，1200 Hz付近の第 2ピークについては
PM A, B, Cのそれぞれで 1.1 kHz, 1 kHz, 950 Hz程度までは理論値と対応しているがそれ以上
の周波数では乖離している．一方，提案法による計算結果は PM A, Bの第 1ピークについては理
論値とよく対応しており，従来法におけるピークの過大評価が改善されている．PM Cの 600 Hz

付近の理論値との乖離は提案法においても確認できるが差の程度は小さくなっている．第 2ピー
クについても PM A, B, Cのそれぞれで 1.1 kHz, 1.2 kHz, 1 kHz程度まで理論値と一致してお
り，PM B, Cについては従来法より高い精度で計算できている．なお，例えば従来法は PM Aの
第 2ピークを過大評価しているのに対して提案法は過小評価しており，両手法の誤差特性が大き
く異なることが予測される．PM A, B, Cのそれぞれの相対誤差 eαの値については，従来法では
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Fig. 5.15 Normal-incidence absorption coefficient of three single-leaf PM absorbers calculated

using the conventional method with coarse mesh: (a) PM A, (b) PM B and (c) PM C.
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Fig. 5.16 Normal-incidence absorption coefficient of three single-leaf PM absorbers calculated

using the proposed method with coarse mesh: (a) PM A, (b) PM B and (c) PM C.

Fig. 5.17 Surface impedance of three single-leaf PM absorbers calculated using the conventional

method with coarse mesh: (a) PM A, (b) PM B and (c) PM C.
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Fig. 5.18 Surface impedance of three single-leaf PM absorbers calculated using the proposed

method with coarse mesh: (a) PM A, (b) PM B and (c) PM C.
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Fig. 5.19 Normal-incidence absorption coefficient of three single-leaf PM absorber calculated

using the conventional method with fine mesh: (a) PM A, (b) PM B and (c) PM C.

0.186, 0.0945, 0.0644, 提案法では 0.0879, 0.0494 0.0393と PMの種類によらず提案法がより高い
精度を示した．また，両手法で PMの面密度，流れ抵抗が小さいほど誤差が大きくなる傾向を示
した．Figs. 5.17, 5.18のそれぞれに低解像度メッシュを用いた従来法ならびに提案法で計算した
各 PM吸音体の表面インピーダンスを理論値と比較して示す．従来法による表面インピーダンス
の実部は膜の種類によらず理論値と比べ大きな値となっており，膜の物性値が大きくなるほど乖
離が大きくなっている．虚部についても 1 kHz以上で理論値と乖離しており，こちらも膜の物性
値が大きいほどその程度が大きくなる．PM Cについては 500 Hz - 800 Hzの範囲においても虚部
の理論値との乖離が見られ，PM Cの吸音率ピークの予測精度が他の膜と比べて高くなったのは
実部と虚部の誤差が相殺しあったためだと考えられる．提案法の計算結果に関しては，PM A, B

の実部については理論値とよく一致している．また，この 2種の膜については虚部に関しても 1.3

kHz付近まで理論値を捕らえており，従来法と比べて予測精度が向上している．PM Cについて
は 1 kHz以降で実部が理論値と乖離している．また，虚部については従来法と比べると理論値と
の乖離の程度は大きく減少しているが，同様の誤差の傾向が見られた．
高解像度のメッシュを使用した従来法，提案法のそれぞれで計算した 3種のPM吸音体の垂直入
射吸音率の伝達マトリクス法による理論値との比較をそれぞれ Figs. 5.19, 5.20に示す．メッシュ
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Fig. 5.20 Normal-incidence absorption coefficient of three single-leaf PM absorber calculated

using the proposed method with fine mesh: (a) PM A, (b) PM B and (c) PM C.

Fig. 5.21 Surface impedance of three single-leaf PM absorber calculated using the conventional

method with fine mesh: (a) PM A, (b) PM B and (c) PM C.

Fig. 5.22 Surface impedance of three single-leaf PM absorber calculated using the proposed

method with fine mesh: (a) PM A, (b) PM B and (c) PM C.
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Fig. 5.23 A small meeting room model with single-leaf PM absorber.

の解像度向上により程度は減少しているが，PM A, Bの吸音率の第 1ピークの過大評価は依然と
して確認できる．また，いずれの膜の場合においても第 2ピークで理論値との乖離が見られる．一
方，提案法の結果はいずれの膜種についても理論値とよく一致しており，その定式化の有効性が
確認できる．なお，既往研究 [64]において従来法についてもより細かいメッシュを使用すること
で理論値へ収束することを確認している．PM A, B, Cのそれぞれの相対誤差 eαの値については，
従来法では 0.0694, 0.0375, 0.0198, 提案法では 0.00808, 0.00603 0.00944とPMの種類によらず提
案法がより高い精度を示した．なお，従来法では，低解像度メッシュ使用時と同様に，膜の物性
値が小さいほど誤差が大きくなる傾向を示したが，提案法は物性値が最も大きい PM Cで誤差が
最大であった．Figs. 5.21, 5.22のそれぞれに高解像度メッシュを用いた従来法ならびに提案法で
計算した各 PM吸音体の表面インピーダンスを理論値と比較して示す．従来法の計算結果の実部
は僅かな差が見られるものの，理論値とよく対応している．虚部については高域において理論値
と乖離しており，膜の物性値が大きいほどその程度は大きい．この結果より，PM吸音体の吸音率
はインピーダンス値の誤差が僅かであってもピークにおける誤差が大きくなるため高精度な吸音
モデル化が重要である．提案法の結果は理論値とよく一致しており，従来法より粗い解像度メッ
シュを用いて PM吸音体を適切にモデル化できることが確認できた．

5.2.4 小会議室モデルを対象とした計算性能の検証

ここでは，Fig. 5.23に示す単一 PM吸音体を天井に有する小会議室を従来の陽的TD-FEM, 提
案法で解析する．FD-FEMによる解析結果との比較を通して提案手法の建築音響問題における有
効性を検証する．なお，天井に設置する膜は PM Aと PM Cの 2種類とした．単一 PM吸音体の
空気層は 0.2 mである．
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Table 5.11 Locations of receivers in the small meeting room

Receiver (x, y, z)

R1 (1.45, 0.7, 1.2)

R2 (2.35, 0.7, 1.2)

R3 (3.25, 0.7, 1.2)

R4 (4.15, 0.7, 1.2)

R5 (1.45, 2.8, 1.2)

R6 (2.35, 2.8, 1.2)

R7 (3.25, 2.8, 1.2)

R8 (4.15, 2.8, 1.2)

計算設定

小会議室の境界面はいずれも反射性とし，統計入射吸音率 0.08に相当する比音響インピーダン
ス比を与えた．空間離散化には，要素サイズ 0.05 mの立方体要素を用いた．メッシュの空間分解
能は 1.1 kHzの音波長に対して 6.25要素である．音源点を (x, y, z) = (5.8, 2.5, 1.5)の位置に設
け，Table 5.11に示す 8つの受音点における音響応答を各手法で計算した．時間領域手法による
計算では，時間刻み幅∆t = 1/14, 100 sのもと 2 s間のRIRを計算し，さらに，離散 Fourier変換
により周波数応答を計算した．音源信号には 80 Hzから 1.1 kHzの範囲でフラットな特性をもつ
FIRフィルタのインパルス応答を使用した．Fig. 5.24に音源信号の時間波形ならびに周波数特性
を示す．また，周波数応答は FD-FEMとの比較のために音源信号の周波数特性で除して，伝達関
数とした．一方，FD-FEMでの解析では体積加速度 1 m3/s2を音源点に与え，0.5 Hz刻みで周波
数応答を計算した．逆離散 Fourier変換により時間応答も算出した．その際，周波数応答に時間領
域解析に用いた音源信号の周波数特性を掛けた上で時間応答への変換を行った．線形方程式の解
法にはCOCG法を使用した．収束判定値は 10−6である．また，音響要素に修正積分則を適用し，
空間 4次精度法とした．
計算精度の評価には 5.1.4項と同様の指標を用いる．周波数応答の精度については参照解に対
する相互相関係数 CC を式 (5.27)により評価し，時間応答の精度については 2つの室内音響指標
(EDT,C50)の参照解に対する誤差 (eEDT, eC)をそれぞれ式 (5.28), (5.29)により評価した．音
響指標は各手法で計算したインパルス応答から ITA toolbox [122]を用いて算出した．ここでは
FD-FEMによる計算値を参照解とする．また，CCの計算において flと fuはそれぞれ 100 Hzと
1.1 kHzに設定した．
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Fig. 5.24 Source signal: (a) waveform and (b) spectrum.

結果と考察

Figs. 5.25, 5.26のそれぞれに各手法で計算した PM A, PM Cからなる単一 PM吸音体を設置
した小会議室内の受音点R1における SPLの比較を示す．陽的TD-FEMによる計算結果は手法と
PMの種類によらず 900 Hz以上の周波数帯域でFD-FEMによる参照解と乖離する．この乖離は周
波数が高くなるに従い大きくなり，いずれの条件においてもピーク・ディップの周波数が参照解よ
り低くなっている．これは同一の解像度メッシュを使用した場合，時空間 4次精度陽的TD-FEM

の分散誤差が FD-FEMより大きいためである．PM Aの場合，従来の陽的TD-FEMの計算結果
は 560～660 Hzの範囲で FD-FEMより小さい SPLの値となっている．これは音響管問題で観測
された従来法が膜の物性値が小さい場合に PMの吸音を過大評価する傾向と一致している．一方，
提案法の結果は上記の周波数範囲において参照解と良好に一致しており，精度改善効果が室内音
響解析においても確認できた．PM Cの場合の SPLの比較では従来法と提案法の結果で大きな差
は確認できなかった．定量的な SPLの計算精度についてもPM Aの場合に提案法は従来法より高
い精度が得られており，CC の値は提案法で 0.792，従来法で 0.566であった．また，PM Cの場
合のCCは提案法で 0.797，従来法で 0.790と同程度であった．従って，提案法は膜の物性値によ
らず高い精度で PMを有する室内音響解析を実施可能である．
続いて，時間波形の計算精度に関して各種陽的TD-FEMの eEDT, eCをそれぞれTables 5.12, 5.13

に示す．なお，400 Hzより低い周波数の誤差はいずれも各音響指標の JND (EDT: 5%, C50:1.1

dB)より小さいので省略する．提案法の eEDTは PM Cの 800 Hzを除いてすべての周波数で従来
法より小さい．特に，PM Aの場合の 630 Hz以上の精度が大きく改善されており，提案法の定式
化による吸音予測精度の向上が確認できる．なお，PM Cの 800 Hzにおける eEDTに関しても両
手法の誤差の差は小さく，かつ，EDTの JNDより小さな値である．一方，C50については膜の
種類と周波数によらず両手法の誤差は同程度であり，かつ，JNDより小さい．従って，吸音予測
精度の音場の初期-後期のエネルギ比に対する影響は残響パラメータへの影響と比べ小さいと考え
られる．
最後に各種陽的TD-FEMならびに FD-FEMの解析に要した計算時間をTable 5.14に比較して

116



500 600 700 800 900 1000 1100

Frequency, Hz

40

60

80

100

S
P

L
, 

d
B

(a)

FD-FEM Proposed

500 600 700 800 900 1000 1100

Frequency, Hz

40

60

80

100

S
P

L
, 

d
B

(b)

FD-FEM Conventional

Fig. 5.25 Comparisons of SPL at receiver R1 in the small meeting room with PM A: (a) FD-FEM

vs. proposed method and (b) FD-FEM vs conventional method.
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Fig. 5.26 Comparisons of SPL at receiver R1 in the small meeting room with PM C: (a) FD-FEM

vs proposed method and (b) FD-FEM vs conventional method.
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Table 5.12 Comparison of eEDT [%] between the proposed and conventional explicit TD-FEMs

Frequency, Hz

Method (Condition) 400 500 630 800 1000

Proposed (PM A) 0.18 0.25 1.65 3.39 6.45

Conventional (PM A) 0.87 1.21 4.07 6.92 10.79

Proposed (PM C) 0.29 0.25 1.29 3.70 6.28

Conventional (PM C) 1.43 0.66 1.91 3.23 7.00

Table 5.13 Comparison of eC [dB] between the proposed and conventional explicit TD-FEMs

Frequency, Hz

Method (Condition) 400 500 630 800 1000

Proposed (PM A) 0.01 0.02 0.12 0.05 0.37

Conventional (PM A) 0.08 0.02 0.23 0.40 0.18

Proposed (PM C) 0.01 0.03 0.10 0.08 0.20

Conventional (PM C) 0.04 0.16 0.04 0.40 0.13

Table 5.14 Comparison of computational time among the proposed and conventional explicit

TD-FEMs and the FD-FEM

Method PM A PM C

Proposed 846 s 1,580 s

Conventional 1,409 s 2,437 s

FD-FEM 98,946 s 98,973 s
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示す．提案法は従来法と比べてPM Aの場合で 1.7倍，PM Cの場合で 1.9倍高速であり，提案法
は精度と計算効率の観点から従来法より実用性に優れている．また，FD-FEMと比較すると PM

A, PM Cのそれぞれの場合で 117倍，62倍高速であった．以上より，本論文で新たに提案した
PM吸音体を取り扱うための陽的 TD-FEMは従来の陽的TD-FEMに基づく手法と比べて優れた
計算精度と計算効率のもと PMを有する室内音響解析可能なことを確認できた．また，FD-FEM

と比較すると精度は若干低下するが著しく高い計算効率もっており FD-FEMの代替手法として十
分に活用できる．
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5.3 まとめ
本章では，陽的TD-FEMによる高精度な室内音響解析に必要不可欠な境界面の吸音特性におけ

る周波数依存性を考慮するための手法を構築し，その定式化の妥当性と計算性能を検証した．な
お，本章で構築した手法は第 4章で開発した 4th-E TD-FEMならびにOpt-E TD-FEMを基礎と
して周波数依存の吸音境界を組み込んだものである．

5.1節では，最も基本的な周波数依存の吸音境界である周波数依存のインピーダンス境界を扱う
ためのスキームを構築した．周波数依存のインピーダンス境界条件式に伴う計算負荷の大きい畳
み込みは ADE法により効率的に処理している．本スキームは境界面における精度と安定性を両
立するため境界面のみ陰的となるが，境界面の自由度のみで構成される線形方程式に反復解法を
局所的に適用することで効率的な計算を実現している．音響管問題と小立方体室の解析を通して
定式化の妥当性を調査した．音響管問題では 3種の吸音体 (GW, NF, MPP-GW)を対象として陽
的TD-FEMにより計算した各吸音体の吸音特性が伝達マトリクス法による理論解と良好に一致す
ることを示した．なお，MPP-GWの複素インピーダンスの予測精度については改善の余地があ
り今後の課題である．小立方体室の解析では FD-FEMによる数値解との比較を行い，構築した陽
的TD-FEMが複数の周波数依存吸音境界をもつ室内音場を適切にモデル化できることも明らかに
した．また，境界面の線形方程式の求解に使用する CR法の収束判定値に関して，精度と計算効
率のバランスの観点から 10−4が有効なことを提示した．さらに，4th-E TD-FEM, 4つの最適化
条件におけるOpt-E TD-FEMの広帯域の室内音響解析における計算性能を 2種の陰的TD-FEM

(2nd-I TD-FEM, 4th-I TD-FEM)との比較により検証した．結果として，R = 6.25で最適化した
Opt-E TD-FEMが 4th-I TD-FEMの 1.4倍，2nd-I TD-FEMの 76.4倍の計算速度のもと，高精
度な 4th-I TD-FEMと同程度の精度，2nd-I TD-FEMより高い精度で室内音響予測が可能である
ことを明らかにした．

5.2節では，吸音特性の入射角依存性まで考慮できる手法としてPM吸音体を取り扱うための手
法について検討し，[64]で構築した従来法と比べて吸音モデル化精度と計算効率が向上した手法を
新たに提案した．無張力膜モデルに基づく PMの時間領域 FEモデルとその寄与に関するマトリ
クスの計算法を説明し，従来法ならびに提案法の定式化を行った．従来法における低い吸音モデ
ル化精度が減衰項の時間離散化精度に由来すると仮定し，提案法では減衰項の時間離散化に 2次
精度の差分近似を適用した．さらに，従来法における時間ステップあたりの連立一次方程式の求
解に伴う計算負荷を低減するため提案法では反復法の局所的な適用を行った．提案法の従来法に
対する有効性を 2種の数値実験により検証した．音響管を対象とした実験を通して提案法は PM

の種類によらず従来法より高い精度で PM吸音体の吸音特性をモデル化できることを示した．単
一 PM吸音体を設置した小会議室を対象とした実験では，従来法は膜の物性値が小さい場合に解
析精度が低下するのに対して提案法は膜の物性値によらず高い精度で音響解析可能なことを示し
た．また，従来法と比べて 1.7-1.9倍高速と計算効率も大きく改善しており従来法より優れた計算
性能を有することが確認できた．さらに，提案法は FD-FEMと比べると解析精度は若干低下する
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が 62-117倍の計算速度で解析可能であり，FD-FEMの代替手法としても十分に活用できる．
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第6章 領域分割法に基づく並列陽的時間領域有限
要素法の大規模音響解析への適用とバイ
ノーラル可聴化への応用

本章では，第 5章で構築した周波数依存のインピーダンス境界条件を組み込んだOpt-E TD-FEM

の計算速度を向上させ，室内音響設計ツールとしての実用性を高めるために，DDMに基づく並
列計算法を実装し，その大規模室内音響解析への適用を試みる．また，ここでは，開発手法を用
いた実用的な室内音響の評価のためにバイノーラル可聴化への応用も行う．6.1節では，DDMに
基づく並列計算法について説明する．そこでは，DDMを用いる場合の疎行列ベクトル積演算，内
積演算の具体的な計算方法についても述べる．6.2節では，陽的 TD-FEMをバイノーラル可聴化
へ応用するための方法について述べる．まず，本論文で構築する可聴化の基礎技術であるアンビ
ソニックスについて紹介し，続いて，1次のアンビソニックスと HRTFによるハイブリッド可聴
化の手続きと，アンビソニック信号を形成する球面調和展開係数を内挿関数の微分により計算す
る方法を説明する．6.3節では，構築した並列陽的 TD-FEMの大規模室内音響解析への適用性を
スーパーコンピュータシステムを用いて検証する．ここでは，2000 m3程度の複数の周波数依存
吸音境界を有するオーディトリウムの 3 kHzまでの周波数成分を含むインパルス応答を 512コア
によるハイブリッド並列のもと計算する．さらに，6.4節では，クラウドHPC環境を用いた検証
を行う．まず，6144コアまで使用した大規模並列に対する並列陽的TD-FEMのスケーラビリティ
を 2種の実用的な建築音響問題の解析を通して評価する．その後，6.3節で扱ったオーディトリウ
ムを対象として並列陽的TD-FEMのバイノーラル可聴化への応用例を提示する．なお，臨場感の
高い可聴化のために解析上限周波数は 5 kHzまで拡大する．6144コアを用いた大規模並列のもと
2つの吸音条件におけるオーディトリウムの音響シミュレーションを実施し，アンビソニックス信
号の計算法ならびにバイノーラル可聴化法の妥当性を示す．6.5節では本章の成果をまとめる．
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Fig. 6.1 Flow of DDM-based parallel computing method.

6.1 領域分割法に基づく分散メモリ型並列計算法
DDMは計算領域を複数の部分領域に分割し，部分領域ごとに計算を実施することで解を得る手

法である．DDMに基づく分散メモリ型並列計算法では，各部分領域を異なる計算機ノードまたは
計算プロセッサに割り当て，部分領域間で並列に計算を行う．DDMに基づく並列計算法にはオー
バーラップな部分領域と非オーバーラップな部分領域を用いる手法の 2種が存在するが，本論文で
は後者に基づき並列計算を行う．DDMに基づく並列計算により陽的TD-FEMの行列生成，時間
進行計算といった全計算過程を並列化することができる．各計算プロセスが部分領域分のメモリ
のみを消費するため計算可能な問題サイズを大幅に拡張できる．なお，部分領域間の境界面は他の
部分領域のデータをMessage Passing Interface (MPI)による通信を介して入手する必要がある．
DDMに基づく並列計算を行うには，まず FEメッシュをプロセッサ間の通信に必要な情報を含

めた部分領域メッシュに分割する必要がある．ここで，DDMを用いたプロセス並列では部分領
域間での良好なワークロードバランスを達成する領域分割が並列性能を発揮するために重要であ
る．本論文では，グラフ理論に基づくMetis [126]を用いて FEメッシュを非オーバーラップな部
分領域メッシュへと分割した．続いて，各計算プロセスに割り当てられた部分領域 FEボリュー
ムメッシュを読み込み，M , K, Dを並列に生成する．なお，境界マトリクスCについては実装
を容易とするため各プロセッサで全体境界メッシュより計算し，その後，各プロセスで必要な部
分のみ保持する形式をとった．メッシュ生成のプロセスが完了したら，式 (4.1), 式 (5.15)–(5.18),

式 (5.23)からなる時間進行計算を各計算機ノードまたはプロセッサごとに並列に実施する．MPI

による通信は，Dの生成時に 1度必要であり， さらに，時間ステップごとの 2回の行列ベクトル
積演算部（式 (4.1)のMvと式 (5.23)のKp），と CR法による式 (5.15)の求解に伴う行列ベク
トル積演算部ならびに内積演算部で発生する．ただし，ノード内ではスレッド並列が可能であり，
MPI–OpenMPのハイブリッド並列も使用できる．
ここからは，DDMに基づく並列計算における行列ベクトル積演算と内積演算の詳細を説明す
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る．例えば，疎行列ベクトル積演算Mvは各部分領域における疎行列ベクトル積演算の結果の足
し合わせとして以下のように計算される．

Mv =

Nsd∑
i=1

Mivi =

Nsd∑
i=1

wi (6.1)

ここで，Nsdは総部分領域数, Miと viはそれぞれ i番目の部分領域で生成されたM と vを表す．
また，wiは i番目の部分領域における疎行列ベクトル積演算の結果として得られるベクトルであ
る．DDMに基づく並列計算では，最初に各部分領域ごとに疎行列ベクトル積演算を行いwiを算
出する．続いて，部分領域間の境界面の節点について各部分領域のベクトルwiをMPIによる通
信を介して足し合わせることで疎行列ベクトル積演算を行う．この手続きはDの生成時にも行わ
れる．一方，内積演算については部分領域間の境界面の重複の影響を考慮する必要がある．すな
わち，境界面の節点におけるベクトル成分をそのノードが所属する部分領域の数で割らなければ
ならない．これを踏まえ内積演算は次のように行われる．

(q · q) =
Nsd∑
i=1

(qi · qi/Nbd) =

Nsd∑
i=1

si (6.2)

ここで，qは任意のベクトルを表し，qiは i番目の部分領域における qである．Nbdは節点が所
属する部分領域の数を格納したベクトルである．siは i番目の部分領域における内積計算の結果
として得られるスカラー量である．DDMによる並列計算法では，まず，各部分領域で内積計算を
行い，MPIを介して各部分領域の siを足し合わせることで内積計算を行う．

6.2 バイノーラル可聴化への応用法
6.2.1 アンビソニックス

アンビソニックスは音場再現法の 1つで，音場内の任意の点の音圧を球面調和展開に基づく平面
波の重ね合わせとして表現する．アンビソニックス信号は任意の次数までの時間領域での球面調和
展開係数から構成される．アンビソニックスによる音場再現では，アンビソニックス信号を任意の
スピーカアレイに割り当て，アレイの中心に原音場を再現する．アンビソニックスとHRTFを組み
合わせる場合，まず，アンビソニックス信号を仮想のスピーカアレイに割り当て，スピーカの駆動
信号にスピーカ設置方向における頭部インパルス応答 (Head Related Impulese Response: HRIR)

を畳み込むことでバイノーラル可聴化を実施する．アンビソニックスは VRアプリケーションと
の親和性が高いため，近年，その研究が盛んとなっている．1次アンビソニックス (First-Order

Ambisonics: FOA) [78]と 2次以上の展開係数までを含む高次アンビソニックス (Higher-Order

Ambisonics: HOA) [79]に分類される．FOAはHOAと比較すると音場再現の精度は低いがHOA

と比べると実装は容易である．また，FOAは様々な建築音問題への応用がなされており，例えば，
教会 [127]，コンサートホール [127]，地下鉄の駅構内 [129]，会議室 [130]の音響評価に活用され
ている．また，FOAをVRアプリケーションで活用されるためのプラグイン [131, 132]も整備さ
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れている．以上の観点から，本検討では実装が容易かつ建築音響問題に対して有効な FOAに基づ
くバイノーラル可聴化を陽的 TD-FEMに組み込む．

6.2.2 アンビソニックスと頭部伝達関数に基づくバイノーラル可聴化

アンビソニックスは音場の球面調和展開に基づく音場再現法である．実数の球面調和関数 Yl,m

を用いて周波数領域の音場は次式で表される [133]．

p(r, ω) = 4π
∞∑
l=0

l∑
m=−l

jljl(kr)Yl,mal,m (6.3)

ここで，rは極座標系における動径，jlは l次の球Bessel関数である．al,mは球面調和展開係数を
表し，Yl,mは以下で定義される実数の球面調和関数である．

Yl,m =


N0

l P
0
l (cosϕ) (m = 0)

√
2Nm

l P
m
l (cosϕ) cosmθ (0 < m)

√
2Nm

l P
−m
l (cosϕ) sinmθ (m < 0)

(6.4)

ここで，
Nm

l =

√
2l + 1

4π

(l − |m|)!
(l + |m|)!

(6.5)

Pm
l は陪ルジャンドル関数である．式 (6.3)はデカルト座標系における平面波の式を用いて次式の
ように書き改めることができる．

p(r, ω) =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

al,m(ω)

∫ 2π

0

∫ π

0
Yl,me

j(kxγx+kyγy+kzγz) sin θdθdϕ (6.6)

ここで，
γx = sin θ cosϕ, γy = sin θ sinϕ, γz = cos θ (6.7)

式 (6.6)の表現はデカルト座標系における音場の有限要素解析結果から展開係数を求めるのに便利
である．アンビソニックスによる音場再現では任意の次数までの時間領域の展開係数Al,mからな
るアンビソニックス信号Aが必要である．ここで，数値解析手法を用いる場合，Al,mは仮想マイ
クロホンの配置 [134]，または，計算グリッドやメッシュの節点音圧の空間微分 [135]を介して算
定できる．アンビソニックスではAl,mを評価する手続きをエンコードと呼ぶ．以下で詳細に記す
が，本論文では，数値微分により Al,m を計算する．アンビソニックスは回転行列R (α, β, γ)を
Aに掛けることで聴者の頭部の動きに伴う音場の回転を簡単に考慮できるため，VRアプリケー
ションとの親和性が高い．ここで，α, β, γはオイラー角であり，それぞれ z, y, x軸周りの回転角
である．Aが求まったら，続いてそれを任意のスピーカアレイからの駆動信号ベクトルGに変化
する．

G = dA (6.8)

125



ここで，dはデコード行列を表す．Gは以下に示すような L個の信号成分からなる．

G = [g1(θ1, ϕ1), g2(θ2, ϕ2), ..., gL(θL, ϕL)]
T (6.9)

ここで，gi(θi, ϕi)はスピーカアレイの中心から (θi, ϕi)の方向に設置された i番目のスピーカの駆
動信号である．アンビソニックスではこの変換工程をデコードと呼ぶ．なお，l次のアンビソニッ
クスをデコードする場合は L ≥ (l + 1)2を満たす必要がある．アンビソニックス信号を均一なス
ピーカアレイならびに不均一なスピーカアレイに割り当てるための様々なデコード行列 dの種類
が存在する．本論文では，Mode-matchingデコード (pseudo-inverse)法を用いて FOA信号をス
ピーカアレイ’Cube’の駆動信号に変換する．ここで，’Cube’は 8つのラウドスピーカを聴者を中
心とする立方体の各頂点に配置するアレイである．アンビソニックスでは高域におかえる定位精度
を向上させるためにエネルギベクトルを最適化するMax-rEデコード [81, 82]が使われる．特に，
デコード行列を低周波数域と高周波数域の 2つに分割し，高域用のデコード行列にのみMax-rE最
適化を行う，Dual bandデコードは広帯域に渡って優れた定位精度を得るためによく使用される．
しかし，本章で行う検証実験では，アンビソニックス信号の定位精度の最適化が目的ではないの
で，デコード行列を分割せずにMax-rE最適化を広帯域に渡って適用する．本検討では，アンビ
ソニックスのデコードならびに信号の回転にHOA library [136]を使用した．最後に，左耳，右耳
のそれぞれに提示されるバイノーラル信号成分BleftとBrightは以下の駆動信号とHRIRの畳み込
みにより計算される．

Bleft =
L∑
i=1

Hleft(θi, ϕi) ∗ gi(θi, ϕi), (6.10)

Bright =

L∑
i=1

Hright(θi, ϕi) ∗ gi(θi, ϕi). (6.11)

ここで，Hleft(θi, ϕi) と Hright(θi, ϕi) は方向 (θi, ϕi) から到来する信号に対する左耳，右耳のた
めの HRIRである．6.4節の数値実験では Acoustics Research Institute, Austrian Academy of

Sciences (http://sofacoustics.org/data/database/ari/)が公開しているHRTFを使用した．また，
HRTFの補間はMatlab関数”interpolateHRTF”により行った．

6.2.3 内挿関数の空間微分による展開係数の計算法

本項では最初に文献 [135]に記載されている al,mと音圧の空間微分の関係式を導出し，その後，
球面調和展開係数を内挿関数の空間微分により算出する方法を説明する．まず，球面調和関数 Yl,m

における γx, γy, γz を空間の偏微分 ∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z に置き換えた微分作用素 Dl,m を考える．
Table 6.1に 0次と 1次の Yl,mならびにDl,mを例示する．式 (6.6)の p(r, ω)に対してDl,mを適
用することで以下が得られる．

Dl,mp(r, ω) = (jk)l
∞∑
l′=0

l′∑
m′=−l′

al′,m′(ω)

∫ 2π

0

∫ π

0
Yl,mYl′,m′ej(kxγx+kyγy+kzγz) sin θdθdϕ (6.12)
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Table 6.1 Correspondence between Yl,m and Dl,m up to first-order

(l, m) Yl,m Dl,m

(0, 0)
√

1
4π

√
1
4π

(1, -1)
√

3
4πγy

√
3
4π

∂
∂y

(1, 0)
√

3
4πγz

√
3
4π

∂
∂z

(1, 1)
√

3
4πγx

√
3
4π

∂
∂x

また，球面調和関数は正規直交性をもつので以下が成り立つ．

∫ 2π

0

∫ π

0
Yl,mYl′,m′dθdϕ =

1 (l = l′ and m = m′)

0 (l ̸= l′ or m ̸= m′)
(6.13)

ここで，単純な仮定として式 (6.12)に r = 0を代入すると次の al,mと音圧の空間微分の関係式が
得られる．

al,m(ω) = (
1

jk
)lDl,mp(ω) (6.14)

文献 [135]では，式 (6.14)を逆 Fourier変換により時間領域表現へ変換し，低次の有限差分近似の
繰り返しにより展開係数を計算している．しかし，有限差分近似には一様な計算グリッドが要求
されるため，この方法は空間を非一様な FEで離散化する FEMには不向きである．そこで，ここ
では FEMによる空間離散化にも適した球面調和展開係数の算出法として， FEの基底関数である
内挿関数の空間微分による算出法を構築する．以下では，FOA信号に必要な 1次の al,mの計算法
を詳細に述べる．周波数領域における 8節点六面体 FEの節点音圧ベクトル p(ω)を考えると，要
素内の任意の点 raにおける音圧の空間微分は以下で計算される．

∂p(ra, ω)
∂x

∂p(ra, ω)
∂y

∂p(ra, ω)
∂z

 =


∂N
∂x

∂N
∂y

∂N
∂z

p(ω) (6.15)

本論文では，自然座標系 (ξ, η, ζ)で定義されるアイソパラメトリック要素を使用しているので，N
のデカルト座標系 (x, y, z)での偏微分を求めるには次の合成関数の偏微分の連鎖律を使う．

∂N
∂ξ

∂N
∂η

∂N
∂ζ

 = J


∂N
∂x

∂N
∂y

∂N
∂z

 (6.16)
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ここで，ヤコビアン行列 J は下式で定義される．

J =


∂x
∂ξ

∂y
∂ξ

∂z
∂ξ

∂x
∂η

∂y
∂η

∂z
∂η

∂x
∂ζ

∂y
∂ζ

∂z
∂ζ

 (6.17)

式 (6.15), (6.2.3)より，8節点六面体要素内における FOA信号は次式で計算できる．

A0,0 =

√
1

4π
Np(t) (6.18)

ならびに 
A1,1

A1,−1

A1,0

 = F−1


√

3

4π
(
1

jk
)lJ−1


∂N
∂ζ

∂N
∂η

∂N
∂ξ

p(ω)
 (6.19)

ここで，p(t)は時間領域での 8節点六面体要素の節点音圧ベクトルを表す．F−1は逆 Fourier変
換演算子である．FOA信号の成分のうち，A0,0は無指向性成分であり，A1,−1, A1,0, A1,1はそれ
ぞれ y, z, x軸方向における双指向性成分を表す．本論文では，1次の展開係数までしか計算しな
いが，上記の計算法は高次の展開係数の計算にも応用可能である．

6.3 スーパーコンピュータシステムを用いた検証
ここでは，スーパーコンピュータシステムを使用したDDMに基づく並列Opt-E TD-FEMの大

規模音響解析への適用性を検証する．具体的には，2271 m3のオーディトリウムモデルを対象に
3 kHzまでの周波数成分を含む 3 s間のインパルス応答を計算する．オーディトリウムは音声明瞭
性の確保のための適切な音響処理が要求される巨大な建築空間であり，その波動音響解析手法を
用いた音響シミュレーションは設計上有用であるが，一般的な手法を用いての解析は非常に大き
な計算負荷が要求されるため困難である．使用するスーパーコンピュータシステムは九州大学に
設置されている ITO Subsystem A, Fujitsu Primergy CX2550/CX2560M4である．本スーパーコ
ンピュータは 2000台の計算機ノードからなり，各ノードには 2つのプロセッサ (Intel Xeon Gold

6154 : 3.0 GHz, 18 cores)が搭載されている．また，Fortranプログラムのコンパイルには Intel

Fortran compiler ver. 2020を使用した．スーパーコンピュータシステムはノード間で分散メモリ
型の並列計算を実施し，ノード内では共有メモリ型の並列計算も可能である．

6.3.1 解析対象の詳細と境界条件

Fig. 6.2に解析対象のオーディトリウムモデルを示す．吸音条件としてCond. 1とCond. 2の 2

種を設定する．Cond. 1では天井面（赤面）をGW, 床の色塗りした段差部（青面）を NF, 後壁
の色塗りした箇所（緑面）をMPP-GWとした．その他の境界は垂直入射吸音率 0.1相当の実数の
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Fig. 6.2 Analyzed auditorium model of 2271 m3 where non-colored surfaces are reflective sur-

faces with frequency-independent impedance and where colored surfaces are absorptive with

frequency-dependent impedance of GW (red, yellow), NF (blue), and MPP-GW (green), in

which yellow surfaces are assigned absorption properties only in Cond. 2. The yellow surface

size is 1.74 m × 1.2 m (x × z).

比音響アドミタンス比を与えた．ここで，3種の吸音体GW, NF, MPP-GWはそれぞれ 5.1.2項
で使用したものと同一でその吸音特性は Fig. 5.4に示している．また，ADE法のための有理関数
近似パラメータも Tables 5.1–5.3の値を使用している．Cond. 2は側壁へさらにGWの吸音特性
をもつサイズが 1.74 m × 1.2 mの吸音パネル（黄面）を 12枚追加した設定で，大きなオーディ
トリウムにおける側壁吸音の効果を検証するようなシナリオとなっている．音源点は (x, y, z) =

(2.1, 0, 1.2)に設置し，Table 6.2に示す 14点の受音点を設けた．　

Table 6.2 Location of receivers

Receiver (x, y, z) Receiver (x, y, z)

R1 (8.07, 0, 0.9) R8 (13.3, 4.6, 2.7)

R2 (8.07, 4.6, 0.9) R9 (15.0, 0, 3.3)

R3 (9.81, 0, 1.5) R10 (15.0, 4.6, 3.3)

R4 (9.81, 4.6, 1.5) R11 (16.8, 0, 3.9)

R5 (11.6, 0, 2.1) R12 (16.8, 4.6, 3.9)

R6 (11.6, 4.6, 2.1) R13 (18.5, 0, 4.5)

R7 (13.3, 0, 2.7) R14 (18.5, 4.6, 4.5)
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Fig. 6.3 Decomposed auditorium model with 256 subdomains.

6.3.2 シミュレーションの概要

有限要素解析のため，オーディトリウムモデルは最大要素長が 0.025 m以下の 8節点六面体要素
で空間離散化した．本FEメッシュの 3 kHz音波長における空間解像度は波長あたり 4.6要素である．
また，本問題の自由度数は 146,583,255である．DDMによる並列計算のためMetis Library [126]

を用いてFEメッシュを 256の部分領域メッシュに分割した．Fig. 6.3に 256の部分領域に分割され
たオーディトリウムモデルのイメージ図を示す．また，Fig. 6.4には各部分領域に割り当てられた
ワークロード分布として，各部分領域におけるDOFとMPIを介して通信ごとに通信されるデー
タ数を示している．全部分領域間でのDOFと通信データ数の平均値はそれぞれ 596,287と 48,451

であった．また，DOF分布の変動係数は 0.72%と非常に小さく，オーディトリウムモデル全体の
自由度が各部分領域に均等に配分されていることがわかる．一方，通信データの部分領域間におけ
る変動係数は 18.2%とDOFの場合と比べると大きな値だが，極端な偏りは存在せず，ワークロー
ドバランスのとれた良好な領域分割が実施できている．本数値実験では 256のプロセス並列に加
えて，各計算ノードで 2スレッド並列を実施する．従って，MPIによる 256プロセス並列ならび
にOpenmpによる 2スレッド並列からなる 512コアを使用するハイブリッド並列のもとオーディ
トリウムモデルを解析する．Opt-E TD-FEMによる非一様な FEメッシュを用いた高精度な音響
シミュレーションのため，各要素の最大要素長の 2.2 kHzに対する空間解像度において分散誤差が
最適化されるように積分点を設定した．この設定法は 4.3.3項と 5.1.4項の結果に基づく方法であ
る．時間刻み幅については最小要素長が安定条件式 (4.12)を満たすように 1/30,000 sとした．音
源信号には Fig. 5.3に示すピーク周波数 1 kHzのガウシアンパルスを使用した．Opt-E TD-FEM

の実用的な応用例として，計算結果に基づき 2つの吸音条件間で RIR，減衰曲線 (Energy Decay

Curve: EDC), 4つの室内音響指標（残響時間 (T30), 初期残響時間 (EDT), 明瞭性 (C50)，音量
因子 (G))を比較する．EDCと室内音響指標は ISO3382-1 [124]に基づき評価した．また，室内音
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Fig. 6.4 Distribution of workload on each subdomain. Blue line: DOF; Pink line: number of

communication data per communication.

響指標は 125 Hzから 2 kHzのオクターブバンド値を算出した．さらに，Opt-E TD-FEMの並列
性能を検証するため，並列していない場合に対する高速化を調査した．なお，非並列の場合，使用
したスーパーコンピュータシステムの制限時間内に 3 s間のインパルス応答は計算できないので，
高速化に関する調査は 0.1 s間（3,000ステップ）の応答の計算に要した計算時間を対象とした．

6.3.3 結果と考察

最初に，並列Opt-E TD-FEMの計算時間に関して示す．3 s間のインパルス応答計算に要した
時間は Cond. 1, Cond. 2のそれぞれで 8878 sと 8996 sであり非常に高速であった．Cond. 2の
方がわずかに長い計算時間となったが，これは，5.1.3項の小立方体室を対象とした検討より，追
加のGW吸音パネルにより周波数依存の吸音境界が増え，反復法の収束性がわずかに劣化したた
めである．非並列条件に対する高速化は Cond. 1と Cond. 2のそれぞれで 336倍，341倍であり
優れた並列性能が得られた．この結果は，大規模音響解析における並列 Opt-E TD-FEMの高い
実用性を示している．なお，6.4節で示すように，本並列ソルバは並列 CPU数を増やすことで更
なる高速化も可能である．
Fig. 6.5(a)–(d)に zx平面 (y = 0)の時刻 5 ms, 12.5 ms, 20 ms, 27.5 msにおける SPL分布
を示す．なお，本図は Cond. 1の結果だが，可視化時間内において 2条件間で境界条件の異なる
側壁に音波は届いてなく，両条件で音場は同一である．Fig. 6.5(a)より音波は等方的に広がって
おり，Opt-E TD-FEMが分散誤差の最適化によりその影響を低減していることがわかる．また，
Fig. 6.5(c), (d)では座席部周りで音波回折が起きていることが確認できる．さらに，Fig. 6.5(d)

において天井からの反射音（緑の波面）が他の音波（黄の波面）と比べて減衰していることから，
天井吸音体を適切にモデル化できていることがわかる．このような音場の可視化は吸音体の吸音
効果を直感的に理解するためにも有効であることがわかる．
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Fig. 6.5 Visualized zx plane (y = 0) sound fields at (a) 5 ms, (b) 12.5 ms, (c) 20 ms, and (d)

27.5 ms.
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Fig. 6.6 Calculated results at receiver R13: (a) RIR in Cond. 1, (b) RIR in Cond. 2, (c) EDC

in Cond. 1 and (d) EDC in Cond. 2.
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Fig. 6.7 Comparisons of room acoustic parameters for Cond. 1 and Cond. 2: (a) T30, (b) EDT,

(c) C50, and (d) G.

Fig. 6.6(a)–(d)に受音点 R13における Cond. 1, Cond. 2のそれぞれの RIRと EDCを示す．
Cond. 1のインパルス応答では周期的な強い反射音成分が確認でき，代表的な音響障害であるフ
ラッターエコーが発生していると考えられる．この多重反射音は側壁間を伝搬する音波の時間間
隔である 44.2 ms周期で到来してことから，側壁の吸音が低いことに起因するものである．多重
反射音の影響は EDCにも表れており，すべての周波数域で EDCが折れ曲がっている．特に，1

kHzと 2 kHzの曲線は大きく湾曲していることから，高域になるに従い，側壁間を行き交う音に
対する高吸音性の天井吸音体の寄与が小さくなっていると考えられる．一方，Cond. 2では側壁
吸音パネルの設置により，Cond. 1で観測された多重反射音が低減されている．また、初期に到
来する強い反射音も弱められていることが確認できる．減衰曲線についても，500 Hz以上でその
性状が改善されている．500 Hzと比べて 1 kHz, 2 kHzの減衰性状が改善されており，側壁に設置
したGWの吸音特性が適切に反映されている．
側壁吸音パネルの設置による音響改善の効果は Fig. 6.7(a)–(d)に示す 4種の音響指標の 2つの

吸音条件間での比較からも確認できる．なお，ここで示す値は各音響指標の空間平均値であり，エ
ラーバーは全受音点の結果に対する標準偏差である．Cond. 1のT30は 500 Hzまでは周波数が高
くなるに従い短くなるが，より高域では周波数と共に値が増加しており，1 kHz, 2 kHzでの値はそ
れぞれ 2.0 s, 2.4 sである．この高域での残響時間の上昇は上記で説明したEDCの折れ曲がりによ
るものである．一方，吸音パネルを追加した Cond. 2ではT30が低減されており，1 kHz, 2 kHz

で 1.3 s程度の長さとなっている．また，側壁吸音により高域における残響時間のばらつきも低減
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Fig. 6.8 Problem 1 for scalability test: meeting room model. Blue and magenta spheres are

respectively the source point and the receiving point.

されており，Cond. 1では 1 kHzと 2 kHzでの残響時間の変動係数が 12.6%と 8.6%であったのが，
Cond. 2ではそれぞれ 6.4%と 3.0%となっている．これはCond. 1では受音点位置によってフラッ
ターエコーの影響の大小が異なるためである．また，他の音響指標についても，EDTと Gは 1

kHz, 2 kHzにおいて，C50は 2 kHzにおいてCond. 2の値がCond. 1の値と比べて JND (EDT:

5%, C50: 1.1 dB, G: 1 dB)以上に改善されている．また，改善の程度は周波数が高い方が大きい．
以上の結果より，DDMに基づく並列計算法を組み込んだ陽的TD-FEMは大規模室内音響問題

に対して有効かつ実用的な解法であることが示された．

6.4 クラウドHPC環境を用いた検証
本節では，スーパーコンピュータシステムと比べてより可用性の高いクラウドHPC環境を用い

て並列陽的TD-FEMの大規模並列計算への適用性を検証する．まず，2種の実用的な建築音響問
題を対象として，6144コア並列までの並列陽的 TD-FEMの高速化を評価する．続いて，並列陽
的TD-FEM実用的な音場評価への応用としてオーディトリウムを対象としたバイノーラル可聴化
を実施する．そこでは，6.3節で扱ったオーディトリウムを 2種の吸音条件のもと 5 kHzまで解析
し，6.2節で構築した手法の妥当性を検証する．
本節での計算環境は Amazon Web Services HPC6a.48xlarge instance (AMD EPYC 7003, 96

CPU and 384 GBytes per node)ならびに Intel Fortran compiler ver. 2021である．
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Table 6.3 Values of y∞, λi, αi, βi, Ai, Bi and Ci for GW32K

y∞ 0.87

i 1 2 3 4 5

λi 498.79 592.44 1826.43 3244.58 14769.66

αi 4374.04 8099.11 10318.47 11688.27 49798.90

βi -5906.16 -25345.53 -45586.45 -65414.81 -77177.69

Ai 0.45 -2.96 -35.84 -3.56 2096.57

Bi 3395.57 5327.05 5759.46 4513.76 -8320.54

Ci 3466.69 1978.86 1452.42 1594.70 34639.47

6.4.1 2つの建築音響問題を対象としたスケーラビリティの評価

解析モデルの概要

ここでは，スケーラビリティの評価に使用する 2つの解析モデル (Problem 1, Problem 2)につ
いて説明する．Problem 1は Fig. 6.8に示す 66.6 m3の空室の会議室モデルである．音源と受音
点はそれぞれ (x, y, z) = (2.5, 5.8, 1.5)，(0.7, 1.45, 1.2)に設けた．天井と Fig. 6.8において黄
色で塗られた吸音パネルはそれぞれ多孔質吸音材GW32K, GW96Kの吸音特性をもつ周波数依存
吸音境界である．GW32K, GW96Kはそれぞれ背後剛壁のグラスウール 32 kg/m3 50 mm厚と
96 kg/m3 25 mm厚である．各吸音体の吸音特性の算定にあたってグラスウールの内部流体モデ
ルにはMikiモデル [90]を使用し，GW32K, GW96Kのそれぞれで単位厚さ流れ抵抗は 13,900 Pa

s/m2, 50,000 Pa s/m2とした．各吸音体の比音響アドミタンス比は伝達マトリクス法により算出
し，それぞれ nrp = 5, ncp = 5, ならびに， nrp = 8, ncp = 3の有理関数で近似した．各グラスウー
ル吸音体の有理関数近似に用いたパラメータをTables 6.3, 6.4に示す．また，参考として Fig. 6.9

にGW32K, GW96Kの統計入射吸音率を示す．窓と扉には統計入射吸音率 0.05，それ以外の面に
は統計入射吸音率 0.08に相当する比音響アドミタンス比を与えた．
Problem 2は Fig. 6.10に示す 189 m3 の 8つの長机と教壇が設置された講義室モデルであり，

Problem 1よりも大規模かつ複雑である．音源点と受音点の座標はそれぞれ (x, y, z) = (0.5, 3.5,

1.5), (2.8, 2.0, 1.2)である．吸音条件はProblem 1と同様で，天井: GW32K,吸音パネル（Fig. 6.10

中の黄面）: GW96K, 窓・扉: 統計入射吸音率 0.05, その他の面: 統計入射吸音率 0.08である．

計算設定と評価指標

両モデルはそれぞれ要素サイズ 0.0125 mの立方体形状の 8節点六面体要素で離散化した．Prob-

lems 1, 2の自由度はそれぞれ 35,179,305, 97,917,391であり Problem 2の問題規模は Problem 1

の約 2.8倍である．各室内の受音点における 1 s間のインパルス応答を∆t = 1/57, 000で計算し
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Table 6.4 Values of y∞, λi, αi, βi, Ai, Bi and Ci for GW96K

y∞ 0.92

i 1 2 3 4 5 6 7 8

λi 737.82 856.35 1868.09 2523.72 3709.72 8270.16 21302.86 71992.07

αi 10093.20 22252.28 26736.45

βi -6219.29 -41722.56 -63692.70

Ai 22.98 -34.33 52.81 -99.12 11.36 -13.02 7551.10 -35762.49

Bi 1442.38 6695.05 -4725.50

Ci 7936.79 7012.75 3140.68
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Fig. 6.9 Statistical absorption coefficient for (a) GW32K and (b) GW96K.

Fig. 6.10 Problem 2 for scalability test: lecture room model. Blue and magenta spheres are

respectively the source point and the receiving point.

136



1 2 4 8 16 32 64

Number of parallelized nodes

10-1

100

101

102

C
o
e
ff
ic

ie
n
t 
o
f 
v
a
ri
a
n
c
e
, 
%

Problem 1 (DOF)
Problem 1 (Communication data)
Problem 2 (DOF)
Problem 2 (Communication data)

Fig. 6.11 Coefficient variances for distribution of DOF and communication data per communi-

cation among all subdomains in each parallel condition.

た．音源信号には上限周波数 6 kHzの Parks-McCellanアルゴリズムに基づく FIRフィルタのイ
ンパルス応答を使用した．並列する計算ノード数の増加による高速化の評価指標として以下で定
義する Sを用いる.

S =
Tb
TX

(6.20)

ここで，TX はXノード並列した場合の計算時間を表し，bは高速化の評価のためのベースとなる
ノード数で Problem 1と Problem 2のそれぞれで bは 1, 2とした．Problem 2で b = 2とするの
はメモリの制約のためである．本検討では，TD-FEMの主要演算部である時間進行スキーム計算
に要した計算時間ならびに総計算時間に対する Sを調査する．また，1ノードあたり 96CPUコア
を用いたプロセス並列を行い，64ノード使用時までの Sを評価する．従って，最大で 6144 CPU

コア並列までの並列性能を評価する．高い並列性能を得るため，Metis library [126]を使用し，部
分領域間でワークロードの極端な偏りが生じないように領域分割を行った．Fig. 6.11に各並列条
件における全計算プロセス間のワークロードのばらつきの程度としてDOFと通信データ数の変動
係数を Problem 1と Problem 2で比較して示す．DOFの変動係数は条件によらず 3%以下と小さ
い．一方，通信データ数の変動係数はDOFと比べ大きく 20%程度であった．しかし，極端な偏り
は存在せず，ワークロードバランスは良好である．

結果と考察

Fig. 6.12(a)に各問題における時間進行スキーム計算ならびに総計算時間と並列ノード数の関係
を示す．Problem 1と Problem 2の 64ノードを用いた場合の総計算時間はそれぞれ 217 s，613 s

であり，並列Opt-E TD-FEMはクラウド環境における大規模並列計算により実大の室内音場を高
域まで非常に高速に計算できている．Problem 2の計算時間はProblem 1の約 2.8倍であり，問題
間の計算時間の比は自由度数の比と一致している．また，Problem 1は 1ノード使用時で 10,360
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Fig. 6.12 The results of scalability test (a) computational time and (b) speedup S.

s, Problem 2は 2ノード使用時で 14,555 sで計算できており，本並列ソルバは少ない並列ノード
数においても大規模問題を実用的な時間内に解析可能である．いずれの問題においても並列ノー
ド数が 16までは時間進行スキーム計算時間と総計算時間はほとんど同一であるが，より大きな並
列ノード数の場合に両者に差が生じている．これは本実験に用いたコードでは各計算プロセスが 1

つの全体境界メッシュを同時に読み込むため，ノード数が増大したときにファイル読み込みの競
合が発生し，メッシュ生成部の高速化がされていないためと考えられる．Fig. 6.12(b)に各問題の
時間進行スキーム計算ならびに総計算時間における Sを理想値と比較して示す．なお，理想値は
X/bにより計算される．時間進行スキーム演算部について，64ノード使用時の Sは Problems 1,

2でそれぞれ 59.7, 31.5 とそれぞれの理想値 64, 32に近い理想的な高速化が達成されており，並
列陽的TD-FEMの優れたスケーラビリティが確認できた．総計算時間についてはノード数の増加
に伴い理想値との乖離が見られ，64ノード使用時の Sは Problem 1, 2で 47.8, 23.1と時間進行ス
キーム演算部と比べて低下する．なお，全計算時間における S低下の理由は上述した境界メッシュ
読み込み時の競合である．しかし，依然として高い並列性能は得られており，大規模並列により
総計算時間が大幅に短縮されることから現行のコードでも十分な性能をもつと言える．以上より，
クラウドHPCを使用した並列陽的TD-FEMは室内音響設計ツールとして非常に実用性に優れて
いる．

6.4.2 オーディトリウムモデルを対象としたバイノーラル可聴化への応用

ここでは，2つの吸音条件を想定した自由度数 745,335,325のオーディトリウムモデルを対象に
並列Opt-E TD-FEMのバイノーラル可聴化への応用を試みる．本検討では，吸音条件の変化に伴
うオーディトリウム内の音響の変化を 6.2節で説明したバイノーラル可聴化法によって聴感的に提
示することを目的としている．また，アンビソニックス信号，受音点の指向性，音響指標，BRIR

の例示を通して，本アプリケーションの妥当性を検証する．
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Fig. 6.13 Auditorium model for demonstrating binaural auralization application.

Table 6.5 Locations of receivers in the auditorium model

Receiver (x, y, z)

R1 (8.07, 0, 0.9)

R2 (8.07, 4.6, 0.9)

R3 (13.3, 0, 2.7)

R4 (13.3, 4.6, 2.7)

R5 (18.5, 0, 4.5)

R6 (18.5, 4.6, 4.5)

解析モデルと計算設定

Fig. 6.13に検証に使用する音源点と 6つの受音点が設けられた 2271 m3のオーディトリウムモ
デルを示す．音源点は (x, y, z) = (2.1, 0, 1.2)に設置した．また，受音点の設置個所はTable 6.5

に列挙する．ここでは，2つの吸音条件 (Cond. A, Cond. B)におけるオーディトリウムモデル内
の上限周波数 5 kHzの BRIRを 3 s間計算する．両吸音条件で，天井はGW，床の段差部の色塗
りされた箇所はNF, 後壁の色塗りされた箇所はMPP-GWの比音響アドミタンス比をもつ周波数
依存吸音境界である． ここで，3種の吸音体GW, NF, MPP-GWは 5.1.2項で使用したものと同
一でADE法のための有理関数近似パラメータもTables 5.1-5.3の値を使用している．参考として，
3種の吸音体の統計入射吸音率を Fig. 6.14に示す．Cond. Bでは，上記に加えて，両側壁全体を
GWの吸音特性をもつ周波数依存吸音境界とした．また，両吸音条件において周波数依存吸音境界
以外の境界面は反射性として統計入射吸音率 0.175相当の実数の比音響アドミタンス比を与えた．
なお，本吸音条件は 2条件間で音場を大きく変化させるための架空の条件設定である．参考とし
て，各吸音条件における平均吸音率を比較して Fig. 6.15に示す．各条件，周波数と共に平均吸音

139



125 250 500 1000 2000 4000 8000

Frequency, Hz

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S
ta

ti
s
ti
c
a

l 
a

b
s
o

rp
ti
o

n
 c

o
e

ff
ic

ie
n

t
(a) GW

125 250 500 1000 2000 4000 8000

Frequency, Hz

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S
ta

ti
s
ti
c
a

l 
a

b
s
o

rp
ti
o

n
 c

o
e

ff
ic

ie
n

t

(b) NF

125 250 500 1000 2000 4000 8000

Frequency, Hz

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

S
ta

ti
s
ti
c
a

l 
a

b
s
o

rp
ti
o

n
 c

o
e

ff
ic

ie
n

t

(C) MPP-GW

Fig. 6.14 Statistical absorption coefficient: (a) GW, (b) NF and (c) MPP-GW.
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Fig. 6.15 Average absorption coefficients of auditorium for two absorption conditions.

率は増加している．また，側壁への追加の吸音処理により Cond. Bは 250 Hz以上の帯域におい
て Cond. Aより高い平均吸音率を示す．音源信号には上限周波数 5 kHzの Parks-McCellanアル
ゴリズムに基づく FIRフィルタのインパルス応答を使用した．参考として，音源信号の時間波形
ならびに周波数特性を Fig. 6.16に示す．本 FIRフィルタのインパルス応答は 80 Hzから 5 kHzの
範囲でフラットな特性をもつため，非フラットな特性をもつGaussianパルスと比べて室内音響指
標の計算や可聴化に適した信号である．オーディトリウムモデルは最大要素長が 0.015 m以下の 8

節点六面体要素により空間離散化した．本メッシュの空間解像度は 5 kHz音波長あたり 4.6要素で
あり，分散誤差の最適化により理論的な分散誤差は 1%以下である．全体メッシュはMetis [126]を
用いて 6144個の部分領域メッシュに分割した．そして，6144コアの大規模並列のもと並列Opt-E

TD-FEMによりオーディトリウムモデル内の音響シミュレーションを実施した．ここで，部分領
域間のDOF，通信データ数の変動係数はそれぞれ 0.3%と 11.8%であり，ワークロードバランスは
良好であった．
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Fig. 6.16 Source signal: (a) waveform and (b) spectrum.

空気吸収の考慮

空気の熱粘性効果と緩和現象による音の空気吸収は伝搬距離が長くなるほど，周波数が高くな
るほど大きくなるため，本検討のような大空間の高周波数域までの音響シミュレーションでは空
気吸収の影響を考慮することが重要である．熱粘性効果に伴う空気吸収は波動方程式の代わりに
Stokes方程式を解くことで考慮可能である [54]．また，緩和現象の影響も反映可能なモデルも提
案されている [137]．一方で，より簡便な方法として，本論文で扱うような波動方程式に基づく音
響シミュレーションや幾何音響手法で計算したインパルス応答に空気吸収の特性を近似したロー
パスフィルタを適用する方法がある．本数値実験では，時変ローパス IIRファイル [138]により，
空気条件：温度 25 ◦C, 相対湿度 50%における空気吸収の影響を計算結果に反映させた．

音場の客観的な評価

ここでは，Opt-E TD-FEMによる計算結果に基づく FOA信号，受音点の指向性，音響指標，
BRIRに基づき音場の客観的な特徴について考察する．そのような結果を示す前に並列陽的 TD-

FEMのオーディトリウムの音響シミュレーションに要した計算時間を提示する．計算時間はCond.

AとCond. Bのそれぞれで 12,777 sと 12,028 sと大規模問題を非常に高速に解析できており，ク
ラウドHPC環境を活用した並列Opt-E TD-FEMは数千立米規模の大建築空間の高域までの解析
にも十分活用可能なことが示された．
FOA信号を用いたオーディトリウム内の音場評価例を示す．Figs. 6.17, 6.18に Cond. Aなら

びにCond. Bにおける受音点R3での FOA信号をそれぞれ示す．なお， 6.2節で説明したように
A0,0は無指向性成分，A1,−1, A1,0, A1,1はそれぞれ y, z, x方向における双指向成分である．Cond.

Aの A1,−1 おいてフラッターエコーを誘発するような強い反射音の繰り返しが見られる．A1,−1

が y 方向成分であることより，この多重反射音は側壁の吸音が小さいことに起因する．一方で，
Fig. 6.18(b)に示すCond. Bの受音点R3における FOA信号のA1,−1成分は側壁の吸音効果によ
りCond. Aと比べて大幅に減衰している． 追加の吸音体による吸音効果は他の FOA信号成分で
も観測できる．また，R3では直接音が x方向から到来するため，初期の時間では，吸音条件によ
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Fig. 6.17 Simulated FOA signals at R3 in Cond. A: (a) A0,0, (b) A1,−1, (c) A1,0 and (d) A1,1.
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Fig. 6.18 Simulated FOA signals at R3 in Cond. B: (a) A0,0, (b) A1,−1, (c) A1,0 and (d) A1,1.
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Early
Late

Fig. 6.19 Directivity patterns in early and late time on horizontal plane against azimuth ϕ with

following absorption and receiver conditions: (a) Cond. A and R3, (b) Cond. A and R4, (c)

Cond. B and R3, and (d) Cond. B and R4.

らずA1,1の振幅が全成分の中で最も大きい．さらに，Fig. 6.19に受音点 R3, R4における初期な
らびに後期の水平面上での指向性を示す．ここで，水平面の指向性D(ϕ)は受音点に入射する平面
波のエネルギの足し合わせとして次式で評価した．

D(ϕ) =

∫ te

ts

∣∣ 1∑
l=0

l∑
m=−l

Al,m(t)Yl,m(ϕ, θ)
∣∣2dt (6.21)

ここで，ts と teはそれぞれ初期の指向性計算の際は 0と 50 msに，後期の指向性計算には 50 ms

と∞に設定した．なお，ここでの時刻 0は ISO3382-1 [124]で定義されている直接音の到来時刻
である．水平面の指向性は式 (6.21)において θ = 90◦とすることで計算できる．また，Fig. 6.19

において ϕ = 0と ϕ = 90◦の方角はそれぞれ x-軸, y-軸の方向にあたる．従って，受音点 R3, R4

において音源はそれぞれ 180◦と 202◦の方向に位置する．受音点R3の初期の指向性は吸音条件に
よらず ϕ = 180◦にピークをもっており音源の位置を捉えている．また，受音点R4における初期
の指向性ピークは受音位置の変化に伴う音源のシフトを追従している．D(ϕ)のピークはCond. A

で ϕ = 190◦， Cond. Bで ϕ = 199◦に表れており，音源の方向 202◦と差があるが，これはR4の
初期音は ϕ = 90◦の方向の側壁からの反射音を含むためである．Cond. Bの方がCond. Aより定
位精度が高いのは側壁が吸音面なためである．また，両受音点において側壁吸音の効果が初期な
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Fig. 6.20 Acoustic parameter: (a) reverberation time, (b) EDT, (c) SPL (A) and (d) RASTI.

らびに後期に入射するエネルギの振幅の減少として表れている．特に，後期の指向性への影響が
大きく，Cond. Aでは y-軸方向 (ϕ = 90◦, 270◦)に卓越しているのに対して，Cond. Bでは音源
の方向を示している．以上の結果は FOA信号の計算の妥当性とその室内音響評価への有効性を示
している．
Fig. 6.20に音場の音響指標として両吸音条件の各受音点における残響時間 (T30), 初期残響時間

(EDT), A特性 SPL (SPL (A)), RASTI (RApid Speech Transmission Index)を示す．これらの
音響指標はTD-FEMで計算したRIRよりOdeon 16 [139]を用いて算出した．また，残響時間と
EDTは 500 Hzと 1 kHzの平均値を単一値として示している．Fig. 6.20(a)が示すように残響時間
は吸音条件によって大きく変化しており，各条件での全受音点平均値はCond. Aで 1.52 s, Cond.

Bで 0.93 sであった．両吸音条件における相対差は 35% - 45%であった．また， Fig. 6.20(b)より
EDTについても吸音条件間の明らかな違いが確認でき，空間平均値はCond. A, Cond. Bのそれ
ぞれで 0.96と 0.64であった．Cond. Aと Cond. Bの EDTの各受音点での相対差は 20% - 52%

と JND (5% ([124])より遥かに大きく，聴感的にも残響間の違いを明らかに体感できると予想さ
れる．Fig. 6.20(c)によると SPL (A)は受音点がオーディトリウムの奥に行くに従い小さくなり，
例えば，R5の値はR1と比べてCond. A, Cond. Bでそれぞれ 4.1 dB，5.1 dB小さかった．また，
同一の受音点において Cond. Aは SPL (A)の値が Cond. Bより 1 dB以上大きく，その差はR6

で最大 2.3 dBとなる．Fig. 6.20(d)によると，Cond. Bの RASTIはすべての受音点で Cond. A

と比べて高い音を示しており，受音点R1を除いて，その差は音声伝達指標 (Speech Transmission

Index: STI)の JND (0.03 [125])より大きかった．RASTIの値は Cond. Aで 54%–58% , Cond.

Bで 56%–65%であった．本結果より，可聴化したスピーチ音声において 2つの吸音条件間での明
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Fig. 6.21 Comparisons of reverberation properties in the auditorium calculated by Eyring-

Knudsen formula and the wave-based solver: (a) Cond. A and (b) Cond. B.

確な明瞭性の違いが現れると予測できる．
Fig. 6.21に各吸音条件における残響時間 (T30)，EDTの空間平均値の周波数特性を Eyring-

Knudsenの式 [75]による残響理論値と比較して示す．ここで，エラーバーは各値の標準偏差を表
す．残響理論値と T30は Cond. Aの 125 Hzを除いて異なっており，いずれの吸音条件において
も音場の拡散性が低いことがわかる．Cond. Aの T30は 500 Hz以上で周波数と共に増加してお
り，残響理論値と異なる傾向を示している．一方，Cond. Bでは追加の吸音処理によるフラッター
エコーの防止により T30は周波数と共に低下しており，残響理論値と同様の傾向を示している．
EDTの値はCond. Aの 125 Hzを除いてT30より残響理論値と一致しており，陽的TD-FEMが
境界面の吸音特性における周波数依存性を適切に反映していることがわかる．
最後にTD-FEMにより求めた FOA信号とHRIRを用いて算出したCond. Aの受音点R3, R4

における BRIRを Fig. 6.22に示す．ここで，BRIRは聴者の正面が ϕ = 180◦となるように FOA

信号を回転させた後，HRIRと畳み込み作成している．従った，受音点R3では直接音が正面から
到来し，受音点R4では斜め左前方から到来する．Fig. 6.22の 0.145 s付近に到来する直接音では
そのような到来方向の違いが明らかに観測でき，受音点R3ではBleftと Brightが同程度の振幅で
あるが，受音点 R4ではBleftが明らかに大きい．この結果は本アプリケーションの妥当性を支持
する．また，各 BRIRにおいて周期的な反射音が観測されるのことから，Cond. Aの受音点 R3,

R4ではフラッターエコーが知覚できると予想される．

バイノーラル可聴音に基づく音場

ここでは提案法に基づき生成したBRIRならびにそれをスピーチ音声と畳み込んだサウンドデー
タにより音場のバイノーラル可聴化を実施し，聴感的な印象が音場の物理的な特徴を反映してい
るか確認した．バイノーラル可聴化にあたりすべての受音点が x軸方向を正面とするように信号

145



0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Time, s

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

S
o

u
n

d
 p

re
s
s
u

re
, 

P
a

10-4

(a) R3

Left Right

0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Time, s

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5

S
o

u
n

d
 p

re
s
s
u

re
, 

P
a

10-4

(b) R4

Left Right

Fig. 6.22 BRIRs for Cond. A at (a) R3 and (b) R4.

を生成している．生成した BRIRは吸音条件によらず同じ座席列の 2つの受音点間の水平面にお
ける音波の到来方向の違いを適切に反映していた．例えば，受音点R3では音波が正面から到来す
るように感じられたのに対して受音点R4では左斜め前方から到来しているように知覚でき，これ
は Fig. 6.19に示す受音点の指向性の結果と対応している．また，Cond. AのBRIRでは全受音で
フラッターエコーが知覚できたが，Cond. Bでは側壁吸音の効果により知覚できなかった．吸音
条件における BRIRの劇的な変化は両吸音条件間での残響時間の大幅な変化と対応しており，こ
の残響時間の違いはスピーチ音声においても確認できた．音量感に関して，各吸音条件で座席列
が奥になるに従い音量が小さくなっており，SPL (A)の計算結果と聴感的な音量感の大小が対応
している．さらに，各受音点で Cond .Bの方が Cond. Aより音声をはっきりと聞き取ることが
でき，RASTIの計算結果と聴感的な音声の明瞭性についても対応を確認できた．以上の通り，音
場の物理的な特徴とバイノーラル可聴化による聴感的な印象はよく対応しており，提案するバイ
ノーラル可聴化法の妥当性と有効性が示された．
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6.5 まとめ
本章では，陽的TD-FEMによる室内音響解析手法の適用範囲を拡大するため，DDMに基づく

並列計算法を組み込み，スーパーコンピュータシステムとクラウドHPC環境のそれぞれで大規模
音響問題の解析を試みた．また，開発手法を用いた実用的な室内音響の評価のためにバイノーラ
ル可聴化への応用も行った．バイノーラル可聴化は FOAと HRTFに基づくハイブリッド法によ
り実施し，アンビソニックスに必要な球面調和展開係数を FEの内挿関数の空間微分により算出
する方法を新たに構築した．
スーパーコンピュータシステムを用いた検討では，2000 m3程度の複数の周波数依存吸音境界

を有するオーディトリウムの 3 kHzまでの周波数成分を含む 3 s間のインパルス応答を 2つの吸音
条件のもと計算した．問題の自由度数は約 1億 5千万程度と非常に巨大であったが，512コアを用
いたハイブリッド並列により吸音条件によらず 9,000 s程度で計算が実施でき，非常に高速であっ
た．また，音場の可視化や 2つの吸音条件間におけるインパルス応答，減衰曲線，室内音響指標
の比較を通してその実用的な室内音響設計ツールとしての可能性を示した．
クラウドHPC環境を用いた検討では，まず，実大の建築音響問題を対象に 6144コア使用時ま

でのスケーラビリティを検証した．結果として，並列陽的 TD-FEMは 6144コアを用いたプロセ
ス並列により自由度数が 3千 5百万，ならびに，1億の大規模室内音場の 6 kHzまでの周波数成分
を含む 1 s間のインパルス応答をそれぞれ 217 s，613 sと超高速に計算可能であった．また，主要
演算部である時間進行スキーム計算部については並列ノード数と共にリニアに計算時間が短縮さ
れており，優れたスケーラビリティが確認できた．さらに，構築したバイノーラル可聴化法の妥当
性ならびに有効性の検証として，2種の吸音条件を設定したオーディトリウム内の 5 kHzまでの解
析を実施した．オーディトリウムのRIRを並列陽的TD-FEMを用いて計算し，その後，FOAと
HRTFに基づくバイノーラル可聴化を行った．問題の自由度数は 7億 5千万と非常に巨大であっ
たが，6144コアを用いた大規模並列により 3 s間のインパルス応答を 12,000 s以内と高速に計算
できた．吸音条件間での FOA信号と受音点の指向性の比較により FOA信号の計算法の妥当性を
示した．また，室内音響指標の計算結果の吸音条件間での比較により計算したRIRが音場の特徴
を捕らえられていることを確認した．さらに，FOAと HRTFを畳み込み生成した BRIRを異な
る受音点で比較することで算出したBRIRが音源-受音点の位置関係を適切に反映していることを
示した．最後に算出した BRIRならびにそれとスピーチ音声を畳み込んだものを聴取した．バイ
ノーラル可聴化による聴感的な印象と音場の物理的な特徴は一致しており，提案するバイノーラ
ル可聴化法の妥当性と有効性を確認できた．
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第7章 総括

7.1 研究のまとめ
本論文では, 形状の幾何学的な近似性能に優れ，かつ，陽的な時間進行スキームにより広帯域の
周波数成分を含むインパルス応答を高速に計算可能な陽的なTD-FEMに着目し，室内音響設計支
援に活用可能な実用的な手法を新たに構築した．具体的には，以下に挙げる従来の陽的TD-FEM

を実用的な室内音響設計支援ツールとして活用するための 4つ課題に取り組んだ．

• 要素形状の制限を克服した高精度なスキームの定式化．

• 境界面における吸音特性の周波数依存性・入射角依存性を考慮できる手法の実装．

• DDMに基づく並列アルゴリズムを用いた大規模並列音響解析への適用性の検討．

• ハイブリッド可聴化に基づく室内音響のバイノーラル可聴化への応用．

以下に本研究で得られた成果を列挙する．

第 2章では既存の FEMによる室内音響解析手法について記述した．はじめに，最も基本的な
陰的なTD-FEMと FD-FEMによる室内音響解析手法を導出し，続いて，TD-FEM離散化に伴う
分散誤差の影響と修正積分則の有効性を例示した．また，室内音響モデリングの精度を大きく左
右する境界面における吸音に関する理論を説明し，伝達マトリクス法を用いて背後空気層を伴う
吸音材は拡張作用境界としてモデル化することが予測精度の観点で重要なことを示した．その後，
2つの従来の陽的TD-FEMの定式化示した．従来法における要素形状の制限ならびに吸音境界の
取り扱いに関する課題を説明し，本研究で新たに提案する手法の理論解析に用いる理論的な分散
誤差解析と安定性解析の方法を詳細に記述した．また，理論解析のデモンストレーションとして
従来法の理論的な分散誤差特性と安定性を提示した．最後に，4種の数値実験を通して従来の陽的
TD-FEMの性能を紹介した．数値的な安定性解析より，陽的 TD-FEMの安定性は吸音境界の時
間離散化の方法に大きく依存し，減衰項を陰的に時間離散化することで安定的なスキームを構築
できることを示した．数値的な振幅誤差解析より，従来の陽的TD-FEMは空間解像度が波長あた
り 4.7 要素を超える FE メッシュ使用時に非常に小さな振幅誤差のもとで解析可能なことを確認
した．数値的な分散誤差解析より，従来の陽的TD-FEMはメッシュの空間解像度が不足すると数
値的な音速が実際の音速と比べ遅れ，空間解像度が波長あたり 9.8要素を超えると計算結果が参照
解と良好に一致することを示した．3次元矩形室の音響解析では，従来の陽的TD-FEMは既存の
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陰的TD-FEMと比較して，同一精度の解を得るのにより多くのメモリを消費するが，より高速で
あることを示した．

第 3章では，従来の陽的TD-FEMにおける要素形状に関する課題を克服した，修正Adams法
を用いた時空間 4次精度の陽的TD-FEMによる室内音響解析手法を新たに構築した．同手法は修
正積分則による分散低減要素と理論解析に基づき独自に設計した時間積分法からなる．本手法に
よれば複雑な境界形状を有する室内音場を階段近似することなく高精度に解析可能である．また，
本章で設計した時間積分法は従来の陽的TD-FEMと比較して時間ステップあたりの疎行列ベクト
ル積演算数が同一であり，演算量の増加が発生しない．同手法の離散化誤差特性を理論解析なら
びに数値実験を通して検証した．理論的な分散誤差解析より，同手法は音波伝搬方向のうち軸方
向において分散誤差が最大に，斜め方向で最小になり，さらに，時間離散化幅が細かくなるに従い
分散誤差が小さくなることを示した．また，数値的な音速が複素数となる場合に振幅誤差が発生
することも明らかにした．この振幅誤差は時間刻み幅のみに依存しており，振幅誤差を十分小さ
なレベルにまで抑えるのに必要な時間刻み幅を予測する方法を提示し，数値実験によりその妥当
性を示した．最後に，修正 Adams法による陽的 TD-FEMの標準的な陰的 TD-FEMに対する計
算性能を複雑な拡散体を有する長方形室とコンサートホールモデルの解析を通して検証した．結
果として，修正Adams法による陽的TD-FEMは複雑な室内音場の数 kHz帯域までの解析を標準
的な手法と比べて非常に少ない計算負荷のもとより高精度に実施できることを提示し，その建築
音響問題への有効性を明らかにした．

第 4章では，第 3章の検討結果に基づき分散誤差を排除したより高精度な手法として時空間 4

次精度をもつ 4th-E TD-FEMと分散誤差の最適化を行った Opt-E TD-FEMの 2つを新たに構
築した．本章では，線形多段型時間積分法の一般形に基づく 3段の時間積分法を新たに定式化し，
分散誤差解析を通して振幅誤差を排除した上で高精度化を達成できる適切な重み係数を導出した．
4th-E TD-FEMとOpt-E TD-FEMは修正積分則における積分点の修正値と時間積分法における
重み係数のみが異なっており，両手法の計算負荷は同一である．Opt-E TD-FEMは分散誤差の最
適化により 4th-E TD-FEMと比べて高周波数域における音場の近似性能が向上した手法である．
分散誤差の最適化は特定のメッシュまたは要素の空間解像度における軸方向ならびに対角線方向
に伝搬する音波の分散誤差を最小化する方法である．理論的な分散誤差解析より，本最適化によ
り広域に渡って小さな分散誤差を維持できることを示した．2つの振幅誤差を排除した手法の性能
を 3種の数値実験を通して検証した．立方体形状 FEを用いた立方体室を対象とした第 1の実験
では，構築した 2つの陽的TD-FEMが標準的な陰的TD-FEMと比べ優れた計算精度と計算速度
をもつことを示した．第 2, 第 3の実験ではそれぞれOpt-E TD-FEMの直方体 FEならびに不整
形六面体 FEを用いた解析への適用性を検証した．結果として，Opt-E TD-FEMは使用する要素
形状によらず同一の FEメッシュを使用した 4th-E TD-FEMより高精度な解析が可能であり，そ
の広帯域の室内音響シミュレーションへの有効性が確認できた．また、非一様な FEからなるメッ
シュを使用する場合，要素ごとに最適化を行うことが有効なことを明らかにした．
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第 5章では，従来の陽的TD-FEMの課題のうちの吸音境界の高精度化に着目し，第 4章で構築
した 4th-E TD-FEMならびにOpt-E TD-FEMに周波数依存の吸音境界を組み込み，その定式化
の妥当性と計算性能を検証した．
前半では，最も基本的な周波数依存の吸音境界である周波数依存のインピーダンス境界を扱う

ためのスキームを構築した．本スキームは ADE法により周波数依存のインピーダンス境界条件
式に伴う計算負荷の大きい畳み込みを補助微分方程式に置き換えることで効率的に処理している．
また，境界面における精度と安定性を両立するため境界面を陰的に時間離散化しているが，境界
面の自由度のみで構成される線形方程式に反復解法を局所的に適用することで効率的な計算を実
現している．音響管問題と小立方体室の解析を通して定式化の妥当性を調査した．音響管問題で
は 3種の吸音体を対象として陽的 TD-FEMにより計算した各吸音体の吸音特性が伝達マトリク
ス法による理論解と良好に一致することを示した．小立方体室の解析では FD-FEMによる数値解
との比較を行い，構築した陽的 TD-FEMが複数の周波数依存吸音境界をもつ室内音場を適切に
モデル化できることを明らかにした．また，境界面の線形方程式の求解に使用する反復法の収束
判定値は精度と計算効率のバランスの観点から 10−4に設定するのが有効であることを提示した．
Opt-E TD-FEMの実用的な境界条件を考慮した広帯域の音響シミュレーションにおける計算性能
ならびに有効な最適化の設定を明らかとするため，4つの最適化条件における Opt-E TD-FEM，
4th-E TD-FEM, 2種の陰的TD-FEM (2nd-I TD-FEM, 4th-I TD-FEM)の性能を周波数依存の吸
音境界を有する立方体室解析を通して比較した．結果として，空間解像度R = 6.25で最適化した
Opt-E TD-FEMは 4th-I TD-FEMの 1.4倍，2nd-I TD-FEMの 76.4倍の計算速度のもと，4th-I

TD-FEMと同程度の精度，2nd-I TD-FEMより高い精度で実用的な境界条件を想定した室内音響
予測が可能なことを明らかにし，同手法が本質的なアルゴリズム面で著しく高い計算効率を達成
することを提示した．
後半では，吸音特性の入射角依存性まで考慮できる手法として PM吸音体を取り扱うための手

法について検討し，既往研究 [64]で構築した従来の PM吸音体を扱うための陽的 TD-FEMと比
べて吸音モデル化精度と計算効率が向上した手法を新たに提案した．従来法における低い吸音モ
デル化精度が減衰項の時間離散化精度に由来すると仮定し，提案法では減衰項の時間離散化に 2

次精度の差分近似を適用した．また，演算負荷のホットスポットである連立一次方程式の求解部
に関して，提案法では周波数依存インピーダンス境界の場合と同様に反復法の局所的な適用によ
り計算効率化を図った．提案法の従来法に対する有効性を 2種の数値実験により検証した．音響
管を対象と実験を通して提案法は PMの種類によらず同一の FEメッシュを用いた従来法より高
い精度で PM吸音体の吸音特性をモデル化できることを示した．単一 PM吸音体を天井に取り付
けた小会議室を対象とした実験では，従来法は膜の物性値が小さい場合に解析精度が低下するの
に対して提案法は膜の物性値によらず高い精度で音響解析可能なことを示した．また，従来法と
比べて計算速度が 1.7-1.9倍高速であり，提案法がより優れた計算速度を有することが確認できた．
また，提案法は FD-FEMと比べると解析精度は若干低下するが 62-117倍と著しく速い計算速度
で解析可能であり，FD-FEMの代替手法としても十分に活用できる．
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第 6章では，本研究での課題のうち，DDMに基づく並列アルゴリズムによる大規模並列音響解
析への適用とハイブリッド可聴化に基づく室内音響のバイノーラル可聴化への応用に取り組んだ．
周波数依存吸音境界を考慮した Opt-E TD-FEMに DDMに基づく並列計算法を組み込み，スー
パーコンピュータシステムとクラウドHPC環境のそれぞれを用いて検討を行った．バイノーラル
可聴化は FOAとHRTFに基づくハイブリッド法により実施し，FOAに必要な球面調和展開係数
を FEの内挿関数の空間微分により算出する方法を新たに提案した．
スーパーコンピュータシステムを用いた検討では，2000 m3程度の複数の周波数依存吸音境界
を有するオーディトリウムの 3 kHzまでの周波数成分を含む 3 s間のインパルス応答を 2つの吸音
条件のもと計算した．問題の自由度数は約 1億 5千万程度と非常に巨大であったが，512コアを用
いたハイブリッド並列により吸音条件によらず 9,000 s程度で計算が実施でき，非常に高速であっ
た．また，音場の可視化や 2つの吸音条件間における RIR，減衰曲線，室内音響指標の比較を通
してその実用的な室内音響設計ツールとしての可能性を示した．
クラウドHPC環境を用いた検討では，まず，2つの実大の建築音響問題を対象に 6144コア使用

時までのスケーラビリティを検証した．結果として，並列陽的 TD-FEMは 6144コアを用いたプ
ロセス並列により自由度数が 3千 5百万のオフィスモデル，ならびに，1億の講義室モデル内の 6

kHzまでの周波数成分を含む 1 s間のRIRをそれぞれ 217 s，613 sと超高速に計算可能であった．
また，主要演算部である時間進行スキーム計算部については並列ノード数の増加と共に計算時間
がリニアに短縮される理想的なスケーラビリティを示し,並列 TD-FEMの室内音響設計ツールと
しての優れた実用性を明らかにした．さらに，構築したバイノーラル可聴化法の妥当性ならびに
有効性の検証として，2種の吸音条件を設定したオーディトリウムを対象とした数値実験を実施し
た．ここでは，オーディトリウム内の 5 kHzまでの周波数成分を含む RIRを並列陽的 TD-FEM

を用いて解析し，FOAとHRTFに基づくバイノーラル可聴化を実施した．問題の自由度数は 7億
5千万と非常に巨大であったが，6144コアを用いた大規模並列により 3 s間のインパルス応答を
12,000 s程度と非常に高速に計算でき，開発手法が巨大な建築空間内音場の高周波数域までの解
析に十分活用できることが示された．吸音条件間での FOA信号と受音点の指向性の比較により
FOA信号の計算法の妥当性を示した．また，室内音響指標の吸音条件間での比較により計算した
RIRが音場の特徴を捕らえられていることを示し，さらに，BRIRを異なる受音点間で比較する
ことで計算したBRIRが音源-受音点の位置関係を適切に反映することを示した．最後に，算出し
た BRIRならびにそれにスピーチ音声を畳み込んだ音声の聴取を行い，バイノーラル可聴化によ
る聴感的な印象と音場の物理的な特徴の対応を示し，提案するバイノーラル可聴化法の妥当性と
有効性を明らかにした．

以上，本研究を通して従来の陽的TD-FEMの課題を克服した新たな陽的TD-FEMによる実用
的な室内音響解析手法を構築した．同手法によれば吸音材の周波数依存性を考慮した信頼性の高
い吸音モデリングのもと，従来では困難とされていた任意形状の実大室の音場を数 kHz帯域まで
高精度かつ高速に解析できる．また，バイノーラル可聴化法によりシミュレートした音場を直感
的に評価可能である．本研究の成果は室内音響設計技術の発展に大きく貢献すると考えられる．
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7.2 今後の課題
今後の課題として, 以下が挙げられる.

• 本研究を通して陽的TD-FEMにより周波数依存のインピーダンス境界と PM吸音体の拡張
作用境界が取り扱い可能となったが，建築音響で最も活用されるグラスウール等の多孔質吸
音体材や共鳴器型吸音材の拡張作用境界モデルは整備されてなく，建築音響予測における適
用性の向上のためにはこれらの吸音体を取り扱える方法の開発が望まれる．しかし，筆者は
より頑強性に優れた陰的 TD-FEMを対象として等価流体に基づく多孔質材 [140]ならびに
共鳴器型吸音材の 1つであるMPPの時間領域FEモデル [141]を開発しており，これらを陽
的 TD-FEMに応用することで各種吸音体の拡張作用モデルを取り扱える陽的 TD-FEMが
構築できると考えられる．

• 開発手法は与えられた境界条件のもと室内音響を従来の波動音響解析手法より高効率にモデ
ル化できる．しかし，室内音響の予測精度は境界条件への入力に大きく依存するため，高精
度な室内音響モデルの作成のためには信頼性の高い吸音データベースの作成が必要である．
同様に，吸音データの測定に伴う不確かさがシミュレーション結果に与える影響を検討する
ことも信頼度の高い室内音響モデリングのための重要な課題である [142, 143]．

• 本論文で構築した陽的TD-FEMは四辺形要素ならびに六面体要素を用いた場合に優れた計
算効率を達成する．しかし，解析対象の形状が複雑となる場合，四辺形要素・六面体要素に
よる FEメッシュ生成には膨大な労力が要求されるため，自動メッシュ生成技術の発展が著
しい三角形ならびに四面体要素を取り扱える手法の開発は陽的TD-FEMの使用性向上の観
点で魅力的である．しかし，一般的に三角形・四面体要素を用いる場合，対角質量行列が 0

または負の値をとるため，安定的な計算ができない．この理由のため，書籍によってはFEM

は陽的な定式化ができないと記されることもある [28]．しかし，気泡節点を付与した 7節点
三角形要素 [144]や 15節点四面体要素 [145]，Partition of Unityに基づく 10節点四面体要
素 [146]といった安定的な対角質量行列を形成可能な要素が提案されており，これらを応用
することで三角形・四面体要素を用いた陽的TD-FEMによる室内音響解析手法の構築が期
待できる．

• 開発手法の音響 VRへの応用は建築設計士といった非音響専門家達や学生の音環境の重要
性の理解促進の観点で非常に有用である．また，VRアプリケーションへの応用により開発
手法が建築工学以外の幅広い分野で活用されることが期待される．Unity, Unreal Engineと
いったゲーム開発環境には既に FOA信号を用いてVR空間で視聴覚体験が行える技術が整
備されており，これらと統合した音響VRシミュレーションシステムの構築ならびにVRコ
ンテンツの作成は今後の課題である．

• 本研究では開発手法の精度検証として理論解や十分な解像度のメッシュを用いた FEMによ
る参照解との比較しか行っておらず，実在の建築の音響測定結果との比較は行われていない．
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特に，周波数依存の吸音境界を考慮した TD-FEMの実測との比較の実施例はなく，開発手
法の実測結果との比較は開発手法の適用範囲や更なる課題を明らかとするために重要である．

• 開発手法は線形要素を用いた FD-FEMのコードから高次の FEMなどと比べると容易に実
装できるが，吸音境界や並列計算の取り扱い部分などは複雑である．従って，開発手法の室
内音響設計支援への応用を促進のためには，研究成果に基づくユーザーインターフェースの
整備されたオープンソースソフトウェアの開発は重要である．
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