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三次元異方透水性地盤における浸透水の流れ 

－透水係数テンソルとその主値及び主方向－ 

Seepage flow through anisotropic permeable soil in three dimensions 
– Tensor of coefficients of permeability, principal value and direction of the tensor – 

 

             田中  勉 1) 
           Tsutomu Tanaka 
 アーノルド フェライト 2) 
            Arnold Verruijt 

 

概要：土は一般的に浸透流に関して異方透水性を有している。異方透水性を有する土に関して, 等
方透水性と仮定して設計したとすると, 実際には, 設計計算値よりも浸透流量が増大したり, 地
盤の浸透破壊に対する限界水頭差が低下したり, ダム堤体のすべりに対する安定性が低下するこ

とが知られている。一般的に, 材料定数としての異方透水係数はテンソルである。浸透流に関わ

る地盤や土構造物の設計においては, 土の異方透水性について調査し, それが水理学的・力学的性

質に与える影響について調べる必要がある。そのためには, まず土の異方透水性とそれによる浸

透流特性を正確に把握し, 次にテンソルとしての透水係数の性質を明らかにする必要がある。こ

こでは, 三次元異方透水性地盤の水の流れについて, 対称テンソルとしての透水係数とその性質, 
点における透水係数テンソルの特性, 透水係数テンソルの主値と主方向及び不変量, ｢構造的な透

水性｣と｢それと数学的に等価な透水係数テンソル｣の関係について考察する。 
 

キーワード：三次元異方透水性地盤, 浸透流, 透水係数テンソル, 主透水係数と主方向, 透水係数

テンソルの不変量, 構造的な透水性とそれと数学的に等価な透水係数テンソル 

 

１．序論 

 
 土は一般的に浸透流に関して異方透水性を有している。異方透水性を有する土に関して, 等方

透水性と仮定して設計したとすると, 実際には, 設計計算値よりも浸透流量が増大したり, 地盤

の浸透破壊に対する限界水頭差が低下したり, ダム堤体のすべりに対する安定性が低下すること

が知られている 1) 2)。一般的に, 材料定数としての異方透水係数はテンソルであることが知られて
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いる。浸透流に関わる地盤や土構造物の設計においては, 土の異方透水性について調査し, それが

水理学的・力学的性質に与える影響について調べる必要がある。そのためには, まず, 土の異方透

水性とそれによる浸透流特性を正確に把握することが重要である。次に, 地盤中の浸透流特性を

正確に把握するためには, テンソルとしての透水係数の性質を明らかにする必要がある。 
 著者らはこれまで, 二次元異方透水性地盤における浸透水の流れについて考察を行ってきた。

しかし, ｢限られた範囲の掘削地盤｣や｢水利施設構造物の端部の地盤｣において, 三次元的な浸透

流の集中が生じることがある。三次元浸透場が異方透水性を有する場合には, さらに浸透流の集

中が大きくなり, 地盤の安定性が著しく低下することがある。したがって, 三次元異方透水性地盤

における, 浸透流特性について詳しく調べておく必要がある。 
 ここでは, 三次元異方透水性地盤の水の流れについて, 対称テンソルとしての透水係数とその

性質, 点における透水係数テンソルの特性(すなわち, 透水係数テンソルの座標変換と透水係数成

分の正方向の定義など), 透水係数テンソルの主値と主方向(すなわち, 主透水係数とその方向)及

び不変量, 構造的に既定される節理面内の透

水性(構造的な透水性)とそれと等価な数学的

な透水係数テンソル(数学的な透水性)につい

て議論する。本報文の内容の一部分, すなわ

ち, 対称テンソルとしての透水係数, 透水係

数テンソルの座標変換, 透水係数テンソルの

不変量などについては, すでに別の書籍等 3)  

6) で異なる形で述べられているが, 著者らの

一連の研究において, 理論式の誘導過程等で

必要であるので, あえて示すものである。 
 また, 式の展開や例題・問題の解答作業に

必要な｢ベクトルの乗算｣, 理論展開の理解に

役立つ｢三次元透水係数テンソルに関する問

題と解答例｣, 座標変換の理解に必要な｢回転

座標変換行列｣について, 付録として説明し

た。 

 

２．対称テンソルとしての透水係数 

 

2.1 三次元地盤内の管水路中の水流 

 三次元地盤内にある管水路中の水の流れを

考える(Fig.2.1)。地盤内の単位の微小要素 dx  

dy  dz (= 1  1  1) について考える。参考文献 7

の２で述べたように, 管水路中の粘性流は, 

Hagen-Poiseuille の式で表され,  
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(a) 管水路 j の概念図 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) 管水路 j の方向 
Fig.2.1 単位の微小要素 dx  dy  dz (= 1 1  1) 
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となる 7) 8)。ここに, 

 4

8
wA a



 : 管水路に固有の定数 

 n : 流れの方向(流れの向きに正をとる) 
 Q n : 流量 
  w : 水の単位体積重量 
  : 水の粘性係数 
  l : 流れ方向に沿って測った距離 
  h :  l の間の水頭損失 
 a : 管の半径 

 n
hi
l





: 流れ方向の動水勾配 

である。(2.1)式から, 管水路中の粘性流に関しては, 流量が動水勾配に比例することがわかる。 
 まず, x, y, z 方向の動水勾配 ix, iy, iz がそれぞれ存在する場合について別々に考える。管の方向が, 
Fig.2.1 に示すように, x, y, z 軸と j,  j,  j の角度を成す場合について考える。 
 
(1) ixのみが存在する場合(ix  0, iy = 0, iz = 0) 
 ix のみが存在するときの管方向(x と j の角度を成す方向)の動水勾配 inj1 は, 次のように表され

る。 

  inj1 = cos  j  ix 
したがって, inj1 によって管方向に生じる流量 Qnj1 は, (2.1)式を用いて,  

  Qnj1 =Aj  inj1 = Aj cos  j  ix                                                        (2.2) 
となる。ここに, Aj は管水路 j に固有の定数を表す。Qnj1 は, x, y, z 方向の成分 Qxj1, Qyj1, Qzj1 に分け

ることができ,  

  

2
1 1

1 1

1 1

cos cos
cos cos cos
cos cos cos

xj nj j j j x

yj nj j j j j x

zj nj j j j j x

Q Q A i
Q Q A i
Q Q A i

 

  

  

  


   
   

                                             (2.3) 

となる。(2.3)式からわかるように, ixによって x 方向のみならず y 方向及び z 方向の流れが生じる。 
 

(2) iyのみが存在する場合(ix = 0, iy  0, iz = 0) 
 前述(1)と同様にして, iyのみが存在するときの管方向(y と j の角度を成す方向)の動水勾配 inj2

は, 次のように表される。 

  inj2 = cos  j  iy 
したがって, inj2 によって管方向に生じる流量 Qnj2 は, (2.1)式を用いて,  

  Qnj2 =Aj  inj2 = Aj cos  j  iy                                                        (2.4) 
となる。Qnj2は, x, y, z 方向の成分 Qxj2, Qyj2, Qzj2 に分けることができ,  
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cos cos
cos cos cos

xj nj j j j j y

yj nj j j j y

zj nj j j j j y

Q Q A i
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  

   

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                                            (2.5) 

となる。(2.5)式からわかるように, iyによって y 方向のみならず z 方向及び x 方向の流れが生じる。 
 

(3) iz のみが存在する場合(ix = 0, iy = 0, iz  0) 
 前述(1), (2)と同様にして, iz のみが存在するときの管方向(z と jの角度を成す方向)の動水勾配

inj3 は, 次のように表される。 

  in3 = cos  j  iz 
したがって, inj3 によって管方向に生じる流量 Qnj3 は, (2.1)式を用いて,  

  Qnj3 = Aj  inj3 = Aj cos  j  iz                                                        (2.6) 
となる。Qnj3は, x, y, z 方向の成分 Qxj3, Qyj3, Qzj3 に分けることができ,  

  

3 3

3 3

2
3 3

cos cos cos
cos cos cos

cos cos

xj nj j j j j z

yj nj j j j j z

zj nj j j j z

Q Q A i
Q Q A i

Q Q A i

  

  

 

  
   


   

                                             (2.7) 

となる。(2.7)式からわかるように, izによって z 方向のみならず x 方向及び y 方向の流れが生じる。 
 (2.3), (2.5), (2.7)式から, 前述したように, ixによって x 方向のみならず y 方向及び z 方向の流れが

生じることがわかる。iy及び iz についても同様である。注目すべきことは, Qyj1 の係数と Qxj2の係

数(Aj cos  j cos  j), Qzj2の係数と Qyj3の係数(Aj cos  j cos  j), Qxj3の係数と Qzj1の係数(Aj cos  j cos  j)が
それぞれ等しいということである。 
 

(4) ix, iy, izが同時に存在する場合(ix  0, iy  0, iz  0) 
 次に, ix, iy, izが同時に存在する場合について考える。x, y, z方向の流量Qxj, Qyj, Qzjは, それぞれ, ix, 
iy, iz による x 方向の流量 Qxj1, Qxj2, Qxj3, y 方向の流量 Qyj1, Qyj2, Qyj3, 及び, z 方向の流量 Qzj1, Qzj2, Qzj3

を足し合わせることによって得られ, (2.3), (2.5), (2.7)式から,  

 

2
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cos cos cos cos cos

cos cos cos cos cos
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        

        
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となり, マトリックス表示すると,  

  

2

2

2

cos cos cos cos cos

cos cos cos cos cos '''

cos cos cos cos cos

j j j j j j j jxj x x

yj j j j j j j j j y j y

zj z zj j j j j j j j

A A AQ i i
Q A A A i D i
Q i iA A A

    

    
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      
               
      

       

              (2.8) 

となる。ここに,  
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2
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cos cos cos cos cos

''' cos cos cos cos cos

cos cos cos cos cos

j j j j j j j j

j j j j j j j j j

j j j j j j j j

A A A

D A A A

A A A

    

    

    

 
 

     
 
  

                           (2.9) 

である。透水性を表すマトリックス[Dj’’’]は対称となる。 
 

2.2 三次元地盤内の浸透流 

 三次元地盤内のすべての水みち
．．．

について考える。 zyx ,, 方向の流量 Qx, Qy, Qz は要素内のすべ

ての水みち j = 1, 2, , N について考え足し合わせることによって得られる。ここでは, 単位の微小

要素 dx  dy  dz (= 1  1  1)を考えているので, Qx, Qy, Qzは, それぞれ, zyx ,, 方向の単位面積当た

りの流量 qx, qy, qz, 及び, zyx ,, 方向の流量流速 vx, vy, vzと等しくなり,  

  
1

'''
x x x xN

y y y j y
j

z z z z

v q Q i
v q Q D i
v q Q i



       
                  
       
       

  

      

2

2

1 2
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cos cos cos cos cos
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j
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N N N
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    

    

    

  

  
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 
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                 (2.10) 

となる。ここで,  
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j
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j
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j
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


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

                                                   (2.11) 

とおくと,  
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x
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z
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i
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    

    
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 
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                                                      (2.12) 

となる。ここに,  

   
xx yx zx

xy yy zy

xz yz zz

k k k
D k k k

k k k

 
 

  
 
 

                                                           (2.13) 

である。また, 透水性を表すマトリックス[D]は対称となる。このようにして, 三次元地盤内の浸

透流について, 透水係数は二階のテンソルとなる。 
 実際的には, 水みちは単に直線ではなく曲線であったり, 入り組んでいたりするものと考えら

れる。その場合も微小領域について考えると上述の考え方が成り立ちマトリックス[D]の対称性が

成り立つものと考えられる。参考文献 7 の第２章で述べたように, 一般的に, 透水係数テンソルは

対称であると考えられている 4)。著者らも kij を対称テンソルであると考え以下の議論を進める。 
異方透水性地盤の浸透流において注意すべきことは, (2.12)式からわかるように, 一般的に ix の

存在によって x 方向の浸透流のみならず y, z 方向の浸透流が生じることである。iy及び iz について

も同様である。ここで, たとえば ixの存在によって y 方向の浸透流を生じさせる透水係数成分 kxy

を透水係数テンソルの誘導成分と呼ぶことにする。また, kxy = kyx, kyz = kzy, kzx = kxz である。 

 (2.11)式で表される透水係数テンソルの成分は, 水みち
．．．

の配置, すなわち, 水みちの方向 j, 
 j,  jと水みちの透水性を表す係数 Ajによって次に示すような値をとる。 
 

(1) ランダム配置の水みち
．．．

がある場合 

 水みち
．．．

がランダムに配置されているとき, すなわち, 水みちの方向 j,  j,  jと透水性を表す係数

Aj がランダムであるとき, cos  j, cos  j, cos  j が本質的に同じものであることを考慮すると,  
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cos cos 0
N

j j j
j

A  


  

 
1
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N

j j j
j

A  


  

 
1

cos cos 0
N

j j j
j

A  


  

 2 2 2

1 1 1
cos cos cos

N N N

j j j j j j
j j j

A A A k  
  

      

となる。このとき, 透水係数テンソル[D]は,  
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   
0 0

0 0
0 0

k
D k

k

 
   
  

                                                              (2.14) 

と表される。この場合, 浸透領域は等方透水性地盤であり, 透水係数はスカラー量となる。 
 

(2) 特性の異なる 3 種類の水みち
．．．

が直角座標系 x, y, z 軸方向にある場合 

 Fig.2.2(a)に示すように, 特性の異なる 3 種類の水みち
．．．

が直角座標系 x, y, z 軸方向に卓越して存

在し, すなわち, 水みち
．．．

が ( j = 0,  j =  j =  /2), ( j =  /2,  j = 0,  j =  /2), 及び, ( j =  j =  /2,  j = 
0) の方向に卓越して存在し, Aj の値が x, y, z 方向で本質的に異なるとき,  

 
1

cos cos 0
N

j j j
j

A  


  

 
1

cos cos 0
N

j j j
j

A  


  

 
1

cos cos 0
N

j j j
j

A  


  

 

2

1

2

1

2

1

cos

cos

sin

N

j j xx
j

N

j j yy
j

N

j j zz
j

A k

A k

A k

























 

となり, 透水係数テンソル[D]は,  

   
0 0

0 0
0 0

xx

yy

zz

k
D k

k

 
 

  
 
 

             (2.15) 

と表される。この場合, 浸透領域は x, y, z 軸方向が主方向であり, kxx, kyy, kzzは主透水係数となる(第

４章参照)。ここで, Fig.2.2(a) の図柄はイメージを表す。 
 

(3) 特性の異なる 2 種類の水みち
．．．

が直角座標系 x, y, z 軸から傾いた方向にある場合 

 Fig.2.2(b)に示すように, (2)で考えた特性の異な3種類の水みち
．．．

が直角座標系 x, y, z軸方向から

傾いた方向に卓越して存在し, A jの値がそれらの方向で本質的に異なるとき,  

 
1

cos cos
N

j j j xy yx
j

A k k 


   

 
1

cos cos
N

j j j yz zy
j

A k k 


   

 
1

cos cos
N

j j j zx xz
j

A k k 


   

 
 

x 

y 

z 

Fig.2.2(a) 特性の異なる 3 種類の水みちが直

角座標系 x, y, z 軸方向にある場合 (Continue) 
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Fig.2.2(b) 特性の異なる 3 種類の水みちが直角座標系 x, y, z 軸から傾いた方向にある場合 
(Continued) 

 

2

1

2

1

2

1

cos

cos

cos

N

j j xx
j

N

j j yy
j

N

j j zz
j

A k

A k

A k

























 

となり, 透水係数テンソル[D]は,  

   
xx yx zx

xy yy zy

xz yz zz

k k k
D k k k

k k k

 
 

  
 
 

                                                          (2.16) 

と表される。この場合, 浸透領域は異方透水性地盤であり, x, y, z 軸方向は主方向ではない。 

 ここでの結論は, 2.1 節の(2.9)式から, ｢基質の部分と一方向に卓越する水みちがある｣ 場
合を想定するだけでも, 類推することができる。また, 二次元地盤の場合の議論 7) から, 特性

の異なる二種類の水みちがそれぞれ直交していなくても, (2), (3)の考察は当てはまることが

類推される(参考文献 7 の 5.5 節参照)。4.4 節において同様に考察する。 

 

３．点における透水係数テンソル 

 
3.1 透水係数テンソルの座標変換 

 異方透水性地盤の浸透流に関して, 拡張されたダルシー則は右手系の直交座標 x, y, z において, 
(3.1)式のように表される 9)。 
 

x 

y 

z 

q r 

s 

― 149 ―



  ( )

xx yx zxx x x

y xy yy zy y xyz y

z xz yz zz z z

k k kv i i
v k k k i D i
v k k k i i

      
                

      
      

                                            (3.1) 

ここに, [D (xyz)] は x, y, z 座標系における透水係数マトリックスを表す。ここで, 新たな右手系の直

交座標系 q, r, s を考え, x, y, z に関する方向余弦マトリックスを[A]とする。 

   
1 1 1

2 2 2

3 3 3

l m n
A l m n

l m n

 
   
  

                                                             (3.2) 

ここに,  
 l1 = cos(q, x), m1 = cos(q, y), n1 = cos(q, z) 
 l2 = cos(r, x), m1 = cos(r, y), n1 = cos(r, z) 
 l3 = cos(s, x), m1 = cos(s, y), n1 = cos(s, z) 
である。ここで, 例えば, cos(q, x) は, q 軸方向単位ベクトルと x 軸方向単位ベクトルの間の方向余

弦を表す。このとき, あるベクトル aの各座標系における成分を{ax, ay, az}T, 及び, {aq, ar, as}Tとす

ると, これらの値の間には次の関係がある。 

   
q x

r y

s z

a a
a A a
a a

   
   

   
   

  

                                                                (3.3) 

また, [A]の逆行列[A]1, 転置行列[A]Tには次の関係が成り立つ。 

     
1 2 3

1
1 2 3

1 2 3

T
l l l

A A m m m
n n n


 
    
  

                                                     (3.4) 

このとき, [A]は正規直交行列と呼ばれる。 
 x, y, z 座標系における流量流速{vx, vy, vz}Tはベクトルであり, q, r, s 座標系に変換すると,  

   
q x

r y

s z

v v
v A v
v v

   
   

   
   

  

                                                                (3.5) 

となる。同様にして, x, y, z 座標系における動水勾配{ix, iy, iz}Tはベクトルであり, q, r, s 座標系に次

のように変換することができ,  

   
q x

r y

s z

i i
i A i
i i

   
   

   
   

  

                                                                 (3.6) 

   1
qx

y r

sz

ii
i A i

ii



  
  

    
   
   

                                                               (3.7) 

の関係が成立する。(3.5), (3.1), (3.7)式から,  

          1
( ) ( )

q qx x

r y xyz y xyz r

s sz z

v iv i
v A v A D i A D A i
v iv i



      
                     
       

      

                              (3.8) 
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を得る。q, r, s 座標系においても, x, y, z 座標系と同様にして拡張されたダルシー則,  

  ( )

q qq rq sq q q

r qr rr sr r qrs r

s s sqs rs ss

v k k k i i
v k k k i D i
v i ik k k

      
                

      
      

                                            (3.9) 

が成り立つものとすると, (3.9), (3.8)式から,  

  [D (qrs)] = [A] [D (xyz)] [A]1                                                      (3.10) 
の関係式を得る。ここに, [D (qrs)] は q, r, s 座標系における透水係数マトリックスを表す。座標変換

式(3.10)の形から, 三次元浸透流問題に関しても透水係数は二階のテンソルであることがわかる。 
 
3.2 透水係数テンソル成分の正方向 

 一般的に考えると, 透水係数はテンソルであるが, 各成分の正の方向を便宜上 Fig.3.1 のように

表すことにする。Fig.3.1 では, 表示の都合上, (+ x)面, (+ z)面, 及び, (  y)面上のテンソル成分に

ついてのみ表している。ここで, 例えば, 面の外向きの法線方向が x 軸の方向と一致するとき, そ
の面を(+ x)面と定義するものとする。透水係数の成分を kij (i, j, k = x, y, z)としたとき, 最初のサフ

ィックス i は関係する面の法線方向(外向きを正とする)を表し, 動水勾配が作用する方向を表す

ものとする。また, ２番目のサフィックス j は流れの方向を表すものとする。 
 例えば, 対角成分 kxxについては(+ x)の面では外向きに立てた法線方向(+ x)に単位動水勾配が

作用したときに(+ x)方向に生じる流量流速を表す。( x)の面では外向きに立てた法線方向( x)

に単位動水勾配が作用したときに( x)方向に生じる流量流速を表す。kyy, 及び, kzz についても同様

である。 
 非対角成分 kxyについては, (+ x)の面では外向きに立てた法線方向(+ x)に単位動水勾配が作用

したときに(+ y)方向に誘起されて生じる流速である。( x)面では, 外向きに立てた法線方向( x)

に単位動水勾配が作用したときに( y)方向に誘起されて生じる流速である。kyx, 及び, kyz, kzy, kzx, 
kxz についても同様である。 
 Fig.3.1 は三次元地盤における透水係数テンソル成分の正方向を表している。上述の規則をまと

めると次のように言い表すことができる。 
関係する面の法線方向外向きに単位動水勾配が作用したときに, その方向が座標軸

の正方向と一致するときには 座標軸の正方向に流れが生じる場合を透水係数テンソ

ル成分の正方向とし, その方向が座標軸の負方向と一致するときには座標軸の負方

向に流れが生じる場合を透水係数テンソル成分の正方向とする。この規則に従えば, 

矩形要素について, 外向き法線が(+)軸方向の面に関係するすべての透水係数成分の

正方向は座標軸の正の方向と一致し, 外向き法線が()軸方向の面に関係するすべて

の透水係数成分の正方向は座標軸の負の方向と一致することになる。 

 透水係数の非対角成分 kxy, kyx, kyz, kzy, kzx, kxz は, 便宜上連続体力学 10) におけるせん断応力成分と

同じように表している 9) 10)。これには物理的な意味はない。 
 
3.3 第３章例題 

 ここでは, ある方向についての透水係数成分の求め方, 及び, 回転した座標系における透水係

数テンソルの求め方に関する例題を取り上げる。付録２に示した他の例題も参照のこと。 
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Fig.3.1 三次元透水係数テンソル成分の正方向 
 
 ここでは, 主方向の向きの計算において, 単位ベクトル e1, e2, e3 が右手系になるように(すなわ

ち, e2 = e3  e1 となるように), ベクトル e2 の向きを調整している。 
 
例題 3.1 ある方向についての透水係数成分の求め方 

 三次元 x, y, z 直角座標系における点 P の透水係数テンソルが,  

   
7 0 2
0 5 0
2 0 4

D
 

   
  

 104   (m/s)                                               (3.11) 

と与えられたとき,  

  
2 2 1
3 3 3q x y z  e e e e                                                           (3.12) 

の方向の透水係数成分 kqq を求めなさい。 
 
＜ヒント_例題 3.1_＞ 

 三次元座標系 x, y, z 及び q, r, s について考える。方向余弦行列を [A] とおき,  

   
q x
r A y
s z

   
      
   
   

                                                                (3.13) 

としたとき,  

      1( ) ( ) ( )

{ }

{ } { } { } { }
{ }

T
q

qrs xyz T xyz
r q r s

T
s

D A D A D

 
 

                 
 
  

e

e e e e
e

                         (3.14) 

または, 透水係数成分 kij (i, j = q, r, s) に関して,  

x 

y 

z 

(+ x 面) 

(+ z 面) 

( y 面) kxx 

kxy 
kxz 

kzz 
kzy 

kzx 

kyy 
kyz 

kyx 
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  ( ) ( ){ } { }, ( , , , )qrs T xyz
ij ij i jk D D i j q r s    e e                                     (3.15) 

と表される。ここに, eq, er, es はそれぞれ q, r, s 座標の単位ベクトル： 

   
1

1

1

x

q y

z

e
e
e

 
 

  
 
 

e ,  
2

2

2

x

r y

z

e
e
e

 
 

  
 
 

e ,  
3

3

3

x

s y

z

e
e
e

 
 

  
 
 

e                                           (3.16) 

 {eq}T = {ex1, ey1, ez1} 
 {er}T = {ex2, ey2, ez2} 
 {es}T = {ex3, ey3, ez3} 
であり, [D(xyz)], [D(qrs)] はそれぞれ, x, y, z 及び q, r, s 座標系に関する透水係数マトリックスである。

また, 方向余弦行列 [A] は正規直交行列であり, 転置行列 [A]T , 及び, 逆行列 [A]1 は等しい。 

  [A]T = [A]1                                                                   (3.17) 
 
＜解答例_例題 3.1＞ 

 問題を再記し(単位(m/s)は省略して),  

    4

7 0 2
0 5 0 10
2 0 4

D 

 
   
  

                                                       (3.18) 

  
2 2 1
3 3 3q x y z  e e e e                                                           (3.19) 

のときの kqqの値を求める。ヒント((3.15)式)を用いて,  

   

4

4

4

2
37 0 2

2 2 1 20 5 0 10
3 3 3 3

2 0 4 1
3

7 0 2 2
1 2 2 1 0 5 0 2 10
9

2 0 4 1
44 10
9

qqk 





 
 

   
                 
  

   
       
     

 

                                      (3.20) 

 
例題 3.2 回転した座標系における透水係数テンソルの求め方 

 三次元 x, y, z 直角座標系における点 P の透水係数テンソルが,  

  ( )

7 0 2
0 5 0
2 0 4

xyzD
 

      
  

 104   (m/s)                                            (3.21) 

で与えられている。x, y, z 座標系と方向余弦マトリックス: 
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   

2 2 1
3 3 3 2 2 1
2 1 2 1 2 1 2
3 3 3 3

1 2 21 2 2
3 3 3

A

  
  

       
    

 
  

                                          (3.22) 

で関係づけられた q, r, s 座標系に関する透水係数テンソル[D(qrs)]を求めなさい。 
 
＜解答例_例題 3.2＞ 

 まず, 方向余弦マトリックスの性質：[A]T = [A]1 を用いて,  

     1
2 2 1

1 2 1 2
3

1 2 2

TA A
 
    
  

                                                  (3.23) 

と表される。したがって, [D(qrs)]は, (3.10)式を用いて(単位(m/s)は省略して), 次ように計算される。 

  

    1
( ) ( )

4

4

2 2 1 7 0 2 2 2 1
1 2 1 2 0 5 0 2 1 2 10
9

1 2 2 2 0 4 1 2 2

44 14 8
1 14 65 4 10
9

8 4 35

4.88889 1.55556 0.88889
1.55556 7.22222 0.44444
0.88889 0.44444 3.88889

qrs xyzD A D A 





      
      

             
           

 
   
  


 


410


 

 

                        (3.24) 

 
４．透水係数テンソルの主値と主方向, 不変量, 及び, 構造上の透水性と数学的に等価な透水係

数テンソル 

 

 ここでの議論は, 線形代数における固有値問題に同等である。固有方程式(後掲の(4.3b)式参照)

の解  は, 固有値(主透水係数)と呼ばれ, その方向は固有ベクトル(主方向)で表される。また, 

座標系の取り方によって変わらない値は透水係数テンソルの不変量と呼ばれる。 

 

4.1 主透水係数と主方向の求め方 10) 11) 4) 

参考文献 7 の第５章 5.3 (2)で述べたように, 数学的な透水係数テンソル[D]が与えられたとき, 

主透水係数と主方向は流速ベクトル v が動水勾配ベクトル i と一致するという物理的な条件から

導かれる。この条件は,  

  v = [ D ] i // i                                                             (4.1) 
と表すことができる。透水係数テンソルの主値, すなわち主透水係数の大きさを  とすると, 

(4.1)式は,  

  [ D ] i =  i                                                                 (4.2) 
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と表すことができる。ここで, (4.1), (4.2)式は, それぞれ, 参考文献 7 の第５章 5.3(2)における,  

(5.8), (5.9)式に同じである。三次元の場合について考えると, (4.2)式は,  

  

0 0
0 0
0 0

xx yx zx x x x

xy yy zy y y y

xz yz zz z z z

k k k i i i
k k k i i i
k k k i i i


 



        
                 

               

                                        (4.3a) 

 

0
0
0

xx yx zx x

xy yy zy y

xz yz zz z

k k k i
k k k i
k k k i







     
           

        

                                              (4.3b) 

となる。 

 まず, 透水係数テンソルの主値, すなわち主透水係数の値を求める方法について述べる。(4.3b)

式において, 動水勾配ベクトル{ix  iy  iz}T が 0 ベクトル{0  0  0}T 以外の意味のある解をもつた

めには,  

  0
xx yx zx

xy yy zy

xz yz zz

k k k
k k k
k k k









 



                                                      (4.4) 

を満たさなければならない。ここに, {  }Tは転置ベクトルを表す。(4.4)式はに関する三次方程

式となり, 3 つの解1, 2, 3 (1 > 2 > 3)が得られる。最も大きい値1 が最大主透水係数 k1, 中間の

値2 が中間主透水係数 k2, 最も小さい値3 が最小主透水係数 k3, すなわち,  

   
 

1 1

2 2 2 1

3 3 3 2

k
k

k


  

  




  
  

                                                          (4.5) 

となる。 

 次に, 透水係数テンソルの主方向, すなわち主透水係数の方向を求める方法について述べる。

(4.5)式の値を(4.3b)式に代入することにより,  の各値1, 2, 3 に対応してそれぞれ, 動水勾配ベク

トル{ix1  iy1  iz1}T, {ix2  iy2  iz2}T, {ix3  iy3  iz3}Tが得られる。これら 3 つのベクトルを単位ベクト

ルに正規化したベクトル e1, e2, e3： 

  

1

1 12 2 2
1 1 1

1

2

2 22 2 2
2 2 2

2

3

3 32 2 2
3 3 3

3

1

1

1

x

y

x y z
z

x

y

x y z
z

x

y

x y z
z

i
i

i i i i

i
i

i i i i

i
i

i i i i

 
 

   
    

  
 
     

    
  

      
   
  

e

e

e

                                                     (4.6) 
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の方向が最大・最小主透水係数の方向, すなわち透水係数テンソルの主方向を表す。 

 (4.3b)式を[ D ]の固有方程式と呼びその根1, 2, 3を固有値と呼ぶ。とくに, マトリックスの

成分 kijが実数値で対称 (kij = kji)であるならば[ D ]の固有値は実数となる。 
 

4.2 例題－固有値の求め方－ 

 ここでは, 透水係数テンソルの主透水係数と主方向の値の求め方に関する例題を取り上げる。

付録２に他の例題を示したので, 参照のこと。また, ここでは, 主方向の向きの計算において, 単
位ベクトル e1, e2, e3 が右手系になるように(すなわち e2 = e3  e1 となるように), まず, e1 と e3の値

を決定し, 次に, ベクトル e2 の向きを調整している。 
 
例題 4.1 透水係数テンソルの主透水係数と主方向の値の求め方 

 三次元 x, y, z 直角座標系における点 P の透水係数テンソルが,  

   
7 0 2
0 5 0
2 0 4

D
 

   
  

 104   (m/s)                                                (4.7) 

で与えられている。主透水係数の値と主方向を求めなさい。 
 
＜解答例_例題 4.1＞ 

 主方向は, 流速ベクトル v が動水勾配ベクトル i と一致する方向であるという物理的な条

件： 
  v = [ D ] i // i                                                               (4.1) 
から求めることができる。主透水係数の大きさをとすると, (4.1)式は,  
  [ D ] i =  i                                                                 (4.2) 
すなわち, 計算過程では, 指数と単位(104 m/s)を省略して,  

  

7 0 2 0 0
0 5 0 0 0
2 0 4 0 0

x x

y y

z z

i i
i i
i i






      
            
            

                                               (4.8a) 

 

7 0 2
0 5 0 0
2 0 4

x

y

z

i
i
i






   
      
      

                                                (4.8b) 

となる。(4.8b)式が, iT={ 0  0  0 }T以外の解を持つためには,  

  

7 0 2
0 5 0 0
2 0 4






 
 

 
                                                      (4.9) 

でなければならない。すなわち,  

  

     

7 0 2
0 5 0
2 0 4

7 5 4 4 5






   

 


 

     
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   5 8 3
0

     


                                                        (4.10) 

となり, 固有値  は,  

   = 8, 5, 3   ( 104  m/s)                                                      (4.11) 
と求めることができる。それぞれ, 主透水係数 k1, k2, k3 とおくことができる。 

 1 = k1 = 8  104  m/s 
 2 = k2 = 5  104  m/s 
 3 = k3 = 3  104  m/s 
 正規化した固有値ベクトルは, 固有値 1, 2, 3 に対して, それぞれ, 次のように求めることが

できる。 

(i) 1 = k1 = 8  ( cm/s10 2 ) のとき 
 (4.8b)式より,  

  

1 1

1 1

1 1

7 0 2 1 0 2
0 5 0 0 3 0 0
2 0 4 2 0 4

x x

y y

z z

i i
i i
i i






         
               
               

                          (4.12a) 

 
1 1

1

1 1

2 0
3 0
2 4 0

x z

y

x z

i i
i
i i

  


  
  

                                                           (4.12b) 

となる。方向単位ベクトル ix1, iy1, iz1 として,  

  

1

1

1

2
5

0
1
5

x

y

z

i

i

i




 

 


                                                               (4.13) 

を得る。 

(ii) 2 = k2 = 5  ( cm/s10 2 ) のとき 
 (4.8b)式より,  

  

2 2

2 2

2 2

7 0 2 2 0 2
0 5 0 0 0 0 0
2 0 4 2 0 1

x x

y y

z z

i i
i i
i i






        
              
               

                         (4.14a) 

 2 2

2 2

2 2 0
2 0
x z

x z

i i
i i
 

  
                                                           (4.14b) 

となる。方向単位ベクトル ix2, iy2, iz2 として,  

  

2

2

2

0
1
0

x

y

z

i
i
i

 



 

                                                                (4.15) 

を得る。 

(iii) 3 = k3 =3  ( cm/s10 2 ) のとき 
 (4.8b)式より,  
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3 3

3 3

3 3

7 0 2 4 0 2
0 5 0 0 2 0 0
2 0 4 2 0 1

x x

y y

z z

i i
i i
i i






        
              
              

                         (4.16a) 

 
3 3

3

3 3

4 2 0
2 0

2 0

x z

y

x z

i i
i

i i

  


 
  

                                                           (4.16b) 

となる。方向単位ベクトル ix3, iy3, iz3 として,  

  

3

3

3

1
5

0
2
5

x

y

z

i

i

i




 

 


                                                                (4.17) 

を得る。 

 

4.3 透水係数テンソルの不変量 10) 11) 4) 

に関する三次方程式(4.4)が 3 つの解 k1, k2, k3 をもつとすると, 恒等的な関係式 

  1 2 3( ) ( ) ( )
xx yx zx

xy yy zy

xz yz zz

k k k
k k k k k k
k k k



   





    



                                   (4.18) 

が成り立つ。(4.18)式は書き直すと,  

  (kxx  ) (kyy  ) (kzz  ) + kxy kyz kzx + kzy kyx kxz 
            kyz kzy (kxx  )  kzx kxz (kyy  )  kxy kyx (kzz  ) 
       = (k1  ) (k2  ) (k3  )                                         (4.19) 

となる。(4.19)式は に関する恒等式であるので, 2 の係数, の係数, 及び, 定数項をそれぞれ等値

して,  

  III1 = k1 + k2 + k3 = kxx + kyy + kzz                                                  (4.20) 

  III2 = k1 k2 + k2 k3 + k3 k1 = kxx kyy + kyy kzz + kzz kxx  kxy kyx  kyz kzy  kzx kxz                 (4.21) 

  III3 = k1 k2 k3 = kxx kyy kzz  kxx kyz kzy  kyy kzx kxz  kzz kxy kyx + kxy kyz kzx + kzy kyx kxz           (4.22) 

なる有用な関係式が得られる。(4.20), (4.21), (4.22)式で表される値 III1, III2, III3 は座標系の取り方に

関係しない値であり, 透水係数テンソルの不変量と呼ばれる。 

 

4.4 構造上の透水性と数学的に等価な透水係数テンソル 

 ここでは, 構造上の節理面(透水性の面)が二つありそれらが直交していない場合, 構造上の透

水性とそれと数学的に等価な透水係数テンソルがどのような関係にあるかについて考える。ここ

では, Figs.4.1(a), (b)に示すように, 構造上の節理面(透水性の面)が二面ありそれらをq – r面, 及び, 
r’ – s’ 面とし, これらの面が直交していない場合について考える。また, Fig.4.1(a) に示すように, x 
– z 座標系においては, 節理面は線で表されている。ここで, q と s’ がなす角度を 0とする。 
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(1) q – r 節理面における(kqq, krr と kqr (= krq)による)流れ 
 第一番目の構造上の q – r 節理面における q 方向(透水成分が kqq で表される方向)に関係した新

しい直角座標系 q  r  s を考える。ここで, q  r  s 座標系は x  y  z 座標系を y 軸まわりに反時

計回りに(すなわち, y 軸について右ねじが進む方向とは逆回りに) だけ回転した新しい座標系

である(Fig.4.1(b)参照)。そして, r 軸は q – s 面に直交し, 紙面奥行き方向(向こう向き)を正にとる。

また, r 方向の透水成分を krr とする。動水勾配{ix, iy, iz }Tが作用したときに, kqq, krr と kqr (= krq)によ

って引き起こされる流速{vx, vy, vz}Tは, (3.8)～(3.10)式を参照して, 次のようにして求めることがで

きる。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 構造上の透水性 kqq と ks’ s’ 
(紙面に垂直方向の透水性 krr, kr’r’ は krr = kr’r’ とする) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) 座標軸 q  s, q’  s'と x  z の関係 
Fig.4.1  構造上の透水性の方向が直交しない場合 

 
 
 

q – r 節理面 

r’ – s’ 節理面 

r’ 

r 

y 

  0 
z 

s 

q 

kqq 

x 

ks’ s’ 

s’ 

q’ 
’ 

x 

q’ 

s’ z 

s 

q 

 
 0 

’ 
y, r, r’ 
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0
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q qq rq q

r qr rr r
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v k k i
v k k i
v i

     
     

    
    
     

                                                       (4.23) 
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       
               

               
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z z
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       
               
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                             (4.24) 

(4.24)式は, (2.8)式と本質的に同じ形をしている(正確には, (2.8)式において, j = ,  j = /2, j = 
/2 とおいたものに等しい)。言い換えれば, (4.24)式は, 任意の{ix, iy, iz }Tが作用したときに, 節
理面の透水性 kqq, krr と kqr (= krq)により, x, y, z 方向に生じる流速を表している。 
 
(2) r’ – s’ 節理面における(kr’r’, ks's’ と kr’s’ (= ks’r’)による)流れ 
 二つ目の構造上の r’ – s’ 節理面における s’ 方向(透水成分が ks’ s’ で表される)に関係した座標軸

s’ から時計回りに90の方向にq’ の座標をとり, 構造上の r’ – s’ 節理面に関係する直交座標系q’  
r’  s’ を考える(Fig.4.1(b)参照)。ここに, r' 軸は q’ – s’ 面に直交し, 紙面奥行き方向(向こう向き)

を正にとる。また, r = r' = y であり, r' 方向の透水性を kr’r’とする。また, x 軸と q’ 軸のなす角を’ と
する。ここで, ’ =  0 +     2 の関係がある。この場合, 動水勾配{ix, iy, iz }Tが作用したときに, kr’r’, 
ks's’ と kr’s’ (= ks’r’)によって引き起こされる流速{vx, vy, vz}Tは, 前述の(1)と同様にして次のようにし

て求めることができる。 
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                (4.26) 

(4.26)式は, (1)と同様に, 任意の{ix, iy, iz }T が作用したときに, 節理面の透水性 kr’r’, ks's’ と kr’s’ 

(=ks’r’)により, x, y, z 方向に生じる流速を表している。 
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(3) q – r 節理面における kqq, krr と kqr (= krq)による流れ, 及び, r’ – s’ 節理面における kr’r’, ks's’ と

kr’s’ (= ks’r’)による流れ 
 q – r節理面における kqq, krrと kqr (= krq)による流れ, 及び, r’ – s’ 節理面における kr’r’, ks's’ と kr’s’ (= 
ks’r’)による流れは, (4.24), (4.26)式を重ね合わせることによって得られ次のようになる。 
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                                                                               (4.27) 
(4.27)式からわかるように, 構造上の節理面(透水性の面)が二つありそれらが直交していない場合

にも, それと数学的に等価な透水係数テンソルが存在し対称となる。 
 
(4) 数学的に等価な透水係数テンソルの主値と主方向 

 ｢q – r 節理面における kqq, krr と kqr (= krq)による流れ, 及び, r’ – s’ 節理面における kr’r’ , ks's’ と kr’s’ 

(= ks’r’)による流れ｣と｢それらと数学的に等価な地盤の透水係数テンソル kij (i, j = x, y, z)｣は, (4.27)
式から, x  y  z 座標系において,  
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                                                                              (4.28) 
と表すことができる。’ =  0 +     2 を(4.28)式に代入して整理すると,  
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              (4.29) 

となる。数学的に等価な透水係数テンソル((4.29)式)の主値及び主方向は, それぞれ三つあるが, 
次の例題4.2に示すように, x – z 座標系において, 構造上の物理的な節理面(透水性の面)の方向  
(q 方向), 及び, ’ (s’ 方向)と一致しないことがわかる。 
 
[例題 4.2] 
< Problem > 

  = 0,  0 = 60の場合について考える。ここで, kqq = 1.0  104 cm/s, krr = kr’r’ = 0.25  104 cm/s,  
ks’ s’ = 0.5  104 cm/s, kqr = krq= 0, kr’ s’ = ks’r’ = 0 とする (Fig.Ex.4.1 (a))。この場合, ｢q – r 節理面の透水

性 kqq, krrと kqr (= krq)による流れ, 及び, r’ – s’ 節理面の透水性 kr’r’, ks's’ と kr’ s’ (= ks’r’)による流れ｣, 
及び, ｢それらと数学的に等価な透水係数テンソル｣を求め, 主透水係数の値と方向を求めなさい。 
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(a) 構造上の透水性－座標軸 q’  s’ と x  z の関係－ 
(紙面に垂直方向の透水性 krr, kr’r’ は krr = kr’r’ とする) 

Fig.Ex.4.1 構造上の透水性とそれと数学的に等価な透水係数テンソル (Continue) 
 

< Answer > 

 (4.29)式に与えられた条件を代入すると,  
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                                            (4.30) 

となる。 参考文献 7 を参照して, または, 4.1, 4.2 節を参照して計算すると, 最大主透水係数の値
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y, r, r’ 
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k1 と方向{ix1, iy1, iz1 }T, 中間主透水係数の値 k2 と方向{ix2, iy2, iz2 }T, 及び, 最小主透水係数の値 k3と

方向{ix3, iy3, iz3 }Tが次のように得られる。 
 
 ＜数学的に等価な透水係数テンソル－主透水係数と主方向－＞ 

  k1 = 1.18301  104 cm/s,  {ix1, iy1, iz1 }T = {0.96593, 0.0, 0.25882 }T 

  k2 = 0.50000  104 cm/s,  {ix2, iy2, iz2 }T = {0.0, 1.0, 0.0 }T                            (4.31) 
  k3 = 0.31699  104 cm/s,  {ix3, iy3, iz3 }T = { 0.25882, 0.0, 0.96593 }T 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) 数学的に等価な透水係数テンソル－主値と主方向－ 
Fig.Ex.4.1 構造上の透水性, 及び, それと数学的に等価な透水係数テンソル (Continued) 

 
 このようにして, 例題4.2の場合, 中間主透水係数 k2の値は, k2 = 0.50 104 cm/s となり, その方

向は y = (r = r' ) 軸と一致する。また, x – z 座標系に関して, 問題の地盤と数学的に等価な透水係数

テンソルをみると, Fig.Ex.4.1(b)に示すように, 最大主透水係数の方向は x 軸より反時計回りに (= 
15)（または z 軸より時計回りに (= 75)）となる。すなわち, 構造上の透水性の方向は, x 軸より

反時計回りに,  = 0と 60であるのに対して, 数学的に等価な透水係数テンソルの主方向は, x 軸

より反時計回りに,  = 15 (最大主透水係数の方向)と + 90 = 105 (最小主透水係数の方向)とな

る。このようにして, 一般的に構造上の節理面(透水性の面, すなわち, 物理的な透水性の方向)

とそれと数学的に等価な透水係数テンソルの主方向は一致しないこと, また, 数学的に等価な透

水係数テンソルは対称であり主方向は直交することが確かめられる。 
 
(4) 4.4 節まとめ 

 構造上の節理面(透水性の面)が二つあり, それらが直交しないとき, その地盤について, ｢構造
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上の透水性(kqq, krr と kqr (= krq), 及び, kr’r’, ks's’ と kr’s’ (= ks’r’))｣ 及び ｢数学的に等価な透水係数テ

ンソル((4.29)式)」が定義できる。この数学的に等価な透水係数テンソルは対称となり, 4.1, 4.2
節で述べたと同じように, 誘導成分(非対角成分)が 0 となる方向(主方向)が三つあり直交するこ

とがわかる。また, この透水係数の主方向は構造上の節理面(物理的な透水性の方向)とは一般的

に一致しない。 
 
５．結論 

 
 土は一般的に浸透流に関して異方性を有している。異方透水性は地盤の浸透流及び浸透破壊特

性に大きな影響を及ぼすことが知られている。したがって, 異方透水性地盤における浸透流の基

本的性質を明らかにするためには, 透水係数の数学的性質を明らかにしなければならない。 
 ここでは, 三次元異方透水性地盤の水の流れについて, 対称テンソルとしての透水係数とその

性質, 点における透水係数テンソルの特性(すなわち, 透水係数テンソルの座標変換と透水係数成

分の正方向の定義など)について議論した。そして, 透水係数テンソルの主値と主方向(すなわち, 
主透水係数とその方向)及び不変量, 構造上の透水性とそれと数学的に等価な透水係数テンソル

について考察し, 次の結論を得た。 
(1) 管水路中, または, 水みち中の水の流れに関する議論から, 地盤の透水係数成分が対称テンソ

ルであることを示した。 
(2) 透水係数テンソルの成分は, 水みちの分布(または配置パターン)と関係することを明らかに

した。 
(3) 透水係数テンソル成分の正方向を定義し, 点における透水係数テンソルの特性(すなわち, 透
水係数テンソルの座標変換と透水係数成分の正方向の定義など)について議論した。 
(4) 透水係数テンソルの主値と主方向(すなわち, 主透水係数とその方向)及び不変量について示

した。 
(5) 構造上の節理面(透水性の面)が二つあり, それらが直交しないとき, その地盤について｢構造

上の物理的な透水性｣と｢数学的に等価な透水係数テンソル｣が定義できることを示した。そして, 
数学的に等価な透水係数テンソルは, 一般的に対称であり, 誘導成分（非対角成分）が 0 となる方

向（主方向）が三つあり直交すること, 数学的に等価な透水係数テンソルの主方向は構造上の物

理的な透水性の方向とは一般的に一致しないことを示した。 
 また, 式の展開や例題・問題の解答作業に必要な｢ベクトルの乗算｣, 理論展開の理解に役立つ

｢三次元透水係数テンソルに関する問題と解答例｣, 座標変換の理解に必要な｢回転座標変換行列｣

について, とくに付録として補充的に説明した。 
 
付録１ ベクトルの乗算 
付録２ 三次元透水係数テンソルに関する問題と解答例 

付録３ 回転座標変換行列 
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付録１ ベクトルの乗算 

 
 ここでは, ベクトルの三種類の乗算（スカラー倍, スカラー積(内積), 及び, ベクトル積(外積)）

をとりあげ, それらの計算方法を示しておく。 
 
A1.1 三種類のベクトル乗算の計算手順 

(1) ベクトルのスカラー倍 

 s a ･･･ ベクトルのスカラー倍 s a に関して, その大きさは, ベクトル a の大きさとスカラーs の

大きさの絶対値の積, その向きは, s > 0 のときベクトル a と同じ向き, s < 0 のときベク

トル a と反対向きとなる。 
(2) スカラー積(内積) (Scalar product, dot product, inner product) 

 ベクトル a, b のスカラー積 a ･ b は, ベクトル a, b の成す角を, 大きさをそれぞれ a, b とし, 成
分をそれぞれ (ax, ay, az), (bx, by, bz)とすると, 次のように計算される。 

  

  
 
 




cos
cos

2coscos

ab
ba

baba




ba
      (A1.1) 

   = 0のとき a･b は最大 
   = 90のとき a･b = 0 
 
  a･b = b･a (交換法則)               (A1.2) 
  a･b = (ax i + ay j + az k)･(bx i + by j + bz k) 
   = ax bx + ay by + az bz                       (A1.3) 

 ⸪ i ･ j = j ･ k = k ･ i = 0                         (A1.4) 
  i ･ i = j ･ j = k ･ k = 1                         (A1.5) 
ここに, i, j, k は x, y, z 座標軸の正方向の単位ベクトルである。 
(3) ベクトル積(外積) (Vector product, cross product, outer product) 

 ベクトル a, b のベクトル積 c (= a  b) :  

  c = a  b                                                                   (A1.6) 
について考える。 
① c を幾何学的に表すと次のようになる。 
  c の大きさ c： c = a b sin                                                     (A1.7) 
          は a, b のなす角のうち小さい方の角をとる。 
          (平行移動させて始点同士を一致させる) 
   a // b のとき a  b = 0                                                      (A1.8) 
   a  b のとき  a  b  は最大となる。                                         (A1.9) 
  c の向き：右手ルール(右ねじの法則, a を b へ回転したとき右ねじが進む方向) 
   ◎ ベクトルを平行移動して, 始点同士を一致させる。 
   ◎ 右手の指(親指を除く 4 本)を a から b へ向かって小さい方の角を掃くように動かす。そ

のとき, 伸ばした右手親指の向きが c の向きを表す。 
  a  b =  (b  a)   ベクトル積では交換法則は成り立たない                   (A1.10) 

a 

b 

 

2 

b の a の方向への成分 
b cos 

 
 
 
 
 
 a  b は, a と b を相隣る 2 辺と

する平行四辺形の面積に等しい。 

 a b 
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 ② c を a, b の成分で表すと次のようになる。 

  a  b = (ax i + ay j + az k)  (bx i + by j + bz k) 
     = (ay bz  az by) i + (az bx  ax bz) j + (ax by  ay bx) k                          (A1.11) 
                                            分配法則 
 ⸪ i  i = j  j = k  k = 0                                                        (A1.12) 
  i  j = k, j  k = i, k  i = j                                                     (A1.13) 
③ c を行列式を使って表すと次のようになる。 

  x y z

x y z

a a a
b b b

 
i j k

a b                                                          (A1.14a) 

  
y z x yx z

y z x yx z

a a a aa a
b b b bb b

  i j k                                            (A1.14b) 

    = (ay bz  az by) i  (ax bz  az bx) j + (ax by  ay bx) k                             (A1.11) 
 
A1.2 ベクトル積(外積)(Vector project, cross project, outer product)と行列式(Determinant)

の関係, または, ベクトル積を行列式で表す方法 

 以下に, 参考として, ｢成分で表した式(A1.11)｣から｢行列式を使った式(A1.14a)｣への誘導方法を

示しておく。 

  a  b = (ax i + ay j + az k)  (bx i + by j + bz k) 
         = (ay bz  az by) i + (az bx  ax bz) j + (ax by  ay bx) k 
          = (ay bz  az by) i  (ax bz  az bx) j + (ax by  ay bx) k 

         

y z x yx z

y z x yx z

x y z

x y z

a a a aa a
b b b bb b

a a a
b b b

  



i j k

i j k  

 
 
 
 
 
 
 
 

行列式 (Determinant) 
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付録２ 三次元透水係数テンソルに関する問題と解答例 

 
 ここでは, 主方向の向きの計算において, 単位ベクトル e1, e2, e3 が右手系になるように(すなわ

ちe2 = e3  e1となるように), まず, e1とe3の値を決定し, 次に, ベクトルe2の向きを調整している。 
 
問題 A2.1 ある方向についての透水係数成分の求め方 

 三次元 x, y, z 直角座標系における点 P の透水係数テンソルが,  

   
25 2 8

1 2 34 10
9

8 10 31
D

 
   
  

 104   (m/s)                                           (A2.1) 

と与えられたとき, 1 1 1
2 2 2q x y z  e e e e の方向の透水係数成分 kqq を求めなさい。 

 
＜ヒント_問題 A2.1＞ 

 三次元座標系 x, y, z 及び q, r, s について考える。方向余弦行列を [A] とおき,  

   
q x
r A y
s z

   
      
   
   

                                                                (A2.2) 

としたとき,  

      1
( ) ( ) ( )

{ }

{ } { } { } { }
{ }

T
q

T
qrs xyz r xyz q r s

T
s

D A D A D

 
 

                 
 
  

e

e e e e
e

                         (A2.3) 

または, 透水係数成分 kij (i, j = q, r, s) に関して,  

  ( ) ( ){ } { }, ( , , , )nrs T xyz
ij ij i jk D D i j q r s    e e                                     (A2.4) 

と表される。ここに, eq, er, es はそれぞれ q, r, s 座標の単位ベクトル： 

   
1

1

1

x

q y

z

e
e
e

 
 

  
 
 

e ,  
2

2

2

x

r y

z

e
e
e

 
 

  
 
 

e ,  
3

3

3

x

s y

z

e
e
e

 
 

  
 
 

e                                         (A2.5a) 

  {eq}T = {ex1, ey1, ez1} 
  {er}T = {ex2, ey2, ez2}                                                          (A2.5b) 
  {es}T = {ex3, ey3, ez3} 
である。ここで, [D(xyz)], [D(qrs)] はそれぞれ, x, y, z 座標系及び q, r, s 座標系に関する透水係数マトリ

ックスである。また, [D(xyz)] = [D(xyz)] などを意味し, 上付き, 下付きはそのときの表示の都合によ

る。[D(xyz)]は x, y, z 座標系における透水係数テンソルであることを表す。また, 方向余弦行列 [A] 
は正規直交行列であり, 逆行列 [A]1, 及び, 転置行列 [A]T は等しい。 

  [A]1 = [A]T                                                                  (A2.6) 
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＜解答例_問題 A2.1＞ 

 問題を再記し, 単位(m/s)は省略して,  

   
25 2 8

1 2 34 10
9

8 10 31
D

 
   
  

 104                                                   (A2.7) 

  
1 1 1
2 2 2q x y z  e e e e                                                        (A2.8) 

のときの kqqの値を求める。＜ヒント_問題 A2.1＞を用いて,  

  

 

 

4

4

4

4

1
225 2 8

1 1 1 1 12 34 10 10
2 2 9 22 8 10 31 1

2

25 2 8 1
1 1 1 2 2 34 10 1 10
36

8 10 31 2
1 125 36 2 10
36
4.8864 10

qqk 







 
 

   
                

 
 

  
     
     

  

 

                                   (A2.9) 

と求められる。 
 
問題 A2.2 回転した座標系における透水係数テンソルの求め方 

 三次元 x, y, z 直角座標系における点 P の透水係数テンソルが,  

  4
( )

25 2 8
1 2 34 10 10
9

8 10 31
xyzD 

 
       
  

   (m/s)                                         (A2.10) 

で与えられている。x, y, z 座標系と方向余弦マトリックス:  

   

1 1 1
2 2 2 1 1 2
1 1 10 2 2 0

22 2
1 1 21 1 1

22 2

A

 
 

  
  

     
       

  
 

                               (A2.11a) 

で関係づけられた q, r, s 座標系に関する透水係数テンソル[D(qrs)]を求めなさい。 
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＜解答例_問題 A2.2＞ 

 まず, 方向余弦マトリックスの性質：[A]1 = [A]Tを用いて,  

     1

1 2 1
1 1 2 1
2

2 0 2

TA A

  
 

   
 
  

                                           (A2.11b) 

と表される。したがって, [D(qrs)]は, 単位(m/s)を省略して, 次ように計算される。 

  

   ( )

1
( )

4

4

1 1 2 1 2 125 2 8
1 12 2 0 2 34 10 1 2 1 10
4 9

8 10 311 1 2 2 0 2

125 36 2 4 9 2 1
1 4 9 2 10 4 9 2 10
36

1 4 9 2 125 36 2

xyzqrsD A D A 





      
                             
   
 

    
 

    

                (A2.12) 

もちろん, (A2.12)式の kqqの値は, 問題 A2.1 の kqq の値((A2.9)式)と一致することがわかる。 
 
問題 A2.3 透水係数テンソルの主方向と主透水係数の値の求め方 

 三次元 x, y, z 直角座標系における点 P の透水係数テンソルが,  

    4

25 2 8
1 2 34 10 10
9

8 10 31
D 

 
   
  

     (m/s)                                          (A2.13) 

で与えられている。主透水係数の値と主方向を求めなさい。 
 
＜解答例_問題 A2.3＞ 

 主方向は, 流速ベクトル v が動水勾配ベクトル iと一致する方向であるという物理的な条件

から, 主透水係数の大きさをとすると, (A2.13)式と,  
  [ D ] i =  i                                                             本文(4.2) 
から, 計算過程では, 指数と単位(104 m/s)を省略して,  

  

25 2 8 0 0
1 2 34 10 0 0
9

8 10 31 0 0

x x

y y

z z

i i
i i
i i






      
            
            

 

 

25 9 2 8
1 2 34 9 10 0
9

8 10 31 9

x

y

z

i
i
i






  
      
     

                                        (A2.14) 

となる。動水勾配ベクトルが 0 ベクトル以外の意味のある解をもつためには,  

  

25 9 2 8
1 2 34 9 10 0
9

8 10 31 9







 


                                            (A2.15) 

を満たさなければならない。したがって,  の値は,  

― 170 ―



  
         
   

25 9 2 8
2 34 9 10
8 10 31 9

25 9 34 9 31 9 160 160 64 34 9 100 25 9 4 31 9
5 3 2

0






     

  






           

   



     (A2.16) 

   = 5, 3, 2   ( 104  m/s)                                                    (A2.17) 
と求めることができる。最大, 中間, 及び, 最小主透水係数を, k1, k2, 及び, k3 とすると,  

 1 = k1 = 5  104  m/s 
 2 = k2 = 3  104  m/s 
 3 = k3 = 2  104  m/s 
となる。次に,  = 5, 3, 2  ( 104 m/s) に対応して, 正規化した動水勾配ベクトルを求めると次の

ようになる。 

(i) 1 = k1 = 5  ( cm/s10 2 ) のとき 

  

1 1

1 1

1 1

25 9 2 8 20 2 8
1 12 34 9 10 2 11 10 0
9 9

8 10 31 9 8 10 14

x x

y y

z z

i i
i i
i i






       
               
             

              (A2.18) 

 

1 1 1

1 1 1

1 1 1

20 2 8 0
2 11 10 0
8 10 14 0

x y z

x y z

x y z

i i i
i i i
i i i

   


   
   

                                                     (A2.19) 

 

1

1

1

1
3
2
3
2
3

x

y

z

i

i

i

 

 





                                                                (A2.20) 

(ii) 2 = k2 = 3  ( cm/s10 2 ) のとき 

  

2 2

2 2

2 2

25 9 2 8 2 2 8
1 12 34 9 10 2 7 10 0
9 9

8 10 31 9 8 10 4

x x

y y

z z

i i
i i
i i






       
              
            

                  (A2.21) 

 

2 2 2

2 2 2

2 2 2

2 2 8 0
2 7 10 0
8 10 4 0

x y z

x y z

x y z

i i i
i i i
i i i

   


   
   

                                                      (A2.22) 

 

2

2

2

2
3

2
3

1
3

x

y

z

i

i

i

 

  





                                                               (A2.23) 

― 171 ―



(iii) 3 = k3 = 2  ( cm/s10 2 ) のとき 

  

3 3

3 3

3 3

25 9 2 8 7 2 8
1 12 34 9 10 2 16 10 0
9 9

8 10 31 9 8 10 13

x x

y y

z z

i i
i i
i i






      
              
            

                  (A2.24) 

 

3 3 3

3 3 3

3 3 3

7 2 8 0
2 16 10 0
8 10 13 0

x y z

x y z

x y z

i i i
i i i
i i i

   


   
   

                                                     (A2.25) 

 

3

3

3

2
3
1
3

2
3

x

y

z

i

i

i

 

 





                                                               (A2.26) 

 
問題 A2.4 透水係数テンソルの主方向と主透水係数の値の求め方２ 

 三次元 x, y, z 直角座標系における点 P の透水係数テンソルが,  

    4

12 0
2

10 2 10
2

1 1 2
2 2

D 

  
 
 

   
 
 
  
 

     (m/s)                                     (A2.27) 

で与えられている。主透水係数の値と主方向を求めなさい。 
 
＜解答例_問題 A2.4＞ 

 主方向は, 流速ベクトル v が動水勾配ベクトル iと一致する方向であるという物理的な条件

から, 主透水係数の大きさをとすると, (A2.27)式と,  
  [ D ] i =  i                                                             本文(4.2) 
から, 計算過程では, 指数と単位(104 m/s)を省略して,  

  

12 0
2 0 0

10 2 0 0
2 0 0

1 1 2
2 2

x x

y y

z z

i i
i i
i i






  
      
             
           

  
 

                                      (A2.28) 
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12 0
2

10 2 0
2

1 1 2
2 2

x

y

z

i
i
i







   
  
  

     
  
  

   
 

                                             (A2.29) 

となる。動水勾配ベクトルが 0 ベクトル以外の意味のある解をもつためには,  

  

12 0
2

10 2 0
2

1 1 2
2 2







 

  

  

                                                  (A2.30) 

を満たさなければならない。したがって,  の値は,  

  

       

   

12 0
2

10 2
2

1 1 2
2 2

1 12 2 2 2 2
2 2

2 3 1
0







    

  

 

 

  

       

   



                                    (A2.31) 

   = 3, 2, 1   ( 104  m/s)                                                    (A2.32) 
と求めることができる。最大, 中間, 及び, 最小主透水係数を, k1, k2, 及び, k3 とすると,  

 1 = k1 = 3  104  m/s 
 2 = k2 = 2  104  m/s 
 3 = k3 = 1  104  m/s 
となる。次に,  = 3, 2, 1  ( 104 m/s) に対応して, 正規化した動水勾配ベクトルを求めると次の

ようになる。 
 

(i) 1 = k1 = 3  ( cm/s10 2 ) のとき 

  

1 1

1 1

1 1

1 12 0 1 0
2 2
1 10 2 0 1 0
2 2

1 1 1 12 1
2 2 2 2

x x

y y

z z

i i
i i
i i







         
      
      

           
      
      

        
   

                   (A2.33) 
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1 1

1 1

1 1 1

1 0
2

1 0
2

1 1 0
2 2

x z

y z

x y z

i i

i i

i i i

  



   


   


                                                   (A2.34) 

 

1

1

1

1
2
1
2

2
2

x

y

z

i

i

i





 






                                                              (A2.35) 

 
(ii) 2 = k2 = 2  ( cm/s10 2 ) のとき 

  

2 2

2 2

2 2

1 12 0 0 0
2 2
1 10 2 0 0 0
2 2

1 1 1 12 0
2 2 2 2

x x

y y

z z

i i
i i
i i







        
      
      

          
      
      

       
   

                   (A2.36) 

 

2

2

2 2

1 0
2

1 0
2

1 1 0
2 2

z

z

x y

i

i

i i

 



  


  


                                                      (A2.37) 

 

2

2

2

1
2

1
2

0

x

y

z

i

i

i

  

 

 



                                                              (A2.38) 

 
(iii) 3 = k3 = 1  ( cm/s10 2 ) のとき 

  

3 3

3 3

3 3

1 12 0 1 0
2 2
1 10 2 0 1 0
2 2

1 1 1 12 1
2 2 2 2

x x

y y

z z

i i
i i
i i







        
      
      

          
      
      

       
   

                    (A2.39) 
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3 3

3 3

3 3 3

1 0
2

1 0
2

1 1 0
2 2

x z

y z

x y z

i i

i i

i i i

  



  


   


                                                  (A2.40) 

 

3

3

3

1
2
1
2

2
2

x

y

z

i

i

i





 






                                                              (A2.41) 

 
問題 A2.5 透水係数テンソルの主方向と主透水係数の値の求め方３ 

 三次元 x, y, z 直角座標系における点 P の透水係数テンソルが,  

    4

17 2 2 3 3 2 2
1 3 17 2 2 3 2 2 10
4

3 2 2 3 2 2 14

D 

   
 

     
 

   

     (m/s)                         (A2.42) 

で与えられている。主透水係数の値と主方向を求めなさい。 
 
＜解答例_問題 A2.5＞ 

 主方向は, 流速ベクトル v が動水勾配ベクトル iと一致する方向であるという物理的な条件

から, 主透水係数の大きさをとすると, (A2.42)式と,  
  [ D ] i =  i                                                            本文 (4.2) 
から, 計算過程では, 指数と単位(104 m/s)を省略して,  

  

17 2 2 3 3 2 2 0 0
1 3 17 2 2 3 2 2 0 0
4

0 03 2 2 3 2 2 14

x x

y y

z z

i i
i i
i i






                                     

                          (A2.43) 

 

17 2 2 4 3 3 2 2
1 3 17 2 2 4 3 2 2 0
4

3 2 2 3 2 2 14 4

x

y

z

i
i
i







      
   

        
         

                             (A2.44) 

となる。動水勾配ベクトルが 0 ベクトル以外の意味のある解をもつためには,  

  

17 2 2 4 3 3 2 2
1 3 17 2 2 4 3 2 2 0
4

3 2 2 3 2 2 14 4







   

    

  

                                 (A2.45) 

を満たさなければならない。したがって,  の値は,  
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 
   

3 2

17 2 2 4 3 3 2 2
1 3 17 2 2 4 3 2 2
4

3 2 2 3 2 2 14 4

1 64 12 44 48
4
16 6 4 2
0







  

  

   

   

  

    

   



                                    (A2.46) 

   = 6, 4, 2   ( 104  m/s)                                                    (A2.47) 
と求めることができる。最大, 中間, 及び, 最小主透水係数を, k1, k2, 及び, k3 とすると,  

 1 = k1 = 6  104  m/s 
 2 = k2 = 4  104  m/s 
 3 = k3 = 2  104  m/s 
となる。次に,  = 6, 4, 2  ( 104 m/s) に対応して, 正規化した動水勾配ベクトルを求めると次の

ようになる。 

 
(i) 1 = k1 = 6  ( cm/s10 2 ) のとき 

1 1

1 1

1 1

17 2 2 4 3 3 2 2 7 2 2 3 3 2 2
1 13 17 2 2 4 3 2 2 3 7 2 2 3 2 2 0
4 4

3 2 2 3 2 2 14 4 3 2 2 3 2 2 10

x x

y y

z z

i i
i i
i i







             
      

               
                    

 

                                                                               (A2.48) 
(A2.48)式の第一･二式, 及び, 第一･三式から, それぞれ,  

  
 

 
1 1

1 1

32 32 16 2 0

32 16 2 16 0

y z

x z

i i

i i

   


  

                                                  (A2.49) 

が得られ,  

  

1

1

1

1 21 0.85355
2 2

1 21 0.14645
2 2

1 0.50000
2

x

y

z

i

i

i

  
       


        
 


  



                                               (A2.50) 

とうる。 

(ii) 2 = k2 = 4  ( cm/s10 2 ) のとき 

 

2 2

2 2

2 2

17 2 2 4 3 3 2 2 1 2 2 3 3 2 2
1 13 17 2 2 4 3 2 2 3 1 2 2 3 2 2 0
4 4

3 2 2 3 2 2 14 4 3 2 2 3 2 2 2

x x

y y

z z

i i
i i
i i







            
      

              
                    

 

                                                                               (A2.51) 
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(A2.51)式の第一･二式, 及び, 第一･三式から, それぞれ,  

  
 

 
2 2

2 2

16 16 8 2 0

16 8 2 8 0

y z

x z

i i

i i

   


  

                                                 (A2.52) 

が得られ,  

  

2

2

1 21 0.14645
2 2

1 21 0.85355
2 2

1 0.50000
2

x

y

z

i

i

i

  
       


         
 


    



                                              (A2.53) 

をうる。 

(iii) 3 = k3 = 2  ( cm/s10 2 ) のとき 

 

3 3

3 3

3 3

17 2 2 4 3 3 2 2 9 2 2 3 3 2 2
1 13 17 2 2 4 3 2 2 3 9 2 2 3 2 2 0
4 4

3 2 2 3 2 2 14 4 3 2 2 3 2 2 6

x x

y y

z z

i i
i i
i i







            
      

              
                   

 

                                                                               (A2.54) 
(A2.54)式の第一･二式, 及び, 第一･三式から, それぞれ,  

  
3 3

3 3

64 32 2 0

32 2 32 0
y z

x z

i i

i i

  


 
                                                      (A2.55) 

が得られ,  

  

3

3

3

1 0.50000
2
1 0.50000
2

2 0.70711
2

x

y

z

i

i

i


 


  



   


                                                    (A2.56) 

をうる。 
 
問題 A2.6 透水係数テンソルの主方向と主透水係数の値の求め方４ 

 三次元 x, y, z 直角座標系における点 P の透水係数テンソルが,  

    4

59 6 2 2 6 3 3 14 6 2
1 2 6 3 3 65 6 2 2 6 14 3 10

16
14 6 2 2 6 14 3 68

D 

     
 

      
 
    

     (m/s)                (A2.57) 

で与えられている。主透水係数の値と主方向を求めなさい。 
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＜解答例_問題 A2.6＞ 

 主方向は, 流速ベクトル v が動水勾配ベクトル iと一致する方向であるという物理的な条件

から, 主透水係数の大きさをとすると, (A2.57)式と,  
  [ D ] i =  i                                                             本文(4.2) 
から, 計算過程では, 指数と単位(104 m/s)を省略して,  

  

59 6 2 2 6 3 3 14 6 2 0 0
1 2 6 3 3 65 6 2 2 6 14 3 0 0

16
0 014 6 2 2 6 14 3 68

x x

y y

z z

i i
i i
i i






                                         

                 (A2.58) 

 

59 6 2 16 2 6 3 3 14 6 2
1 2 6 3 3 65 6 2 16 2 6 14 3 0

16
14 6 2 2 6 14 3 68 16

x

y

z

i
i
i







        
   

         
          

                      (A2.59) 

となる。動水勾配ベクトルが 0 ベクトル以外の意味のある解をもつためには,  

  

59 6 2 16 2 6 3 3 14 6 2
1 2 6 3 3 65 6 2 16 2 6 14 3 0

16
14 6 2 2 6 14 3 68 16







     

     

   

                           (A2.60) 

を満たさなければならない。したがって,  の値は,  

  

 
   

3 3 2

2

59 6 2 16 2 6 3 3 14 6 2
1 2 6 3 3 65 6 2 16 2 6 14 3

16
14 6 2 2 6 14 3 68 16

1 16 12 44 48
16
16 6 4 2
0







  

  

     

    

   

    

   



                             (A2.61) 

   = 6, 4, 2   ( 104  m/s)                                                    (A2.62) 
と求めることができる。最大, 中間, 及び, 最小主透水係数を, k1, k2, 及び, k3 とすると,  

 1 = k1 = 6  104  m/s 
 2 = k2 = 4  104  m/s 
 3 = k3 = 2  104  m/s 
となる。次に,  = 6, 4, 2  ( 104 m/s) に対応して, 正規化した動水勾配ベクトルを求めると次の

ようになる。 

 
(i) 1 = k1 = 6  ( cm/s10 2 ) のとき 

  

1

1

1

0.35355
0.61237

0.70711

x

y

z

i
i
i

 



  

                                                          (A2.63) 
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(ii) 2 = k2 = 4  ( cm/s10 2 ) のとき 

  

2

2

2

0.57322
0.73920
0.35355

x

y

z

i
i
i

  



 

                                                          (A2.64) 

(iii) 3 = k3 = 2  ( cm/s10 2 ) のとき 

  
3

3

3

0.73920
0.28033
0.61237

x

y

z

i
i
i

 



 

                                                           (A2.65) 

 
問題 A2.7 透水係数テンソルの主方向と主透水係数の値の求め方５ 

 三次元 x, y, z 直角座標系における点 P の透水係数テンソルが,  

    4

3 1 1
1 5 2 10
1 2 6

D 

 
   
  

     (m/s)                                             (A2.66) 

で与えられている。主透水係数の値と主方向を求めなさい。 
 
＜解答例_問題 A2.7＞ 

 主方向は, 流速ベクトル v が動水勾配ベクトル iと一致する方向であるという物理的な条件

から, 主透水係数の大きさをとすると, (A2.66)式と,  
  [ D ] i =  i                                                             本文(4.2) 
から, 計算過程では, 指数と単位(104 m/s)を省略して,  

  

3 1 1 0 0
1 5 2 0 0
1 2 6 0 0

x x

y y

z z

i i
i i
i i






      
            
            

                                              (A2.67) 

 

3 1 1
1 5 2 0
1 2 6

x

y

z

i
i
i






  
      
     

                                                 (A2.68) 

となる。動水勾配ベクトルが 0 ベクトル以外の意味のある解をもつためには,  

  

3 1 1
1 5 2 0
1 2 6







 


                                                      (A2.69) 

を満たさなければならない。したがって,  の値は,  

  

3 2

3 1 1
1 5 2 0
1 2 6
(3 )(5 )(6 ) 2 2 (5 ) 4(3 ) (6 )

14 57 71
0





     

  


 



           

    


                         (A2.70) 

   = 7.95934, 3.46983, 2.57083   ( 104  m/s)                                   (A2.71) 
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と求めることができる。最大, 中間, 及び, 最小主透水係数を, k1, k2, 及び, k3 とすると,  

 1 = k1 = 7.95934  104  m/s 
 2 = k2 = 3.46983  104  m/s 
 3 = k3 = 2.57083  104  m/s 
となる。次に,  = 1, 2, 3 に対応して, 正規化した動水勾配ベクトルを求めると次のようになる。 
 

(i) 1 = k1 = 7.95934  ( cm/s10 2 ) のとき 

  

1

1

1

0.27265
0.60028
0.75189

x

y

z

i
i
i

 



 

                                                           (A2.72) 

(ii) 2 = k2 = 3.46983  ( cm/s10 2 ) のとき 

  

2

2

2

0.17838
0.73641

0.65260

x

y

z

i
i
i

  



 

                                                          (A2.73) 

(iii) 3 = k3 = 2.57083  ( cm/s10 2 ) のとき 

  
3

3

3

0.94543
0.31205
0.093707

x

y

z

i
i
i

 


 
 

                                                      (A2.74) 
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付録３ 回転座標変換行列 

 
A3.1 二次元における回転座標変換行列 

 まず, 二次元における回転座標系について考える。ここでは, 二次元直交座標系である x, y 座標

系における回転行列を考える。x, y 座標系を反時計回りに  だけ回転した q, r 座標系を考える。

x, y 座標系における点 A の位置ベクトル(ax, ay)は, q, r 座標系において(aq, ar)に変換される。 

  
cos sin
sin cos

xq

yr

aa
aa

 
 

                  
                                                     (A3.1) 

 次に, 三次元の直交座標空間右手系にとった, x, y, z 座標系における回転行列について考える。

x, y 座標系を反時計回りに だけ回転したときに右ねじが進む方向を z 軸の正方向とすると, 右手

系の x, y, z 座標系が構成される。(A3.1)式は, z 軸まわりに反時計回りに  だけ回転したときの座

標変換式となる。このとき, z の値は変わらない。 
 
A3.2 三次元における回転座標変換行列(参考文献 A3.1 から) 

 航空機力学における, 地面固定座標系(x0, y0, z0 系)から機体固定座標系(x3, y3, z3系)への座標変

換を考える。ここでは, オイラー角と座標系の定義を参考文献 A3.1 から引用する。｢航空機力学

において, オイラー角は次のような 3 つの順序を有する回転, ,  によって定義される。まず, x0, 
y0, z0 系を z0軸まわりに回転し, x0 が z0 と x3とで定まる面に含まれるようにする。このときの回転

角を とし, この位置にある x0, y0, z0系を x1, y1, z1系と名づけ, その座標変換行列を F1()とする。

次に, x1, y1, z1 系を y1 軸まわりに回転し, x1 を x3 に一致させ, これを x2, y2, z2系と名づけ, このとき

の回転角を とし, その座標変換行列を F2()とする, 最後に x2, y2, z2 系を x2 軸まわりに回転し, x3, 
y3, z3 系と一致させる。このときの回転角を とし, その座標変換行列を F3()とする。｣A3.1) 
 参考文献 A3.1 では, z 軸が鉛直下方にとられているが, ここでは鉛直上方にとった。x, y, z 座標

系を右手系にとっているので, 結果に本質的な違いはない。 
 
(1) z 軸まわりの回転座標変換 
 まず, z 軸まわりの回転座標変換行列を求める。x0, y0, z0系を z0 軸まわりに反時計回りに  だけ

回転した x1, y1, z1 系を考える。x0, y0, z0 系は x1, y1, z1 系に次のように変換される。 
 Fig.A3.1 において, z 軸は点として見えている, 回転軸の成

分は不変であるので, (A3.1)式を参照して,  

   
0 01

1 0 1 0

1 0 0

cos sin 0
sin cos 0 ( )

0 0 1

x xx
y y R y
z z z

 
  

      
              
            

      (A3.2) 

となる。ここに,  

  1

cos sin 0
( ) sin cos 0

0 0 1
R

 
  

 
   
  

 

である。 
 

 
 
 
 
 
 
 
Fig.A3.1  z0 軸まわりの回転(三

次元場) (z 軸は紙面から垂直に

手前向きであるので点として見

えている) 

x0 z0, z1 

x1 

y0 
y1 

 
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(2) y 軸まわりの回転座標変換 
 次に, y 軸まわりの回転座標変換行列を求める。(1)と同様にして, x1, y1, z1 系を y1軸まわりに反

時計回りに  だけ回転した x2, y2, z2系を考える。x1, y1, z1系は x2, y2, z2系に次のように変換される。 
 Fig.A3.2において, y軸は点として見えている, 回転軸の成

分は不変であるので, (A3.1)式を参照して,  

  

2 1

2 1

2 1

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

z z
x x
y y

 
 

    
         
        

                 (A3.3) 

となる。成分の順序を入れ替える準備のため, (A3.3)式を展

開する。 
  z2 = z1 cos  + x1 sin  + y1･0 
  x2 =  z1 sin  + x1 cos  + y1･0                  (A3.4) 
  y2 = z1･0 + x1･0 + y1･1 
式の順番及び項の順番を入れ替えて整理すると,  
  x2 =  z1 sin  + x1 cos  + y1･0 
  y2 = z1･0 + x1･0 + y1･1                                                         (A3.5) 
  z2 = z1 cos  + x1 sin  + y1･0 
となり, x 軸まわりの回転座標変換行列に書き直すと,  

   
2 1 1

2 1 2 1

2 1 1

cos 0 sin
0 1 0 ( )

sin 0 cos

x x x
y y R y
z z z

 


 

      
             
            

                                   (A3.6) 

となる。ここに,  

  2

cos 0 sin
( ) 0 1 0

sin 0 cos
R

 


 

 
   
  

 

である 
 
(3) x 軸まわりの回転座標変換 
 次に, x 軸まわりの回転座標変換行列を求める。(1), (2)
と同様にして, x2, y2, z2系を x2 軸まわりに反時計回りに  
だけ回転した x3, y3, z3系を考える。x2, y2, z2 系は x3, y3, z3

系に次のように変換される。 

 Fig.A3.3 において, x 軸は点として見えている, 回転軸

の成分は不変であるので, (A3.1)式を参照して,  

  

3 2

3 2

23

cos sin 0
sin cos 0

0 0 1

y y
z z

xx

 
 

    
         
        

                                                  (A3.7) 

となる。(2)と同様にして, 成分の順序を入れ替え, x 軸まわりの回転座標変換行列に書き直すと,  
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.A3.2  y1 軸まわりの回転(三

次元場) (y 軸は紙面から垂直に手

前向きであるので点として見えて

いる) 

y1, y2 
z1 

z2 

x1 
x2 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
Fig.A3.3  x2 軸まわりの回転(三次

元場) (x 軸は紙面から垂直に手前向

きであるので点として見えている) 

y3 

z2 
z3 

 

x2, x3 
y2 
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   
3 2 2

3 2 3 2

2 23

1 0 0
0 cos sin ( )
0 sin cos

x x x
y y R y

z zz
  
 

      
             
            

                                  (A3.8) 

となる。ここに,  

  3

1 0 0
( ) 0 cos sin

0 sin cos
R   

 

 
   
  

 

である。 
 
A3.3 回転座標変換行列とオイラー角(参考文献 A3.1 から) 
 飛行機を例にとって回転座標変換の説明を行う(参考文献 A3.1 参照)。地面に固定された地面固

定座標系から飛行機に固定された機体固定座標系への座標変換は, 座標を z 軸まわりに だけ回

転し, その結果の座標を y 軸まわりに だけ回転し, 最後に, その結果を x 軸まわりに だけ回転

することによって得られる。そのときの回転角 , ,  をオイラー角と呼び 飛行機の姿勢を表す。

回転座標変換行列は, それぞれの行列の積となるので回転の順を考慮して次のようになる。 

  

3 0

3 0

3 0

1 0 0 cos 0 sin cos sin 0
0 cos sin 0 1 0 sin cos 0
0 sin cos sin 0 cos 0 0 1

x x
y y
z z

   
   
   

        
                 
                

          (A3.9a) 

        
3 0 0

3 3 2 1 0 0

3 0 0

( , , )
x x x
y R R R y E y
z z z

     
     
                        
     
     

                         (A3.9b) 

ここに,  
 [E (, , )] = [R３()]  [R2()]  [R1()] 
である。また, 機体固定座標から地面固定座標への逆の変換については[ E ] の逆行列となるが, 回
転座標変換行列に関しては, 転置行列と等しくなり,  

  [E (, , )]1 = [E (, , )]T                                                  (A3.10) 
である。逆行列と転置行列が等しくなることはこれまでの個々の軸まわりについてもいえる。 
 
A3.4 付録 A2 の問題における回転座標変換行列 

 ここで, x, y, z座標系を, z, y, x軸に関して反時計回りに, それぞれ順番に, , ,  だけ回転した q, 
r, s 座標系を考える。x, y, z 座標系における点 A の位置ベクトル (ax, ay, az) は, q, r, s 座標系におい

て (aq, ar, as) に変換される。このときの回転座標変換行列は, (A3.9a)式において, オイラー角, , 
 をそれぞれ, ,  と置き換え, かつ,  

  

3 0

3 0

3 0

,
q x

r y

s z

ax x a
y a y a

az z a

      
              

       
      

                                                    (A3.11) 

と置き換えることによって次のように得られる。 

  

1 0 0 cos 0 sin cos sin 0
0 cos sin 0 1 0 sin cos 0
0 sin cos sin 0 cos 0 0 1

q x

r y

s z

a a
a a
a a

   
   
   

        
                 
                

        (A3.12a) 
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  ( , , )
q x

r y

s z

a a
a E a
a a

  
   
   

    
   

  

                                                     (A3.12b) 

 付録２での問題A2.4, A2.5, A2.6における, 主方向を表す方向余弦マトリックスは, z, y, x 軸に関

して反時計まわりにそれぞれ順番に , ,  だけ回転したときの回転座標変換行列(A3.12a)式を用

いて, 次のように求めることができる。 
 
(1)  = 0,  =  45,  = 45のとき(問題 A2.4 の主方向) 

  

1 0 0 cos ( 45) 0 sin ( 45) cos 45 sin 45 0
0 cos0 sin 0 0 1 0 sin 45 cos 45 0
0 sin 0 cos0 sin ( 45) 0 cos ( 45) 0 0 1

q x

r y

s z

a a
a a
a a

          
                 
                  

 

      

1 11 1 00 2 21 0 0 2 2
1 10 1 0 0 1 0 0
2 20 0 1 1 10 0 0 1

2 2

x

y

z

a
a
a

 
   
                             
     

 

      

1 1 2
1 2 2 0
2

1 1 2

x

y

z

a
a
a

   
   

    
         

                                           (A3.13) 

 
(2)  = 45,  = 45,  = 45のとき(問題 A2.5 の主方向) 

  

1 0 0 cos 45 0 sin 45 cos 45 sin 45 0
0 cos 45 sin 45 0 1 0 sin 45 cos 45 0
0 sin 45 cos 45 sin 45 0 cos 45 0 0 1

q x

r y

s z

a a
a a
a a

        
                 
                

 

      

1 11 1 001 0 0 2 22 2
1 1 1 10 0 1 0 0
2 2 2 21 101 1 0 0 10 2 2
2 2

x

y

z

a
a
a

   
          
             
                    

 

      

2 2 2 2
1 2 2 2 2 2
4

2 2 2 2 2

x

y

z

a
a
a

   
   

     
        

                                       (A3.14) 
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(3)  = 30,  = 45,  = 60のとき(問題 A2.6 の主方向) 

  

1 0 0 cos 45 0 sin 45 cos60 sin 60 0
0 cos30 sin 30 0 1 0 sin 60 cos60 0
0 sin 30 cos30 sin 45 0 cos 45 0 0 1

q x

r y

s z

a a
a a
a a

        
                 
                

 

      

1 3 01 11 0 0 0 2 2
2 2

3 1 3 10 0 1 0 0
2 2 2 2

1 1 0 0 101 30 2 2
2 2

x

y

z

a
a
a

                                                   

 

      

2 2 2 6 4 2
1 2 6 6 2 3 2 2
8

6 2 3 3 2 2 2 6

x

y

z

a
a
a

   
   

     
        

                                   (A3.15) 

 
A3.5 q, r, s 座標系における主透水係数テンソル[D(qrs)]から, 元の x, y, z 座標系における透水係数

テンソル[D(xyz)]を求める方法―透水係数テンソルの主方向が q, r, s 座標軸と一致する場合― 
 透水係数テンソルの主方向が q, r, s 座標軸と一致する場合について考える。q, r, s 座標系(x, y, z
座標系の回転座標変換行列で表される)における主透水係数テンソル[D(qrs)]から, 元の x, y, z 座標

系における透水係数テンソル[D(xyz)]を求める方法は次のようになる。テンソルの座標変換式： 

  [D(qrs)] = [A] [D(xyz)] [A]1                                                      (A3.16) 
の両辺に, それぞれ左側から[A]1, 右側から[A]をかけ合わせると, [A]1 [A] = [A] [A]1 = [E] =1 (こ
こで, [E] は単位行列) を用いて,  

  [A]1 [D(qrs)] [A] = [A]1 [A] [D(xyz)] [A]1 [A] 
  [D(xyz)] = [A]1 [D(qrs)] [A]                                                      (A3.17) 
となる。ここに,  
 [D(qrs)] : r, q, s 座標系における透水係数テンソル 
 [D(xyz)] : x, y, z 座標系における透水係数テンソル 
 [A] : 主方向を表す方向余弦マトリックス(または, 回転座標変換行列) 
 [A]1 : [A] の逆行列 
である。付録２の問題で用いた, x, y, z 座標系における透水係数テンソル[D(xyz)]を, 与えられた q, r, 
s 座標系における主透水係数テンソル[D(qrs)]から求める方法について, 問題 A2.4, A2.5, A2.6 を例

にとって示すと次のようになる。 
 以下では, 問題 A2.4, A2.5, A2.6 の場合について, それぞれ,  
① 与えられた q, r, s 座標系における主透水係数テンソル[D(qrs)]の値,  
② 主方向を表す方向余弦マトリックス(または, 回転座標変換行列) [A], 及び,  
③ 方向余弦マトリックスの逆行列[A]1 (= [A]T ) 

に対して,  
④ [D(xyz)] (= [A]1 [D(qrs)] [A]) 
の値が求められる。逆に, 各問題においては, x, y, z 座標系の透水係数テンソルとして④が問題と
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して与えられ, 主値①, 及び, 主方向② (または, その逆行列③)が解として求められている。 
 ここで, 番号①～④は説明に際して用いたものであり, 以下, 各場合の式の計算においては番

号を付していない。また, 各場合の①及び④の透水係数テンソルについては単位(m/s)の表記を省

略している。 
 
(1) 問題 A2.4 の場合 

  4
( )

1 0 0
0 2 0 10
0 0 3

qrsD 

 
       
  

                                                   (A2.18) 

   
1 1 2

1 2 2 0
2

1 1 2

A

 
 

  
 
    

                                                 (A3.13) 

    1

1 2 1
1 1 2 1
2

2 0 2

A 

  
 

  
 
  

                                                   (A2.19) 

に対して,  

  

   1
( ) ( )

4

4

1 2 1 1 1 21 0 0
1 1 2 1 0 2 0 2 2 0 10
4

0 0 32 0 2 1 1 2

4 0 2
1 0 4 2 10
2

2 2 4

xyz qrsD A D A





      
                              
 
 

   
 
   

               (A2.27) 

と求められる。 
 
(2) 問題 A2.5 の場合 

  4
( )

2 0 0
0 4 0 10
0 0 6

qrsD 

 
       
  

                                                   (A3.20) 

   
2 2 2 2

1 2 2 2 2 2
4

2 2 2 2 2

x

y

z

a
A a

a

   
   

     
        

                                        (A3.14) 

    1

2 2 2 2 2
1 2 2 2 2 2
4

2 2 2 2

x

y

z

a
A a

a



    
   

     
       

                                      (A3.21) 
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に対して,  

  

   1
( ) ( )

4

4

2 2 2 2 2 2 2 2 22 0 0
1 2 2 2 2 2 0 4 0 2 2 2 2 2 10

16
0 0 62 2 2 2 2 2 2 2 2

17 2 2 3 3 2 2
1 3 17 2 2 3 2 2 10
4

3 2 2 3 2 2 14

xyz qrsD A D A





      
                                

   
 

     
 

   

 

と求められる。 
 
(3) 問題 A2.6 の場合 

  4
( )

6 0 0
0 4 0 10
0 0 2

qrsD 

 
       
  

                                                   (A3.22) 

   
2 2 2 6 4 2

1 2 6 6 2 3 2 2
8

6 2 3 3 2 2 2 6

x

y

z

a
A a

a

   
   

     
        

                                    (A3.15) 

    1

2 2 2 6 6 2 3
1 2 6 6 2 3 3 2 2
8

4 2 2 2 2 6

x

y

z

a
A a

a



    
   

     
       

                                  (A3.23) 

に対して,  

 

   1
( ) ( )

4

4

2 2 2 6 6 2 3 2 2 2 6 4 26 0 0
1 2 6 6 2 3 3 2 2 0 4 0 2 6 6 2 3 2 2 10
64

0 0 24 2 2 2 2 6 6 2 3 3 2 2 2 6

59 6 2 2 6 3 3 14 6 2
1 2 6 3 3 65 6 2 2 6 14 3 10

16
14 6 2 2 6 14 3 68

xyz qrsD A D A





      
                                
     
 

      
 
    

 

と求められる。 
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Seepage flow through anisotropic permeable soil in three 
dimensions 

– Tensor of coefficients of permeability, principal value and 
direction of the tensor – 

 

Tsutomu Tanaka 
Arnold Verruijt 

 
Abstract 

 

     Soil generally has an anisotropic permeability with respect to seepage flow. This anisotropic 
permeability has marked effects on the characteristics of seepage flow through soil. The mechanism of 
seepage flow through anisotropic porous media should be clarified to accurately estimate the safety against 
seepage failure when designing hydraulic structures. In this paper, the mechanism of water flow through a 
pipe and channel (or crack) in 3D soil, the coefficients of permeability as a symmetric tensor, permeability 
tensor at a point, principal value and direction of permeability tensor, invariants of permeability tensor, 
and relationship between structural permeabilities and mathematically equivalent permeability tensor are 
discussed. The following topics are also considered supplementarily: 
(1) Methods of three multiplications of vectors, which are useful to formulize equations, solve examples, 
etc. 
(2) Questions and answers with respect to the anisotropic permeability tensor, which are based on 
developing the seepage-flow theory.  
(3) Rotational-coordinates transformation matrix, which is useful to understand the concept of the 
coordinate-conversion system. 

 
Key words: Three-dimensional soil with anisotropic permeability, seepage flow through soil, tensor of 
coefficient of permeability (or permeability tensor), principal value and direction of permeability tensor, 
invariant of permeability tensor, structural permeabilities and mathematically equivalent permeability 
tensor 
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