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例で学ぶ概均質ベクトル空間

谷口隆（神戸大学大学院理学研究科）

概要

典型的で単純な概均質ベクトル空間 (G,V ) の例を 8 個紹介し，それぞれ

のもっとも基本的な性質を解説する。特異集合（Zariski 開軌道の補集合）と

(G,V )の相対不変式の関係を説明する。また，概均質ベクトル空間の基本的で

個性的な例である 2元 3次形式の空間 Sym3(2)についてはやや詳しく調べる。

非特異元の固定部分群を決定し，また有理軌道を初等的な方法で記述する。こ

れらの例を通して概均質ベクトル空間についてイメージを持ってもらうことが

目的である。

概均質ベクトル空間には一定の整然とした基礎理論があるが，ここではそれの正式

な導入に替えて，基本的で単純な例を数例具体的に考え，本報告集の内容を理解する

上で必要になる基本的な感覚を身につけてもらうことを目指す。正式な理論は木村

[13]を参照のこと。

1節で代数群について簡単に説明する。また軌道を解釈するときに必要になる，有

限次分離代数（有限次エタール代数）の概念を説明する。2節で概均質ベクトル空間

と相対不変式の定義を説明する。3節で 7個程度の概均質ベクトル空間の具体例につ

いて考える。より本格的な例は本報告集の石塚 [9, 10]などで現れる。4節では，概均

質ベクトル空間の有理軌道について考える。

1 予備知識

1.1 代数群とは？

概均質ベクトル空間は代数群の表現だが，代数群（あるいは位相群や Lie群）の正

式な導入を始めると，非常に多くの手間がかかり，なかなか概均質ベクトル空間の話

が始められない。そこでここでは，本書の内容が理解できるための最低限の知識を，

実例を通して説明することを試みる。
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典型的な実例として，GL2 について考えてみよう。任意の可換環 Aに対し，A× を

Aの単数群として，

GL2(A) :=

{(
a b
c d

)
a, b, c, d ∈ A, ad− bc ∈ A×

}

が行列の乗法で群になる。GL2(R), GL2(Z), GL2(Fp)などはその具体例である。

環 A に群 GL2(A) を対応させるこの A �→ GL2(A) は関手的であることに注意し

よう。つまり，環準同型 ϕ : A → B があれば，行列の成分ごとに ϕで送ることで写

像 GL2(A) → GL2(B)が定まり，これが群準同型写像になる。実際に群準同型であ

ることは，手を動かしてみれば，ϕが環準同型であることから直接にしたがうことが

分かるだろう。たとえば環の標準単射 Z �→ Rから単射 GL2(Z) �→ GL2(R)が定ま
り，GL2(Z)は GL2(R)の部分群である。また係数ごとに法 pを考えることで，群準

同型 GL2(Z) → GL2(Fp)が定まるが，これは標準全射 Z → Fp から誘導されたもの

である。

専門的には GL2(A) はスキーム GL2 の A 有理点であり，GL2 を代数多様体やス

キームとして論ずるときは，位相は Zariski位相を考えることになる。たとえば GL2

は Zariski位相で連結である。しかし，実有理点の群 GL2(R)については，Rのユー
クリッド位相から定まる位相を考える。GL2(R)は Lie群で，Haar測度が存在する。

GL2(R) は 2 つの連結成分からなり，GL2(R)+ = {g ∈ GL2(R) | det g > 0} が単
位連結成分（単位元を含む連結成分）である。GL2(Z)は GL2(R)の離散部分群であ
る。GL2(Qp)も Qp の位相を考える。全不連結な，局所コンパクト位相群になる。

ここまでGL2で考えてきたが，GLnで同様である。GL1の場合は，GL1(A) = A×

である。GLn(A)は An の A加群としての自己同型全体のなす群である。

環 Aにその加法群 Aを対応させる代数群（関手）を Ga で表す。また GL1 = Gm

と書くことがある。a,mはそれぞれ additive, multiplicativeの頭文字である。繰り

返しになるが，Ga(A) = A, Gm(A) = A× である。

例 1.1

B = B2 :=

{(
a b
c d

)
∈ GL2 b = 0

}
=

{(
a 0
c d

)
∈ GL2

}

とする。これは B(A) =
{(

a b
c d

)
∈ GL2(A) | b = 0

}
という関手である。定義からた

だちに B(A) = {( a 0
c d ) | a, d ∈ A×, c ∈ A} と書ける。

B は GL2 の Zariski 閉集合で，行列の積で閉じるので，GL2 の閉部分群である。
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B の部分集合を

T = T2 :=

{(
a 0
c d

)
∈ B2 c = 0

}
=

{(
a 0
0 d

)
∈ GL2

}
,

N = N2 :=

{(
a 0
c d

)
∈ B2 a = d = 1

}
=

{(
1 0
c 1

)
∈ GL2

}

とおく。いずれも B の閉部分群で，B = T ⋉N である。同型

T
∼=−→ G2

m, N
∼=−→ Ga

がそれぞれ (
a 0
0 d

)
�→ (a, d),

(
1 0
c 1

)
�→ c

で定まる。

代数群の間にも準同型を考えることができる。たとえば代数群の準同型

det : GLn → GL1 がある。各 A について，群準同型 det : GLn(A) → GL1(A) が

定まることが分かるだろう。正確には後者の det と前者の det は異なるが，同じ

記号を用いることが通例である。SLn は det : GLn → GL1 の核である。これを

SLn := {g ∈ GLn | det g = 1}のように表現することもある。
線型代数群（文脈から明らかな場合は単に代数群と呼ぶことが多い）とは，素朴に

は，ある GLn の Zariski閉部分群のことである。Zariski閉とは，行列の各成分の多

項式の共通零点ということで，体K 上の代数群というのは，その多項式がK 上の多

項式だということである。Gが体 K 上の代数群であれば，任意の K 代数 Aについ

て，A有理点の集合 G(A)が群になり，A �→ G(A)はK 代数から群への共変関手で

ある。

例 1.2 S をK を成分にもつ n次対称行列で，det(S) ̸= 0とする。

OS := {g ∈ GLn | gS tg = S}

を S の直交群という。これはK 上の代数群である。実際，S の成分がK であること

から，gS tg = S は g の成分の K 係数多項式たちが 0になるという条件である。任

意のK 代数 Aについて，OS(A) = {g ∈ GLn(A) | gS tg = S}である。

SOS := OS ∩ SLn
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を特殊直交群という。これは SLn の部分群であり，OS の正規部分群である。

SOS(A) = OS(A) ∩ SLn(A) = {g ∈ SLn(A) | gS tg = S} である。

GOS := {g ∈ GLn | gS tg = tS, ∃t ∈ GL1}

を相似直交群という。最後の ∃t は少し略式の書き方で，意味は GOS := {(t, g) ∈
GL1 ×GLn | gS tg = tS} である。この tは g から一意に決まるので，GOS を GLn

の部分群とみなすことができる。

GOS ∋ (t, g) �→ t ∈ GL1

は群準同型であり，この核が OS である。

S が単位行列 In のとき，GOS , OS , SOS をそれぞれ GOn, On, SOn と書く。

注意 1.3 これらの群を考えることは，3.5 節で扱う，n 次対称行列のなす概均質

ベクトル空間 (G,V ) を考えることと非常に近い。直交群は，(G, V ) の非特異元

S ∈ V ′(K)の固定部分群である。

1.2 代数群の構造と簡約群

概均質ベクトル空間を考えるときに頻繁に現れる簡約群 (reductive group)という

概念について，少しコメントしておく。

基本的には体 K 上の代数群 G についての条件である。K 上の連結代数群 G は，

K に底変換した G ×K K の “冪単根基 (nilpotent radical)” が自明になるとき，簡

約群という。（簡約可能な群と呼ばれることもある。）が，実は著者は簡約群を扱う

とき，あまり冪単根基に立ち戻って考えてはいない。簡約群の例としては，上述の

GLn, SLn, GOS , OS , SOS や，斜交群 Sp2n, 一般斜交群 GSp2n などがある。これ

らはいずれも g �→ tg−1 で閉じているという特徴がある。K が標数 0 の代数閉体の

ときは，G の適当な共役が g �→ tg−1 で閉じることが必要十分である。例 1.1 の B

は簡約でない群の例である。

標数 0 の代数閉体上の代数群は一般に簡約な部分群 L と冪単部分群 U の半直積

G = L⋉U の形に書け，簡約群 L はトーラス T と半単純群 S の積 L = TS の形で，

T の元と S の元の積は可換であるように表すことができる。ここに，冪単群とは対

角成分がみな 1 の上三角群の部分群と同型になるもの，トーラスは Gm の直積と同

型になるもの，半単純群は可換な連結部分群を持たないもののことである。
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1.3 有限次分離代数

概均質ベクトル空間の非特異な軌道を考える上で基本的な役割をもつ，有限次分離

代数の概念を簡単にまとめておく。なお分離代数はエタール代数と呼ばれることも

ある。

定義 1.4 F をK 上有限次の代数で，dimK(F ) = nとする。以下は同値である。

(1) 跡（トレース）Tr: F → K の定める双線形形式 F×F ∋ (x, y) �→ Tr(xy) ∈ K

が非退化である。

(2) F はあるK の有限分離拡大 F1, . . . , Fm の直積 F1 × · · · × Fm と同型である。

(3) F ⊗K ∼= (K)n である。ただしK はK の代数閉包である。

この同値な条件をみたす F をK の n次分離代数という。

これらの同値性についてはたとえば [1, V, §6 Proposition 2, §6 Theorem 4, §8
Propositoin 1] を参照されたい。

例 1.5 (1) n次の多項式 P ∈ K[X]について，K 上 n次の代数K[X]/(P )が分

離的であるのは，P が重根をもたないときである。

(2) K が代数閉体なら，K の n次分離代数はKn のみである。たとえば Cの n次

分離代数は Cn のみである。

(3) Rの n次分離代数は Rr1 × Cr2 （ただし r1 + 2r2 = n）と書ける。

(4) Qの 2次分離代数はQ×Qか 2次体 Lである。Qの 3次分離代数はQ×Q×Q
か Qと 2次体 Lの直積 Q× Lか 3次体 F かのいずれかである。

命題 1.6 Kn の K 代数としての自己同型群は，成分の置換による n 次対称群 Sn

である。

証明 φ : Kn → Kn を自己同型とする。第 i成分のみが 1で他の成分は 0である元を

ei ∈ Kn とする。e1, . . . , en は Kn の K 基底であり，また
∑

ei = 1, e2i = ei, i ̸= j

のとき eiej = 0である。fi = φ(ei) =
∑

ajiej とする。f2
i = fi より a2ji = aji であ

る。したがって aij ∈ K は 0, 1のいずれかである。i ̸= j とする。

fifj =
∑
k,l

akiekaljel =
∑
k

akiakjek = 0

5
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より，任意の k について akiakj = 0 である。k を固定する。すべての i につい

て aki = 0 なら φ による像が ek を含まないので，aki = 1 となる i が存在する。

akiakj = 0より j ̸= iについて akj = 0となる。よってこの iは kに対してただ一つ

であり，それを i = τ(k)とする。ek = fτ(k) である。φは単射なので fτ(k) は異なる

k に対しすべて異なるので τ は全単射である。σ = τ−1 ∈ Sn とすると fi = eσ(i) で

ある。

2 概均質ベクトル空間と相対不変式

本節では，概均質ベクトル空間とそのもっとも基本的で重要な役割を担う相対不変

式を定義し，その性質をまとめる。基礎理論のより詳しい内容は [13, 2章]を参照の

こと。

K を体とし，Gを K 上の連結な代数群とする。V を K 上の有限次元ベクトル空

間とし，ρ : G → GL(V ) を (K 上の) 代数群としての準同型写像とする。このとき

(G, ρ, V )を Gの (K 上の)表現という。ρが固定されているときは単に (G,V )を書

くこともある。このとき，g ∈ G, x ∈ V に対し ρ(g)xを gxと書く。

定義 2.1 G の表現 (G, ρ, V ) = (G,V ) が概均質ベクトル空間であるとは，V に

Zariski開な軌道 V ′ が存在することをいう。

これは，V ′(K)が単一の G(K)軌道であるという意味である。このとき V ′ を非特

異集合，S := V \ V ′ を特異集合という。

定義 2.2 (G,V ) を表現とする。V 上の有理関数 f ∈ K(V ) は，任意の g ∈ G と

x ∈ V に対して f(gx) = χ(g)f(x)となる Gの指標 χ : G → GL1 が存在するとき，

相対不変式であるという。

ただし Gの指標とは群準同型 G → GL1 のことである。特に自明な指標に対する

相対不変式を絶対不変式というが，概均質ベクトル空間については次が成り立つ。

補題 2.3 概均質ベクトル空間の絶対不変式は定数に限る。
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である。

これより，同じ指標に対応する相対不変式は，定数倍を除いて一致することも分か

る。（逆に，(G,V )が概均質ベクトル空間でなければ，定数でない絶対不変式が存在

することが知られている。）

概均質ベクトル空間において，相対不変式と特異集合の関係は次の命題にまとめら

れる。

命題 2.4 (G,V ) を概均質ベクトル空間とし，n = dimV とする。特異集合 S の

n−1次元の既約成分を S1, . . . , Srとし，Siを定める既約多項式を Pi ∈ K[V ]とする。

この Pi は相対不変式である。また K 上の任意の相対不変式 P は P = c
∏

i P
mi
i ,

c ∈ K
×
,mi ∈ Z とあらわされる。

証明 G は連結なので既約である。よって GSi は既約であり，Si ⊂ GSi ⊂ S なの

で，Si = GSi である。したがって Si の既約性から各 g ∈ G に対して g−1Si = Si

である。これより既約多項式 Pi(gx) は定数倍を除いて Pi(x) と等しい。Pi(gx) =

χ(g)Pi(x)とすると χ : G → GL1 は必然的に準同型で，Pi は相対不変式である。

P を相対不変式とし，P =
∏

1≤j≤k Rj を既約因子への分解とする。P (gx) =∏
1≤j≤k Rj(gx)でK[V ]は UFDなので，定数倍を除いて，Rj(gx)は R1, . . . , Rk の

どれかと一致する。したがって群準同型 G → Sk が定まる。この核は指数有限なの

で，G が連結であることから，核は G と一致する。よって各 Rj は相対不変式であ

る。Rj の零点集合は S の既約成分になるから，ある Si と一致し，定数倍を除いて

Rj は Pi と一致する。

定義 2.5 命題 2.4の P1, . . . , Pr ∈ K[V ]を (G,V )の基本相対不変式という。

基本相対不変式は概均質ベクトル空間 (G, V )のゼータ関数を定義するときに使わ

れる。K = Qとして，大まかにはゼータ関数は
∑

x∈Γ\(L∩Vi)

µx

|P1(x)|s1 |P2(x)|s2 · · · |Pr(x)|sr

という r 個の複素変数の関数である。L は V (Q) 内の格子，Γ は L を不変にする

G(Q)の数論的部分群，Vi は V ′(R)の連結成分で，µx ∈ R>0 は軌道 Γxの “大きさ”

を測る量である。r = 1の 1変数の場合の一般論が本報告数の杉山 [8]で説明される。

多変数の場合は本報告集の佐藤 [5]で扱われる。
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3 概均質ベクトル空間の例

それでは，概均質ベクトル空間 (G, V )の基本的な例を取り上げ，その性質を見て

いこう。より本格的な例は [9, 10]などで扱われる。ここで取り上げる例では，3.3節

の (B, V ) = (B2, Sym
2(2))を除き，(G,V )の特異集合 S は K 上定義された既約超

曲面である。したがって命題 2.4より (G,V )は唯一の基本相対不変式をもつ。なお，

(B2, Sym
2(2))の特異集合は 2つの既約成分を持ち，この概均質ベクトル空間には基

本相対不変式が 2つある。

3.1 1次元の概均質ベクトル空間

もっとも単純な (G,V )として，1次元空間 V = K に G = GL1 が作用する場合を

考えてみよう。t ∈ G, x ∈ V に対し ρ1(t)x = txによって ρ1 : G → GL(V )を定め

る。S = {0}とすると，V ′ = V \ S = {x ∈ V | x ̸= 0}は Gの単一軌道である。こ

の場合，K で考えなくても，K 上で V ′(K)は単一の G(K)軌道である。P (x) = x

は唯一の基本相対不変式で，P (ρ1(t)x) = tP (x)である。

G の V への作用は他にも考えることができる。今度は t ∈ G, x ∈ V に対し

ρ2(t)x = t2xによって ρ2 : G → GL(V )を定める。同じく S = {0}，V ′ = V \ S =

{x ∈ V | x ̸= 0}とすると，V ′(K)は単一の G(K)軌道である。これは x, y ∈ V (K)

とすると，t =
√
y/x ∈ G(K) = K

×
が取れて，y = t2xとなるからである。

一般の体K 上で考えると，x, y ∈ V ′(K)は y/xの平方根が取れなければ同じ軌道

にない。R上では，V ′(R) = R>0 ∪ R<0 と 2個の G(R) = R× 軌道に分かれる。一

般の体では，たとえばK = Qなら

G(Q)\V ′(Q) ∋ x �−→ Q(
√
x) ∈ {Qの 2次拡大 } ∪ {Q}

が全単射になる。K の標数が 2でなければ，QをK に変えても同様である。

注意 3.1 なお，x ∈ V ′(Q) = Q \ {0}が Qの平方元のときは Q(
√
x) = Qであり，

これが右辺にある Qである。実際には代数的により自然な対応物は Q × Qである。
この場合，右辺の集合は Qの 2次分離代数の (同型類の)なす集合になる。

この例からも明らかなように，Gと V から ρが一意に定まるわけではない。しか

し，早い段階で ρが定義され以降固定されるような場合は，ρは省略されることもよ

8
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くある。

3.2 正方行列の空間

nを正の整数とし，G = GLn ×GLn, V = Mn とする。V は n次正方行列全体の

なす n2 次元のベクトル空間である。g = (g1, g2) ∈ G, x ∈ V に対し，gx = g1x
tg2

として，ρ : G → GL(V ) を定める。（g2 の転置は群の作用を左作用にするためであ

る。）これは行列の基本変形の群論的抽象化である。x ∈ V に左から g1 をかけること

が xの行変形で，右から tg2 をかけることが xの列変形である。基本変形の理論から

G(K)\V (K) ∋ x �−→ rank(x) ∈ {i | 0 ≤ i ≤ n}

は全単射である。S = {x ∈ V | rank(x) < n}, V ′ = V \S = {x ∈ V | rank(x) = n}
とおく。V ′は V の Zariski開集合であり，V ′(K)は単一のG(K)軌道だから，(G,V )

は概均質ベクトル空間である。また P (x) = detx とおけば，これは V 上の既約多

項式で S は P の零点集合である。よって P は唯一の基本相対不変式で，実際

χ(g) = det g1 · det g2 とすると P (gx) = χ(g)P (x)は明らかである。

注意 3.2 n × m 次の長方行列のなす空間 V に G = GLn × GLm を作用させて

も同様のことが考えら，(G,V ) は概均質ベクトル空間である。対称性から n > m

とすると，V ′ = {x ∈ V | rank(x) = m} が非特異集合である。ただしこの場合，
S = {x ∈ V | rank(x) < m} はすべての m次の小行列式が 0であるという条件で，

余次元は 2以上になる。したがってこの (G,V )には相対不変式は存在しない。

3.3 2元 2次形式の空間

V を 2元 2次形式のなす 3次元ベクトル空間とする：

V = Sym2(2) := {x(u, v) = au2 + buv + cv2 | a, b, c ∈ K} ∼= K3

G = GL2 が変数の線形変換で V に作用する：

(g · x)(u, v) = x((u, v)g) = x(pu+ rv, qu+ sv), g =

(
p q
r s

)

これは左作用，すなわち (g1g2)x = g1(g2x)である。P (x)を x(u, v)の判別式，つま

り P (x) = Disc(x) = b2 − 4acとおくと，P (gx) = (det g)2P (x)となるので P (x)は
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相対不変式である。

補題 3.3 V ′ = {x ∈ V | P (x) ̸= 0}はK で単一軌道である。

証明 w(u, v) := uv ∈ V ′(K)(⊂ V ′(K))とし，x ∈ V (K)が w と同じ G(K)軌道で

あることを示す。P (x) ̸= 0 であるとは，x(u, v) が重根をもたないということであ

る。K では x(u, v) = (α1u+β1v)(α2u+β2v)と分解し，これが重根を持たないとい

うのは，

(
α1

β1

)
,

(
α2

β2

)
が平行でないということで，したがって det

(
α1 α2

β1 β2

)
̸= 0

だということである。x =

(
α1 α2

β1 β2

)
wである。

したがって，(G,V )は P (x) = Disc(x)を唯一の基本相対不変式とする，概均質ベ

クトル空間である。

スカラー行列 aI2 =

(
a 0

0 a

)
は a2 倍で作用する。だから，スカラー倍だけ違う二

つの 2元 2次形式が，K 上で同じ軌道にあるとは限らない。たとえば u2 + v2, 3u2 +

3v2 ∈ V ′(Q) は同じ GL2(Q) 軌道にはないが，整数論的な考察のためにはこれら

が同じ軌道にあった方がよいことがある。そのようなときは，G̃ = GL1 × GL2 と

し，t ∈ GL1 を普通の t 倍で作用させる表現を考えることがある。（ker(ρ : G̃ →
GL(V )) = {(t−2, tI2)} ∼= Gm である。）この場合，自然な全単射

G̃(K)\V ′(K)
1:1←→ {K の 2次分離代数 }

が定まる。x ∈ V ′(K)が K で 1次因子に分解するときは K ×K を，そうでないと

きは x = a(u + β1v)(u + β2v)として，K の 2次拡大 K(β1)を対応させればよい。

これが全単射になることは比較的簡単に分かるので，証明は省略する。なお G̃で考

えた場合，特異集合 S(K)は 2つの G̃(K)軌道からなり，代表元として v2, 0が取れ

ることも簡単に分かる。

また，w = uv ∈ V ′(K)とすると，固定部分群 G̃w = {g ∈ G̃ | gw = w}は，

G̃w =

{(
1

ps
,

(
p 0
0 s

))}
∪
{(

1

qr
,

(
0 q
r 0

))}
∼= GL2

1 ⋊S2

と分かる。実際，g = (g1, g2) ∈ G̃w とすると g2 ∈ GL2 は，定数倍を除いて uv を変

えないので，u, v を定数倍を除いて動かさないか入れ替えるかのどちらかである。前

者の場合 g2 は対角行列で，後者の場合は g2 は反対角行列である。
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最後に G = GL2 を，例 1.1で定義した部分群 B = B2 に制限した表現 (B, V )に

ついて考えてみよう。今度は x(u, v) = au2 + buv + cv2 に対し，Q(x) = a とする

と，これも相対不変式であることがすぐに分かる。

補題 3.4 (B, V )は特異集合を S = {x ∈ V | P (x)Q(x) = 0}とする概均質ベクト
ル空間である。

証明 V ′ := {x ∈ V | P (x)Q(x) ̸= 0} が K 上で単一の B 軌道であることを示す。

w := u2 − uv = u(u − v) ∈ V ′(K) とする。x = au2 + buv + cv2 ∈ V ′(K) とし，

w と同じ B(K)軌道にあることを示す。a ̸= 0より a−1/2I2 ∈ B(K)の作用で xを

a−1 倍して，a = 1としてよい。x = (u−αv)(u−βv)とすると，b = ( 1 0
α 1 ) ∈ B(K)

として，bx = u(u− γv)，ただし γ = β − α ̸= 0となる。b′ =
(

1 0
0 γ−1

)
∈ B(K)と

して，b′bx = wである。

この場合も群は，スカラー倍の作用をつけた B̃ = GL1 × B2 を考えることがある。

この概均質ベクトル空間 (B̃, V )に伴う 2変数のゼータ関数が本報告集の都築 [12]で

扱われる。

3.4 2元 3次形式の空間

V を 2元 3次形式のなす 4次元ベクトル空間とする：

V = Sym3(2) := {x(u, v) = au3 + bu2v + cuv2 + dv3 | a, b, c, d ∈ K} ∼= K4

G = GL1 ×GL2 とし，作用を

(g · x) = t1x((u, v)g2), g = (t1, g2) ∈ G, x ∈ V

で定める。T := ker(ρ : G → GL(V )) = {(t−3, tI2)} ∼= GL1 である。

P (x) := Disc(x) = b2c2 + 18abcd− 4ac3 − 4b3d− 27a2d2

が相対不変式で，χ(g) = t41(det g2)
6 とすると，P (gx) = χ(g)P (x)である。

補題 3.5 V ′ = {x ∈ V | P (x) ̸= 0}はK で単一軌道である。

証明 x ∈ V ′(K)とし，w = uv(u− v) ∈ V ′(K)と同じ軌道にあることを示す。

x = (α1u− β1v)(α2u− β2v)(α3u− β3v)
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xは重根をもたないから，α1u−β1v �→ u, α2u−β2v �→ v とする g2 ∈ GL2(K)が存

在する。よって xはある y = uv(αu− βv) ∈ V ′(K)と同じ軌道にある。y ∈ V ′(K)

より αβ ̸= 0で，g = (αβ,
(

α−1

β−1

)
) ∈ G(K)とすると，gy = w である。

補題 3.6 Gw/T ∼= S3 である。ただし S3 は 3次対称群である。

証明 g = (t1, g2) ∈ Gw とすると，g2 は u, v, u − v を K× 倍を除きそのどれかに移

す。したがって群準同型 Gw → S3 が定まる。u, v, u− v の置換としては，

(
0 1

1 0

)

が u ↔ vで u− vは（定数倍を除いて）動かさず，また，

(
1 −1

1 0

)
が，（定数倍を除

いて）u �→ u+ v �→ v �→ uと巡回的に置換することから，Gw → S3 は全射である。

これの核を考える。u, v をそれぞれ K× 倍するなら，g2 は対角行列で，g2 = ( α β )

とすると，g2 で u+ v �→ αu+ βv である。これが u+ v のK× 倍になるので α = β

である。g = (α−3, αI2) ∈ T と分かる。よって Gw/T ∼= S3 である。

3.3節の 2元 2次形式の空間もそうであったように，2元 3次形式の空間において

も，V ′(K) は単一の G(K) 軌道ではない。軌道 G(K)\V ′(K) は 4 節で改めて考え

る。2 元 3 次形式の概均質ベクトル空間とそのゼータ関数は本報告集の Thorne [3]

や鈴木美 [14] で整数論的に考察される。また，本報告集の山本 [7]で，この空間の類

数についての鏡映定理が解説される。

注意 3.7 V を 2元 n次形式の空間，G = GL2 とすると，n ≤ 3では (G,V )は概

均質ベクトル空間である。他方，n ≥ 4の場合は，dimV = n+ 1 ≥ 5であり，また

dimG = 4だから，軌道の次元は最大でも 4である。したがって軌道は Zariski開に

なることはない。ただし，n = 4のときは余正則空間で，佐野 [6]で扱われる。

つまり，(G, ρ, V )が概均質ベクトル空間であれば，dim(G/ ker ρ) ≥ dimV である。

3.5 対称行列の空間/2次形式の空間

n ≥ 1 とし，V = Sym2(n) := {x ∈ Mn | tx = x} を対称行列の空間とす
る。G = GLn が (g, x) �→ gxtg で作用する。（t(gxtg) = gtxtg = gxtg である。)

P (x) = detxは相対不変式である。V ′ = {x ∈ V | P (x) ̸= 0}とおくと，V ′(K)が

単一の G(K) 軌道であることはよく知られている。w = In ∈ V ′(K) の固定部分群

12
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は Gw = {(t, g) | gtg = In} ∼= On である。

K = Rとする。x ∈ V ′(R)に対し，重複を込めた正の固有値の個数 pと負の固有

値の個数 q の組 (p, q)を対応させることで，

G(R)\V ′(R) −→ {(p, q) ∈ Z2
≥0 | p+ q = n}

が定まる。これが全単射であるというのが Sylvesterの慣性律である。

K の標数は 2 でないとする。V を 2 次形式の空間と考えることもできる。v =

(v1, . . . , vn)を n個組の変数とし，対称行列 x ∈ V に対し x(v) = vxtvとすると，こ

れは v1, . . . , vn の斉次 2次式である。x = (xij)なら，x(v) =
∑

i,j xijvivj である。

w(v) =
∑

i,j δijvivj = v21 + · · ·+ v2n である。この x �→ x(v)によって V を 2次形式

の空間と同一視できる。こう考えると

(gx)(v) = v(gxtg)tv = (vg)xt(vg) = x(vg)

だから，G = GLn は変数の線形変換で 2次形式の空間 V に作用する。

n = 2なら

x =

(
a b

2
b
2 c

)
�→ x(v) = (v1 v2)

(
a b

2
b
2 c

)(
v1
v2

)
= av21 + bv1v2 + cv22

であり，また detx = ac− 1
4b

2 = − 1
4Disc(x(v))である。

この表現も，G = GL1 ×GLn で考えることがある。この場合，

Gw = {(t, g) | tgtg = In} ∼= {g ∈ GLn | gtg = t′In ∃t′ ∈ GL1} = GOn

である。2次形式は Qとも書く。2次形式 Qが非退化であるのは P (Q) ̸= 0のとき

で，この場合に O(Q), GO(Q)はそれぞれ G = GLn および G = GL1 × GLn のと

きの Qの固定部分群のことである。

3.6 2次空間

Qを K 上の非退化な n元 2次形式とする。V = Kn とし，G = GO(Q) ⊂ GLn

とする。G を V に普通の行列倍で作用させる。Q(x) は相対不変式であり，V ′ =

{x ∈ V | Q(x) ̸= 0}はK で単一軌道である。
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4 概均質ベクトル空間の有理軌道

4.1 2元 3次形式の空間の非特異軌道

ここまでの例で，非特異な有理軌道の集合 G(K)\V ′(K) についても考えてきた。

これは 1点になることもあったが，そうでないこともあった。3.1節の (GL1, ρ2,K)

や 3.3節の (GL1 ×GL2, Sym
2(2)) では，G(K)\V ′(K)はK の 2次拡大（正確には

2次分離代数）の同型類と 1対 1に対応した。したがってこれらの (G,V )は，何ら

かの意味でK の 2次拡大を記述する概均質ベクトル空間だと考えることができる。

V を 2元 3次形式の空間とし，G = GL1 ×GL2 とする。この場合，有理軌道はK

の 3次分離代数と対応する。

命題 4.1 有理軌道の集合 G(K)\V ′(K) と K の 3 次分離代数の同型類のなす集合

の間に自然な全単射がある。

証明 x ∈ V ′(K)に対し，K の 3次分離代数 Fx を次のように定める。

(1) xがK 上で 1次式の積に分解するときは Fx = K ×K ×K とする。

(2) xがK 上で 1次式 au+ bv と 2次既約式 y(u, v)の積に分解するときは，αを

y(u, 1)の根として，Fx = K ×K(α)とする。

(3) xがK 上で既約なときは，αを x(u, 1)の根として，Fx = K(α)とする。

任意の 3次分離代数はある Fx と同型である。また，x, y ∈ V ′(K)とすると，これら

が同じ G(K)軌道にあれば，Fx
∼= Fy であることも定義からすぐ分かる。よって逆

に，Fx
∼= Fy のときに x, y が同じ G(K)軌道にあることが示せればよい。

(1) Fx
∼= K3のとき，補題 3.5とまったく同じ証明で xはw = w(u, v) = uv(u+v)

と同じ G(K)軌道にあることが分かるので，x, y は同じ G(K)軌道にある。

(2) Fx
∼= K × Lで L/K は 2次の体拡大であるとする。Fx

∼= Fy とする。同型を

固定して Fx = Fy であるとする。K 上の 1次式 au + bv は GL2(K)で v に移せる

ので，x = v(u− αv)(u− α′v) y = v(u− βv)(u− β′v), L = K(α) = K(β)として

よい。β = a + bα, a ∈ K, b ∈ K× と書ける。g2 =
(

1 0
−a b

)
∈ GL2(K) とすると，

g = (b−1, g2) ∈ G(K)について，gx = y である。

(3) Fx がK の 3次拡大であるとする。Fx
∼= Fy とする。同型を固定して Fx = Fy
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であるとする。α ∈ Fx は x(u, 1)の根，β ∈ Fy は y(u, 1)の根とする。α, β ∈ Fy =

Fx で，1, α, β, αβ はK 上 1次従属だから，bαβ+dβ−aα− c = 0となるすべては 0

でない a, b, c, d ∈ K が存在する。α = aβ+c
bβ+d なので ad−bc ̸= 0かつ，x(aβ+c

bβ+d , 1) = 0

であり，したがって β は x(au+ c, bv + d)の根である。β の K 上の最小多項式は 3

次だから，x(au + c, bv + d)と y(u, 1)は K× 倍を除いて一致する。斉次化すれば，

y(u, v) = tx(au+ cv, bu+ dv)とできる。

本報告集の谷口 [11] でこの命題の Galois コホモロジーを使った証明を述べる。4

次や 5 次の分離代数を記述する概均質ベクトル空間もあり，本報告集の石塚 [9, 10]

で扱われる。

4.2 分離代数と関手性

1.1節で代数群を関手性の観点を踏まえて説明したが，そのこととの関係を簡単に

述べておきたい。3.1節で述べたが，K 上 2次の分離代数の集合は K 上の 2次以下

の分離拡大体と一対一に対応する。3次でも事情は同様である。4次以上になるとそ

うはならないものの，この記事の範疇では体でなく分離代数で考える理由がはっきり

しにくいかも知れないが，意図があって，その一つは関手性である。

K 代数の準同型 ϕ : A → B があれば，群準同型 G(A) → G(B)および K 加群の

準同型 V (A) → V (B)が定まる。どちらも ϕで表すことにすると，この ϕはそれぞ

れの作用を保つ。つまり ϕ(gx) = ϕ(g)ϕ(x) が任意の g ∈ G(A), x ∈ V (A) に対し

てなりたつ。したがって軌道の集合の間にも写像 G(A)\V (A) → G(B)\V (B) が誘

導される。K ′ がK の拡大である場合は G(K)\V ′(K) → G(K ′)\V ′(K ′) が定まる。

軌道の解釈として K 上の代数を考えるときは，代数の側では K 代数 F はテンソル

で F �→ F ⊗K ′ と送るのが自然で，これと整合的であることが望ましい。

F が K の 3次拡大体であっても，F ⊗K ′ は K ′ の 3次拡大体であるとは限らな

い。しかし，F がK 上の 3次分離代数であれば，F ⊗K ′ はK ′ 上の 3次分離代数で

ある。つまり，分離代数は体の拡大で安定な概念である。

具体例で見てみよう。2元 3次形式の空間 (G,V )をK = Q上で考える。x(u, v) =

u3 − 2v3 ∈ V ′(Q)は Q上既約であり，対応する 3次分離代数 Fx := Q( 3
√
2)は Qの

拡大体である。他方，K ′ = R とすると，R の 3 次拡大体は存在せず，R 上 3 次の

分離代数は R3 と R× Cの 2個である。これが G(R)\V ′(R)が 2個の元からなるこ

とと対応する。x ∈ V ′(R)に対応する R上の 3次分離代数は R× Cであり，これは
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Fx ⊗ Rと同型である。
3次体 F は F ⊗R ∼= R3 のとき総実といい，F ⊗R ∼= R×Cのとき虚という。3次

拡大でなく 3次分離代数を考えることで，自然な写像 G(Q)\V ′(Q) → G(R)\V ′(R)
と整合的な対応になる。

また，軌道に関わるデータを記述するときも，分離代数で考えた方が整合的になる

ことが多い。例えば，(GL1 ×GL2, Sym
2(2)) の場合，x ∈ V ′(K)に対応する 2次分

離代数を Fx とすると，Gx(K) ∼= F×
x ⋊Aut(Fx)である。

4.3 特異軌道は

特異軌道の集合 G(K)\S(K)の記述は G(K)\V ′(K)の記述とは別の問題である。

これもゼータ積分の “特異積分”を計算するときに必要になる（本報告集では鈴木美

[14], 都築 [12]) など，概均質ベクトル空間 (G,V ) を研究する上で欠かせない。3.1,

3.2, 3.3 節では特異軌道も含めた G(K)\V (K)の記述を与えたが，ここで，2元 3次

形式の空間の特異軌道を考えてみよう。

補題 4.2 uv2, v3, 0 ∈ S(K)は相異なる G(K)軌道にあり，これらの軌道の和集合

が S(K)である。

証明 0 ̸= x ∈ V (K)について，x ∈ S(K)とは x(u, v)がK で重複する因子をもつこ

とである。次数を考えるとそれは K 上の 1次因子になる。重複する因子を GL2(K)

で v に動かせばよい。3重の場合は av3, a ∈ K となり，2重の場合は (au + bv)v2,

a ∈ K×, b ∈ K で後者は au+ bv �→ u, v �→ v とすればよい。

K 上で 3 次の非分離代数（の同型類）は 3 個あり，K × K[v]/(v2), K[v]/(v3),

K[u, v]/(u2, uv, v2)である。補題 4.2 の 3個の軌道と順に対応させるのは自然で，こ

れにより命題 4.1が G(K)\V (K)と 3次代数の同型類のなす集合との対応に延長さ

れたことになる。

そこで，このような延長が一般に可能であるか考えるのは自然であるが，これは

あまり単純には解決しない。非特異集合 V ′(K)の軌道が 2次分離代数と対応する場

合を考えてみよう。3.1節と 3.3節でそのような概均質ベクトル空間を紹介した。そ

れぞれ，(GL1, ρ2,K) と (GL1 × GL2, Sym
2(2))である。K 上 2次の非分離代数は

K[v]/(v2)の 1個だけである。(GL1, ρ2,K)の特異集合は 1個の軌道からなるので，

K[v]/(v2)と対応させればよい。しかし，(GL1 × GL2, Sym
2(2))の場合は 3.3節で
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Fx ⊗ Rと同型である。
3次体 F は F ⊗R ∼= R3 のとき総実といい，F ⊗R ∼= R×Cのとき虚という。3次

拡大でなく 3次分離代数を考えることで，自然な写像 G(Q)\V ′(Q) → G(R)\V ′(R)
と整合的な対応になる。

また，軌道に関わるデータを記述するときも，分離代数で考えた方が整合的になる

ことが多い。例えば，(GL1 ×GL2, Sym
2(2)) の場合，x ∈ V ′(K)に対応する 2次分

離代数を Fx とすると，Gx(K) ∼= F×
x ⋊Aut(Fx)である。

4.3 特異軌道は

特異軌道の集合 G(K)\S(K)の記述は G(K)\V ′(K)の記述とは別の問題である。

これもゼータ積分の “特異積分”を計算するときに必要になる（本報告集では鈴木美

[14], 都築 [12]) など，概均質ベクトル空間 (G,V ) を研究する上で欠かせない。3.1,

3.2, 3.3 節では特異軌道も含めた G(K)\V (K)の記述を与えたが，ここで，2元 3次

形式の空間の特異軌道を考えてみよう。

補題 4.2 uv2, v3, 0 ∈ S(K)は相異なる G(K)軌道にあり，これらの軌道の和集合

が S(K)である。

証明 0 ̸= x ∈ V (K)について，x ∈ S(K)とは x(u, v)がK で重複する因子をもつこ

とである。次数を考えるとそれは K 上の 1次因子になる。重複する因子を GL2(K)

で v に動かせばよい。3重の場合は av3, a ∈ K となり，2重の場合は (au + bv)v2,

a ∈ K×, b ∈ K で後者は au+ bv �→ u, v �→ v とすればよい。

K 上で 3 次の非分離代数（の同型類）は 3 個あり，K × K[v]/(v2), K[v]/(v3),

K[u, v]/(u2, uv, v2)である。補題 4.2 の 3個の軌道と順に対応させるのは自然で，こ

れにより命題 4.1が G(K)\V (K)と 3次代数の同型類のなす集合との対応に延長さ

れたことになる。

そこで，このような延長が一般に可能であるか考えるのは自然であるが，これは

あまり単純には解決しない。非特異集合 V ′(K)の軌道が 2次分離代数と対応する場

合を考えてみよう。3.1節と 3.3節でそのような概均質ベクトル空間を紹介した。そ

れぞれ，(GL1, ρ2,K) と (GL1 × GL2, Sym
2(2))である。K 上 2次の非分離代数は

K[v]/(v2)の 1個だけである。(GL1, ρ2,K)の特異集合は 1個の軌道からなるので，

K[v]/(v2)と対応させればよい。しかし，(GL1 × GL2, Sym
2(2))の場合は 3.3節で
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述べたように，特異集合は 2個の軌道からなるので，2次非分離代数と一対一に対応

させることができない。

(GL1 ×GL2, Sym
2(2)) の場合は，2次代数だけでなく，それの適当な加群との組

を考えることで，特異集合を含めた一対一を考えることができることが分かっている

[4]。(GL1 ×GL2, Sym
3(2))の場合の対応は，Levi-Delone-Faddeev対応が特異集合

にも延長できる [2]ことが背景にある。そのような命題を得るためには，抽象的な一

般論ではない，個々の表現の具体的な考察が必要になるようである。
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