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新谷２重ゼータ関数

都築正男（上智大学理工学部情報理工学科）

概 要

２変数概均質ゼータ函数の一つの実例である「新谷２重ゼータ函数」
を一般化し応用を与えた論文 [KTW]のうち, ゼータ函数の定義, 解析接
続および函数等式に関わる基礎的な部分を中心に詳しい解説を行う.

1 導入

まず, 新谷２重ゼータ函数について紹介する. n ∈ Z, m ∈ Z>0 に対して,

A(m,n) = {x ∈ Z/mZ | x2 ≡ n (mod m)}とおく. 新谷卓郎は論文 [新谷]に
おいて２重数列#A(n,m)の母函数として, (s1, s2) ∈ C2に関する４つの２重
Dirichlet級数

ξi(s1, s2) :=
1

2

∞∑
m=1

∞∑
n=1

#A(4m, (−1)i−1n)

ms1ns2
(i = 1, 2),

ξ∗i (s1, s2) :=
∞∑

m=1

∞∑
n=1

#A(m, (−1)i−1n)

ms1(4n)s2
(i = 1, 2)

を導入し研究した. この論文では２次型式の空間から生じる様々なゼータ函数
について, 応用を含めた多彩な側面が扱われているが, 上記の２重ゼータの研
究はその一部ということになる. ゼータ函数の基本である「解析接続」と「函
数等式」という点に限定すれば, 新谷の結果は以下のようになる:

(i) (解析接続と可能な極の位置)

Γ
(
s1+1
2

)−1
s1(2s1 − 1)ζ(2s1)× (s2 − 1)(s1 − 1)2(2s1 + 2s2 − 3)× ξi(s1, s2),

Γ
(
s1+1
2

)−1
s1(2s1 − 1)ζ(2s1)× (s2 − 1)(s1 − 1)2(2s1 + 2s2 − 3)× ξ∗i (s1, s2)

が全空間 C2に正則に解析接続される.

1

155



(ii) (fγ-函数等式)1

(
ξ1

(
s1,

3
2 − s1 − s2

)
ξ2

(
s1,

3
2 − s1 − s2

)
)

= Γ(s1, s2)

(
ξ∗1 (s1, s2)

ξ∗2 (s1, s2)

)
(1.1)

ここで, Γ(s1, s2)は次ぎで定義される：

√
π
2

(
2
π

)s1+2s2 Γ(s2)Γ
(
s1 + s2 − 1

2

)
(
sinπ

(
s1
2 + s2

)
sin πs1

2

cos πs1
2 cosπ

(
s1
2 + s2

)
)

(iii) (fγ ◦ f3
α-函数等式) 4つの函数

(2π)−s1 sin
(
πs2
2

)−1
Γ(s1)ζ(2s1)× ξ1(s1, s2),

(2π)−s1 sin
(
πs2
2

)−1
Γ(s1)ζ(2s1)× ξ∗1(s1, s2),

(2π)−s1Γ(s1)ζ(2s1)× ξ2(s1, s2),

(2π)−s1Γ(s1)ζ(2s1)× ξ∗2(s1, s2),

の変換 fγ ◦ f3
α : (s1, s2) → (1− s1, s1 + s2 − 1

2)による不変性.

1.1 新谷の２重ゼータ函数導入の背景

n次対称行列全体のベクトル空間V (n)は代数群GLnの有理的左作用GLn×
V (n) ∋ (g, T ) �→ gT tg ∈ V (n)によって概均質ベクトル空間になる. 0 ⩽ i ⩽ n

に対して, 符号 (i, n− i)の正則実対称行列全体 V
(n)
i は V (n)(R)における単位

元連結成分GLn(R)0の軌道を与える. 有理点 x ∈ V (n)(Q) ∩ V
(n)
i の「軌道密

度」µ(x) > 0は体積比

µ(x) :=

(∫

T̃x/Γ(x)
dg

)
/

(∫

T
| det y|−n(n+1)/2 dy

)

で定義される, ただし T ⊂ V
(n)
i は相対コンパクト可側集合, �Tx := {g ∈

GLn(R)0 | gxtg ∈ T}はその xによる群への持ち上げ, Γ(x) := SOn(x) ∩
SLn(Z)は xの単数群であり、dgはGLn(R)のハール測度 | det g|−n

∏
ij dgij

を表す. n ⩾ 3ならば µ(x)は有限な量となって, SLn(Z)不変な V (n)(Q)の Z
格子 L ⊂ V (n)(Q)に対して, 各符号に応じてゼータ函数

ζ
(n)
i (s, L) =

∑

x∈(L∩V (n)
i )/SLn(Z)

µ(x)

| detx|s
(1.2)

1fγ , fα などは §6で定義する affine変換の名称
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i )/SLn(Z)

µ(x)

| detx|s
(1.2)

1fγ , fα などは §6で定義する affine変換の名称

2

が定義される 2. n = 2の場合でも, i = 0, 2ならば SO2(x)はコンパクトな
ので µ(x)は有限となりゼータ函数が同じように定義されるが, i = 1のとき
SO2(x) ∼= SO(1, 1) ∼= R×, µ(x) = ∞となりこの定義は破綻する. そこで困難
を回避するために, 新谷が取った方法の背後にあるアイディアは次のようなも
のであったと思われる：

問題となるゼータ函数に関連するゼータ積分 (cf. [杉山, §3])
∫

GL2(R)0/SL2(Z)
| det g|s

∑
x∈L;det(x) ̸=0

f(gxtg) dg (1.3)

は− detx ∈ (Q×)2の寄与により発散してしまう. そこでGL2(R)0の不
分岐 Eisenstein級数E(g, w) (g ∈ GL2(R)0, w ∈ C)で修正した

∫

GL2(R)0/SL2(Z)
| det g|sE(g, w)

∑
x∈L:det(x)̸=0

f(gxtg) dg (1.4)

を考えてみる. これもこのままでは同じ理由で発散するが, w によっ
て (1.3)には無い新たな自由度が獲得された. よく知られているように,

E(g, w)はw = 1で１位の単純極を有し, Resw=1E(g, w)はGL2(R)0上
の定数函数になるから, ２変数 (s, w)の (1.4)を「然るべく正規化 (発散
の繰り込み)」し w = 1で留数を取ると所望の (1.3)の「正しい代替物」
が得られるだろう.

この発散積分 (1.4)の「正規化」のひとつ（Eisenstein級数の「unfolding」=

Frobenius相互律の級数版）の結果が上で定義を振り返った「２重ゼータ函
数」あるいは,もっと正しくは, それをコントロールする「２変数ゼータ積分」
というものになる, という見方ができる. 結論をいえば, ξ∗i (s1, s2)は (1.4)で
L = V (2)(Z), s = s1 + 2s2, w = 2s1 − 1としたものと密接に関連しており,

Ress1=1ξ
∗
2(s1, s − s1

2 )(を微修正したもの)が ζ
(2)
1 (s, V 2(Z))の正規化というこ

とになる. 詳しくは, §8を参照のこと. (§8は本論とは独立.)

(1.4)には, 多変数概均質ゼータ ([佐藤 82-2], cf. [佐藤])や保型型式の周期積
分付き概均質ゼータ ([佐藤 94], cf. [鈴木 (美)])の原型を見ることが出来る.

1.2 [KTW]の結果の紹介 (有理数体の場合)

次に, このノートの結論部 (§6, §5.3)を, 基礎体をQの場合に限定したうえ
で, なるべく初等整数論的な用語で書き直して紹介する. M ∈ Z>0に対して,

2後に [伊吹山・齋藤 I] は, このゼータ函数が「簡単なゼータ函数」で明示的に表されるこ
とを証明した. この公式発見の経緯なども含めて [伊吹山, §4]参照.
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S(M)をM の素因数全体の集合とする. 自然数 qを与えたときM (q)を qと互
いに素であるような, M の最大の正の約数とする.

T2 := {1, 3, 5, 7}, Tp := {+1,−1} (pは奇素数)

とおく 3. N を平方因子をもたない正の整数として, TN :=
∏

p∈S(N) Tp とお
く. (N = 1の場合, TN = ∅である). N > 1の場合, j = 1, 2, N の正の約数Q

および d = (dp)p∈S(N) ∈ TN :=
∏

p∈S(N) Tpに対して, 次の２重級数を考える:

ξNj (s1, s2, Q,d) :=
∑

(m,n)∈XN (j,d)

#A(m,nQ)

ms1 |nQ−1|s2
, (1.5)

�ξNj (s1, s2, Q,d) := 21−#S(N)
∑

(m,n)∈XN

∑
0<l|N

ωj,Q,d(nl)
#A(m,nl)

ms1 |nl−1|s2
(1.6)

ここで, XN は N と互いに素な整数の対 (m,n) ∈ Z>0 × (Z − {0})全体の集
合, XN (j,d)は (m,n) ∈ XN であって次の条件

(
n

p

)
= dp (p ∈ S(N)),

n ≡ d2 (mod 8) (if 2 ∈ S(N)),

(−1)j−1n > 0

を満たすもの全体の集合であり, ωj,Q,d(n)は次で定義される完全乗法的函数
である：

D :=



Q(−1)

Q(2)−1
2 (−1)

d2−1
2 (2 | N),

Q(−1)
Q−1
2 (2 ∤ N)

とおく. n ∈ Z>0, (n, 2N) = 1の場合

ωj,Q,d(n) =
(

D
|n|

)
sgnj−1(n)sgn(n)

Q(2)−1
2 .

素数 q ∈ S(N) ∪ {2}に対しては,

ωj,Q,d(q) =




dq

(
D(q)

q

)
, (q ̸= 2),(

2
Q(2)d2

)
, (q = 2, 2 | N),(

2
Q

)
, (q = 2, 2 ∤ N)

3T2, Tp は然るべく Z×
p /(Z×

p )
2 の代表元と対応させられる
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2
Q
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4

N = Q = 1の場合, TN = ∅なので dは無いが, 記法的に dを残し ξ1j (s,Q, δ),
�ξ1j (s,Q,d)を上と同様, dに関わる条件をすべて除いて定義する. すると,

ξ1j (s,Q,d) = 22s2−1 ξ∗j (s),
�ξ1j (s,D,d) = ξ∗1(s) + (−1)j−1ξ∗2(s)

なので, ξNj (s,Q,d)は新谷の ξ∗j (s)の一般化であることに注意する. 一般に,

�ξNj (s,Q,d)は ξNk (s,Q′,d′)達の交代和で表せることが容易に分かる.

P (s) := (s1 − 1)2(s2 − 1)(s1 + s2 − 3
2)

とする. ζN (s) =
∏

(p,N)=1(1− p−s)−1 (Re(s) > 1)とする.

定理 1.1 ([KTW]+α, [平本])

(1) 任意の平方因子をもたない整数N > 0, 0 < Q|N , d ∈ TN , j = 1, 2に対
して,

P (s) ξNj (s,Q,d), P (s) �ξNj (s,Q,d)

は C2全体に正則に解析接続される.

(2) 2 | N の場合, ベクトル値函数

ΞN (s) =

(
ζN (2s1)

ζN (s1)
�ξNj (s,Q,d)

)

(j,Q,d)

に対して, 次の２つの函数等式が成り立つ:

ΞN (fβ(s)) = BN (s)ΞN (s), , (1.7)

ΞN (fγ(s)) = CN (s)ΞN (s), , (1.8)

ただし, fβ , fγ は

fβ : (s1, s2) �→
(
s1 + s2 − 1

2 , 1− s2
)
, (1.9)

fγ : (s1, s2) �→
(
s1,

3
2 − s1 − s2

)
(1.10)

であり, BN (s) =
⊗

p∈S(N)∪{∞} Bp(s), CN (s) =
⊗

v∈S(N)∪{∞} Cv(s)と
次の条件で決まる行列 Bv(s), Cv(s)達のクロネッカー積で書ける行列で
ある：

B∞(s)C∞(s)B∞(s) = 1
2

[
1 1
1 −1

]
, B∞(s)C∞(s) = πs1−

1
2

2




Γ(
1−s1

2 )

Γ(
s1
2 )

Γ(
1−s1

2 )

Γ(
s1
2 )

Γ(
2−s1

2 )

Γ(
s1
2 )

Γ(
2−s1

2 )

Γ(
s1
2 )


 ,

5
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Bp(s)Cp(s)Bp(s) =
1
2




1 1 1 1
1 1 −1 −1

1 −1
(−1

p

)
−
(−1

p

)

1 −1 −
(−1

p

) (−1
p

)


 ,

Bp(s)Cp(s) = diag
(

1−p−s2

1−p−1+s2
, 1+p−s2

1+p−1+s2
, p−s1+

1
2 , p−s2+

1
2

)
,

B2(s)C2(s)B2(s) =
1
2




1 1 1 1 1 1 1 1
1 −1 1 −1 −1 1 −1 1
1 1 1 1 −1 −1 −1 −1
1 −1 1 −1 1 −1 1 −1
1 −1 −1 1 1 −1 −1 1
1 1 −1 −1 −1 −1 1 1
1 −1 −1 1 −1 1 1 −1
1 1 −1 −1 1 1 −1 −1


 ,

B2(s)C2(s) =
1
2

[
B11 B12
B21 B22

]

ただし,

B11 =

[
b1 b1 b1 b1
b2 −b2 b2 −b2
b3 b3 b3 b3
b2 −b2 b2 −b2

]
, B12 =

[
b1 b1 b1 b1
−b2 b2 −b2 b2
−b3 −b3 −b3 −b3
b2 −b2 b2 −b2

]
,

B21 = 8
1
2
−s1

[ 1 −1 −1 1
1 1 −1 −1
1 −1 −1 1
1 1 −1 −1

]
, B22 = 8

1
2
−s1

[ 1 −1 −1 1
−1 −1 1 1
−1 1 1 −1
1 1 −1 −1

]

b1 =
1− 2−s1

1− 2−1+s1
, b2 = 4

1
2
−s1 , b3 =

1 + 2−s1

1 + 2−1+s1
.

S(N)はNの素因子の集合で, Kronecker積は添え字 (j,Q,d)を直積集合

{+1,−1} ×
∏

p∈S(N)

({0, 1} × Tp)

の要素 ((−1)j−1, ((ordp(Q), dp))p∈S(N))と同一視して定義される.

(3) 2 | N の場合, fβ �→ BN (s), fγ �→ CN (s)はD12 = ⟨fβ , fγ⟩の 1-cocycle

に延長される.

定理 1.2 (j,Q,d)に対して, D(j,Q,d)を基本判別式Dで次の条件を満たす
もの全体の集合とする:

D ≡ 0 (mod Q),

D ≡ 0 (mod 4Q), D(2) ≡ d2 (mod 8) (if 2 | N),(
D(p)

p

)
= dp, (p | N, p > 2),

(−1)j−1D > 0,
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1
2




1 1 1 1
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1 −1
(−1

p

)
−
(−1

p

)

1 −1 −
(−1

p

) (−1
p

)


 ,

Bp(s)Cp(s) = diag
(

1−p−s2

1−p−1+s2
, 1+p−s2

1+p−1+s2
, p−s1+

1
2 , p−s2+

1
2

)
,

B2(s)C2(s)B2(s) =
1
2
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.
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(3) 2 | N の場合, fβ �→ BN (s), fγ �→ CN (s)はD12 = ⟨fβ , fγ⟩の 1-cocycle

に延長される.

定理 1.2 (j,Q,d)に対して, D(j,Q,d)を基本判別式Dで次の条件を満たす
もの全体の集合とする:

D ≡ 0 (mod Q),

D ≡ 0 (mod 4Q), D(2) ≡ d2 (mod 8) (if 2 | N),(
D(p)

p

)
= dp, (p | N, p > 2),

(−1)j−1D > 0,

6

ただし, χD は D に対応する Kronecker指標である. このとき, Re(s1) > 1,

Re(s2) > 1に対して, �ξNj (s1, s2, Q,d)は次ぎの表示に等しい：

ζN (s1)ζ
N (2s1 + 2s2 − 1)

∑
D∈D(j,Q,d)

LN (s2, χD)

LN (2s1 + s2, χD)

1

(D(N))s1
. (1.11)

N = 1の場合, 新谷の ξ∗j (s)について次を得る：

系 1.3 (1) P (s)ξ∗j (s1, s2) (j = 1, 2)は C2上の正則函数になる.

(2) k = 1, 2に対して, 函数

Ξk(s1, s2) :=
ζ(2s1)

ζ(s1)
{ξ∗1(s1, s2) + (−1)k−1ξ∗2(s1, s2)}

は次の函数等式を満たす:

Ξk(s1+s2−1
2 , 1−s2) = Ξk(s1, s2) 2

3s2−1π−s2Γ(s2)



cos

(
πs2
2

)
, (k = 1),

sin
(
πs2
2

)
, (k = 2).

(3) (右辺の収束域において)j = 1, 2に対して次の表示が成立

ξ∗j (s1, s2) = 2−2s2ζ(s1)ζ(2s1+2s2−1)
∑

D:基本判別式

sgn(D)j−1L(s2, χD)

L(2s1 + s2, χD) |D|s1
,

注意 1.4 概均質ゼータ函数の定義はベクトル空間の格子に依存する. よって,

フーリエ変換由来の函数等式で「結ばれる相手」のゼータ函数は双対格子に依
存した別ものになる. 新谷の ξj(s)は半整数２次対称行列の格子 V (Z)∗, ξ∗j (s)
は整数２次対称行列の格子 V (Z)から作られていて, 函数等式 (1.1)は実際 ξj

と ξ∗j をつないでいる. [佐藤 82-1]では,一般の格子M ⊂ V (Q)とその双対格子
M∗ ⊂ V (Q)の組に対して函数等式 (1.1)が拡張されて証明されている。それに
際して, [新谷, §1]とは異なる概均質ベクトル空間が使われており, 極の位置に
関して新谷の結果 (i)が定理 1.1(1)の形に改善された (系 1.3(1)は [佐藤 82-1]

の結果). その後 [谷口 1]は３次環の分布の研究での必要性から, [新谷, §1]の
２重ゼータに関わる内容を [佐藤 82-1]の枠組みをアデール化することで任意
代数体へ拡張した. アデールを使った代数体への一般化は [雪江, Ch.7]にもあ
る. 「除外素点」N を設定した (1.5)は格子 V (Z)から作られているが, 実際
には S-整数環上の格子 V (ZS)のみに依存する, ここで S はN の素因子集合.

よって, 2 | N のときには V (ZS) = V (ZS)
∗ となり, 実際, 自己双対的函数等
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式 (1.8)が成り立つ. 2 ∤ N の場合, (1.8)は [KTW]では考えていない. 函数等
式 (1.7)は定理 1.2(3)の表示と Dirichletの L函数の関数等式由来なため, 実
は 2 ∤ N でも成立する (系 1.3(2)). 新谷の fγ ◦ f3

α函数等式は Eisenstein 級数
表示 (cf. (1.4))に由来するものである (注意 6.3参照. [KTW, pp.491–494]も
参照.)

注意 1.5 定理 1.1(3)はΞN (s)が位数 12の２面体群で統制される函数等式系
を有することを意味する. 「２重 Dirichlet級数」は概均質ゼータとは一見関
係ない文脈でも扱われてきた. 例えば, [B]では本質的に ξ̃2j (s,D,d)と同じも
のが (新谷の仕事に言及することなく)導入/研究され, D12函数等式系が証明
されていた. Blomerの函数等式系は定理 1.1からも出る ([平本]).

注意 1.6 定理 (1.2)の表示式は [新谷]には無い. これは, [伊吹山・齋藤 I]に
よるゼータ函数 (1.2)の「明示公式」の証明手法を体系的に発展させた [齋藤]

の枠組み (概均質ゼータ関数における局所と大域の関係)に見られるような, 比
較的新しい視座から得られたものといえる. また, Arthur-Selberg跡公式の冪
単項の「安定化」とも関連する ([LL]). 函数等式 (1.7)(一般の設定では §6.2参
照)はこの表示式 (1.11)(一般設定では §4.6, §5.3)を通じて [KTW]で得られた
ものであるのに対して, 函数等式 (1.8)(一般設定では §6.3参照)は概均質ゼー
タの理論の定型 (cf. [杉山, §4])から得られるもので (1.1)と同じ由来である.

注意 1.7 [伊吹山・齋藤 II, §3.4]では, Γ0(4)上の半整数重さEisenstein級数
のMellin変換を利用した, 新谷の函数等式 (1.1)の別証明が与えられている.

また [DG, §6]では, ２変数ゼータに対する逆定理の１つの応用として, 新谷
ゼータが Γ0(4)上の半整数重さアイゼンシュタイン級数の線型結合のMellin

変換であることを示している 4. また [GH]も参照のこと. 半整数重さアイゼ
ンシュタイン級数との関連は [新谷, p.40 Remark]にも言及がある. (1.4)の
Eisenstein級数は半整数重さではないことに注意. まとめると, 標語的には次
の関連が見られるようだ:

新谷 2重ゼータ函数

↕ ((1.4)の unfolding)

整数重さ Eisenstein級数のトーラス周期付きゼータ函数

↕ (θ-lifting)

半整数重さ Eisenstein級数のMellin変換

4この仕事の存在は杉山和成さんから教えて頂きました.
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ンシュタイン級数との関連は [新谷, p.40 Remark]にも言及がある. (1.4)の
Eisenstein級数は半整数重さではないことに注意. まとめると, 標語的には次
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↕ ((1.4)の unfolding)

整数重さ Eisenstein級数のトーラス周期付きゼータ函数

↕ (θ-lifting)
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8

注意 1.8 §1.1で述べたように, 応用上は２重ゼータの極因子にそった留数
や 1変数への特殊化が重要で, その解析は 2重ゼータのさらに一段階先にある
([新谷, Ch I 3◦], [KTW, §4.6]を参照.) この記事では割愛する. (1.2)を含め
た「新谷ゼータ函数」の大事な応用としては, Siegel保型型式の数値的次元公
式 ([新谷], [伊吹山・齋藤 II], [若槻])や Siegel保型型式の佐武パラメータの等
分布性定理 ([Kim-若槻-山内])5, ３次環の密度定理への応用 ([谷口 1])などが
ある.

各章の内容 : §2では２重ゼータに関連した概均質ベクトル空間の基礎事項
を述べた. §3では任意の標数 0の局所体においてゼータ積分の性質をまとめ
た. §4では一般の代数体のアデール化でゼータ積分を導入し基本性質を調べ
る. [KTW, §4.4]では簡潔に済ませた特異部分の解析について §4.5で詳述した.

§4.6では定理 1.2を特別な場合に含む公式を一般の代数体で説明した. ([KTW]

の新規性はここにあるため §4.6は詳しく書いた.) §5では新谷２重ゼータ函数
を一般の代数体の場合に導入する. [KTW]の定義をイデアルの言葉で書き直
したのでより originalとの類似性がはっきりしたのではと思う. §6ではそれ
までの結果を使って２重ゼータの函数等式と解析接続を導く議論を詳述した.

§5.4の結果を使うことで [KTW]に比べて解析接続の議論は簡易化されている.

§7では, Qの場合に限定して, ２重ゼータのD12函数等式系について説明し,

定義を初等的な言葉で翻訳し定理 1.1に繋げた. §8は付録で, §1.1と注意 1.7

を補完する内容. 全体として [KTW]と相補的に成るように心掛けたので, 証
明を省略して引用で済ませた部分もある一方で本筋で大事なことは証明を詳
述した. アデールの必要事項も最低限は加えたが詳細は [W], [RV]などを参照
ください.

2 基本事項

集合X とその部分集合 Z について, X での Z の特性函数を 1lZ と書く. 位
相群H に対して, H から C1 := {z ∈ C | |z| = 1}への連続準同型写像を指標
といい, H の指標全体の集合を Ĥ と書く. ガンマ函数 Γ(s)に関連して, 次の
記法はよく用いられる:

ΓR(s) := π−s/2Γ(s/2), ΓC(s) = 2(2π)−sΓ(s).

「倍角公式」から ΓC(s) = ΓR(s)ΓR(s+ 1)に注意する.

5[Kim-若槻-山内]で与えられた応用が [KTW]の直接の motivationでした.
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2.1 概均質ベクトル空間

代数群Gを

G := GL1 ×

{[
1 0

∗ ∗

]
∈ GL2

}

で定義する. 明らかにGはQ上定義される. Gの一般の元を

g = (a, h), h =
[
1 0
b c

]
(2.1)

と表す. 2次対称行列全体のなす線型空間はQ上定義された代数群V を定める：

V =
{
X ∈ Mat2 | X = tX

}
.

V の一般の元を

X = [ x1 x12
x12 x2 ] (2.2)

と表す. しばしば, Gおよび V は Z上のスキームとして扱う. Gの V への有
理表現 ρ : G× V −→ V を

ρ(a, h)X := a hXth, (a, h) ∈ G, X ∈ V

で定義する.

P1(X) = x1, P (X) = − detX = x212 − x1x2, X = [ x1 x12
x12 x2 ] ∈ V,

τ1(g) = a, τ(g) = (ac)2, g =
(
a,
[
1 0
b c

])
∈ G

とおくと, P1(X)および P (X)は V の正則関数, τ1および τ はGの有理指標
であって

P1(ρ(g)X) = τ1(g)P1(X), P (ρ(g)X) = τ(g)P (X), , g ∈ GX ∈ V

(2.3)

が容易に確かめられる. つまり, P1(X), P (X)はそれぞれ指標 τ1, τ に対応す
る V の相対不変式である. V の Zariski開集合 V 0を

V 0 := {X ∈ V | P1(X) ̸= 0, P (X) ̸= 0}

10
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10

で定義する. (2.3) から, V は G 作用で安定な集合である. 任意の体 K と
δ ∈ K×に対して,

V 0(K, δ) := {X ∈ V 0(K) | P (X) ∈ δ(K×)2} (2.4)

Xδ :=
[
1 0
0 −δ

]
∈ V (K), (2.5)

G(K)Xδ := {g ∈ G(K) | ρ(g)Xδ = Xδ} (2.6)

とおく. 乗法群K×の部分群 (K×)2による商群を [K×]2と定義する：

[K×]2 := K×/(K×)2. (2.7)

G(K)-空間 V 0(K)の軌道分解は次のようになる.

補題 2.1 (1) 対角行列 Xδ (δ ∈ [K×])全体の集合は V 0(K)の G(K)軌道
の代表系をなす. K が代数的閉体ならば V 0(K)は単一G(K)-軌道であ
る. 特に, (V,G, ρ)はQ上定義された概均質ベクトル空間になる.

(2) Xδ のG(K)-軌道は V 0(K, δ)と一致する.

(3) G(K)Xδ = {(1, 12), (1,
[
1 0
0 −1

]
)} ∼= Z/2Z.

証明 (1), (2) を示すため, X = [ x1 x12
x12 x2 ] ∈ V (K)をK 係数 2次型式

(u, v)X ( uv ) = x1u
2 + 2x12uv + x2v

2

と同一視する. X ∈ V 0(K)とすると x1 ̸= 0, P (X) = x212 − x1x2 ̸= 0である
から次のように平方完成される：

x1 ×

{(
u+

x12
x1

v

)2

− P (X)

x21
v2

}

ここで P (X) = δc2 (δ ∈ K×/(K×)2, c ∈ K×)と分解して,

g =
(
x1,

[
1 0

x12
x1

c
x1

])
∈ G(K)

とおくと, ρ(g)Xδ = X が分かる. よって V 0(K)は ρ(G(K))Xδ (δ ∈ [K×]2))

の合併集合である. これらが互いに素であることは, (2.3)と P (Xδ) = δ よ
り「X ∈ ρ(G(K))Xδ ならば P (X)(K×)2 = δ(K×)2 である」ことから従う.

V 0(K)は明らかに V 0(K, δ) (δ ∈ [K×]2)の互いに素な合併となるから, 包含
ρ(G(K))Xδ ⊂ V 0(K, δ)は等号となる. K が代数閉体ならば [K×]2 = {1}だ
から (1)の最後の主張が従う.

(3) 直接計算によって ρ(g)Xδ = Xδ は a = 1, b = 0, c = ±1と同値なことが
分かる.
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注意 2.2 P1(X), P (X)は (V,G, ρ)の基本相対不変式である.

実際, 特異集合 S = V − V 0は２つの超曲面 S1 = {P1(X) = 0}及び S2 =

{P (X) = 0}の合併である. P1(X) = x1, P (X) = x212 − x1x2はC[x12, x1, x2]
の既約元なので, S1, S2は Sの余次元１の既約成分全体となる。一般論 ([木村,

補題 2.12])から, 結論が出る.

2.1.1 反傾表現

行列 A =
[
a b
c d

]
の余因子行列を, A† =

[
d −b
−c a

]
で表す. V × V 上の双線型

型式を

⟨X,Y ⟩ = Tr(XY †) = x1y2 − 2x12y12 + x2y1, X =
[ x1 x12
x2 d

]
, Y = [ y1 y12

y12 y2 ] ∈ V

(2.8)

で定義する. これは, 非退化なのでX ∈ V に線型型式X �→ ⟨X,Y ⟩を対応さ
せることで V から双対空間 V ∗の上への線型同型写像が得られる. これにより
V と V ∗を同一視する. そこで, (ρ, V )の反傾表現の V での実現を (�ρ, V )とす
る：つまり,

⟨ρ(g)X, �ρ(g)Y ⟩ = ⟨X,Y ⟩, g = (a, h) ∈ G, X, Y ∈ V. (2.9)

計算によって

�ρ(a, h) = a−2(deth)−2 ρ(a, h), (a, h) ∈ G (2.10)

が確かめられる. (G,V, �ρ)は S = V − V 0を特異集合とする概均質ベクトル空
間で, 基本相対不変式は P1(X), P (X)である. 実際, P1(X), P (X)はそれぞ
れ有理指標 �τ1 : (a, h) �→ a−1c−2, �τ : (a, h) �→ a−2c−2に対応する相対不変式
になる：

P1(�ρ(g)X) = �τ1(g)P1(X), P (�ρ(g)X) = �(g)P (X).

3 局所ゼータ積分

F を標数 0の局所体とする. F の乗法的正規付置を | · |F と書く. F が非アル
キメデス的の場合, OをF の極大整環, pをOの極大イデアルとし,剰余体O/p

の位数を qとする. 非零分数イデアル a ⊂ F の位数 ord(a) ∈ Zを a = pord(a)

で定義すると, |a|F = q−ord(aO)が成立する. F のハール測度をOの測度が 1
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12

になるように正規化する. F がアルキメデス的の場合, F は Rまたは Cに同
型である. F ∼= R (resp. F ∼= C) なら, F のハール測度を Rのルベーグ測度
(resp. C = R ⊕ iR ∼= R2のルベーグ測度の２倍)を移送することで定義する.

乗法群 F×のハール測度 d×xを, 加法群 F のハール測度 dxに依存して

d×x := |x|−1
F dx×




(1− q−1)−1 (F が非アルキメデス的),

1 (F がアルキメデス的)

で定義する. F が非アルキメデス的のとき, vol(O×) = 1に注意する.

補題 3.1 (F×)2は F×の指数有限の閉部分群であり

#[F×]2 = 4|2|−1
F

証明 F ∼= R, Cなら容易, それ以外は [W, ChII §3 Corollary(p.34)]の特別な
場合.

有限次 F -線型空間 U に対して, S (U) を Schwartz-Bruhat 関数全体のな
す C-線型空間とする. 即ち, F = R,Cならば S (U)は U ∼= Rn あるいは
U ∼= Cn ∼= R2nの Schwartz空間であり, F が非アルキメデス的ならばS (U)

は U 上のコンパクト台を持つ複素数値局所定数関数全体の空間を表す 6.

補題 3.2 U = Fnとする. F が非アルキメデス的ならば, S (V (F ))は

U(F ) ∋ (x1, . . . , xn) �→
n∏

j=1

ϕj(xj)

ただし, ϕj ∈ S (F ) (1 ⩽ j ⩽ n), の形の函数全体によって生成される. F ∼=
R,Cならば, 任意のΦ ∈ S (U(F ))に対して, 非負函数系 ϕj ∈ S (F ) (1 ⩽ j ⩽
n)があって

|Φ(x)| ⩽
n∏

j=1

ϕj(xj), x ∈ U(F ).

証明 F が非アルキメデス的のとき, S (U(F ))は pmU(O) + a (m ∈ Z>0, a ∈
U(F ))の形の集合の特性函数で生成される. a = (aj)jとすれば, 1lpmU(O)+a(x) =∏

j 1lpm+aj (xj)なので最初の主張が従う. F ∼= R,Cに対する主張は, [雪江,

Lemma(1.2.5)]に証明がある.

6F が非アルキメデス的のときS (U)には位相は考えない. F = R,CのときS (U)には半
ノルム系を付与してフレッシェ空間にするのが通例 ([木村, §3.2])
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3.1 2次Hilbert記号と実指標

a, b ∈ F× に対して (a, b)F ∈ µ2 := {1,−1}を 2次 Hilbert記号とする (cf.

[志村, §26]). これは, 有限アーベル群 [F×]2 に対する非退化 pairing [F×]2 ×
[F×]2 −→ µ2を導く. 即ち, δ ∈ [F×]2に指標 ωδ : ξ �→ (ξ, δ)F を対応させるこ
とにより群同型写像 [F×]2 ∼= [̂F×]2が得られる. 指標 χ ∈ [̂F×]2は F×の実数
値指標と同一視される.

F ∼= C の場合, [F×]2 = {1} で χ1 は自明指標となる. F ∼= R の場合,

[F×]2 = {+1,−1}で ω1は自明指標, ω−1は符号函数 sgn(x) := x/|x|になる:

δω ∈ {0, 1}を ω(x) = (x/|x|)δω として定義する. F が非アルキメデス的かつ
(q, 2) = 1な場合, u ∈ O× − (O×)2 を一つ選択し, ϖ を F の素元とすると
[F×]2 = {1, ϖ, u, uϖ}である. よって, [̂F×]2 = {ω1, ωϖ, ωu, ωuχϖ}.
F が非アルキメデス的の場合, 指標 χ : F× −→ C1の導手 fχを, χ|O× = 1

ならば fχ = O, χ|O× ̸= 1ならば χ|(1 + a) = 1となる最大のイデアル a ⊂ O

として定義する. F のゼータ関数を ζF (s) := L(s,1) = (1 − q−s)−1と定義す
る. 非零イデアル a ⊂ OのノルムN(a)を#(O/a)で定義する.

3.2 局所 Iwasawa-Tate理論の復習

この記事では χ ∈ [̂F×]2の場合のみが必要なので, 以下このケースに限定し
て必要事項を復習する. (詳細は原論文 [T]あるいは [RV, §7]を参照.)

3.2.1 指標型

指標 χ ∈ [̂F×]2と複素数Re(s) > 0に依存して, S (F )上の (連続)線型汎関
数�ζF (s, χ)を

�ζF (s, χ) : ϕ �−→ �ζ(s, χ, ϕ) :=
∫

F×
ϕ(x)χ(x)|x|sF d×x, ϕ ∈ S (F )

で定義する. 積分は sに関して広義一様絶対収束して, C上の有理型函数に解
析接続される ([RV, 7-2 Theorem]). 局所L-函数L(s, χ)は, F が非アルキメデ
ス的な場合

L(s, χ) =



1 (χ|O× ̸= 1),

(1− χ(ϖ)q−s)−1 (χ|O× = 1)
(3.1)
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14

となり, F がアルキメデス的な場合

L(s, χ) :=




ΓR(s+ δχ), (F ∼= R),

ΓC(s), (F ∼= C)

となる. L因子の定義から, s �→ L(s, χ)−1 �ζ(s, χ, ϕ)は C上正則になる.

ψF を加法群 F の非自明連続指標とする.

• F ∼= Rの場合, ψF (x) := exp(2πix) (x ∈ R),　

• F ∼= Cの場合, ψF (z) := exp(4πiRe(z)) (z ∈ C)

と選ぶ. F が非アルキメデス的な場合, 連続性から ψF は F のある可逆分数イ
デアル上で自明になる: そこで, d = d(ψF ) ∈ Zを ψF |p−d = 1となる最大の
整数とする.

ϕ ∈ S (F )のフーリエ変換を, (§3の最初で決めた)F のハール測度によって

�ϕ(y) :=
∫

F
ϕ(x)ψF (xy) dx, y ∈ F (3.2)

で定義すると,

��ϕ(x) = CψF
ϕ(−x), CψF

:=



qd (F が非アルキメデス的),

1 (F がアルキメデス的)
(3.3)

であること 7と, 更に χ ∈ [̂F×]2より χ−1 = χに注意すると, 局所函数等式は

C
1/2
ψF

×
�ζF (1− s, χ, ϕ)

L(1− s, χ)
= ε(s, χ, ψF )

�ζF (s, χ, �ϕ)
L(s, χ)

(3.4)

となる. ここで, ε(s, χ, ψF ) ∈ C×は局所 epsilon因子である.

�γψF
(s, χ) :=

L(s, χ)

L(1− s, χ)
ε(s, χ, ψF )

−1C
1/2
ψF

(3.5)

と定義すると, この函数の明示公式は次のようになる.

• F = Rのとき,

iδχΓR(s+ δχ)ΓR(1− s+ δχ)
−1

7ψF に関して自己双対的な F のハール測度 C
−1/2
ψF

dxによってフーリエ変換を定義し理論
を展開するのが普通.

15

169



• F = Cのとき,

ΓC(s)ΓC(1− s)−1

• F が非アルキメデス的なとき,

qds ×



(1− χ(ϖ)q−1+s)/(1− χ(ϖ)q−s) (fχ = O),

ϱχN(fχ)
s−1/2 (fχ ⊂ p)

ここで

ϱχ := N(fχ)
−1/2

∑
u∈O×/(1+fχ)

χ(u)ψF (uϖ
−d−ord(fχ)).

3.2.2 軌道型

δ ∈ [F×]2, Re(s) > 0について

ζF (s, δ, ϕ) :=

∫

δ(F×)2
ϕ(x) |x|sF dx, ϕ ∈ S (F )

と定義する. 明らかに,

∑
δ∈[F×]2

χ(δ) ζF (s, δ, ϕ) = �ζF (s, χ, ϕ), Re(s) > 0 (3.6)

である. 有限群 [F×]2のフーリエ反転公式 (指標の直交関係式)から

ζF (s, δ, ϕ) =
1

#([F×]2)

∑

χ∈[̂F×]2

χ(δ)�ζF (s, χ, ϕ), Re(s) > 0 (3.7)

となる. これにより, ζF (s, δ, ϕ)は C全体に有理型に解析接続されることが分
かる. また (3.4), (3.5), (3.6), (3.7)を組み合わせることで, 次の函数等式が得
られる：

ζF (s, δ, �ϕ) = 1

#([F×]2)

∑
ϵ∈[F×]2

γψF
(s, ϵδ) ζF (1− s, ϵ, ϕ)

ただし,

γψF
(s, δ) :=

∑

χ∈[̂F×]2

χ(δ) �γψF
(s, χ), δ ∈ F×.
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3.3 局所ゼータ積分の定義 (収束性)

X ∈ V (F )の成分 (2.2)により, V (F )の加法的ハール測度を

dX = dx1 dx12 dx2 (3.8)

で定義する. g ∈ G(F )の成分 (2.1)により, G(F )の測度を

dg = d×a db d×c (3.9)

で定義すると, これはG(F )の右不変ハール測度であることが確かめられる 8.

補題 2.1から, V (F )はG(F )-軌道F 0(F, δ) (δ ∈ [F×]2)に分割される. ここで,

補題 3.1から, G(F )軌道の個数は有限であり, V 0(F, δ)は V (F )の開かつ閉な
る集合となる.

定義 3.3 δ ∈ [F×]2, χ ∈ [̂F×]2とする. Φ ∈ S (V (F )), s = (s1, s2) ∈ C2に
対して,

ZF (Φ, s, δ) =

∫

V 0(F,δ)
Φ(X) |P1(X)|s1−1

F |P (X)|s2−1
F dX (軌道型),

�ZF (Φ, s, χ) =

∫

V (F )
Φ(X) |P1(X)|s1−1

F χ(P (X))|P (X)|s2−1
F dX (指標型).

Φ ∈ S (V (F ))に対して, (2.2)で成分が与えられるX ∈ V (F ))での函数の
値を Φ(x1, x12, x2)のようにも書く.

補題 3.4 積分 ZF (Φ, s, δ), �ZF (Φ, s, χ)は領域

Re(s1) > 0, Re(s2) > 0, Re(s1 + s2) >
1
2 (3.10)

において広義一様に絶対収束する.

証明 cf. [KTW, Lemma3.1].

補題 2.1(1),(2)および [F×]2での指標の直交関係式から, 領域 (3.10)におい
て次の等式が成り立つ：

�ZF (Φ, s, χ) =
∑

δ∈[F×]2

ZF (Φ, s, δ)χ(δ), (3.11)

ZF (Φ, s, δ) =
1

#([F×]2)

∑

χ∈[̂F×]2

�ZF (Φ, s, χ)χ(δ). (3.12)

8G はユニモジュラーではないことに注意. |τ1(g)−2τ(g)|−1/2 dg は左不変ハール測度にな
る.
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補題 3.5 絶対収束域 (3.10)において, 次の等式が成立する:

ZF (Φ, s, δ)

= (1− q−1)22−1|2|F |δ|s2F
∫∫∫

F××F×F×
|a|s1F |a2c2|s2F Φ(a, ab, a(b2 − δc2)) d×a dbd×c

(3.13)

= (1− q−1)22−1|2|F
∫

G(F )

Φ(gXδ)|P1(gXδ)|s1F |P (gXδ)|s2F dg, (3.14)

ここで, dgは (3.9)で定義したG(F )の右不変ハール測度である.

�ZF (Φ, s, χ) = (1− q−1)2
∫

F×

∫

F

∫

F×
|a|s1F |a2c|s2F Φ(a, ab, a(b2 − c))χ(c) d×a db d×c

(3.15)

証明 補題 2.1(2),(3)から, 写像 j : G(F ) ∋ g �−→ gXδ ∈ V 0(F, δ)は 2 : 1の
全射となる. (2.1), (2.2)のように g ∈ G(F ), X ∈ V 0(F, δ)を成分で表すと,

X = j(g)は
x1 = a, x12 = ab, x2 = a(b2 − δc2)

と書きなおせる. これより,

j∗(dx1 ∧ dx12 ∧ dx2) = −2δ a3c2
da

a
∧ db ∧ dc

c

となるので, j : G(F ) → V 0(F, δ)は F -解析多様体の submersiveな射になる.
F および F×のハール測度の決め方と, 積分の変数変換公式から V 0(F, δ)上の
可積分関数 f(X) = f(x1, x12, x2)に対して,

(1−q−1)2

2 |2δ|F
∫∫∫

F××F×F×
f(a, ab, a(b2 − δc2)) |a3c2|F d×a db d×c =

∫

V 0(F,δ)

f(X) dX

であり, G(F )のハール測度の定義 (3.9)から
∫

G(F )
f(gXδ)dg =

∫

F×

∫

F

∫

F×
f(a, ab, a(b2 − δc2)) d×a db d×c

である. P1(gXδ)P (gXδ) = a3c2δに注意して, f(X) = Φ(X)|P1(X)|s1−1
F |P (X)|s2−1

F

に対してこれらの公式を使えば等号 (3.13), (3.14)が従う.
式 (3.11)の右辺に (3.13)を代入し, cに関する積分に対して c′ = δc2と変数
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変換を行う：
∑

δ∈[F×]2

χ(δ)(1− q−1)22−1|2|F

×
∫

F×

∫

F

{∫

δ(F×)2
|a|s1F |a2c′|s2F Φ(a, ab, a(b2 − c′)) 2|2|−1

F d×c′
}
d×a db

= (1− q−1)2
∫

F×

∫

F

{ ∑
δ∈[F×]2

χ(δ)

∫

δ(F×)2
|a|s1F |a2c′|s2F Φ(a, ab, a(b2 − c′)) d×c′

}
d×a db

= (1− q−1)2
∫

F×

∫

F

∫

F×
χ(c′) |a|s1F |a2c′|s2F Φ(a, ab, a(b2 − c′)) d×a dbd×c′

となり, (3.15)が示された.

3.4 不分岐局所ゼータ積分の明示公式

この節では F は非アルキメデス的とする.

命題 3.6 (1) 任意の指標 χ ∈ [̂F×]2に対して,

�ZF (1lV (O), s, χ) = (1− q−1)2 × ζF (s1) ζF (2s1 + 2s2 − 1)L(s2, χ)

L(2s1 + s2, χ)N(fχ)s1

(2) 2 ∈ O×とする. 任意の δ ∈ [F×]2に対して,

ZF (1lV (O), s, δ) =
(1− q−1)2

2
× ζF (s1) ζF (2s2) ζF (2s1 + 2s2 − 1)L(s1, χδ)

ζF (2s1)L(s1 + 2s2, χδ)N(fχδ
)s2

ただし, χδ は F×の指標 x �→ (x, δ)F を表す.

証明 [KTW, Theorem 3.11, Corollary 3.12].

3.5 局所ゼータ積分の線型独立性

V 0(F, δ′) (δ′ ∈ [F×]2)は V 0(F )の互いに素な開集合からなる被覆である. 定
義 3.3から Φ ∈ S (V (F ))の台が V 0(F )に含まれるならば ZF (Φ, s)は任意の
s = (s1, s2) ∈ C2で絶対収束する. これらから次の補題は容易に従う.

補題 3.7 δ ∈ [F×]2, s ∈ C2に対して, Φ ∈ S (V (F ))で次の 2条件を満たす
ものが存在する：

• Supp(Φ) ⊂ V 0(F, δ),

19
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• ZF (Φ, s, δ) ̸= 0であり,しかも, δ′ ̸= δならば ZF (Φ, s, δ
′) = 0.

系 3.8 χ ∈ [̂F×]2, s ∈ Cに対して, Φ ∈ S (V (F ))で 2つの条件

(i) �ZF (Φ, s, χ) ̸= 0, (ii) ω ̸= χならば �ZF (Φ, s, ω) = 0

を満たすものが存在する.

証明 補題 3.7より各 δ ∈ [F×]2について Φδ ∈ S (V (F ))を ZF (Φδ, s, δ) = 1,

ZF (Φδ, s, δ
′) = 0 (δ′ ̸= δ)となるようにとり,

Ψχ(X) :=
∑

δ∈[F×]2

Φδ(X)χ(δ), X ∈ V (F )

と定義すると, (3.11)と指標の直交性より �ZF (Ψχ, s, ω) = #([F×]) δχ,ω.

3.6 解析接続と局所函数等式

3.6.1 フーリエ変換

(2.8)で定義した pairing ⟨·, ·⟩ : V (F ) × V (F ) → F を想起する. Y ∈ V (F )

に対して, V (F )の指標X �→ ψF (⟨X,Y ⟩)を対応させることで, V (F ) ∼= V̂ (F ).

定義 3.9 Φ ∈ S (V (F )))のフーリエ変換 �Φ ∈ S (V (F ))を次で定義する:

�Φ(Y ) :=

∫

V (F )
Φ(X)ψF (⟨Y,X⟩) dX, Y ∈ V (F ).

この節の残りの部分では F は非アルキメデス的と仮定する. V (F )の閉部分
群 Lに対して, 位相的直交

L∨ := {Y ∈ V (F ) | ψF (⟨X,Y ⟩) = 1 (∀X ∈ L)}

は V (F )の閉部分群になり, (L∨)∨ = Lが成り立つ. V (F )の部分O-加群 Lが
V (F )の F -基底で生成されるときO-格子と呼ぶ. O-格子は V (F )のコンパク
ト部分群, 特に閉部分群である. O-公式 Lの代数的な双対O-格子は

L∗ := {X ∈ V (F ) | ⟨X,L⟩ ⊂ O}

で定義される. 整数 d = d(ψF )を想起する (§3.2.1).
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20

補題 3.10 (1) 任意のO-格子 L ⊂ V (F )について,

�1lL = vol(L) 1lL∨ ,

L∨ = ϖ−dL∗, vol(L) vol(L∨) = q3d|2|−1
F

(2) 任意のΦ ∈ S (V (F ))に対して,
��Φ(X) = |2|−1

F q3d ×Φ(−X)が成り立つ.

証明 コンパクト群 Lの指標の直交関係式から

�1lL(Y ) =

∫

L
ψF (⟨X,Y ⟩) dY = vol(L) 1lL∨(Y )

となり最初の等式が従う. d−1 := {x ∈ F | ψF (xO) = {1}}と定義すると, d

の定義から d = ϖdOである. よって

X ∈ L∨ ⇐⇒ ψF (⟨X,Y ⟩) = 1 (∀Y ∈ L)

⇐⇒ ⟨X,L⟩ ⊂ d−1

⇐⇒ ⟨ϖdX,L⟩ ⊂ O ⇐⇒ ϖdX ∈ L∗

となるから, L∨ = ϖ−dL∗である. �1lL = vol(L) 1lL∨ は任意のO-格子で成立し,

(L∨)∨ = Lだから,

��1lL = vol(L)�1lL∨ = vol(L) vol(L∨) 1lL

フーリエ反転公式からある正の定数Cが存在して, 任意のΦ ∈ S (V (F ))につ

いて ��Φ(X) = CΦ(−X)となる. よって, C = vol(L) vol(L∨)となる. L = V (O)

とすると,

V (O)∗ = {X ∈ V (F ) | x1, x2 ∈ O, x12 ∈ 2−1O}

より, (測度の決め方 (3.8)から)vol(V (O)) = 1, vol(V (O)∗) = |2|−1
F . よって,

vol(L)vol(L∨) = C = vol(V (O))vol(V (O)∨)

= vol(V (O))vol(ϖ−dV (O)∗) = |ϖ−d|3F |2−1|F

系 3.11 V (O) = V (O)∨は d = 0かつ 2 ∈ O×と同値である.

証明 V (O) ⊂ V (O)∨だから, vol(V (O)) = vol(V (O)∨)と V (O) = V (O)∨は
同値.
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3.6.2 Weil定数

a ∈ F×に対して, 定数 αψF
(a) ∈ C×(Weil定数という)が存在して, 任意の

ϕ ∈ S (F )に対して等式
∫

F
ϕ(x)ψF (ax

2) dx = αψF
(a)|2a|−1/2

F

∫

F

�ϕ(x)ψF

(
−x2

4a

)
dx

が成立することが知られている (cf. [池田]). この定義から, αψF
(a)は平方類

a(F×)2のみに依存することが分かる. また

αψF
(1)

αψF
(ab)

=
αψF

(1)

αψF
(a)

αψF
(1)

αψF
(b)

(a, b)F , a, b ∈ F×, (3.16)

αψF
(a)4 = (−1,−1)F , a ∈ F×, (3.17)

αψF
(a) = αψF

(−a), a ∈ F×

などが成り立つ. とくに, (3.17)から αF (a)は 1の８乗根である.

3.6.3 定理

γψF
(s, δ) (§3.2.2), �γψF

(s, χ) (§3.2.1) を思い出そう.

定義 3.12 (1) δ, ε ∈ [F×]2に対して, GψF
(s, δ, ε) :=

1

|2|1/2F #([F×]2)

∑
η∈[F×]2

αψF
(−η) γψF

(s2δη) γψF
(s1 + s2 − 1

2 , εη)

とおく.

(2) χ, ω ∈ [̂F×]2に対して, �GψF
(s, χ, ω) :=

1

|2|1/2F #([F×]2)
�γψF

(s2, χ) �γψF
(s1 + s2 +

1
2 , ω)

∑
η∈[F×]2

αψF
(−η) (χω)(η)

とおく.

§3.1から, �{F×]2 = {ωa | a ∈ [F×]2}を思い出す. �GψF
(s, χ, ω)については,

次の簡明な表示ができる:

補題 3.13 a, b ∈ [F×]2とすると,

�GψF
(s, ωa, ωb) =

αψF
(−1)αψF

(−ab)−1

√
|2|F #([F×]2)

�γψF
(s2, χa) �γψF

(s1 + s2 +
1
2 , χb)
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証明 cF := #([F×]2)とおく. 次の等式を示せばよい：

∑
η∈[F×]2

αψF
(−η)ωaωb(η) = c

1/2
F

αψF
(−1)

αψF
(−ab)

(3.18)

[池田, 命題 1.9](を関係 γ(2a) = αψF
(a)で補正した)より

∑
η∈[F×]2

αψF
(η)(η, a)F = c

1/2
F

αψF
(1)

αψF
(a)

, a ∈ F×

である. これを使うと, (3.18)の右辺は次のように計算される:

∑
η∈[F×]2

αψF
(η) (ab,−η)F = (ab,−1)F

∑
η∈[F×]2

αψF
(η) (ab, η)F

= (ab,−1)F × c
1/2
F

αψF
(1)

αψF
(ab)

.

さらに, (3.16)を使うと, αF (−1)
αψF

(−ab) = (ab,−1)F
αψF

(1)

αψF
(ab) なので, 等号 (3.18)が

分かる.

(6.3)で定義されるアフィン変換 fγ : C2 → C2を考える.

命題 3.14 任意の Φ ∈ S (V (F ))に対して, (3.10)上で定義された正則函数
s �→ ZF (Φ, s, δ)および s �→ �ZF (Φ, s, χ)は C2上の有理型函数に解析接続され
て次の函数等式を満たす：

ZF (�Φ, s, δ) =
∑

ε∈[F×]2

GψF
(s, δ, ε)ZF (Φ, fγ(s), ε), (3.19)

�ZF (�Φ, s, χ) =
∑

ω∈[̂F×]2

�GψF
(s, χ, ω) �ZF (Φ, fγ(s), ω). (3.20)

証明 最初の等式 (3.19)は [佐藤 89]の特別な場合. (F ∼= Rの場合は [新谷,

Lemma 1(i)]で得られている.) ２番目の等式 (3.20)は最初の等式と (3.11)お
よび (3.12)から従う.

系 3.15 (1) 任意の類 δ, η ∈ [F×]2に対して,

∑
ε∈[F×]2

GψF
(s, δ, ε)GψF

(fγ(s), ε, η) =



1 (δ = η)

0 (δ ̸= η)
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(2) 任意の指標 ξ, χ ∈ [̂F×]2に対して,

∑
ω∈[F×]2

�GψF
(s, ξ, ω) �GψF

(fγ(s), ω, χ) =




1 (ξ = χ)

0 (ξ ̸= χ)

証明 函数等式 (3.19)を２回連続して適用し, 補題 3.7を使えば (1)従う. 同様
の議論で, (2)は函数等式 (3.20)と系 3.8から従う.

4 大域ゼータ積分

4.1 代数体とアデール

F を代数体, その整数環をOF とする. F の有限素点全体の集合を Σfin, 無
限素点全体の集合を Σ∞として Σ := Σ∞ ∪ Σfinとおく. ΣRを F の実素点全
体の集合とし r1 := #ΣR をその要素数, F の複素素点全体の集合を ΣC とし
r2 = #ΣCをその要素数とすれば,

Σ∞ = ΣR ∪ ΣC, [F : Q] = r1 + 2r2

となる. 有理数体Qの素点 2の上にある v ∈ Σfin全体の集合を Σ2とおく. 任
意の v ∈ Σに対して, vでの F の完備化を Fv とする. Fv は標数 0の局所体
だから §3で導入した記号や定義が適用される. Fv の乗法的正規付置 | · |Fv を
| · |vと略記する. vが有限素点の場合には, Ovを Fvの整数環, Ovの極大イデ
アルを pv とおき, 剰余体Ov/pv の位数を qv とする.

Aを F のアデール環, F の有限アデール全体を Afin とおく. 従って A =

Afin×F∞と直積に分解される. Aのハール測度を基本領域A/F の測度が 1と
なるようにとる.

U ∼= Fnを有限次元F -線型空間とする. F -代数Rに対して, U(R) := U⊗FR

とおく. OF -格子 L ⊂ U に対して, Ov-格子 U(Ov) = L ⊗OF
Ov は有限個の

例外を除いてLに依存しない. 有限個の vを除いて ϕv = 1lU(Ov)であるような
S (U(Fv))の関数 ϕv に対して

ϕ(x) =
∏
v∈Σ

ϕv(xv), x = (xv)v ∈ U(A) (4.1)

で定義される関数を⊗vϕvと書く.このような函数の有限線型結合で表せるU(A)
上の関数をU(A)の Schwarts-Bruhat関数といい,その全体の集合をS (U(A))
で表す. 次の補題は積分や級数の収束の議論でしばしば有用である.
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補題 4.1 U = Fn とする. 任意のコンパクト集合 N ⊂ GLn(A)に対して,

Φ1 ∈ S (U(A)), Φ1 ⩾ 0 なる函数 Φ1 が存在して, |Φ(xu)| ⩽ Φ1(x) (x ∈
U(A), u ∈ N )が成り立つ.

証明 [雪江, Proposition (1.2.3)]に証明がある.

Qのアデール環 AQ の基本指標 (basic character)を ψとする. この指標は
ψ(a) = 1 (a ∈ Q), ψ(x∞) = e2πix∞ (x∞ ∈ R)で特徴付けられる. Aの加法指
標を ψF = ψQ ◦ trF/Qで定義する. ψFv := ϕF |Fv とおくと,

ψF (x) =
∏
v∈Σ

ψFv(xv), x = (xv)v ∈ A

となる. v ∈ Σ∞ に対して, ψFv は §3.2.1で考えた標準的なものに一致する.

F の可逆分数イデアル dF/Qを d−1
F/Q := {a ∈ F | trF/Q(aOF ) ⊂ Z}で定義す

ると, v ∈ Σfin について, d(ψFv) = ordv(dF/Q)となる. F/Qの判別式∆F は
dF/Qのノルムで定義される 9: ∆F = N(dF/Q). 上で固定したAのハール測度
は ψF に関して自己双対的である. つまり, Schwartz-Bruhat関数 ϕ ∈ S (A)
のフーリエ変換を

�ϕ(y) :=
∫

A
ϕ(x)ψF (xy) dy

で定義すると,
��ϕ(x) = ϕ(−x)が成立する. 同様に ϕv ∈ S (Fv)のフーリエ変

換は §3で固定した Fv のハール測度と指標 ψFv によって (3.2)で定義される.

(3.3)によれば, Aのハール測度 dx, 局所化 Fvのハール測度 dxvの制限直積測
度の間には

dx = ∆
−1/2
F

∏
v∈Σ

dxv (4.2)

という関係があることが分かる ([W, ]).

A× をイデール群とする. t = (tv)v ∈ A× のイデールノルム |t|A は, 任意
のボレル集合 B ⊂ A に対して vol(tB) = |t|A vol(B) なる関係で定義され,

|t|A =
∏

v∈Σ |tv|v で与えられる. イデール群 A×のハール測度 d×tを, §3で決
めた F×

v のハール測度 d×tv の制限直積の∆
−1/2
F 倍で定義する:

d×t = ∆
−1/2
F

∏
v∈Σ

d×tv (4.3)

9∆F の代わりに, D(F )や Disc(F )も良く使われる.
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A1 := {t ∈ A× | |t|A = 1}は A× の F× を含む閉部分群で A1/F× はコンパ
クトである. t �→ |t|A は A×/A1 から R>0 の上への位相群同型を引き起こす.

これにより, A×のハール測度をA×/A1の商測度がR>0のハール測度 dt/tに
対応するように定義する. A×/A1 → R>0の sectionが次ぎのように構成でき
る. t ∈ R>0に対して, t = (tv)v ∈ A×を tv = t1/[F :Q] (v ∈ ΣR), tv = t1/2[F :Q]

(v ∈ ΣC), tv = 1 (v ∈ Σfin)で定義し, R>0 = {t | t ∈ R>0}とおく. |t|A = tと
なる. これにより, A× = A1R>0と直積に分解される.

4.2 S-整数環とそのイデアル

Sを Σの有限部分集合で Σ∞ ⊂ Sとなるものとする.

FS =
∏
v∈S

Fv (直積環)

と定義し, F∞ := FΣ∞ とおく. (tv)v∈S ∈ F×
S を tv = 1 (v ∈ Σ − S)として

イデール t = (tv)v ∈ A× と見做すことで F×
S ⊂ A×と埋め込む. (A×)S を S

成分が 1であるイデール全体のなす部分群とすると, A× = F×
S (A×)S となる.

t ∈ A×に対して, |t|S :=
∏

v∈S |tv|v と定義する. イデール t ∈ A×に対して,

tS ∈ F×
S , tS ∈ (A×)S を tの F×

S , (A×)S への射影とする. 従って, tS ∈ F×
S ,

tS ∈ (A×)S , t = tSt
S である. 同様に, g ∈ G(A) について gS ∈ G(FS),

gS ∈ G(A)S を定義する.

OF (S)を S-整数環とする, i.e.,

OF (S) := {x ∈ F | ordv(xOv) ⩾ 0 (∀v ∈ Σ− S)} = F ∩ (FS

∏
v ̸∈S

Ov).

OF (S)は F の Dedekind部分環でOF (= OF (Σ∞))を部分環に含む. OF (S)

の可逆 (i.e., 零でない)イデアル aのノルムは

NS(a) = #(OF (S)/a)

で定義される. (S = Σ∞ のとき, NS(a)を単に N(a)と書く. ) 可逆イデ
アル a ⊂ OF (S) に対してイデール α = (αv)v を, αv = ϖ

ordv(aOv)
v (v ∈

Σfin − S), αv = 1 (v ∈ S)で定義すると, 対応 a �→ αは積を保ち, NS(a) =∏
v∈Σfin−S |αv|−1

v となる. これより, NS(ab) = NS(a)NS(b) となる. ν ∈
OF (S) − (0)に対して, NS(ν) := NS(νOF (S))とおく. NF/Q(ν)を体のノル
ム写像とすると,

NS(ν) = |NF/Q(ν)|S , ν ∈ OF (S)− (0)
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となることが分かる. 対応 a �→ αはOF (S)のイデアル類群から, イデール群
の商

Cl(F, S) := A×/F×F×
S

∏
v ̸∈S

O×
v

の上への同型を導く. これは有限群なのでその位数を hF (S)とおく. S ⊂ S′

ならば全射準同型 Cl(F, S) → Cl(F, S′) があるから, hF (S
′) | hF (S) であ

る. Cl(F,Σ∞)は通常のイデアル類群であるから, もし F の類数が 1ならば
hF (S) = 1である. F が一般でも Sが十分大きければ hF (S) = 1となる.

4.3 Iwasawa-Tate理論 (大域)

χをイデール類群A×/F×の連続指標でχ|R>0 = 1なるものとする. 各 v ∈ Σ

に対して χv := χ|F×
v とおくと, χ(x) =

∏
v χv(xv), x = (xv)v ∈ A×となる.

Φ ∈ S (A), Re(s) > 1について

ζ(s, χ, ϕ) :=

∫

A×
ϕ(x)χ(x)|x|sA d×x,

ζ+(s, χ, ϕ) :=

∫
A×

|t|A⩾1

ϕ(x)χ(x)|x|sA d×x

とおく. ζ(s, χ, ϕ)はRe(s) > 1において, ζ+(s, χ, ϕ)は任意の s ∈ Cで広義一
様に絶対収束してその領域で正則函数を定める. Poisson和公式を使うことで
示される次の等式によって ζ(ϕ, χ, s)はC全体に s = 0, 1で高々１位の極を除
いて正則に解析接続される:

ζ(s, χ, ϕ) = ζ+(s, χ, ϕ) + ζ+(1− s, χ−1, �ϕ)− vol(A1/F×)δχ,1

(
1
sϕ(0) +

1
1−s

�ϕ(0)
)
.

(4.4)

完備ヘッケの L-函数 L(s, χ)は Re(s) > 1においては次の絶対収束するオイ
ラー積で定義される:

L(s, χ) :=
∏
v∈Σ

L(s, χv), Re(s) > 1

ϕ = ⊗vϕv, ϕv ∈ S (Fv), S は Σ∞ を含む Σの有限部分集合で v ̸∈ S ならば
fχv = Ov, ϕv = 1lOv , d(ψFv) = 0となるものとすると

�ζFv(s, χv, 1lOv) = L(s, χv), Re(s) > 0

であり, (4.3)より

ζ(s, χ, ϕ) = ∆
−1/2
F L(s, χ)

∏
v∈S

�ζFv(s, χv, ϕv)

L(s, χv)
Re(s) > 1
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と分解される, ただし S は Σ∞ を含む Σの有限部分集合である. 以上のこと
から, 函数 L(s, χ)は C全体上の有理型函数に解析接続されて, s = 0, 1での
高々１位の極以外では正則となること, s = 0, 1が極になる条件は χが自明指
標になることが示される. χ = 1のとき, L(s,1)はガンマ因子で完備化され
たDedekind ゼータ函数 ζF (s)である. 有限集合 S ⊂ Σに対して, LS(s, χ)を
Σ− S上での部分積で定義する. S(χ) := {v ∈ Σfin | χv|O×

v ̸= 1}とおき, χの
導手 fχをOF のイデアル fχv ∩Oの v ∈ S(χ)に亘る積として定義する.

Λ(s, χ) := (∆FN(fχ))
s/2 L(s, χ), W (χ) :=

∏
v∈S(χ)∪Σ∞

ϱχv

とおくと,函数等式Λ(s, χ) = W (χ)Λ(1−s, χ)が成り立つ. さらに, |W (χ)| = 1

であり, χ2 = 1ならばW (χ) = 1であることもいえる ([RV, p.303, Excercise

11]). とくにχ = 1のときを考えると, ΛF (s) := ∆
s/2
D ζF (s)は函数等式ΛF (1−

s) = ΛF (s)を満たす.これより, ζΣ∞
F (s)の非対称的な函数等式：

ζΣ∞
F (1− s) = ∆

s−1/2
F cos

(
πs
2

)t+r2 sin
(
πs
2

)r1−t+r2 ΓC(s)
r2+2r2 ζΣ∞

F (s) (4.5)

を得る.

4.3.1 凸評価 (Convexity bound)

κ(σ) = 0 (σ ⩾ 1), κ(σ) = 1−σ
2 (0 ⩽ σ ⩽ 1), κ(σ) = 1

2 − σ (σ ⩽ 0)とおくと,

函数等式とガンマ因子の評価 (Stirling公式), Phragmen-Lindelöfの凸性原理
を使うと次の評価が得られる ([IK, Excercise 3])：任意の ε > 0に対して定数
Cε > 0が存在して, C上で 10

|s(1− s)LΣ∞(s, χ)| ⩽ Cε (1 + |s|)2 {(3 + |Im(s)|)[F :Q]N(fχ)}κ(Re(s))+ε.

(4.6)

4.3.2 実Hecke指標とその類体論による記述

CF をイデール類指標 χ =
∏

v χv ∈ ̂A×/F×R>0 であって χ2 = 1を満た
すものとする. S を Σ∞ を含む Σの有限部分集合とする. χ ∈ CF について,

χS := ⊗v∈Sχv ∈ [̂F×
S ]2とおく. ωS ∈ [̂F×

S ]2に対して, CF (ωS)をイデール類
指標 χ ∈ CF で χS = ωS を満たすもの全体の集合とする. χ ∈ CF (ωS)に対し

10(4.6) 左辺の s(1 − s) は χ = 1 のときに極を解消するためにかけてある. 右辺の最初の
1 + |s|)2 で s(1− s)の影響はキャンセルされる.
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と分解される, ただし S は Σ∞ を含む Σの有限部分集合である. 以上のこと
から, 函数 L(s, χ)は C全体上の有理型函数に解析接続されて, s = 0, 1での
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s/2
D ζF (s)は函数等式ΛF (1−

s) = ΛF (s)を満たす.これより, ζΣ∞
F (s)の非対称的な函数等式：

ζΣ∞
F (1− s) = ∆

s−1/2
F cos

(
πs
2

)t+r2 sin
(
πs
2

)r1−t+r2 ΓC(s)
r2+2r2 ζΣ∞

F (s) (4.5)

を得る.

4.3.1 凸評価 (Convexity bound)

κ(σ) = 0 (σ ⩾ 1), κ(σ) = 1−σ
2 (0 ⩽ σ ⩽ 1), κ(σ) = 1

2 − σ (σ ⩽ 0)とおくと,

函数等式とガンマ因子の評価 (Stirling公式), Phragmen-Lindelöfの凸性原理
を使うと次の評価が得られる ([IK, Excercise 3])：任意の ε > 0に対して定数
Cε > 0が存在して, C上で 10

|s(1− s)LΣ∞(s, χ)| ⩽ Cε (1 + |s|)2 {(3 + |Im(s)|)[F :Q]N(fχ)}κ(Re(s))+ε.

(4.6)

4.3.2 実Hecke指標とその類体論による記述

CF をイデール類指標 χ =
∏

v χv ∈ ̂A×/F×R>0 であって χ2 = 1を満た
すものとする. S を Σ∞ を含む Σの有限部分集合とする. χ ∈ CF について,

χS := ⊗v∈Sχv ∈ [̂F×
S ]2とおく. ωS ∈ [̂F×

S ]2に対して, CF (ωS)をイデール類
指標 χ ∈ CF で χS = ωS を満たすもの全体の集合とする. χ ∈ CF (ωS)に対し

10(4.6) 左辺の s(1 − s) は χ = 1 のときに極を解消するためにかけてある. 右辺の最初の
1 + |s|)2 で s(1− s)の影響はキャンセルされる.

28

て, NS(fχOF (S))をNS(fχ)と略記する, ここで fχ ⊂ OF は χの導手である.

つまり, NS(fχ) =
∏

v ̸∈S N(fχv) =
∏

v ̸∈S #(Ov/fχv).

δ ∈ [F×]2に対して, χδ ∈ CF を

χδ(x) :=
∏
v∈Σ

(δ, xv)Fv , x = (xv)v ∈ A×

で定義する. (殆どすべての素点 v ∈ Σfin で δ, xv ∈ O×
v かつ v ̸∈ Σ2 な

ので (δ, xv)Fv = 1 に注意する.) δ ̸∈ (F×)2 ならば, χδ の核は大域類体
論で F の２次拡大 F (

√
δ)/F に対応する開部分群に一致する. このことか

ら, 群準同型写像 [F×]2 ∋ δ �−→ χδ ∈ CF は同型になる. χδ の導手は
fχδ

= NF (
√
a)/F (dF (

√
a)/F )(相対判別式)で与えられる.

4.3.3 実Hecke指標の L-函数

ωS = ⊗v∈Sωv ∈ [̂F×
S ]2に対して, t = t(ωS) := #{v ∈ ΣR | ωv = 1},

ΓS(s, ωS) := ∆
s−1/2
F cos

(
πs
2

)t+r2 sin
(
πs
2

)r1−t+r2 ΓC(s)
[F :Q] (4.7)

×
∏

v∈S∩Σfin

N(fωv)
s−1/2 L(s, ωv)

L(1− s, ωv)

とおく.

補題 4.2 ωS ∈ [̂F×
S ]2とする. χ ∈ CF (ωS)に対して, LS(s, χ)は次の函数等

式を満たす：

LS(1− s, χ) = NS(fχ)
s−1/2 ΓS(s, ωS)L

S(s, χ). (4.8)

証明 χ = 1の場合, LS(s, χ) = ζSF (s)だから結果は (4.5)から従う. 以下 χが
非自明とし, E/F を大域類体論でA×/F×F 0

∞の指数 2の開部分群 ker(χ)に対
応する 2次拡大とする. すると Eの実素点の個数は 2t = 2t(ωS), Eの複素素
点の個数は r1 − t+ 2r2となる. ζ

ΣE
∞

E (s), ζΣ∞
F (s)の函数等式 (4.5)および関係

式 ζ
ΣE

∞
E (s) = LΣ∞(s, χ)ζΣ∞

F (s), ∆E = ∆2
F N(fχ)から, S = Σ∞の場合の函数

等式が従う. 一般の SではLS(s, χ) = LΣ∞(s, χ)
∏

v∈S∩Σfin
L(s, ωv)

−1に注意
すれば S = Σ∞のときの結果から従う.

補題 4.3 ωS ∈ [̂F×
S ]2について, ΓS(s, ωS) ΓS(1− s, ωS) = 1.

証明 これは直接計算で出る. 或いは χ ∈ CF (ωS)を一つ選び, LS(s, χ)に函数
等式 (4.8)を２回使い, LS(s, χ)が函数として 0でないことを使っても従う.
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4.4 大域ゼータ積分の定義 (収束性)

D := {s ∈ C2 | Re(s1) > 1, Re(s2) > 1} (4.9)

とおく. G(A)の右ハール測度を g ∈ G(A)の成分 (2.1)によって

dg = d×a db d×c (4.10)

で定義する.

定義 4.4 Φ ∈ S (V (A)), s = (s1, s2) ∈ Dに対して,

Z(Φ, s) :=

∫

G(A)/G(F )
|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A

{ ∑
X∈V 0(F )

Φ(ρ(g)X)
}
dg

命題 4.5 Φ ∈ S (V (A))とする. 領域D上で
∫

G(A)/G(F )
|τ1(g)|Re(s1)

A |τ(g)|Re(s2)
A

∑
X∈V 0(F )

|Φ(ρ(g)X)| dg < +∞

であり, 函数 s �→ Z(Φ, s)はD上で正則になる。

証明 補題 5.3および補題 3.4を使うと, 命題 5.6の議論から従う.

4.5 大域ゼータ積分の函数等式

概要は [KTW, §4]で述べたが, ようするに [新谷, Lemma 4]の議論 11をア
デール上で展開しなおすことに尽きるため証明は殆ど省略した. ここでは読者
の便を考えなるべく細部を補うことにする. Dを含む次の領域を考える:

D1 := {s ∈ C2 | Re(s1) > 1}. (4.11)

補題 4.6 Φ ∈ S (V (A)), s = (s1, s2) ∈ D1 に対して, truncateされた大域
ゼータ積分

Z+(Φ, s) :=

∫
G(A)/G(F )
|τ(g)|A>1

|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A
{ ∑
X∈V 0(F )

Φ(ρ(g)X)
}
dg

はD1において広義一様に絶対収束して, D1上の正則函数を定義する.
11ゼータ積分の特異部分の解析は [杉山, §1]も参照. [杉山, 注意 4.3 (2)]にあるように, 「難

しさ」はテスト函数 Φとそのフーリエ変換 Φ̂の台が特異軌道と交わることから生じている. 議
論の原型は (4.4)の証明にある.
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4.4 大域ゼータ積分の定義 (収束性)
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4.5 大域ゼータ積分の函数等式

概要は [KTW, §4]で述べたが, ようするに [新谷, Lemma 4]の議論 11をア
デール上で展開しなおすことに尽きるため証明は殆ど省略した. ここでは読者
の便を考えなるべく細部を補うことにする. Dを含む次の領域を考える:

D1 := {s ∈ C2 | Re(s1) > 1}. (4.11)

補題 4.6 Φ ∈ S (V (A)), s = (s1, s2) ∈ D1 に対して, truncateされた大域
ゼータ積分

Z+(Φ, s) :=

∫
G(A)/G(F )
|τ(g)|A>1

|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A
{ ∑
X∈V 0(F )

Φ(ρ(g)X)
}
dg

はD1において広義一様に絶対収束して, D1上の正則函数を定義する.
11ゼータ積分の特異部分の解析は [杉山, §1]も参照. [杉山, 注意 4.3 (2)]にあるように, 「難

しさ」はテスト函数 Φとそのフーリエ変換 Φ̂の台が特異軌道と交わることから生じている. 議
論の原型は (4.4)の証明にある.
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証明 Z+(|Φ|,Re(s)) ⩽ Z(|Φ|,Re(s))なので, s ∈ Dならば収束性は命題 4.5

から従う. 領域 Re(s1) > 1, Re(s2) < 2 においては, |τ(g)|A > 1 ならば
|τ(g)|Re(s2)

A ⩽ |τ(g)|2Aなので, Z+(|Φ|,Re(s)) ⩽ Z+(|Φ|,Re(s1), 2) < +∞とな
り収束が従う.

Φ ∈ S (V (A))に対して,

T (Φ, s) :=

∫

A×

∫

A
|a|s−1

A Φ(a, b, a−1b2) db d×a Re(s) > 1 (4.12)

任意の素点 v ∈ Σと Φv ∈ S (V (Fv))に対して,

Tv(Φv, s) :=

∫

F×
v

∫

Fv

|a|s−1
v Φv(a, b, a

−1b2) db d×a, Re(s) > 1/2

補題 4.7 (1) Tv(Φv, s)は Re(s) > 1/2で局所一様絶対収束して正則函数
を定める. s �→ Tv(Φv, s)はC上の有理型函数に解析接続され, ζFv(2s−
1)−1 Tv(Φv, s)は C上正則になる.

(2) v ∈ Σfinについて

Tv(1lV (Ov), s) =
1− q−2s

v

(1− q−s
v )(1− q−2s+1

v )

(3) T (Φ, s)はRe(s) > 1で局所一様に絶対収束して正則函数を定める. Φ =

⊗vΦv のとき, 任意の Σ∞を含む有限集合 S ⊂ Σについて,

T (Φ, s) =
ζSF (s)ζ

S
F (2s− 1)

ζSF (2s)

∏
v∈S

Tv(Φv, s) Re(s) > 1

が成立する. この式の右辺の表示によって T (Φ, s)は C上有理型函数に
解析接続される.

証明 v ∈ Σfinの場合の概略. Φv ∈ S (V (Fv))について

�Φv(a) :=

∫

Fv

Φ
(
a
[
1 b
b b2

])
db, a ∈ Fv

と定義する. これは絶対収束して, 函数 a �→ �Φv(a)はS (Fv)に属する. あと
は Iwasawa-Tateの局所ゼータの性質を使う.
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Φ ∈ S (V (A))のフーリエ変換 �Φ ∈ S (A)を

�Φ(Y ) :=

∫

V (A)
Φ(X)ψF (⟨X,Y ⟩) dX, Y ∈ V (A) (4.13)

で定義する, ここで dX は V (A)のハール測度で, X ∈ V (A)の成分 (2.2)に
よって dX = dx1 dx12 dx2で定義されるものとし, ⟨·, ·⟩は (2.8)で定義される
pairing V (A)× V (A) → Aである.

定理 4.8 s ∈ D, Φ ∈ S (V (A))に対して,

Z(Φ, s) = Z+(Φ, s) + Z+(�Φ, fγ(s)) + cF
2s1 + 2s2 − 3

T (�Φ, s1)− cF
2s2

T (Φ, s1)

+
cF

2s2 − 2
ζ(�Φ(3)(0, 0, ·), s1)−

cF
2s1 + 2s2 − 1

ζ(Φ(3)(0, 0, ·), s1)

ここで, fγ ∈ Aff(C2)は (6.3)で定義される affine変換, Φ ∈ S (V (A))の部分
フーリエ変換 Φ(3)S (V (A))は

Φ(3)(x1, x12, y2) :=

∫

A
Φ(x1, x12, x2)ψF (x2y2) dx2 (4.14)

で定義され, cF := Ress=1ζF (s) = vol(A1/F×)とおいた.

fγ(D1) = D1に注意しよう.

系 4.9 Φ ∈ S (V (A))とする. s �→ (s2 − 1)(2s1 + 2s2 − 3)Z(Φ, s) (s ∈ D)

は領域D1まで正則函数に解析接続され, 次の函数等式を満たす：

Z(Φ, fγ(s)) = Z(�Φ, s), s ∈ D1.

4.5.1 証明の準備

ρの反傾表現 ρ̂を想起する (§2.1.1). 式 (2.10)より, ρ̂(g) = τ(g)−1ρ(g) (g ∈
G(A))であることに注意する.

補題 4.10 任意の Φ ∈ S (V (A)), g ∈ G(A)に対して
∑

X∈V (F )

Φ(ρ(g)X) = |τ(g)|−3/2
A

∑
Y ∈V (F )

�Φ(ρ̂(g)Y ), g ∈ G(A).
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Z(Φ, fγ(s)) = Z(�Φ, s), s ∈ D1.
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証明 Φ ∈ S (V (A))と g ∈ G(A)に対して, 函数 Φρ(g),Φρ̂(g) ∈ S (V (A))を
Φρ(g)(X) := Φ(ρ(g)X), Φρ̂(g)(X) := Φ(ρ̂(g)X)で定義する. これと, V (A)の
ハール測度の変数変換法則

d(ρ(g)X) = |τ(g)|3/2A dX

および pairingの不変性 (2.9)を組み合わせると容易に次の公式が示せる:

(̂Φρ(g)) = |τ(g)|−3/2
A (�Φ)ρ̂(g), g ∈ G(A). (4.15)

Poissonの和公式をΦρ(g) ∈ S (V (A))に適用して, (4.15)を用いれば所望の公
式が従う.

g = (a,
[
1 0
b x

]
) ∈ G(A)に対して,

g′ := (a−1c−2,
[
1 0
b x

]
) ∈ G(A)

とおく. 単純計算により次の補題が分かる:

補題 4.11 g �→ g′はG(A)の位数２の位相群自己同型写像であり, ハール測
度 (4.10)を不変にする. さらに,

ρ̂(g) = ρ(g′), τ1(g) = τ1τ
−1(g′), τ(g) = τ−1(g′)

V 0(F )は一つの G(F )-軌道だったから, 補集合 S(F ) := V (F ) − V 0(F )は
G(F )安定である. 簡単な計算で次が分かる:

補題 4.12 集合

O := {X ∈ V (F ) | P1(X) ̸= 0, P (X) = 0}

は V (F ) − V 0(F )の点 Z := [ 1 0
0 0 ]の G(F )-軌道に一致する. Z の固定部分群

は次のようになる：

G(F )Z =
{
(1, [ 1 0

0 c ] | c ∈ F×} .

注意 4.13 補集合V (F )−(V 0(F )∪O)は３つのG(F )-軌道{x1 = 0, x12 ̸= 0},
{x1 = x12 = 0, x2 ̸= 0}, {0}の合併であることが簡単に分かる. 以下では, こ
れら３個の軌道を「まとめて」扱うためこの軌道構造の詳細は不要.
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4.5.2 定理 4.8の証明

(cf. [新谷, Lemma 4]. [谷口 2, §2.3]も参照) 補題 4.10より,
∑

X∈V 0(F )

Φ(ρ(g)X) = Σ1(g) +Σ2(g) +Σ3(g),

Σ1(g) := |τ(g)|−3/2
A

∑
Y ∈V 0(F )

�Φ(ρ̂(g)Y )

Σ2(g) := |τ(g)|−3/2
A

∑
Y ∈O

�Φ(ρ̂(g)Y )−
∑
X∈O

Φ(ρ(g)X),

Σ3(g) := |τ(g)|−3/2
A

∑
Y ∈V (F )−(V 0(F )∪O)

�Φ(ρ̂(g)Y )−
∑

X∈V (F )−(V 0(F )∪O)

Φ(ρ(g)X).

となる. よって形式的には

Ij(Φ, s) :=

∫
G(A)/G(F )
|τ(g)|A<1

|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A Σj(g) dg, (j = 1, 2, 3) (4.16)

として,

Z(Φ, s) = Z+(Φ, s) + I1(Φ, s) + I2(Φ, s) + I3(Φ, s) (4.17)

が成り立つ. 以下の議論のなかで, 各 jに対して s ∈ Dならば積分 Ij(Φ, s)が
絶対収束することが示されるため, 等式 (4.17)は s ∈ Dで成立している. この
点も含め, 定理の主張は以下の３つの補題 4.14, 4.15および 4.16と等式 (4.17)

から従う.

補題 4.14 I1(Φ, s)は s ∈ D上絶対収束して

I1(Φ, s) = Z+(�Φ, s1, 32 − s1 − s2), s ∈ D

証明 I1(Φ, s)の積分で変数変換 g → g′を行い補題 4.11を使う.

補題 4.15 I2(Φ, s)は s ∈ D上絶対収束して

I2(Φ, s) =
cF

2s1 + 2s2 − 3
T (�Φ, s1)− cF

2s2
T (Φ, s1).

証明 I2(Φ, s)の �Φを含む方の積分を変数変換 g → g′で補題 4.11を使い書き
直す. I2(Φ, s)は次の２つの積分の和になる:∫

G(A)/G(F )
|τ(g)|A>1

|τ1(g)|s1A |τ(g)|3/2−s1−s2
A

∑
Y ∈O

�Φ(ρ(g)Y ) dg, (4.18)

−
∫
G(A)/G(F )
|τ(g)|A<1

|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A
∑
X∈O

Φ(ρ(g)Y ) dg (4.19)
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4.5.2 定理 4.8の証明

(cf. [新谷, Lemma 4]. [谷口 2, §2.3]も参照) 補題 4.10より,
∑

X∈V 0(F )

Φ(ρ(g)X) = Σ1(g) +Σ2(g) +Σ3(g),

Σ1(g) := |τ(g)|−3/2
A

∑
Y ∈V 0(F )

�Φ(ρ̂(g)Y )

Σ2(g) := |τ(g)|−3/2
A

∑
Y ∈O

�Φ(ρ̂(g)Y )−
∑
X∈O

Φ(ρ(g)X),

Σ3(g) := |τ(g)|−3/2
A

∑
Y ∈V (F )−(V 0(F )∪O)

�Φ(ρ̂(g)Y )−
∑

X∈V (F )−(V 0(F )∪O)

Φ(ρ(g)X).

となる. よって形式的には

Ij(Φ, s) :=

∫
G(A)/G(F )
|τ(g)|A<1

|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A Σj(g) dg, (j = 1, 2, 3) (4.16)

として,

Z(Φ, s) = Z+(Φ, s) + I1(Φ, s) + I2(Φ, s) + I3(Φ, s) (4.17)

が成り立つ. 以下の議論のなかで, 各 jに対して s ∈ Dならば積分 Ij(Φ, s)が
絶対収束することが示されるため, 等式 (4.17)は s ∈ Dで成立している. この
点も含め, 定理の主張は以下の３つの補題 4.14, 4.15および 4.16と等式 (4.17)

から従う.

補題 4.14 I1(Φ, s)は s ∈ D上絶対収束して

I1(Φ, s) = Z+(�Φ, s1, 32 − s1 − s2), s ∈ D

証明 I1(Φ, s)の積分で変数変換 g → g′を行い補題 4.11を使う.

補題 4.15 I2(Φ, s)は s ∈ D上絶対収束して

I2(Φ, s) =
cF

2s1 + 2s2 − 3
T (�Φ, s1)− cF

2s2
T (Φ, s1).

証明 I2(Φ, s)の �Φを含む方の積分を変数変換 g → g′で補題 4.11を使い書き
直す. I2(Φ, s)は次の２つの積分の和になる:∫

G(A)/G(F )
|τ(g)|A>1

|τ1(g)|s1A |τ(g)|3/2−s1−s2
A

∑
Y ∈O

�Φ(ρ(g)Y ) dg, (4.18)

−
∫
G(A)/G(F )
|τ(g)|A<1

|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A
∑
X∈O

Φ(ρ(g)Y ) dg (4.19)

34

補題 4.12からO = {ρ(γ)Z | γ ∈ G(F )/G(F )Z}, G(A)/G(F )Z = {(a,
[
1 0
b c

]
) |

a ∈ A×, b ∈ A, c ∈ A×/F×}だから (4.19) =

−
∫
G(A)/G(F )Z

|τ(g)|A<1

|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A Φ(ρ(g)Z) dg

= −
∫

a∈A×

∫

b∈A

∫
c∈A×/F×

|ac|A<1

|a|s1A |(ac)2|s2A Φ(a, ab, ab2) d×a db d×c

= −
∫

a∈A×

∫

b∈A
|a|s1A Φ(a, ab, ab2) d×a db×

∫
c∈A×/F×

|c|A<1

|c|2s2A d×c.

最初の a, bについての積分は T (Φ, s)でRe(s1) > 1で絶対収束する (補題 4.7).

c = ut (u ∈ A1/F×, t > 0)と分解すると,

∫
c∈A×/F×

|c|A<1

|c|2s2A d×c =

∫ 1

0
|t|2s2d×t× vol(A1/F×) =

cF
2s2

となる. よって (4.19)は −cF
2s2

T (Φ, s)と計算された. 同様して, (4.18)はRe(s1) >

1で絶対収束して cF
2s1+2s2−3T (

�Φ, s1)に等しいことが分かる.

補題 4.16 I3(Φ, s)は s ∈ D上絶対収束して

I3(Φ, s) =
cF

2s2 − 2
ζ(�Φ(3)(0, 0, ·), s1)−

cF
2s1 + 2s2 − 1

ζ(Φ(3)(0, 0, ·), s1).

証明 I3(Φ, s)は次の２つの項の和である:

∫
G(A)/G(F )
|τ(g)|A<1

|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2−3/2
A

∑
y12,y2∈F

�Φ(ρ̂(g) [ 0 y12
y12 y2

]
) dg, (4.20)

−
∫
G(A)/G(F )
|τ(g)|A<1

|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A
∑

x12,x2∈F
Φ(ρ(g)

[
0 x12

x12 x2

]
) dg (4.21)

G(A)/G(F )の基本領域として

g =
(
a, [ 1 0

0 c ]
[
1 0
b 1

])
, a, c ∈ A×/F×, b ∈ A/F

の形の点全体が取れる. (a, b, c)を「座標」として G(A)のハール測度を書く
と dg = d×a db |c|Ad×cとなる. 上の gに対して

ρ(g)
[

0 x12
x12 x2

]
= a

[
0 cx12

cx12 c2x2+2bc2x12

]
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だから (4.21) =

−
∫∫

(a,c)∈A×/F××A×/F×

|ac|A<1

|a|s1+2s2
A |c|2s2+1

A

×
∫

A/F

{ ∑
x12∈F×,x2∈F

Φ(0, acx12, ac
2(x2 + 2bx12) +

∑
x2∈F

Φ(0, 0, ac2x2)

}
db d×a d×c

= −
∫∫

(a,c)∈A×/F××A×/F×

|ac|A<1

|a|s1+2s2
A |c|2s2+1

A

×
{∫

A

∑
x12∈F×

Φ(0, acx12, ac
2u) du+

∑
x2∈F

Φ(0, 0, ac2x2)

}
d×a d×c

同様にして

(4.21) =

∫∫
(a,c)∈A×/F××A×/F×

|ac|A<1

|a|s1+2s2
A |c|2s2+1

A |ac|−3
A

×
{∫

A

∑
x12∈F×

�Φ(0, (ac)−1x12, a
−1u) du+

∑
x2∈F

�Φ(0, 0, ac2x2)

}
d×a d×c.

ここで, Φ ∈ S (V (A)), a, c ∈ A×に対して

Φa,c(X) := Φ(ax1, acx12, ac
2x2), X ∈ V (A)

と定義すると, 簡単な計算で

�Φa,c(Y ) = |ac|−3
A (�Φ)a−1c−2,c(Y )

が確かめられる. この記号で上の計算結果を書きなおすと,

I3(Φ, s) =

∫∫
(a,c)∈A×/F××A×/F×

|ac|A<1

|a|s1+2s2
A |c|2s2+1

A {
4∑

i=1

Ji(a, c)}d×a d×c,

(4.22)

J1(a, c) : =
∑

x12∈F×

∫

A
�Φa,c(0, x12, u) du, J2(a, c) :=

∑
x2∈F

�Φa,c(0, 0, x2),

J3(a, c) := −
∑

x12∈F×

∫

A
Φa,c(0, x12, u) du, J4(a, c) := −

∑
x2∈F

Φa,c(0, 0, x2)
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だから (4.21) =

−
∫∫

(a,c)∈A×/F××A×/F×

|ac|A<1

|a|s1+2s2
A |c|2s2+1

A

×
∫

A/F

{ ∑
x12∈F×,x2∈F

Φ(0, acx12, ac
2(x2 + 2bx12) +

∑
x2∈F

Φ(0, 0, ac2x2)

}
db d×a d×c

= −
∫∫

(a,c)∈A×/F××A×/F×

|ac|A<1

|a|s1+2s2
A |c|2s2+1

A

×
{∫

A

∑
x12∈F×

Φ(0, acx12, ac
2u) du+

∑
x2∈F

Φ(0, 0, ac2x2)

}
d×a d×c

同様にして

(4.21) =

∫∫
(a,c)∈A×/F××A×/F×

|ac|A<1

|a|s1+2s2
A |c|2s2+1

A |ac|−3
A

×
{∫

A

∑
x12∈F×

�Φ(0, (ac)−1x12, a
−1u) du+

∑
x2∈F

�Φ(0, 0, ac2x2)

}
d×a d×c.

ここで, Φ ∈ S (V (A)), a, c ∈ A×に対して

Φa,c(X) := Φ(ax1, acx12, ac
2x2), X ∈ V (A)

と定義すると, 簡単な計算で

�Φa,c(Y ) = |ac|−3
A (�Φ)a−1c−2,c(Y )

が確かめられる. この記号で上の計算結果を書きなおすと,

I3(Φ, s) =

∫∫
(a,c)∈A×/F××A×/F×

|ac|A<1

|a|s1+2s2
A |c|2s2+1

A {
4∑

i=1

Ji(a, c)}d×a d×c,

(4.22)

J1(a, c) : =
∑

x12∈F×

∫

A
�Φa,c(0, x12, u) du, J2(a, c) :=

∑
x2∈F

�Φa,c(0, 0, x2),

J3(a, c) := −
∑

x12∈F×

∫

A
Φa,c(0, x12, u) du, J4(a, c) := −

∑
x2∈F

Φa,c(0, 0, x2)

36

となる. J1(a, c)は次のように変形される：J1(a, c) =

∑
x12∈F×

∫

A
du

∫

A3

Φa,c(y1, y12, y2)ψ(−2y12x12 + uy1) dY

=
∑

x12∈F×

∫

A2

Φa,c(0, y12, y2)ψ(−2y12x12) dy12 dy2

=
∑

x12∈F

∫

A2

Φa,c(0, y12, y2)ψ(−2y12x12) dy12 dy2 −
∫

A2

Φa,c(0, y12, y2) dy12 dy2

=
∑
α∈F

∫

A
Φa,c(0, α, y2) dy2 −

∫

A2

Φa,c(0, y12, y2) dy12 dy2 (∵ Poisson和公式)

= −J3(a, c) +

∫

A
Φa,c(0, 0, y2) dy2 −

∫

A
Φa,c(0, y12, y2) dy12 dy2,

J2(a, c)は次のように変形される：

J2(a, c) =

∫∫

A2

{
∑
x2∈F

∫

A3

Φa,c(y1, y12, y2)ψ(y1x2) dy1}dy12 dy2

=

∫∫

A2

∑
α∈F

Φa,c(α, y12, y2) dy12 dy2 (∵ Poisson和公式),

J4(a, c)は次のように変形される：

J4(a, c) = −
∑
x2∈F

��Φa,c(0, 0,−x2)

=
∑
α∈F

∫∫

A2

�Φa,c(α, y12, y2) dy12 dy3 (∵ J2(a, c)の変形と同様の議論)

=
∑

α∈F×

∫∫

A2

�Φa,c(α, y12, y2) dy12 dy2 +

∫

A
Φa,c(0, 0, x2) dx2

以上から,

4∑
i=1

Ji(a, c) =
∑

α∈F×

∫∫

A2

Φa,c(α, y12, y2) dy12 dy2 −
∑

α∈F×

∫∫

A2

�Φa,c(α, y12, y2) dy12 dy2

更に Φ(3)の定義を使うと,

∫∫

A2

Φa,c(α, y12, y2) dy12 dy2 = (�Φa,c)
(3)(0, 0, α) = |ac|−3

A |a|A �Φ(3)(0, 0, aα),

∫∫

A2

�Φa,c(α, y12, y2) dy12 dy2 = Φ(3)
a,c(0, 0, α) = |ac2|−1

A Φ(3)(0, 0, a−1c−2α).
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よって

4∑
i=1

Ji(a, c) =
∑

α∈F×

|ac|−3
A |a|A �Φ(3)(0, 0, aα)−

∑
α∈F×

|ac2|−1
A Φ(3)(0, 0, a−1c−2α).

これを (4.22)に代入して, 少し変形すると

I3(Φ, s) =

∫

A×
|a|s1A �Φ(3)(0, 0, a) d×

(∫
c∈A×/F×

|c|A<1

|c|2s2−2
A d×c

)

−
∫

A×
|a|s1−2s2+1

A Φ(3)(0, 0, a)

(∫
c∈A×/F×

|c|A>|a|A

|c|−2s1−2s2+1
A d×c

)
d×a

= cF
2s2−2

∫

A×
|a|s1A �Φ(3)(0, 0, a) d×a− cF

2s1+2s2−1

∫

A×
|a|s1A Φ(3)(0, 0, a) d×a.

4.6 大域ゼータ積分の分解 (局所/大域原理)

Sを Σ∞を含む Σの有限部分集合, ωS ∈ [̂F×
S ]2とする.

定理 4.17 Φ ∈ S (V (A))とする. s ∈ Dについて等式

Z(Φ, s) =
1

2

∑
χ∈CF

∫

A×

∫

A

∫

A×
|a|s1+2s2

A |c|s2A χ(c)Φ(a, ab, ab2 − ac) d×a d×b d×c

が成り立つ. Φ = ⊗vΦv で Sが (5.7)を満たすとき,

Z(Φ, s) =
1

2
∆

−3/2
F

∏
v∈S∩Σfin

(1− q−1
v )−2

×
∑
χ∈CF

∏
v∈S

�Zv(Φv, s, χv)
∏
v ̸∈S

ζFv(s1) ζFv(2s1 + 2s2 − 1)L(s2, χv)

L(2s1 + s2, χv)N(fχv)
s1

.

4.6.1 証明の準備

補題 4.18 σ > 1ならば

∑
χ∈CF (ωS)

1

NS(fχ)σ
< +∞
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よって

4∑
i=1

Ji(a, c) =
∑

α∈F×

|ac|−3
A |a|A �Φ(3)(0, 0, aα)−

∑
α∈F×

|ac2|−1
A Φ(3)(0, 0, a−1c−2α).

これを (4.22)に代入して, 少し変形すると

I3(Φ, s) =

∫

A×
|a|s1A �Φ(3)(0, 0, a) d×

(∫
c∈A×/F×

|c|A<1

|c|2s2−2
A d×c

)

−
∫

A×
|a|s1−2s2+1

A Φ(3)(0, 0, a)

(∫
c∈A×/F×

|c|A>|a|A

|c|−2s1−2s2+1
A d×c

)
d×a

= cF
2s2−2

∫

A×
|a|s1A �Φ(3)(0, 0, a) d×a− cF

2s1+2s2−1

∫

A×
|a|s1A Φ(3)(0, 0, a) d×a.

4.6 大域ゼータ積分の分解 (局所/大域原理)

Sを Σ∞を含む Σの有限部分集合, ωS ∈ [̂F×
S ]2とする.

定理 4.17 Φ ∈ S (V (A))とする. s ∈ Dについて等式

Z(Φ, s) =
1

2

∑
χ∈CF

∫

A×

∫

A

∫

A×
|a|s1+2s2

A |c|s2A χ(c)Φ(a, ab, ab2 − ac) d×a d×b d×c

が成り立つ. Φ = ⊗vΦv で Sが (5.7)を満たすとき,

Z(Φ, s) =
1

2
∆

−3/2
F

∏
v∈S∩Σfin

(1− q−1
v )−2

×
∑
χ∈CF

∏
v∈S

�Zv(Φv, s, χv)
∏
v ̸∈S

ζFv(s1) ζFv(2s1 + 2s2 − 1)L(s2, χv)

L(2s1 + s2, χv)N(fχv)
s1

.

4.6.1 証明の準備

補題 4.18 σ > 1ならば

∑
χ∈CF (ωS)

1

NS(fχ)σ
< +∞
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証明 可逆イデアル f ⊂ OF に対して, S(f) := {v ∈ Σfin | ordv(fOv) > 0},

U(f) :=
∏

v∈S(f)

(1 + fOv)
∏

v∈Σfin−S(f)

O×
v

とおき, C(f) := F×(A×)2U(f)\A×と定義する.

すると, C(f)は有限群 A×/F×U(f)(F∞)0の商なので再び有限であって, 任意
の ε > 0に関して#(C(f)) ≪ε N(f)εが成り立つ. fχ = fなる χ ∈ CF は C(f)

の指標と同一視される. χ ∈ CF (ωS)ならば, N(fχ) =
∏

v∈S N(fωv) ×NS(fχ)

なので, 任意の ε > 0について

∑
χ∈CF (ωS)

NS(fχ)
−σ =

∏
v∈S

N(fωv)
σ

∑
f⊂OF

#(C(f))N(f)−σ ≪ε ζ
Σ∞
F (σ − ε).

よって, Dedekind zeta函数が σ > 1で収束することから結論が従う.

補題 4.19 無限級数

∑
χ∈CF (ωS)

LS(s2, χ)

LS(2s1 + s2, χ)NS(fχ)s1

は領域

D2 := {s = (s1, s2) ∈ C2 | Re(2s1 + s2) > 2 + max(Re(s2), 1− Re(s2), 1)}
(4.23)

で広義一様絶対収束してD2上の正則函数を定める.12

証明 Re(z) ⩾ 3上で一様に |LS(z, χ)−1| ≪ 1であるから, D2上一様に

∑
χ∈CF (ωS)

����
LS(s2, χ)

LS(2s1 + s2, χ)NS(fχ)s1

���� ≪
∑

χ∈CF (ωS)

|LS(s2, χ)

NS(fχ)Re(s1)
(4.24)

が成り立つ. ε > 0を任意の微小な正数とする. U を Cの任意のコンパクト集
合とすると, (4.6)から

|(s2 − 1)LS(s2χ)| ≪ε NS(fχ)
κ(Re(s2))+ε, s ∈ U

12[KTW, Theorem 4.3]ではDに限定して収束性を示しているが, [KTW, Theorem 4.20](函
数等式)につなげるためにはここに書いたようにより広い領域での収束が必要とされる. D2 の
定義は [KTW]とは異なる.
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が成り立つ. よって, (4.24)は U 上で一様に次の級数で上から評価される:

∑
χ∈CF (ωS)

NS(fχ)
κ(Re(s2))+ε

NS(fχ)Re(s1)

補題 4.18から, この級数は Re(s1) − κ(Re(s2)) > 1なら収束する. s ∈ D2は
Re(s1)− κ(Re(s2)) > 1と同値である.

補題 4.20 13 連続函数 ϕ : A → Cおよび s ∈ Cが次の条件を満たすとする.

(i) 任意のコンパクト集合N ⊂ A×について非負連続函数 ϕ1 : A → R⩾0が
存在して

ϕ(xu) ⩽ ϕ1(x), (x ∈ A, u ∈ N) かつ |c|Re(s)
A ϕ1(c)は A×上可積分

(ii)
∑
χ∈CF

����
∫

A×
|c|sAχ(c)ϕ(c) d×c

���� < +∞.

このとき, 次の等式が成立する:
∫

F×\A×
|c2|sA

∑
z∈F×

ϕ(c2z) d×c =
1

2

∑
χ∈CF

∫

A×
χ(c)|c|sAϕ(c) d×c.

証明 U = F×\A1とおく. U はコンパクトアーベル群だから, ι : U ∋ u �−→
u2 ∈ U は連続準同型写像となる. U2 := ι(U)とおくと, U2 はコンパクトと
くに閉なる部分群であり, U/U2 ∼= A×/F×(A×)2. 写像 t �→ t2は R>0上では
同型なので, F×(A×)2\A× ∼= U2\U となる.　 A×, A1にはハール測度が決め
られている (cf. §4.1). 定義から, a ∈ A×, a = ut (u ∈ A1, t ∈ R>0 のとき,

d×a = du ⊗ dt
t となる. U2のハール測度 dxを, U2上の任意の連続函数 f に

対して ∫

U2

f(x) dx =

∫

U
f(u2) du

と成るように定義できる. これにより, vol(U2) = vol(U)となるので, U/U2上
の商測度に関して vol(U/U2) = 1となる.

f(c) :=
∑
z∈F×

ϕ(zc), c ∈ A×

とおくと, 仮定から任意のコンパクト集合 N ⊂ A× に対して, |ϕ(xy)| ⩽
ϕ1(x) (x ∈ A, y ∈ N ) を満たす非負値函数 ϕ1 ∈ S (A) を選べる. 対応す

13[KTW, §4.2]での議論のなかで f̃(c)の連続性を確保するには条件 (i)が必要のようです.
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が成り立つ. よって, (4.24)は U 上で一様に次の級数で上から評価される:

∑
χ∈CF (ωS)

NS(fχ)
κ(Re(s2))+ε

NS(fχ)Re(s1)
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(ii)
∑
χ∈CF

����
∫

A×
|c|sAχ(c)ϕ(c) d×c

���� < +∞.
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∫

F×\A×
|c2|sA

∑
z∈F×

ϕ(c2z) d×c =
1

2

∑
χ∈CF

∫

A×
χ(c)|c|sAϕ(c) d×c.
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る f1(c) :=
∑

z∈F× ϕ1(cz)を考えると, |f(cy)| ⩽ f1(c) (c ∈ A×, y ∈ N )とな
る. これより, f(c)が A×上広義一様に絶対収束して A×/F×上の連続函数を
定義することが分かる. 仮定 (i)から |c|sA f(c)は A×/F×上の可積分函数にな
る. 任意の χ ∈ CF はA×/F×(A×)2 ∼= U/U2の指標と同一視される. U/U2上
の函数 �f を

�f(x) := 2

∫

A×/F×
|c2|sA f(xc2) d×c, x ∈ U/U2 (4.25)

と定義する. UにおけるU/U2の基本領域Uをとり,さらにUの単位元のコンパ
クト近傍N1との積N = U−1N1に対して f1を構成すると, |f(au−1y)| ⩽ f1(a)

(a ∈ A×, u ∈ U , y ∈ N 1)だから |f(ay)| ⩽ f1(au)となる. a = xc2 として
c ∈ A×/F×, u ∈ U で積分をとると

�f(x) ⩽
∫

U/U2

�f1(xu) du (x ∈ U) (4.26)

が得られる. 以下の計算を f の代わりに f1で「絶対値付き」で行うと, (4.26)

と仮定 (i)から積分 (4.25)が U 上広義一様絶対収束することが分かり, とくに
�f(x)は U/U2上の連続函数となる.
∫

A×/F×
χ(c) |c|sAf(c) d×c =

∫

R>0

ts
dt

t

∫

U
χ(u) f(ut) du

=

∫

R>0

ts
dt

t

∫

U/U2

χ(u)

∫

U2

f(utx) dx du

=

∫

R>0

ts
dt

t

∫

U/U2

χ(u)

∫

U
f(uty2) dy du

= 2

∫

R>0

(t2)s
dt

t

∫

U/U2

χ(u)

∫

U
f(u(ty)2) dy du

= 2

∫

U/U2

χ(u)

∫

A×/F×
|c2|sA f(uc2) d×c

この計算により, �f の χ-フーリエ成分が
∫
A×/F× χ(c) |c|sAf(c) d×cで与えられ

ることが分かる. そこで,

�f1(x) :=
∑
χ∈CF

χ(x)

∫

A×/F×
χ(c) |c|sAf(c) d×c, x ∈ U/U2

と定義すると, (ii)からこの級数は U 上で一様に絶対収束し, �f1は U/U2上の
連続函数を定義する. �f と �f1 はすべてのフーリエ係数が同じなので, ２つの
函数の連続性から各点 x ∈ U/U2において �f(x) = �f1(x)が結論される. 特に
x = 1とすれば所望の結果を得る.
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補題 4.21 14 Φ ∈ S (V (A))および w ∈ Cに対して

ϕw(c) :=

∫

A×

∫

A
|a|w Φ(a, b, a−1b2 − ac) d×a db, c ∈ A×

とおく. Re(w) > 1においてこの積分は広義一様に絶対収束してA×上の連続
函数を定める. この函数は

1 < Re(s), Re(s) + 1 < Re(w), 2Re(s)− 1 < Re(w) (4.27)

を満たすとき, sに対する補題 4.20の条件 (i)を満たす.

証明 N を A× の任意のコンパクト集合とする. 十分大きな素点の有限集合
Σ∞ ⊂ Sにたいして, Φ = ⊗vΦv, Φv ∈ S (Fv), Φv = 1lOv , N =

∏
v∈S Nv

∏
v ̸∈S O×

v

(Nv ⊂ F×
v はコンパクト)の形であるとしても良い. 各 Φv に対して,

Φ(w)
v (c) :=

∫

F×
v

∫

Fv

|a|sv Φv(a, b, a
−1b2 − ac) d×a db, c ∈ F×

v

とおく. v ̸∈ Sのとき, Φ
(w)
v (c)は函数 |a|wv をOv ∩F×

v ×Ovの条件 b2 − a2c ∈
aOv で定義される部分集合 X 上で積分したものになる. (a, b) ∈ X ならば
a2c ∈ b2 + aOv ⊂ Ov だから, 次の不等式が成り立つ：

|Φ(w)
v (c)| ⩽

∫
(a,b)∈(Ov−{0})×Ov

a2∈c−1Ov

|a|Re(w)
v d×a db

|c|v ⩽ 1ならば右辺の積分領域は (Ov − {0})×Ov 全体になるから, 簡単な計
算で右辺は (1 − q

−Re(w)
v )−1となる. |c|v > 1ならば c−1Ov ⊂ c−2Ov だから,

右辺の積分領域を a ∈ c−1Ov に広げたほうが大きくなる. よって

|Φ(w)
v (c)| ⩽

∫
(a,b)∈(Ov−{0})×Ov

a∈c−1Ov

|a|Re(w)
v d×a db = |c|−Re(w)

v (1− q−Re(w)
v )−1.

となり, v ̸∈ SのときF×
v 上で不等式 |Φ(w)

v (c)| ⩽ (1−q
−Re(w)
v )−1 sup(1, |c|v)−Re(w)

が得られた. 有限被覆を使った議論をすれば v ∈ S のとき, ある yv ∈ F×
v が

あってNv ⊂ yv(Fv)
2となっているとしてもよい. よって, あるコンパクト集

合 Uv ⊂ F×
v があり, uv ∈ Nv は uv = yvx

2
v (xv ∈ Uv)の形に書ける. 補題 3.2

14[KTW, §4.2]に対応する補題 4.20の主張を少し弱めたため, [KTW, Lemma 4.5]の証明
にはこのかなり技術的な補題が必要になります.
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となり, v ̸∈ SのときF×
v 上で不等式 |Φ(w)

v (c)| ⩽ (1−q
−Re(w)
v )−1 sup(1, |c|v)−Re(w)

が得られた. 有限被覆を使った議論をすれば v ∈ S のとき, ある yv ∈ F×
v が

あってNv ⊂ yv(Fv)
2となっているとしてもよい. よって, あるコンパクト集
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v があり, uv ∈ Nv は uv = yvx
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v (xv ∈ Uv)の形に書ける. 補題 3.2
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から, Φv ∈ S (Fv)は Φv(X) = fv,1(x1)fv,2(x12)fv,3(x2) (fj ∈ S (Fv))の形で
あるとしても良い. すると, 変数変換で

Φ(w)
v (cuv) =

∫

F×
v

∫

Fv

|a|wv fv,1(a)fv,2(b)fv,3(a−1b2 − acyvx
2
v) d

×a db

=

∫

F×
v

∫

Fv

|a|wv fv,1(ax−2
v )fv,2(bxv)fv,3(a

−1b2 − acyv) d
×a db

補題4.1(の局所体版)から |fv,1(bxv)| ⩽ ϕ1(b) |fv,2(bx−1
v )| ⩽ ϕ2(b) (b ∈ Fv, xv ∈

Uv)となる ϕv,1, ϕv,2 ∈ S (Fv)が取れる. そこで,

Φv,1(X) := ϕv,1(x1)ϕv,2(x12)fv,3(x2), X ∈ V (Fv)

と定義すると, Φ
(Re(w))
1,v は |Φ(w)

v (cuv)| ⩽ Φ
(Re(w)
1,v (c) (c ∈ F×

v , uv ∈ Nv)を満た
す. Re(w) > 1ならば, 連続函数 ϕ1 : A× → R⩾0を, c = (cv)v ∈ A×に対して

ϕ1(c) :=
∏
v∈S

Φ
(Re(w))
1,v (cv)×

∏
v ̸∈S

(1− q−Re(w)
v )−1 sup(1, |c|v)−Re(w)

で定義できる. |ϕw(cu)| ⩽ ϕ1(c) (c ∈ A×, u ∈ N)は構成から明らかに成り立
つ. 1 < Re(w) < Re(s)とすると
∫

A×
|c|Re(s)

A ϕ1(c) d
× =

∏
v∈S

∫

F×
v

|c|Re(s)
v Φ

(Re(w))
1,v (cv) d

×cv

×
∏
v ̸∈S

(1− q−Re(w)
v )−1

∫

F×
v

|cv|Re(s)
v sup(1, |cv|v)−Re(w) d×cv

ここで v ∈ S に対する因子は�ZFv(Φ1,Re(w − 2s + 1),Re(s),1)に等しいこ
とが分かるので (cf. 補題 3.5), 補題 3.4からそれは Re(w − s + 1) > 1/2,

Re(s − 2s + 1) > 0 で収束する. v ̸∈ S に対する因子は計算できて (1 −
q
−Re(s)
v )−1(1− q

−Re(w)+Re(s)
v )−1になる. よって, v ̸∈ Sに亘る無限積の収束条

件はRe(s) > 1, Re(w) > 1, Re(w − s) > 1である.

4.6.2 定理 4.17の証明 (cf. [KTW, Lemma 4.5])

補題2.1から, V 0(F )はG(F )Xz (z ∈ [F×]2)の非交和に分解され, G(F )Xz =
{(1, diag(1,±1))} ∼= Z/2Zである. これより, Z(Φ, s)の定義 (4.4)は次のよう
に変形される (補題 4.5から, s ∈ Dでは以下の式変形の各ステップは Fubini
の定理から正当化される.)

∫

G(A)/G(F )

|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A
∑

z∈[F×]2

∑
γ∈G(F )/G(F )Xz

Φ(gγ Xz) dg
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=
∑

z∈[F×]2

∫

G(A)/G(F )Xz

|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A Φ(g Xz) dg

=
∑

z∈[F×]2

∫

c∈A×/{±1}

∫∫

A××A
|a|s1A |a2c2|s2A Φ(a, ab, a(b2 − zc2)) d×a dbd×c

=
∑

z∈[F×]2

∫

c∈A×/F×

∑
τ∈F×/{±1}∫∫

A××A

(
|a|s1A |a2τ2c2|s2A Φ(a, ab, a(b2 − zτ2c2)) d×a db

)
d×c

ここで, (z, τ) �→ zτ2は [F×]2 × (F×/{±1})から F×の上への全単射なので,

最後の式で zの和と τ の和を合体させることで

Z(Φ.s) =

∫

A×/F×
|c|s2A

∑
z∈F×

Φ(s1+2s2−1)(c2z) (4.28)

が示された, ここで Φ(s1+2s2−1) は補題 4.21で定義した A× 上の函数である.
s ∈ Dのとき, 補題 (4.21)から, この函数は条件 (4.27)を w = s1 + 2s2 − 1,

s = s2として満たすから, Φ(s1+2s2−1)は s = s2として補題 4.20の条件 (i)を
満たしている. 補題 4.20の条件 (ii)を確認する. 補題 (3.6) (1)より

∑
χ∈CF

����
∫

A×
|c|s2A Φ(s1+2s2−1)(c) d×c

����

⩽
∏
v∈S

�ZFv (Ψv,Re(s),1)× |ζSF (s1)ζSF (2s1 + 2s2 − 1)|
∑
χ∈CF

����
LS(s2, χ)

LS(2s1 + s2, χ)NS(fχ)s2

���� .

Re(s1) > 1, Re(s2) > 1なので, 補題 4.19より, 右辺の χについての和は収束
している. よって, 条件 (4.25)も満たされる. 補題 4.20を (4.28)の右辺に適用
し, v ̸∈ Sでの因子を補題 3.6 (1)で計算すれば所望の結果を得る.

5 一般化された新谷2重ゼータ函数

5.1 定義

§4.2の記号を想起する. Sは Σ∞を含む Σの有限部分集合, OF (S)は S-整
数環である.

5.1.1 軌道型

[F×
S ]2 := (F×

S )×/(F×
S )2とおく. これは [F×

v ]2 (v ∈ S)の直積群だから位数∏
v∈S 4|2|−1

v = 4#S |2|−1
S の有限群である (cf. 補題 3.1).
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∑
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����
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§4.2の記号を想起する. Sは Σ∞を含む Σの有限部分集合, OF (S)は S-整
数環である.

5.1.1 軌道型

[F×
S ]2 := (F×

S )×/(F×
S )2とおく. これは [F×

v ]2 (v ∈ S)の直積群だから位数∏
v∈S 4|2|−1

v = 4#S |2|−1
S の有限群である (cf. 補題 3.1).

44

a, bをOF (S)のOF (S)の２つのイデアルとする. µ ∈ a, ν ∈ a2b2, νµ ̸= 0

について

Aa,b(µ, ν) = {x ∈ ab/νab2 | x2 ≡ µ (mod µab2)}

とおく. 自明な評価

#Aa,b(µ, ν) ⩽ #(ab/µab2) = #(OF (S)/µb) = NS(µ)NS(b) (5.1)

よりこれは有限集合である. (ε, η) ∈ OF (S)
× ×OF (S)

×の F× × F×への作
用を (µ, ν) �→ (εµ, η2ν)で定義し, [µ, ν]を (µ, ν)のOF (S)

××OF (S)
×-軌道と

すると,#Aa,b(µ, ν)は [µ, ν]のみで決まることが分かる.

定義 5.1 可逆イデアル a, b ⊂ OF (S)および類 δS ∈ [F×
S ]2に対して, Xa,b(δS)

を条件
µ ∈ a− (0), ν ∈ a2b2 − (0), ν ∈ δS(F

×
S )2

を満たすOF (S)
×軌道 [µ, ν]全体の集合とする. そこで,

ξSa,b(s, δS) :=
1

2
NS(a)

s1NS(ab)
2s2

∑
[µ,ν]∈Xa,b(δS)

#Aa,b(µ, ν)

NS(µ)s1NS(ν)s2

と定義する.

中国式剰余定理とHenselの補題を使うと, (5.1)は次のように改善される：

補題 5.2 任意の ε > 0に対してある定数 Cε > 0が存在して, 任意のイデア
ル a, b ⊂ OF (S), および µ ∈ a− (0), ν ∈ a2b2 − (0)について不等式

#Aa,b(µ, ν) ⩽ CεNS(µ)
ε

が成り立つ.

補題 5.3 (1) 級数 ξSa,b(s, δS)は領域D(cf. (4.9))で絶対収束する.

(2) a′, b′ が OF (S)の可逆イデアルでそれぞれ a, bと同値なものとすると,

ξSa,b(s, δS) = ξSca,c′b(s, δS)である.

証明 (1) σi := Re(si) (i = 1, 2)とおく. 任意に ε > 0を与えると, 補題 5.2か
ら ξSa,b(σ1, σ2, δS)は次の級数を優級数にもつ：

∑
(µ,ν)∈Xa,b(δS)

NS(µ)
−σ1+εNS(ν)

−σ2 ⩽ [OF (S)
× : (OF (S)

×)2] ζSF (σ1−ε) ζSF (σ2)
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OF (S)
×は有限生成アーベル群なので, 右辺の群指数は有限である. Dedekind

ゼータ函数の性質から ζSF (σ) < +∞ (σ > 1)であることから (1)が従う.

(2) a′ = ca, b′ = c′b (c, c′ ∈ F×)としてよい. x �→ (cc′)2xは集合Aa,b(µ, ν)

からAca,c′b(cµ, (cc
′)2ν)の上への全単射なので, #Aa,b(µ, ν) = #Aca,c′b(cµ, (cc

′)2ν)

となる. (µ, ν) �→ (cµ, (cc′)2ν)はXa,b(δS)からXca,c′b(δS)の上への全単射で
あることにより (2)の主張は従う. このとき, ξSa,b(s, δS)の定義式の右辺の最初
の因子NS(a)

s1NS(ab)
2s2 が必要なことに注意する.

{aj}hF (S)
j=1 をOF (S)のイデアル類群の完全代表系とする. そこで

ξS(s, δS) :=

hF (S)∑
j=1

hF (S)∑
k=1

ξSaj ,ak(s, δS) (5.2)

と定義する. 補題 5.3(2)からこれは代表系 {aj}の選択によらない. この定
義が見かけ上異なる形をした [KTW, §4.1]の定義と一致することを説明する.

OF (S)の可逆イデアル a, bに対応するイデールをそれぞれ α, βとして

γa,b :=
(
α−1,

[
1 0
0 β−1

])
∈ G(A)

とおく. さらに

ΓS,a,b := G(F ) ∩ γ−1
a,bG(A, S)γa,b = {

(
ε,
[
1 0
ξ η

])
| ε, η ∈ O×

F,S , ξ ∈ b},

LS,a,b := V (F ) ∩ ρ(γa,b)
−1V (A, S) =

{
[ x1 x12
x12 x2 ] | x1 ∈ a, x12 ∈ ab, x2 ∈ ab2

}

とおく. ただし,

G(A, S) := G(FS)×
∏
v ̸∈S

G(Ov) V (A, S) := V (FS)×
∏
v ̸∈S

V (Ov).

δS = (δv)v∈S ∈ [F×
S ]2に対して V 0(FS , δ) :=

∏
v∈S V 0(Fv, δv)とし,

LS,a,b(δS) := LS,a,b ∩ V 0(FS , δS)

とおく. X ∈ V 0(F )のG(F )での固定部分群をG(F )X とする.

補題 5.4 s ∈ Dとする. 任意の δS ∈ [F×
S ]2に対して,

ξSa,b(s, δ) := |τ1(γa,b)|s1S |τ(γa,b)|s2S
∑

X∈ΓS,a,b\LS,a,b(δS)

#(ΓS,a,b ∩G(F )X)−1

|P1(X)|s1S |P (X)|s2S
.

(5.3)
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OF (S)
×は有限生成アーベル群なので, 右辺の群指数は有限である. Dedekind

ゼータ函数の性質から ζSF (σ) < +∞ (σ > 1)であることから (1)が従う.

(2) a′ = ca, b′ = c′b (c, c′ ∈ F×)としてよい. x �→ (cc′)2xは集合Aa,b(µ, ν)

からAca,c′b(cµ, (cc
′)2ν)の上への全単射なので, #Aa,b(µ, ν) = #Aca,c′b(cµ, (cc

′)2ν)

となる. (µ, ν) �→ (cµ, (cc′)2ν)はXa,b(δS)からXca,c′b(δS)の上への全単射で
あることにより (2)の主張は従う. このとき, ξSa,b(s, δS)の定義式の右辺の最初
の因子NS(a)

s1NS(ab)
2s2 が必要なことに注意する.

{aj}hF (S)
j=1 をOF (S)のイデアル類群の完全代表系とする. そこで

ξS(s, δS) :=

hF (S)∑
j=1

hF (S)∑
k=1

ξSaj ,ak(s, δS) (5.2)

と定義する. 補題 5.3(2)からこれは代表系 {aj}の選択によらない. この定
義が見かけ上異なる形をした [KTW, §4.1]の定義と一致することを説明する.

OF (S)の可逆イデアル a, bに対応するイデールをそれぞれ α, βとして

γa,b :=
(
α−1,

[
1 0
0 β−1

])
∈ G(A)

とおく. さらに

ΓS,a,b := G(F ) ∩ γ−1
a,bG(A, S)γa,b = {

(
ε,
[
1 0
ξ η

])
| ε, η ∈ O×

F,S , ξ ∈ b},

LS,a,b := V (F ) ∩ ρ(γa,b)
−1V (A, S) =

{
[ x1 x12
x12 x2 ] | x1 ∈ a, x12 ∈ ab, x2 ∈ ab2

}

とおく. ただし,

G(A, S) := G(FS)×
∏
v ̸∈S

G(Ov) V (A, S) := V (FS)×
∏
v ̸∈S

V (Ov).

δS = (δv)v∈S ∈ [F×
S ]2に対して V 0(FS , δ) :=

∏
v∈S V 0(Fv, δv)とし,

LS,a,b(δS) := LS,a,b ∩ V 0(FS , δS)

とおく. X ∈ V 0(F )のG(F )での固定部分群をG(F )X とする.

補題 5.4 s ∈ Dとする. 任意の δS ∈ [F×
S ]2に対して,

ξSa,b(s, δ) := |τ1(γa,b)|s1S |τ(γa,b)|s2S
∑

X∈ΓS,a,b\LS,a,b(δS)

#(ΓS,a,b ∩G(F )X)−1

|P1(X)|s1S |P (X)|s2S
.

(5.3)
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証明 ここだけの記号として, γε,η(ξ) =
(
ε,
[
1 0
ξ ε−1η

])
∈ Γa,b,S とおく. X =

[ x1 x12
x12 x2 ] ∈ La,b ∩ V 0(F )に対して µ = P1(X) = x1, ν = P (X) = x212 − x1x2

とおくと µ ∈ a− (0), ν ∈ a2b2 − (0), x12 ∈ ab, x2 ∈ ab2であり

x212 − ν = µx2 ∈ µab2 ∴ x212 ≡ ν (mod µab2)

となる. これより, X �→ (µ, ν, x12)はLa,b ∩ V 0(F )から, 集合

Y := {(µ, ν, x) ∈ (a− (0))× (a2b2 − (0))× ab | x2 ≡ ν (mod µab2)}

の上への全単射を与える. またX ′ ∈ La,b ∩ V 0(F ), µ′ = P1(X
′), ν ′ = P (X ′)

とすると, X ′ = ρ(γε,η(ξ))X は

µ′ = εµ, ν ′ = η2ν, x′12 = ε(ηx12 + ξµ)

と同値であることが分かる. よって, これが Γa,b,S の集合Yへの作用を記述し
ている. (µ, ν) ∈ (a−(0))×(a2b2−(0))に対して, Y(µ, ν) := {(µ, ν)}×ab)∩Y
とおく. γε,η(ξ)がファイバーY(µ, ν)を保つ条件は, ε = 1, η = ±1であり,

γ1,±1(ξ)の作用は (µ, ν, x) �→ (µ, ν,±x+ ξµ)となる. この作用によるY(µ, ν)

の商集合を Ȳ(µ, ν)とすると, Ȳ(µ, ν) ∼= A(µ, ν)/{±1}となる. x ∈ A(µ, ν)

に対して, x̃ :=
[
µ x
x (x2−ν)/µ

]
を対応するLa,b ∩ V 0(F )の元とすると, (5.3)の

右辺の和の部分は
∑

[µ,ν]∈Xa,b(δS)

{ ∑
x∈A(µ,ν)/{±1}

#(Γa,b,S ∩G(F )x̃)−1)

}
NS(µ)

−s1NS(ν)
−s2

と書きなおせるから,
∑

x∈A(µ,ν)/{±1}

#(Γa,b,S ∩G(F )x̃)−1 = 1
2#A(µ, ν) (5.4)

が成立することを示せばよい.

さて, Γa,b,S ∩G(F )x̃ ⊂ {γ1,1(0)(単位元), γ1,−1(2xµ
−1)}だから

#(Γa,b,S ∩G(F )x̃)−1 =



2−1 (x ≡ −x (mod µb)),

1 (x ̸≡ −x (mod µb))

である. これより (5.4)がすぐ従う.

aj に対応するイデールを αj とすると, {α−1
j }j は商 Cl(F, S)の (A×)S にお

ける完全代表系であることに注意すると, 補題 5.4より式 (5.2)は [KTW, ]の
定義と一致する 15)

15[KTW, p.484]の ξS(s, δS)の定義式の訂正: 因子 |τ1(γjk)|s1S |τ(γjk)|s2S を入れる.
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5.1.2 指標型

a, bをOF (S)の可逆イデアルとし, ωS を有限群 [F×
S ]2の指標とする.

定義 5.5

�ξSa,b(s, χS) :=
2#S

#([F×
S ]2) |2|S

NS(a)
s1NS(ab)

2s2
∑

[µ,ν]∈Xa,b

ωS(νS)
#Aa,b(µ, ν)

NS(µ)s1NS(ν)s2

と定義する. ただし, Xa,bは (µ, ν) ∈ (a − (0)) × (a2b2 − (0))のOF (S)
× ×

OF (S)
×-軌道全体の集合である. また, νS は ν ∈ F×の F×

S への対角埋め込み
像を表す. さらに,

�ξS(s, ωS) :=

hF (S)∑
j=1

hF (S)∑
k=1

�ξSa,b(s, ωS)

と定義する, ここで {aj}hF (S)
j=1 はOF (S)のイデアルからなる類群の完全代表系

である.

定義 5.1, 5.5から明らかに収束域Dにおいて等式

�ξS(s, ωS) =
2#(S)+1

#([F×
S ]2)|2|S

∑

δS∈[F×
S ]2

ωS(δS) ξ
S(s, δS) (5.5)

が成り立つ. [F×
S ]2のフーリエ反転公式から

ξS(s, δS) =
|2|S

2#S+1

∑

ωS∈[̂F×
S ]2

ωS(δS)
�ξS(s, ωS). (5.6)

5.2 大域ゼータ積分/ゼータ函数

(cf. [木村, 命題 5.14]) S ⊂ Σ を Σ∞ を含む有限集合とする. 函数 Φ ∈
S (V (A))を Φ = ⊗vΦv, Φv ∈ S (V (Fv))かつ

Φv = 1lV (Ov) v ∈ Σfin − S (5.7)

となるように取って, 大域ゼータ積分 Z(Φ, s) を考える (定義 4.5). ΦS :=

⊗v∈SΦv ∈ S (V (FS))とおき, δS = (δv)v∈S ∈ [F×
S ]2, ωS = ⊗v∈Sωv ∈ [̂F×

S ]2

について

ZS(ΦS , s, δS) :=
∏
v∈S

ZFv(Φv, s, δv), �ZS(ΦS , s, ωS) =
∏
v∈S

�ZFv(Φv, s, ωv)
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5.1.2 指標型

a, bをOF (S)の可逆イデアルとし, ωS を有限群 [F×
S ]2の指標とする.

定義 5.5

�ξSa,b(s, χS) :=
2#S

#([F×
S ]2) |2|S

NS(a)
s1NS(ab)

2s2
∑

[µ,ν]∈Xa,b

ωS(νS)
#Aa,b(µ, ν)

NS(µ)s1NS(ν)s2

と定義する. ただし, Xa,bは (µ, ν) ∈ (a − (0)) × (a2b2 − (0))のOF (S)
× ×

OF (S)
×-軌道全体の集合である. また, νS は ν ∈ F×の F×

S への対角埋め込み
像を表す. さらに,

�ξS(s, ωS) :=

hF (S)∑
j=1

hF (S)∑
k=1

�ξSa,b(s, ωS)

と定義する, ここで {aj}hF (S)
j=1 はOF (S)のイデアルからなる類群の完全代表系

である.

定義 5.1, 5.5から明らかに収束域Dにおいて等式

�ξS(s, ωS) =
2#(S)+1

#([F×
S ]2)|2|S

∑

δS∈[F×
S ]2

ωS(δS) ξ
S(s, δS) (5.5)

が成り立つ. [F×
S ]2のフーリエ反転公式から

ξS(s, δS) =
|2|S

2#S+1

∑

ωS∈[̂F×
S ]2

ωS(δS)
�ξS(s, ωS). (5.6)

5.2 大域ゼータ積分/ゼータ函数

(cf. [木村, 命題 5.14]) S ⊂ Σ を Σ∞ を含む有限集合とする. 函数 Φ ∈
S (V (A))を Φ = ⊗vΦv, Φv ∈ S (V (Fv))かつ

Φv = 1lV (Ov) v ∈ Σfin − S (5.7)

となるように取って, 大域ゼータ積分 Z(Φ, s) を考える (定義 4.5). ΦS :=

⊗v∈SΦv ∈ S (V (FS))とおき, δS = (δv)v∈S ∈ [F×
S ]2, ωS = ⊗v∈Sωv ∈ [̂F×

S ]2

について

ZS(ΦS , s, δS) :=
∏
v∈S

ZFv(Φv, s, δv), �ZS(ΦS , s, ωS) =
∏
v∈S

�ZFv(Φv, s, ωv)
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とおく (cf. 定義 3.3). 定義 (5.1)と式 (5.2)によって軌道型２重ゼータ函数

ξS(s, δS) (δ ∈ [F×
S ]2)および指標型ゼータ函数�ξS(s, ωS) (ω ∈ [̂F×

S ]2)が定義さ
れた.

命題 5.6 s ∈ Dにおいて次の等式が成り立つ:

Z(Φ, s) =
2#S

|2|S
∆

−3/2
F

∏
v∈S∩Σfin

(1− q−1
v )−2

∑

δS∈[F×
S ]2

ZS(ΦS , s, δS) ξ
S(s, δS)

(5.8)

=
1

2
∆

−3/2
F

∏
v∈S∩Σfin

(1− q−1
v )−2

∑

ωS∈[̂F×
S ]2

�ZS(ΦS , s, ωS)
�ξS(s, ωS).

(5.9)

証明 ([KTW, Lemma 4.2], cf. [杉山, §3]) h = hF (S)とおく. Aの部分群
FS

∏
v ̸∈S OvはA/Fの代表系を含む. これとA× =

∪h
j=1 F

×α−1
j (F×

S

∏
v ̸∈S O×

v )

より

G(A)/G(F ) =

h⊔
j,k=1

∏
v ̸∈S

G(Ov) (G(FS)/ΓS,aj ,ak) γj,k

となる. これと測度の関係 (4.2)および (4.3)から

∆
3/2
F × Z(Φ, s)

=
∑
j,k

∫

G(FS)/ΓS,aj ,ak

|τ1(gSγj,k)|s1A |τ(gSγj,k)|s2A
∑

X∈V 0(F )

Φ(gSγj,kX) dgS

=
∑
j,k

∑

δS∈[F×
S ]2

∫

G(FS)/ΓS,aj ,ak

|τ1(gSγj,k)|s1A |τ(gSγj,k)|s2A
∑

X∈V (F )∩V 0(FS ,δS)

Φ(gSγj,kX) dgS

ただし, dgSはG(FS) =
∏

v∈S G(Fv)の直積測度である. (5.7)より, Φ(gSγj,kX) ̸=
0, X ∈ V (F ) ∩ V 0(FS , δ)ならば X ∈ LS,aj ,ak(δS)である. さらに, LS,aj ,ak

を ΓS,aj ,ak -軌道分解して, 各軌道 ρ(ΓS,aj ,ak)X と ΓS,aj ,ak/ΓS,aj ,ak ∩ G(F )X の
全単射を利用すると, 最後の式は次のように書き換えられる：

∑
j,k

∑

δS∈[F×
S ]2

∫

G(FS)/ΓS,aj ,ak

|τ1(gSγj,k)|s1A |τ(gSγj,k)|s2A

×
∑

X∈ΓS,aj ,ak
\LS,aj ,ak

(δS)

∑
γ∈ΓS,aj ,ak

/ΓS,aj ,ak
∩G(F )X

ΦS(gS(γX)S) dgS .
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ここで, 補題 (5.7)を使い, さらに γに亘る和で gS の積分領域を合体させるこ
とで, 次の式を得る:

∑
j,k

|τ1(γaj ,ak
)|s1S |τ(γaj ,ak

)|s2S
∑

δS∈[F×
S ]2

∑
X∈ΓS,aj ,ak

\LS,aj ,ak
(δS)

#(ΓS,aj ,ak
∩G(F )X)−1

|P1(XS)|s1S |P (XS)|s2S

×
∫

G(FS)

|P1(gS(γX)S)|s1S |P (gSXS)|s2S ΦS(gSXS) dgS .

X ∈ LS,aj ,ak(δS) ⊂ V 0(FS , δS)なので, XとXδS := (Xδv)v∈S(cf. (2.8))は同
じG(FS)-軌道に属する. よって (3.14)より

∫

G(FS)
|P1(gSXS)|s1S |P (gSXS)|s2S ΦS(gS(γX)S) dgS

=
∏
v∈S

∫

G(Fv)
|P1(gvXδv |s1v |P (gvXδv)|s2v Φv(gvXδv) dgv

=
∏
v∈S

2|2|−1
v (1− q−1

v )−2ZFv(Φv, s, δv).

以上の議論を sj の代わりにRe(sj), Φの代わりに |Φ(X)| ⩽ Ψ(X)なる非負な
Ψ ∈ S (V (A))(補題 4.1)に置き換えて行うと,非積分函数の非負性からZ(Φ, s)

の絶対収束が Zv(Ψv,Re(s), δv)の収束 (補題 3.4)および ξS(Re(s), δS)の収束
(命題 5.3)から従う. これで命題 4.5の証明および等式 (5.8)の証明が終了す
る. (5.9)は (5.6)および (3.11)を使うと (5.8)から得られる.

補題 5.7 gS ∈ G(FS), X ∈ LS,aj ,ak , γ ∈ ΓS,aj ,ak とすると, j = 1, 2につい
て 16

|τj(gS(γX)S)|S =
|Pj(gS(γX)S |S

|Pj(XS)|S
× |τj(γaj ,ak)|S

証明 Pj は連続写像 Pj : X = (Xv)v ∋ V 0(A) �−→ Pj(X) = (Pj(Xv))v ∈ A×

を定義する. よって, Pj(X)S , Pj(X)S が意味を持つ. |Pj(X)S |A = |Pj(XS)|S
に注意する.

|Pj(gSγaj ,akγX)|A = |Pj(gS (γX))S |A |Pj(γaj ,akγX)S |A
= |Pj(gS (γX)S)|S |τj(γaj ,akγ

S)|A |Pj(X)S |A.

16[KTW]の訂正：論文 p.485 (4.6)式の右辺の最後に因子 |τj(γaj ,ak |S を入れる. 対応して,

p.484 (4.4)式の直前で αj ∈ A1 ∩ (F×)S を αj ∈ (F×)S に訂正.
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ここで, 補題 (5.7)を使い, さらに γに亘る和で gS の積分領域を合体させるこ
とで, 次の式を得る:

∑
j,k

|τ1(γaj ,ak
)|s1S |τ(γaj ,ak

)|s2S
∑

δS∈[F×
S ]2

∑
X∈ΓS,aj ,ak

\LS,aj ,ak
(δS)

#(ΓS,aj ,ak
∩G(F )X)−1

|P1(XS)|s1S |P (XS)|s2S

×
∫

G(FS)

|P1(gS(γX)S)|s1S |P (gSXS)|s2S ΦS(gSXS) dgS .

X ∈ LS,aj ,ak(δS) ⊂ V 0(FS , δS)なので, XとXδS := (Xδv)v∈S(cf. (2.8))は同
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∫

G(FS)
|P1(gSXS)|s1S |P (gSXS)|s2S ΦS(gS(γX)S) dgS

=
∏
v∈S

∫

G(Fv)
|P1(gvXδv |s1v |P (gvXδv)|s2v Φv(gvXδv) dgv

=
∏
v∈S

2|2|−1
v (1− q−1

v )−2ZFv(Φv, s, δv).
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ここで, γ ∈ Γaj ,akより γaj ,akγ
Sγ−1

aj ,ak
∈
∏

v ̸∈S G(Ov)なので, |τj(γaj ,akγS)|A =

|τj(γaj ,ak)|A = |τj(γaj ,ak)|S . またX ∈ V (F )だから, |Pj(X)S |A = |Pj(X)S |−1
A =

|Pj(XS)|S . よって,

|Pj(gSγaj ,akγX)S |A = |Pj(gS (γX)S)|S |τj(γaj ,ak)|S |Pj(XS)|−1
S . (5.10)

一方, γX ∈ V (F )より |Pj(γX)|A = 1なので,

|Pj(gSγaj ,akγX|A = |τj(gSγaj ,ak)|A (5.11)

(5.10), (5.11)を比較することで所望の式が得られる.

5.3 ２重ゼータ函数の「明示公式」

この節では, 軌道型２重ゼータ函数 �ξS(s, ωS)の別表示 ([KTW, Theorem

4.3])を証明する.

定理 5.8 ωS ∈ [̂F×
S ]2とする. s ∈ Dに対して, 次が成り立つ：

�ξS(s, ωS) = ζSF (s1) ζ
S
F (2s1 + 2s2 − 1)

∑
χ∈CF (ωS)

LS(s2, χ)

LS(2s1 + s2, χ)NS(fχ)s1
.

(5.12)

証明 s ∈ Dとする. (5.9)と定理 4.17より

∑

ωS∈[̂F×
S ]2

�ZS(ΦS , s, ωS)
�ξS(s, ωS)

=
∑

ωS∈[̂F×
S ]2

∑
χ∈CF

�ZS(ΦS , s, ωS)
∑

χ∈CF (ωS)

ζSF (s1) ζ
S
F (2s1 + 2s2 − 1)LS(s2, χ)

LS(2s1 + s2, χ)NS(fχ)s1
.

が Φv = 1lV (Ov) (v ̸∈ S)であるような任意の Φ = ⊗vΦv ∈ S (V (A))で成り

立つ. Φv (v ∈ S)を走らせると系 3.8から, 任意の ωS ∈ [̂F×
S ]2 について等式

(5.12)が得られる.
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5.4 ２重ゼータの「明示公式」II

命題 5.9 S を Σ∞ を含む Σの有限部分集合とし, δS ∈ [F×
S ]2 とする. S′ =

S ∪ Σ2とおく. s ∈ Dに対して,

ξS(s, δS) =
1
2∆

3/2
F

ζS
′

F (s1)

ζFS′(2s1)
ζS

′
F (2s2)ζ

S′
F (2s1 + 2s2 − 1)

×
∑

d∈[F×]2
dS∈δS(F×

S )2

LS′
(s1, ωd)LΣ2−S(s, d)

LS′(2s2 + s1, ωd)NS′(fωd
)s2

, (5.13)

ここで

LΣ2−S(s, d) :=
∏

v∈Σ2−S

2|2|−1
v (1− q−1

v )−2|dv|s2v ZFv(1lV (Ov), s, dv)

であり, d ∈ [F×]2に対して ωd ∈ CF は §4.3.2で定義される実指標, dS は dの
[F×

S ]2への自然な像を表す. 領域

D′
2 := {s ∈ C2 | Re(s1 + 2s2) > 2 + max(Re(s1), 1− Re(s1), 1)}

において級数 (5.13)は広義一様に絶対収束し, 上の式によって ξS(s, δS)はD′
2

に有理型に解析接続される 17

証明 Φ = ⊗vΦv, Φv ∈ S (V (Fv)), Φv = 1lV (Ov) (v ̸∈ S)とする. §4.6.2の最
初の式変形から

Z(Φ, s) =
∑

d∈[F×]2

∫

G(A)/G(F )Xd

|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A Φ(gXd) dg.

G(F )Xd ∼= Z/2Zであるから,

=
1

2

∑
d∈[F×]2

∫

G(A)
|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A Φ(gXd) dg

=
1

2

∑
d∈[F×]2

∏
v

∫

G(Fv)
|τ1(gv)|s1v |τ(gv)|s2v Φv(gvXd) dgv

=
1

2

∑
d∈[F×]2

∏
v

{(1− q−1
v )−22|2|−1

v ZFv(Φv, s, dv)},

17D′
2 は [KTW, Prop.4.9]で考えた領域と同じ.
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)s2
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v (1− q−1
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[F×

S ]2への自然な像を表す. 領域
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2 := {s ∈ C2 | Re(s1 + 2s2) > 2 + max(Re(s1), 1− Re(s1), 1)}

において級数 (5.13)は広義一様に絶対収束し, 上の式によって ξS(s, δS)はD′
2

に有理型に解析接続される 17

証明 Φ = ⊗vΦv, Φv ∈ S (V (Fv)), Φv = 1lV (Ov) (v ̸∈ S)とする. §4.6.2の最
初の式変形から

Z(Φ, s) =
∑

d∈[F×]2

∫

G(A)/G(F )Xd

|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A Φ(gXd) dg.

G(F )Xd ∼= Z/2Zであるから,

=
1

2

∑
d∈[F×]2

∫

G(A)
|τ1(g)|s1A |τ(g)|s2A Φ(gXd) dg

=
1

2

∑
d∈[F×]2

∏
v

∫

G(Fv)
|τ1(gv)|s1v |τ(gv)|s2v Φv(gvXd) dgv

=
1

2

∑
d∈[F×]2

∏
v
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v )−22|2|−1

v ZFv(Φv, s, dv)},

17D′
2 は [KTW, Prop.4.9]で考えた領域と同じ.
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ここで, 最後の等式は (3.14)による. v ̸∈ S′ = S ∪ Σ2のとき, Φv = 1lV (Ov)だ
から, 補題 3.6(2)の式を代入して, Z(Φ, s) =

1
2

ζS
′

F (s1)ζ
S′
F (2s2)

ζS
′

F (2s1)
ζS

′
F (2s1 + 2s2 − 1)

∑
d∈[F×]2

LS′
(s1, ωd)LΣ2−S(d, s)

LS′(s1 + 2s2, ωd)NS′(fωd
)s2

×
∏

v∈S∩Σfin

{(1− q−1
v )−22|2|−1

v }
∏
v∈S

ZFv(Φv, s, δv).

命題 5.8の証明の最後の部分と同様の議論により, Φv (v ∈ S)を走らせてこれ
と (5.8)を比較することで所望の式を得る.

定義 3.3および補題 3.4からD′上広義一様に評価 |ZFv(1lV (OV ), s, dv)| ≪ 1が
成り立つことに注意すると, 後半部分は補題 4.19と同じ議論で証明される.

注意 5.10 §8で述べた背景から,表示式 (5.13)は２重ゼータを「不分岐Eisen-

stein級数のトーラス周期付きDirichlet級数」と見たときの明示的な公式であ
ると思える. 実際, (5.13)は Eisenstein級数のトーラス周期を与えるHeckeの
公式を内包している.

例 : [伊吹山・齋藤 II, p.291]で, 次の式が述べられている 18(ξi(s)の方は省
略)19:

ξ∗i (s) =
ζ(2)(2s2)ζ

(2)(s1)

ζ(2)(2s1)ζ(2)(s2)
× ζ(2)(s2)ζ

(2)(2s1 + 2s2 − 1)

×
∑

(−1)i−1D>0

L(2)(s1, χD)

L(2)(2s2 + s1, χD)

1

(D(2))s2
×

{ ∞∑
e=2

a
(s1)
D (2e)

(2e)s1+s2− 1
2

}

(5.14)

ここで, a
(s1)
D (2e)はオイラー 2因子のDirichlet級数展開係数である:

ζ2(s1)

ζ2(2s1)
ζ2(2s2)ζ2(2s1 + 2s2 − 1)

L2(s1, χD)

L2(2s2 + s1, χD)

1

Ds2
2

=

∞∑
e=0

a
(s1)
D (2e)

(2e)s1+s2−1/2

(5.15)

18公式 (5.14)は命題 (1.2)(3)の式と良く似ているが大きな違いは s1, s2 の場所が入れ替わっ
ている点である. 公式 (5.14)の証明は [Z, Prop.3.1(1)]を使うと初等的な変形で容易にできる,
未確認だが命題 1.2(3)の公式は (5.14)から Blomerの議論 (途中で Kronecker記号による２
次相互法則を使う２重級数の変形)によって導けると思われる. cf. S = {∞, 2}のとき [KTW,
§A3]参照.

19[KTW, §A.2]で述べたように ξi(s)の対応する公式は谷口の結果からも従う.
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公式 (5.14)は命題 5.9で得られた表示式 (5.13)を F = Q, S = {∞}で使う
と, あとは L{2}(d, s)を計算することで得られる. [Q×

2 ]2の代表系を §7.1のよ
うに取る. δ ∈ [Q×

2 ]2について, ωδの導手は δ = 1, 5のときZ2, δ = 3, 7のとき
4Z2, δ ≡ 0 (mod 2)のとき 8Z2となる。よって δ ̸= 1, 5のとき L(z, ωδ) = 1,

L(z, ω1) = 1 − 2−z, L(z, ω5) = 1 + 2−z となる (cf. (3.1)). これに注意し, 補
題 3.6(1)の式を公式 (3.12)に代入して計算すると, ZQ2(1lV (Z2), s, δ)は次のよ
うにもとまる:

2−4

(1−2−2s2 )(1−21−2s1−2s2 )





1+2−s1
1−2−s1

(1− 2−s1 + 21−2s1 − 21−2s1−2s2) (δ = 1),

(1 + 2−s1 + 21−2s1 − 21−2s1−2s2) (δ = 5),

1 + 2−s1 (δ = 3, 7),

(1 + 2−s1)2−s2 (δ ≡ 0 (mod 2)).

一方, 展開 (5.15)を場合分けして調べてこの結果と比較することで次を得る:

24 ZQ2(1lV (Z2), s, δ) = 22s2 ×
∞∑
e=2

a
(s1)
δ (2e)

(2e)s1+s2−1/2
.

6 函数等式

Sを Σ∞を含む Σの有限部分集合とする. ωS ∈ [̂F×
S ]2に対して,

ΞS(s, ωS) :=
ζSF (2s1)

ζSF (s1)
�ξS(s, ωS), s = (s1, s2) ∈ D (6.1)

と定義する. [̂F×
S ]2を添え字集合とし, 次のベクトル値有理型函数を導入する.

ΞS(s) := (ΞS(s, ωS))
ωS∈[̂F×

S ]2

6.1 定義

Aff(C2)を C2 の可逆アフィン変換全体のなす群とする. C2 上の有理型函
数 20全体のなす体をMとし, 群Aff(C2)の体Mへの右作用を

ϕf (s1, s2) := ϕ(f(s1, s2)), ϕ(s1, s2) ∈ M, f ∈ Aff(C2)

20C2 の稠密開集合上で定義された複素数値函数で, 局所的には正則函数の比で与えられるも
のを有理型関数と呼ぶ
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で定義する. Iを空でない有限集合とする. このとき, Aff(C2)はMに成分を持
つ I上の行列環MatI×I(M)に自然に作用するので,半直積群MatI×I(M)×⋉
Aff(C2)が考えられる. ここで, MatI×I(M)×は可逆行列全体の乗法群を表す.

定義 6.1 (i) c = (C(s), f) ∈ MatI×I(M)× ⋉Aff(C2)とする.

Ξ(f(s)) = C(s)Ξ(s)

が成り立つとき, c型の函数等式を満たすという.

(ii) H を有限群とする. Ξ(s) = (Ξi(s))i∈I ∈ MI を C2 上のベクトル値有
理型函数とする. 群準同型 Γ : H −→ MatI×I(M)× ⋉ Aff(C2)が Ξ(s)

の H-函数等式系であるとは, Γ(h) = (Ch(s), fh) (h ∈ H), Ch(s) ∈
MatI×I(M), fh ∈ Aff(C2)とするとき,

(a) Ξ(s)が任意の h ∈ H について Γ(h)型の函数等式を満たし, かつ

(b) h �→ fhはH からAff(C2)への単射

が成り立つことを意味する.

6.2 函数等式 I

Affine変換 fβ : C2 −→ C2を

fβ : s = (s1, s2) �−→
(
s1 + s2 − 1

2 , 1− s2
)

(6.2)

で定義する. この変換の位数は 2である. BS(s) ∈ Mat�[F×
S ]2×�[F×

S ]2
(M)を ωS-

対角成分が ΓS(s2, ωS) (cf. (4.7)), 対角成分以外は 0として定義する. BS(s)

は s2のみの函数である. (4.23)で定義される領域D2を想起しよう. 容易に分
かるように, fβ(D2) = D2である.

定理 6.2 D上の正則函数 (s2 − 1)ΞS(s)はD2上の正則函数に解析接続され,

ΞS(fβ(s)) = BS(s)Ξ
S(s), s ∈ D2

が成り立つ.

証明 定理 (5.8)と (6.1)から s ∈ Dにおいて

ΞS(s, ωS) = ζSF (2s1) ζ
S
F (2s1 + 2s2 − 1)

∑
χ∈CF (ωS)

LS(s2, χ)

LS(2s1 + s2, χ)NS(fχ)s1
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である. 補題 4.19より, 右辺の級数表示はD2上で収束して正則函数を定義し
ている. ζSF (2s1), ζ

S
F (2s1 + 2s2 − 1), (s2 − 1)LS(s2, χ)はD2上正則だから, 上

の表示によって (s2 − 1)ΞS(s, ωS)は D2上で正則に解析接続される. fβ は２
つの多項式 2s1, 2s1 − 2s2 − 1を入れ替え, s2, 1− s2も fβで入れ替わる. よっ
て補題 4.2によれば, s ∈ D2に対して,

ΞS(fβ(s), ωS)

= ζSF (2s1 + 2s2 − 1) ζSF (2s1)
∑

χ∈CF (ωS)

LS(1− s2, χ)

LS(2s1 + s2, χ)NS(fχ)s1+s2−1/2

= ζSF (2s1 + 2s2 − 1) ζSF (2s1)
∑

χ∈CF (ωS)

NS(fχ)
s2−1/2 ΓS(s2, ωS)L

S(s2, χ)

LS(2s1 + s2, χ)NS(fχ)s1+s2−1/2

= ΓS(s2, ωS) Ξ
S(s, ωS)

注意 6.3 表示式 (5.9), 定義 5.5および (6.1)から, 定理 6.2と同様の論法で
ΞS(s)の fγ ◦ f3

α : (s1, s2) �→ (1− s1, s1 + s2 − 1
2)に関する函数等式が得られ

る.(cf. §1(iii)で述べた新谷の結果. 注意 5.10も参照.)

6.3 函数等式 II

Affine変換 fγ : C2 −→ C2を

fγ : (s1, s2) �−→
(
s1,

3
2 − s1 − s2

)
, (6.3)

で定義する. この変換は位数 2で, 領域D1 = {s ∈ C2 | Re(s1) > 1}を保つこ
とに注意する. ωS = ⊗v∈Sωv, χS = ⊗v∈Sχv ∈ [̂F×

S ]2に対して,

�GS(s, ωS , χS) :=
∏
v∈S

G̃ψFv
(s, ωv, χv)

とおき (cf. 定義 3.12(2)),

CS(s) := (�GS(s, ωS , χS))(χS ,ωS) ∈ Mat
[̂F×

S ]2×[̂F×
S ]2

(M)

と定義する 21.

21[KTW, Theorem 4.21]の等式の右辺の最初の因子 ∆
−3/2
F は不要.
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である. 補題 4.19より, 右辺の級数表示はD2上で収束して正則函数を定義し
ている. ζSF (2s1), ζ

S
F (2s1 + 2s2 − 1), (s2 − 1)LS(s2, χ)はD2上正則だから, 上

の表示によって (s2 − 1)ΞS(s, ωS)は D2上で正則に解析接続される. fβ は２
つの多項式 2s1, 2s1 − 2s2 − 1を入れ替え, s2, 1− s2も fβで入れ替わる. よっ
て補題 4.2によれば, s ∈ D2に対して,

ΞS(fβ(s), ωS)

= ζSF (2s1 + 2s2 − 1) ζSF (2s1)
∑

χ∈CF (ωS)

LS(1− s2, χ)

LS(2s1 + s2, χ)NS(fχ)s1+s2−1/2

= ζSF (2s1 + 2s2 − 1) ζSF (2s1)
∑

χ∈CF (ωS)

NS(fχ)
s2−1/2 ΓS(s2, ωS)L

S(s2, χ)

LS(2s1 + s2, χ)NS(fχ)s1+s2−1/2

= ΓS(s2, ωS) Ξ
S(s, ωS)

注意 6.3 表示式 (5.9), 定義 5.5および (6.1)から, 定理 6.2と同様の論法で
ΞS(s)の fγ ◦ f3

α : (s1, s2) �→ (1− s1, s1 + s2 − 1
2)に関する函数等式が得られ

る.(cf. §1(iii)で述べた新谷の結果. 注意 5.10も参照.)

6.3 函数等式 II

Affine変換 fγ : C2 −→ C2を

fγ : (s1, s2) �−→
(
s1,

3
2 − s1 − s2

)
, (6.3)

で定義する. この変換は位数 2で, 領域D1 = {s ∈ C2 | Re(s1) > 1}を保つこ
とに注意する. ωS = ⊗v∈Sωv, χS = ⊗v∈Sχv ∈ [̂F×

S ]2に対して,

�GS(s, ωS , χS) :=
∏
v∈S

G̃ψFv
(s, ωv, χv)

とおき (cf. 定義 3.12(2)),

CS(s) := (�GS(s, ωS , χS))(χS ,ωS) ∈ Mat
[̂F×

S ]2×[̂F×
S ]2

(M)

と定義する 21.

21[KTW, Theorem 4.21]の等式の右辺の最初の因子 ∆
−3/2
F は不要.
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定理 6.4 ΞS(s)は D1 上の有理型函数に解析接続され, (s2 − 1)(s1 + s2 −
3/2)ΞS(s)はD1上正則になる. Sが Σ2 ∪ Σ∞ ∪ {v ∈ Σfin | ordv(dFv/Q) > 0}
を含むとすると, s ∈ D1に対して,

ΞS(fγ(s)) = CS(s)Ξ
S(s).

証明 まず, δS = (δv)v∈S ∈ [F×
S ]2について ξS(s, δ)の解析接続を導く. v ̸∈ Sに

対してはΦv = 1lV (Ov)とおき, v ∈ Sに対するΦv ∈ S (V (Fv))を Supp(Φv) ⊂
V 0(Fv, δv)と成るように選んでΦ := ⊗vΦv ∈ S (V (A))とおく. この函数に対
して定理 4.8を適用する. Φの選び方から

T (Φ, s1) = 0 (Re(s1) > 1), (6.4)

ζ(Φ(3)(0, 0, ·), s2) = 0 (Re(s1) > 1) (6.5)

となる. これらは, 行列
[
a b
b a−1b2

]
および行列

[
0 0
0 x2

]
が特異集合 V −V 0に含ま

れるので定義 (4.12)および (4.14)から直ちに従う. 定理 4.8, (6.4), (6.5)から

Z(Φ, s) = Z+(Φ, s1, s2) + Z+(�Φ, s1, 32 − s1 − s2)

+
cF

2s1 + 2s2 − 3
T (�Φ, s1) + cF

2s2 − 2
ζ(�Φ(3)(0, 0, ·), s1).

この式の右辺の最初の２項は D1において正則函数になる. ζ(�Φ(3)(0, 0, ·), s1)
は �Φ(3)(0, 0, ·) ∈ S (A)にたいする Tate の大域ゼータ積分なので Re(s1) > 1

では正則函数になる. また T (�Φ, s)は補題 4.7 (3)より Re(s) > 1で正則函数
である. よって, (s2 − 1)(s1 + s2 − 3/2)Z(Φ, s)がD1で正則に成ることが分
かった.

Φの選び方から ZS(ΦS , s, δ
′
S) = 0 (δ′S ̸= δS)だから, (5.8)より

Z(Φ, s) =
2#S

|2|S
∆

−3/2
F

∏
v∈S∩Σfin

(1− q−1
v )−2ZS(ΦS , s, δS) ξ

S(s, δS), s ∈ D.

この式の右辺に (s2 − 1)(s1 + s2 − 3/2)をかけるとD1で正則函数になる. 補
題 3.7から各点 w ∈ D1において ZS(ΦS , w, δS) ̸= 0となるように Φv (v ∈ S)

を選べるから,

ξS(s, δS) =
|2|S
2#S

∆
3/2
F

∏
v∈S∩Σfin

(1− q−1
v )2

1

ZS(ΦS , s, δS)
× Z(Φ, s)

によって (s2 − 1)(s1 + s2 − 3/2) ξS(s, δS)はw ∈ D1の近傍で正則になること
が分かる. (5.5)により, (s2 − 1)(s1 + s2 − 3/2)�ξS(s, ωS)についても同じこと
が言える.
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次に函数等式を導く. S が Σ2および dF/Qの素因子をすべて含むとの仮定

から 1̂lV (Ov) = 1lV (Ov) (v ̸∈ S)となる (補題 3.10). よって, 系 4.9と (5.8)から

ZS(ΦS , fγ(s), δS) ξ
S(fγ(s), δS) =

∑

εS∈[F×
S ]

ZS(�ΦS , s, εS) ξ
S(s, εS), s ∈ D1

ここで (3.19)より得られる等式

ZS(�ΦS , s, εS) =
∑

ηS∈[F×
S ]2

GS(s, εS , ηS)ZS(ΦS , fγ(s), ηS) = GS(s, εS , δS)ZS(ΦS , fγ(s), δS)

を使うと,

ZS(ΦS , fγ(s), δS) ξ
S(fγ(s), δS) =

∑

εS∈[F×
S ]

GS(s, εS , δS)ZS(ΦS , fγ(s), δS) ξ
S(s, εS).

Φv (v ∈ S)を走らせると補題 3.7より,

ξS(fγ(s), δS) =
∑

εS∈[F×
S ]

GS(s, εS , δS) ξ
S(s, εS)

を得る. さらに (5.5), (5.6),(6.1)などを使うと ΞS(s, ωS)達の間の所望の函数
等式が得られる.

6.4 アフィン変換による２面体群の実現

位数 12の２面体群は次の生成元と関係式で定義される

D12 := ⟨γ, β | γ2 = β2 = (βγ)6 = 1⟩

あるいは α = βγとおけば次のようにも書ける:

D12 = ⟨γ, α | γ2 = α6 = 1, γαγ = α−1⟩

fγ , fβ ∈ Aff(C2)を (6.3), (6.2)で定義し, fα := fβ ◦ fγ と定義すると,

f2
γ = f6

α = 1, fγ ◦ fα ◦ fγ = (fα)
−1

であり, fγ , fαは位数 12の２面体群D12と同型な Aff(C2)の部分群を生成す
る. その要素は以下の表で与えられる.

1 fα f2
α f3

α f4
α f5

α

( s1s2 )
(

s1+s2−1/2
1−s1

) ( s2
3/2−s1−s2

) (
1−s1
1−s2

) (
3/2−s1−s2

s1

) (
1−s2

s1+s2−1/2

)

fγ fβ = fγ ◦ fα fγ ◦ f2
α fγ ◦ f3

α fγ ◦ f4
α fγ ◦ f5

α( s1
3/2−s1−s2

) (
s1+s2−1/2

1−s2

)
( s2s1 )

(
1−s1

s1+s2−1/2

) (
3/2−s1−s2

s2

) (
1−s2
1−s1

)
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次に函数等式を導く. S が Σ2および dF/Qの素因子をすべて含むとの仮定

から 1̂lV (Ov) = 1lV (Ov) (v ̸∈ S)となる (補題 3.10). よって, 系 4.9と (5.8)から

ZS(ΦS , fγ(s), δS) ξ
S(fγ(s), δS) =

∑

εS∈[F×
S ]

ZS(�ΦS , s, εS) ξ
S(s, εS), s ∈ D1

ここで (3.19)より得られる等式

ZS(�ΦS , s, εS) =
∑

ηS∈[F×
S ]2

GS(s, εS , ηS)ZS(ΦS , fγ(s), ηS) = GS(s, εS , δS)ZS(ΦS , fγ(s), δS)

を使うと,

ZS(ΦS , fγ(s), δS) ξ
S(fγ(s), δS) =

∑

εS∈[F×
S ]

GS(s, εS , δS)ZS(ΦS , fγ(s), δS) ξ
S(s, εS).

Φv (v ∈ S)を走らせると補題 3.7より,

ξS(fγ(s), δS) =
∑

εS∈[F×
S ]

GS(s, εS , δS) ξ
S(s, εS)

を得る. さらに (5.5), (5.6),(6.1)などを使うと ΞS(s, ωS)達の間の所望の函数
等式が得られる.

6.4 アフィン変換による２面体群の実現

位数 12の２面体群は次の生成元と関係式で定義される

D12 := ⟨γ, β | γ2 = β2 = (βγ)6 = 1⟩

あるいは α = βγとおけば次のようにも書ける:

D12 = ⟨γ, α | γ2 = α6 = 1, γαγ = α−1⟩

fγ , fβ ∈ Aff(C2)を (6.3), (6.2)で定義し, fα := fβ ◦ fγ と定義すると,

f2
γ = f6

α = 1, fγ ◦ fα ◦ fγ = (fα)
−1

であり, fγ , fαは位数 12の２面体群D12と同型な Aff(C2)の部分群を生成す
る. その要素は以下の表で与えられる.

1 fα f2
α f3

α f4
α f5

α

( s1s2 )
(

s1+s2−1/2
1−s1

) ( s2
3/2−s1−s2

) (
1−s1
1−s2

) (
3/2−s1−s2

s1

) (
1−s2

s1+s2−1/2

)

fγ fβ = fγ ◦ fα fγ ◦ f2
α fγ ◦ f3

α fγ ◦ f4
α fγ ◦ f5

α( s1
3/2−s1−s2

) (
s1+s2−1/2

1−s2

)
( s2s1 )

(
1−s1

s1+s2−1/2

) (
3/2−s1−s2

s2

) (
1−s2
1−s1

)
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6.5 解析接続

定理 6.5 22 S が Σの有限部分集合で, Σ∞ を含むとする. このとき (s1 −
1)(s2 − 1)(s1 + s2 − 3

2)Ξ
S(s)はC2上の正則函数に解析接続される. ΞS(s)は

(BS(s), fβ)型函数等式および (CS(s), fγ)型函数等式の両方を満たす.

証明 多変数ゼータの解析接続でよく使われるHartogsの拡張定理を使った議
論による (cf. [佐藤 82-1, p.603], [谷口 1, §5.4], [KTW, Cor.4.17]). 命題 5.9,

定義 5.5および定理 6.4から, (s1 − 1)(s2 − 1)(s1 + s2 − 3
2)Ξ

S(s)は領域 D′
2,

D1の上で正則である. よって, D1 ∪D′
2の線型凸包Conv(D′

2 ∪D)まで正則に
延長される. Conv(D′

2 ∪ D1) = C2なので結論を得る.

注意 6.6 この証明ではD′
2での解析性の確保に表示式 5.13が使われている.

D2がD1に含まれてしまうため, 良く似た表示式 (5.12)の方からはC2への解
析接続は得られない 23.

7 F = Qの場合
F = Qとする. ΣR = {∞}, ΣC = ∅, Σfinは素数全体の集合と同一視される.

Qの素点の有限集合 S全体を FQとする.

7.1 定理 1.1の導出

Qpの 2次ヒルベルト記号や [Q×
p ]2の構造などについては,例えば [志村, p.19,

pp.33-34]に詳しい説明がある. まとめておく.

• pが奇素数の場合, up ∈ Z×
p − (Zp)

2を一つ固定すると,

[Q×
p ]2 = {1, up, p, pup}

と代表系がとれる. u ∈ Z− {0}が pと互いに素な整数ならば,

(p, u)Qp =
(
u
p

)
, (p, p)Qp =

(
−1
p

)
, (u, v)Qp = 1

22前半の正則性の部分は F = Q, S = {∞}の場合は [佐藤 82-1]から従う. 佐藤文広先生から
講演中にいただいたコメントによると, Eisenstein級数をS (A2)の元から構成する Godment
の方法 (古典的には Eisenstein級数を Epsteinゼータと関連付けることに対応)を適用すると,
§8を [佐藤 82-1, §2]にある多変数設定に書き換えることが出来ると思われます. [佐藤 82-1]を
アデールを使って代数体へ一般化することは実質的に [谷口 1]で行われている.

23講演の中では間違った事を言いました, このように訂正します
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• p = 2の場合, 1 + 8Z2 = (Z×
2 )

2であり,

[Q×
2 ]2 = {1, 3, 5, 7, 2, 6,−6,−2}

と代表系が取れる. uが奇数ならば,

(2, u)Q2 =
(

2
|u|

)
, (2, 2)Q2 = 1, (u, v)Q2 = (−1)

(|u|−1)(|v|−1)
4

自然数 nと素数 pに対して, n = npn
(p), (np, n

(p)) = 1, npは pのべき)によっ
て自然数 np, n

(p)を決める. N を平方因子を持たない自然数として S(N)をN

の素因子の集合, S = S(N) ∪ {∞}とする. 正の約数Q | N , d ∈ TN , j = 1, 2

の組 (j,Q,d)にたいして

δ(j,Q,d) =

(
(−1)j−1, 2ord2(Q)d2, {pordp(Q)u

1−dp
2

p }p∈S(N(2))

)

として [Q×
S ]2 = [R×]2 × [Q×

2 ]2 ×
∏

p∈S(N(2))[Q×
p ]pの要素を定義する (2 ∤ N の

ときは, 2因子は取る). これによって, 集合 [Q×
S ]2の要素は 3つ組み (j,Q,d)

全体と 1 : 1に対応する. δ ∈ [Q×
S ]2 に対して定義される実指標 ωδ ∈ �[Q×

S ]2

((4.3.2)の最後)を想起しよう. 対角埋め込みQ× ↪→ Q×
S により, 整数 n ̸= 0に

対し ωδ(n) ∈ {1,−1}が決まる.

補題 7.1 δ = δ(j,Q,d)d = (dp)p∈S(N))に対して, ωδ(n) (n ∈ Z − {0})は
§1.2であたえた完全乗法函数 ωj,Q,d(n)に一致する.

証明 2 | N のときを考える. (n,N) = 1のとき, 上で復習したヒルベルト記号
の値と, ヤコビ記号の性質を使って計算すれば出来る.

F = Qは類数１なので ξS(s, δ), �ξS(s, ωδ)は ξSZ,Z(s, δ),
�ξSZ,Z(s, ωδ) (cf. 定義

5.1, 定義 5.5)にそれぞれ等しい. さて, S = {∞} ∪ S(N)について,

Z×
S = {±

∏
p∈S(N)

pνp | νp ∈ Z}

なので, (Z ∩Q×)× (Z ∩Q×)での Z×
S × Z×

S 軌道 [m,n] (cf. §5.1)の完全代表
元として {(m,nl) | 0 < l | N, (m,n) ∈ XN} (ただし, XN は §1.2の集合)が取
れることは明らか. δ = δ(j,Q,d)のとき, 集合XS(δ)はXN (j,Q,d)に対応す
る. これらのことに注意すると, ξSZ,Z(s, δ), は (1.5)に一致する. また補題 7.1

を使うと, �ξSZ,Z(s, ωδ)は, (1.6)に一致する. そうすると定理 1.1(1), (2)は定理
6.2, 6.4, 6.5から従う. 定理 1.2は定理 5.8から従う. 定理 1.1 (3)は次章で説
明する.
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• p = 2の場合, 1 + 8Z2 = (Z×
2 )

2であり,

[Q×
2 ]2 = {1, 3, 5, 7, 2, 6,−6,−2}

と代表系が取れる. uが奇数ならば,

(2, u)Q2 =
(

2
|u|

)
, (2, 2)Q2 = 1, (u, v)Q2 = (−1)

(|u|−1)(|v|−1)
4

自然数 nと素数 pに対して, n = npn
(p), (np, n

(p)) = 1, npは pのべき)によっ
て自然数 np, n

(p)を決める. N を平方因子を持たない自然数として S(N)をN

の素因子の集合, S = S(N) ∪ {∞}とする. 正の約数Q | N , d ∈ TN , j = 1, 2

の組 (j,Q,d)にたいして

δ(j,Q,d) =
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(−1)j−1, 2ord2(Q)d2, {pordp(Q)u

1−dp
2

p }p∈S(N(2))

)

として [Q×
S ]2 = [R×]2 × [Q×

2 ]2 ×
∏

p∈S(N(2))[Q×
p ]pの要素を定義する (2 ∤ N の

ときは, 2因子は取る). これによって, 集合 [Q×
S ]2の要素は 3つ組み (j,Q,d)

全体と 1 : 1に対応する. δ ∈ [Q×
S ]2 に対して定義される実指標 ωδ ∈ �[Q×

S ]2

((4.3.2)の最後)を想起しよう. 対角埋め込みQ× ↪→ Q×
S により, 整数 n ̸= 0に

対し ωδ(n) ∈ {1,−1}が決まる.

補題 7.1 δ = δ(j,Q,d)d = (dp)p∈S(N))に対して, ωδ(n) (n ∈ Z − {0})は
§1.2であたえた完全乗法函数 ωj,Q,d(n)に一致する.

証明 2 | N のときを考える. (n,N) = 1のとき, 上で復習したヒルベルト記号
の値と, ヤコビ記号の性質を使って計算すれば出来る.

F = Qは類数１なので ξS(s, δ), �ξS(s, ωδ)は ξSZ,Z(s, δ),
�ξSZ,Z(s, ωδ) (cf. 定義

5.1, 定義 5.5)にそれぞれ等しい. さて, S = {∞} ∪ S(N)について,

Z×
S = {±

∏
p∈S(N)

pνp | νp ∈ Z}

なので, (Z ∩Q×)× (Z ∩Q×)での Z×
S × Z×

S 軌道 [m,n] (cf. §5.1)の完全代表
元として {(m,nl) | 0 < l | N, (m,n) ∈ XN} (ただし, XN は §1.2の集合)が取
れることは明らか. δ = δ(j,Q,d)のとき, 集合XS(δ)はXN (j,Q,d)に対応す
る. これらのことに注意すると, ξSZ,Z(s, δ), は (1.5)に一致する. また補題 7.1

を使うと, �ξSZ,Z(s, ωδ)は, (1.6)に一致する. そうすると定理 1.1(1), (2)は定理
6.2, 6.4, 6.5から従う. 定理 1.2は定理 5.8から従う. 定理 1.1 (3)は次章で説
明する.
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7.2 D12-函数等式系

この節の結果は [平本] による. 行列 BS(s), CS(s) は∞ ∈ S でなくても
S ∈ FQに対して同じ公式で定義される.

定理 7.2 (1) S ∈ FQに対して, 単射的群準同型写像

ΓS : D12 −→ Mat�[F×
S ]2×�[F×

S ]2
(M)× ⋉Aff(C2)

で次の条件を満たすものが唯ひとつ存在する:

ΓS(β) = (BS(s), fβ), ΓS(γ) = (CS(s), fσ) (7.1)

さらに, S1, S2 ∈ FQ, S1∩S2 = ∅に対して, ΓS1∪S2(s) = ΓS1(s)⊗ΓS2(s)

が成り立つ. ただし, ⊗は行列のクロネッカー積を表す.

(2) S ∈ FQ, {∞, 2} ⊂ Sならば, ΓS はΞS(s)のD12-函数等式系である.

証明 (1) 群準同型写像ΓS の一意性はD12 = ⟨β, γ⟩であることと条件 (7.1)か
ら明らか. 定義より, S1 ∩ S2 = ∅ならば

BS1∪S2(s) = BS1(s)⊗ BS2(s), CS1∪S2(s) = CS1(s)⊗ CS2(s)

となっている. よってあとは, S = {p} (p ̸= 2,∞), S = {∞, 2}の場合にD12

の生成元 γ, βの基本関係式に相当する次の式を半直積群M× ⋉ Aff(C2)にお
いて直接計算で確かめればΓSの存在が示せれたことになる: c := (CS(s), fγ),

b := (BS(s), fβ), e = (1, IdC2)として

c2 = b2 = (bc)6 = e

b2 = eは Heckeの L-函数のガンマ因子の性質 (補題 4.3)から分かる. b2 = e

は概均質局所ゼータのガンマ行列の性質 (系 3.15 (2))から従う. よって問題と
なるのは (bc)6 = eだが, [平本]ではこの関係式をチェックしている.

(2) a1, a2 ∈ Mat�[F×
S ]2×�[F×

S ]2
(M)× ⋉Aff(C2)でΞS(s)が a1型函数等式を満

たしかつ a2型函数等式を満たせば, a1a2型函数等式を満たすことは明らか. こ
のことと定理 6.5と (1)から (2)の主張は従う.

注意 7.3 S = {2,∞}の場合, ここでのΞ{2,∞}(s)のD12-函数等式系は [B]で
得られていたものに帰着され, [平本]はその別証明に加え, Blomerのガンマ行
列 (16× 16正方行列)が, 実は無限素点由来の 4× 4行列と素点 2由来の 4× 4

行列のクロネッカー積に分解される, という新たな事実も示している.
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8 付録: Eisenstein級数のトーラス周期付きゼータ函数

この章では, §1.1で言及した「新谷の方法」について説明を補足する.

古典的によく知られたSL2(Z)不変な非正則Eisenstein級数を,群GL2(R)+ :=

{h ∈ GL2(R) | det g > 0}上の函数として

E(g, w) :=
∑

γ∈SL2(Z)/B(Z)+
y(gγ)

w+1
2 , Re(w) > 1

と定義する, ここで, y : GL2(R)+ → R>0は, 任意の g ∈ GL2(R)+を岩澤分
解により,

g =
[

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
× a

[
1 0
b c

]
∈ SO(2)B(R)+

と書き表し y(g) := c−1で定義される. (BはGL2の下半三角行列全体のなす
部分群, B(R)+は正の対角成分を持つB(R)の要素全体.) E(g, w)は半平面上
Re(w) > 1で広義一様に絶対収束して正則函数を定め, wについて有理型解析
接続され

Resw=1E(g, w) = C > 0 (定数函数) (8.1)

となることが知られている. 以下は収束を無視した「発見的考察」である.

L∗ = V (Z)とし, §1で「定義」を紹介した (このままでは定義されない)ζi(s, L
∗)

に関連するゼータ積分 (− detx ∈ (Q×)2 の寄与で発散)(1.3)の xについての
和の範囲を, 群作用で安定な２つの部分

(L∗)2 := L∗ ∩ {− det(x) ∈ (Q×)2}, (L∗)1 := L∗ − (L∗)2

で分割して, (1.3)を２つの和Z1(s,Φ)+Z2(s,Φ)と考える. 「非平方数」の部
分 Z1(s,Φ)の方は収束していて, 留数公式 (8.1)を利用して, 次のように形式
的に変形できる：

Z1(Φ, s) =

∫

GL2(R)+/SL2(Z)
| det g|s1

∑
x∈(L∗)1

Φ(gxtg) dg

=

∫

GL2(R)+/SL2(Z)
| det g|s

{
C−1Resw=1E(g, w)

} ∑
x∈(L∗)1

Φ(gxtg) dg

= C−1Resw=1

∫

GL2(R)+/SL2(Z)
| det g|sE(g, w)

∑
x∈(L∗)1

Φ(gxtg) dg
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(最後で留数と和を入れ替えたが, 「発見的考察」なので気にしない.) ここで
unfolding (Eisenstein級数の定義を代入して基本領域上の積分と結合させる)

を行う：

I(s, w,Φ)

:=

∫

GL2(R)+/SL2(Z)
| det g|sE(g, w)

∑
x∈(L∗)1

Φ(gxtg) dg

=

∫

GL2(R)+/SL2(Z)

∑
γ∈SL2(Z)/B(Z)+

| det gγ|sy(gγ)(w+1)/2
∑

x∈(L∗)1

Φ(gγxt(gγ)) dg

=

∫

GL2(R)+/B(Z)+
| det g|sy(g)(w+1)/2 ×

∑
x∈(L∗)1

Φ(gxtg) dg.

岩澤分解で g =
[

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
h, h = a

[
1 0
b c

]
のとき, dg = dθ

2π dh, dh :=

d×a db d×c. よって Φ0(x) :=
∫
SO(2)Φ(kx

tk) dθ
2π とすると

I1(s, w,Φ) =

∫

B(R)+/B(Z)+
| deth|sy(h)

w+1
2

∑
x∈(L∗)1

Φ0(hxth) dh

この式の右辺においては, (L∗)1をL∗全体にしても収束が確保される. こうし
て, 新谷の (originalの形)の 2重ゼータ積分が次の形で自然に導入される:

ZB(s1, s2,Φ) :=

∫

B(R)+/B(Z)+
| deth|sy(h)

w+1
2

∑
x∈L∗

Φ(hxth) dh,

(s = 2s2 + s1, w = 2s1 + 1)

そこで ZGL2(Φ, s)の代替物が 2−1C−1Ress1=1Z
B(s1,

s
2 − s1)と考える.

注意 8.1 このノートでは, B の代わりに変数 a を「外付け」にして G =

GL1 ×
{[

1 0
b c

]}
とした. (aの V への作用は a2倍ではなく, a倍に変わる.)
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