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整数軌道の数え上げ：数の幾何と平均法
鈴木雄太 （立教大学理学部数学科）

概要
種々の数論的対象と概均質ベクトル空間の整数軌道の間の対応を使えば, 整
数軌道の数え上げによって, 数論的対象の統計を行える. 本稿では, 数の幾何を
用いて整数軌道を数え上げる方法を概説する. 特に, 数え上げる範囲が非有界な
場合には根本的な困難が生じるが, これを乗り越える Bhargava の平均法につ
いて解説する.

1 整数軌道の数え上げと数論的対象の統計
1.1 本稿の目的
概均質ベクトル空間の整数軌道と数論的対象の間の対応を用いることで, 数論的対
象の統計を行うことができる. 本稿では,「数の幾何」の技法を用いて数論的対象の統
計を行う方法を解説する. この手法は, たとえば Davenport–Heilbronn [13] によっ
て 3次体の数え上げに用いられたが, Bhargava はその方法を大きく発展させること
で, 4次体と 5次体を数え上げる次の定理を証明した：

定理 1.1（Bhargava [2, Theorem 1]） 実数 X と i = 0, 1, 2に対して,

N
(i)
4 (X) := #{K : 4− 2i個実埋め込みを持つ S4-4次体 | |Disc(K)| < X}

とおくと,

lim
X→∞

N
(i)
4 (X)

X
=

1

2ni

∏
p

(
1 +

1

p2
− 1

p3
− 1

p4

)

が n0 := 24, n1 := 4, n2 := 8 とともに成立する. （ここで, S4-4 次体とは K の
Galois閉包の Q上の Galois群が 4次対称群 S4 になる 4次の代数体 K のことを指
した.）
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定理 1.2（Bhargava [4, Theorem 1]） 実数 X と i = 0, 1, 2に対して,

N
(i)
5 (X) := #{K : 5− 2i個実埋め込みを持つ 5次体 | |Disc(K)| < X}

とおくと,

lim
X→∞

N
(i)
5 (X)

X
=

1

2ni

∏
p

(
1 +

1

p2
− 1

p4
− 1

p5

)

が n0 := 120, n1 := 12, n2 := 8とともに成立する.

上記の 2つの定理は Bhargavaの Fields賞受賞業績の一部になっている.

このような統計を行う方法には, 本稿で解説する数の幾何によるアプローチのほか,

概均質ベクトル空間のゼータ関数を用いるアプローチがある. こちらについては本報
告集の Frank Thorne氏の記事 [24]を参照されたい.

また, 本稿に関連した文献として, 谷口隆氏の雑誌「数学セミナー」と「数学」の記
事 [21, 22]を挙げておく. 雑誌「数学セミナー」の記事 [21]では, 数の幾何の解説か
ら始め, 本稿で述べる手法の大きな流れが易しくかつわかりやすくまとめられている.

雑誌「数学」の記事 [22]はもう少し踏み込んだ解説である. また, どちらの記事も本
稿で取り扱わなかった楕円曲線のセルマー群の統計を主題として整数軌道の数え上げ
について解説している.

1.2 数え上げの舞台 — 少し一般的な設定
本稿では数え上げの手法を一般的な形で厳密に記述することは目標としないが, あ
る程度一般的な枠組みがわかるように, 次のような仮定を置いておく：

仮定 1.3 概均質ベクトル空間 (G,V )であって, 次を満たすものを考える：

(A1) Gは簡約可能代数群.

(A2) 特異集合 S は, ある既約多項式 Disc ∈ Z[V ]で

S = {x ∈ V | Disc(x) = 0}

と定義される既約超曲面である.

(A3) (G,V )は Z上定義されている.

(A4) 任意の x ∈ VR − SR に対して, 固定部分群

StabR(x) := {g ∈ GR | gx = x}

2
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2

が有限群となる.

特異集合の定義方程式に現れる既約多項式を Disc と書いたのは, ここで考えるよう
な応用では, この既約多項式が適切な「判別式」で与えられるためである.

この 仮定 1.3の下, 次が成立することを思い出しておく：

命題 1.4 仮定 1.3の下, 次が成り立つ：

(i) Discは (G,V )の「基本」相対不変式である. つまり, (G,V )の任意の相対不変
式は定数 cを用いて cDiscm の形に書ける.

(ii) (G,V )は正則概均質ベクトル空間である.

証明 (i)については, (A2)と木村 [17, p. 38]の定理 2.9を用いればよい. (ii)につい
ては, (A1) and (A2)とと木村 [17, p. 61]の定理 2.28を用いればよい.

命題 1.5 仮定 1.3の下, VR − SR は

VR − SR = V
(1)
R ⊔ · · · ⊔ V

(r)
R

と有限個の GR 軌道たち V
(1)
R , . . . , V

(r)
R へと分解する. （以後, この分解を用いる.）

証明 木村 [17, 系 4.4, p. 153] または谷口隆氏の記事 [23, 系 1.2] を参照.

命題 1.6 仮定 1.3の下, n := dimV および d := degDisc と書くと,

dµ(x) := |Disc(x)|−
n
d dx

は VR − SR 上の GR 不変な正則 Radon測度である. （以後, この測度を用いる.）

証明 線形表現 (G,V ) を ρ : G → GL(V ) によって表すことにする. 要となるの
は, (G,V ) が正則概均質ベクトル空間なので, det ρ(g)2 に対応する相対不変式が
“logDisc の Hessian” に相当するもので構成できるという事実（木村 [17, 系 2.17,

p. 47]）である. 直接には, 命題 1.4から (G,V )は正則概均質ベクトル空間なので, 木
村 [17, p. 48]の命題 2.18を用いることができ, Discに対応する GR の指標を χと書
けば, 任意の g ∈ GR に対して,

|Disc(gx)|−
n
d d(gx) = | det ρ(g)||χ(g)|−

n
d |Disc(x)|−

n
d dx = |Disc(x)|−

n
d dx

となることから主張が従う.
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命題 1.7 仮定 1.3の下, v(i) ∈ V
(i)
R と Borel可測関数 ϕ : V

(i)
R → Cに対して

∫

x∈V
(i)
R

ϕ(x)dµ(x) =

∫

g∈GR

ϕ(gv(i))dg

が, GR 上の適切に正規化された Haar測度 dg に対して成立する.

証明 両辺はともに V
(i)
R 上の積分として, GR 不変かつ, (A4)より V

(i)
R のコンパクト

な部分集合の特性関数に対して有限であるから, 不変測度の一意性から従う.

補足 1.8 実は, 楕円曲線の Selmer群に関する統計 [5, 6, 7, 8]を行う場合には, 対
応する代数群の表現の Zariski稠密な単一 GC 軌道が存在せず, GC 軌道は楕円曲線を
y2 = x3 − I

3x− J
27 と書いたときの不変量 I, J によってパラメトライズされる. した

がって, この問題は概均質ベクトル空間の文脈で取り扱うことができない. この場合
は, より一般に代数群の表現 (G,V ) であって不変式環が多項式環と同型になるよう
な余正則空間と呼ばれる数え上げの舞台を用意する必要がある. 余正則空間の場合で
も議論の大枠は概均質ベクトル空間の場合とパラレルに進むが, 例えば, 積分公式を
与える 命題 1.7 は

∫

x∈VR

ϕ(x)dµ(x) =

∫

(I,J)∈R

∫

g∈GR

ϕ(g · v(I,J))dgdIdJ

というような形のものを証明して用いることになる. ただしここで, Rは不変量の組
(I, J)に対応する集合で, v(I,J) は不変量 I, J を持つような VR の元である.

1.3 数え上げの舞台 — いくつかの具体例
前節のような状況の下の VZ の GZ 軌道と数論的対象の間の対応の例として, 本報
告集の石塚裕大氏の記事 [16]で解説されたような, 代数体の整数環ないしはより一般
に r 次環の数え上げに用いられる, 次のような対応を思い出す（[1, 3]）：

• (GZ, VZ) = (GL2(Z), Sym
3 Z2) ：Levi–Delone–Faddeev対応

2元 3次形式の GL2(Z)軌道と 3次環の同型類の間の対応.

• (GZ, VZ) = (GL2(Z)× SL3(Z),Z
2 ⊗ Sym2 Z3) ：Bhargavaの高次合成則 III

3元 2次形式の 2つ組の GL2(Z) × SL3(Z)軌道と 4次環 Qとその 3次レゾル
ベント環 Rの 2つ組 (Q,R)の同型類の間の対応.

4
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4

• (GZ, VZ) = (GL4(Z)× SL5(Z),Z
4 ⊗ ∧2Z5) ：Bhargavaの高次合成則 IV

5元 2次交代形式の 4つ組の GL4(Z) × SL5(Z)軌道と 5次環 R とその 6次レ
ゾルベント環 S の 2つ組 (R,S)の同型類の間の対応.

上の対応では, r 次環と VZ の間で判別式が一致するというだけでなく,

• r次環の整域性やQ上のGalois群の様子は VZ におけるある種の「既約性」へと
• r 次環の極大性や素数の分解の様子は VZ における合同条件（の組）へと

翻訳できる. （これら x ∈ VZ に関する性質は, もちろん GZ 不変となる.）よって, 考
えたい数論的対象に対応する GZ 不変な集合 S ⊆ VZ を取り, 個数関数

N(S;X) :=
∑

GZx∈GZ\S
0<|Disc(x)|<X

1 (1.1)

を考察すれば, 数論的対象の |Disc(x)|を「高さ」とする数え上げができる. 本稿では
数の幾何を用いてこの数え上げを行う方法を概観したい.

なお, 楕円曲線の Selmer群の平均位数を計算する場合には

• (GZ, VZ) = (PGL2(Z), Sym
4 Z2)：

2元 4次形式の PGL2(Z)軌道と楕円曲線 E およびその 2-Selmer群の元 η の組
(E, η)の同型類の間の対応.

• (GZ, VZ) = (PGL3(Z), Sym
3 Z3)：

3元 3次形式の PGL3(Z)軌道と楕円曲線 E およびその 3-Selmer群の元 η の組
(E, η)の同型類の間の対応.

• (GZ, VZ) = (GL2(Z)×GL4(Z),Z
2 ⊗ Sym2 Z4)：

4元 2次形式の対の GL2(Z)×GL4(Z)軌道と楕円曲線 E およびその 4-Selmer

群の元 η の組 (E, η)の同型類の間の対応.

• (GZ, VZ) = (GL5(Z)×GL5(Z),Z
5 ⊗ ∧2Z5)：

5元 2次交代形式の 5つ組の GL5(Z) × GL5(Z)軌道と楕円曲線 E およびその
5-Selmer群の元 η の組 (E, η)の同型類の間の対応.

といった対応（[5, 6, 7, 8]）を使うことになる. この対応については, 本報告集の佐野
薫氏の記事 [20]に詳しい解説がある. また, 楕円曲線の Selmer群の平均位数に対す
る本稿のような数え上げの手法の応用については, [22, 21]に簡単な解説がある.
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1.4 S4-4次体の場合
上の設定を S4-4次体の場合にもう少しだけ詳しく見てみる. まず, VZ は

2(A,B) =





2a11 a12 a13
a12 2a22 a23
a13 a23 2a33


 ,



2b11 b12 b13
b12 2b22 b23
b13 b23 2b33




 ただし aij , bij ∈ Z

というような整数係数 3元 2次形式の組 (A,B)がなす階数 12の格子で与え, 代数群
は G = GL2 × SL3 で与える. 線形表現は

(g2, g3) ∈ GL2 × SL3 ただし g2 =

(
r s
t u

)

に対して
(g2, g3) · (A,B) = (g3(rA+ sB)gt3, g3(tA+ uB)gt3)

で定める. このとき, (A,B) ∈ V に対して

f(x, y) = f(A,B)(x, y) := 4 det(Ax−By)

と定めると, これは明らかに SL3 不変な 2 元 3 次形式を与える. また, (A,B) ∈ VZ

であれば, 係数 4によって f は整数係数である. そこで, さらにこの 2元 3次形式の
判別式を取り,

Disc(A,B) := Disc(4 det(Ax−By))

とすれば, この多項式は (g2, g3) ∈ Gに対して

Disc((g2, g3) · (A,B)) = det(g2)
6 Disc(A,B)

と変換される整数係数を持つ相対不変式である. 特に, Discは既約な基本相対不変式
であり, (G,V )の特異集合は Disc(A,B) = 0によって与えられる. （石塚裕大氏の記
事 [15]で証明されている系 2.7と定理 2.8から従う. また, Bhargava [2, Section 2],

木村 [17, 例 2.8, p. 75–77] でも言及されている.）
Bhargavaの高次合成則によれば, S4-4次体に対して, 次の対応がある：

定義 1.9（強既約） (A,B) ∈ VZ が 2条件

• A,B の定める P2 の 2次曲線は P2(Q)で共有点を持たない.
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• 2元 3次形式 f(x, y) = det(Ax−By)は Q上既約.

を満たすとき, (A,B)は強既約であると言う.

定理 1.10（Bhargavaの高次合成則 III [1], [2, p. 1037]）
次の全単射が存在する：

{(Q,R)/∼= | Q : 4次環, R : Qの 3次レゾルベント環 }
←→ GZ\{(A,B) ∈ VZ}.

（ただし, 左辺の (Q,R)/∼=は同型類を表す.）さらに, この全単射を通して

• 判別式の値が Disc(Q) = Disc(R) = Disc(A,B)と一致している.

• 強既約な (A,B) の GZ 軌道と (Q,R) であって Q が A4 ないしは S4-4 次体の
整環であるものの同型類が一対一に対応している.

• 素数 pに対して, (A,B) ∈ VZ に対応する 4次環 Qを考えたとき, Q⊗ Zp が Zp

上の極大な 4次環である必要十分条件は, (mod p2)の合同条件で与えられる. こ
の合同条件を満たす (A,B) ∈ VZ の集合を Up ⊆ VZ と書こう. すると, 対応す
る 4次環が極大である (A,B) ∈ VZ の集合は

⋂
p Up で与えられる. また, 素数 p

に対して, 合同条件を満たす (A,B) ∈ VZ の割合は

µp(Up) =

(
1− 1

p2

)(
1− 1

p3

)(
1 +

1

p2
− 1

p3
− 1

p4

)

で与えられる. なお, 極大な 4次環の 3次レゾルベント環は一意的に定まる.

この 定理 1.10により, 上のように与えた (G,V )に対して, S ⊆ VZ を A4 ないしは
S4-4次体の整数環に対応するようにとり, 個数関数 (1.1)を考察すれば, 本稿冒頭の
定理 1.1が示せるはずである（なお, 判別式がX 以下のA4-4次体の個数はO(X

5
6+ε)

であることがWong [25, Theorem 1.1] で示されているので, 無視できる）.

以下, 具体的に計算を追いたい場合には, この 4次体の数え上げの設定を用いる.
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2 数の幾何
2.1 基本領域と群 GR に沿った座標表示
以下, 実際に (1.1)を計算する数え上げを行おう. しかし, 命題 1.5で与えられた軌

道分解は r 次環の実埋め込みの個数に対応するため, (1.1)の代わりに

N(S(i);X) :=
∑

GZx∈GZ\S
(i)

|Disc(x)|<X

1

ただし
S(i) := S ∩ V

(i)
R

を別々に考えることにする. さらに, それぞれの軌道を

V
(i)
R = GRv

(i) ただし v(i) ∈ V
(i)
R

と書くことにしよう.

実際に数えるのは VR 内の単なる格子点 VZ ではなく, それをさらに GZ の作用で
割ったものである. そこで, GZ の作用を見やすくするため, 各軌道 V

(i)
R を群 GR に

沿って座標表示を行いつつ, 作用 GZ ↷ GR の基本領域を取る. 作用 GZ ↷ GR の基
本領域 F （きちんと F → GZ\GR が全単射になるような狭義の基本領域）であって,

semialgebraic（後述）かつ連結であり, 適当な Siegel setに含まれるものを取る. こ
れは 4次体の場合には, 岩澤分解による座標を用いて

F ⊆ N ′A′KΛ

と取る. ただし, 右辺の Siegel setおよび座標の取り方は絶対定数 c1, c2 > 0を用いて

K := {k ∈ O2(R)× SO3(R)},

A′ :=


a(s) =



(
s
−1
1

s1

)
,



s
−2
2 s

−1
3

s2s
−1
3

s2s
2
3






∣∣∣∣∣∣
s1, s2, s3 ≥ c1


 ,

N ′ :=

{
n(u) =

((
1
u1 1

)
,

(
1
u2 1
u3 u4 1

)) ∣∣∣∣∣ |u1|, |u2|, |u3|, |u4| ≤ c2

}
,

Λ := {λ = (λI2, I3) | λ > 0}

(2.1)
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と与える. ここで, 座標の入れ方に下三角行列を使った理由や, 上のような対角行列の
座標表示を使った理由は, 後に出てくる議論において VR の元の a11 成分に着目する
ためだったり, 変数 s1, s2, s3 の範囲をわかりやすくしたかった等の理由による.

すると, V
(i)
R 内の任意の GZ 軌道は Fv(i) に唯一つ代表元を持つ. しかし, 後に

F ⊆ GR の側で座標表示を行いたいので, GZx ∈ GZ\V
(i)
R に対して, 重複度

∑
h∈F

GZhv
(i)

=GZx

1

を考察する必要がある. 固定部分群に関して

StabR(x) := {g ∈ GR | gx = x} および StabZ(x) := {g ∈ GZ | gx = x}

と書くことにすれば, ∑
h∈F

GZhv
(i)

=GZx

1 =
#StabR(x)

#StabZ(x)

を得る. ここで分子の#StabR(x)は, V
(i)
R 上にGR が推移的に作用するから, 各 V

(i)
R

上で一定値を取る. 一方, 分母の #StabZ(x) については興味ある数論的対象を数え
るときに使う「既約性」を課せば, 一定値ないしは無視できる例外的な xを除いて 1

であることが期待できる. そこで,

ni :=
#StabR(v

(i))

#StabZ(v
(i))

と書いてしまおう. 特に 4次体の場合には次のようになる：

命題 2.1（Bhargava [2, Proposition 18]） v(i) ∈ V
(i)
R とすると,

StabR(v
(i)) ∼=




S4 i = 0のとき,

(Z/2Z)× (Z/2Z) i = 1のとき,

D4 i = 2のとき

となる. ここで Dn は 2面体群.

命題 2.2（Bhargava [2, p. 1039]） 強既約な x ∈ VZ に対して, StabZ(x) ∼= 1.

（注：これは 4次体の場合の話で, 問題によっては無視できる量の例外が存在する.）
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以上の準備により, 全単射 F → GZ\GR を用いれば, 「既約元」のみからなる GZ

不変な集合 S ⊆ VZ に対して,

N(S(i);X) =
∑

GZy∈GZ\S
(i)

|Disc(y)|<X

1 =
1

ni

∑

GZy∈GZ\S
(i)

|Disc(y)|<X

∑
h∈F

GZhv
(i)

=GZy

1

=
1

ni

∑

GZy∈GZ\S
(i)

|Disc(y)|<X

∑

x∈S
(i)

GZx=GZy

∑
h∈F

hv
(i)

=x

1

つまり
N(S(i);X) =

1

ni

∑

x∈S
(i)

|Disc(x)|<X

∑
h∈F

hv
(i)

=x

1 (2.2)

との表示を得る. 今, 集合 S は格子 VZ ないしはそこに「既約性」と合同条件を付した
ものであり, 「既約性」について無視すると, (2.2)の右辺は単に格子点を領域 Fv(i)

で数えることを意味する. そこで, 次に格子点を数える技法の１つである数の幾何に
ついて思い出してみる.

2.2 数の幾何とその応用における困難
「数の幾何」とは与えられた格子点の分布についての理論であった. ユークリッド
空間 Rn 内の性質の良い領域Rを考え, R内の格子点の個数

#(R∩ Zn)

を数えることを考えてみる. Gauss の円問題（原点中心の円盤内の格子点の数え上
げ）等を思い出してみると, 次のようにすればよいのであった：まず, 各格子点に単
位立方体を配置する（各格子点には各立方体の「左下」等の指定した頂点をのせる）.

すると, 領域Rと交わる立方体と交わらない立方体がある. 交わっている立方体の個
数と領域R内の格子点の個数の誤差は, おおよそ「Rの境界と交わる立方体」の個数
で評価できるはずであり, また, 「Rと交わる立方体」の合併はRを近似するはずで
ある. よって, 単位立方体の体積は 1だから, Rn の Lebesgue測度を Volと書けば

#(R∩ Zn) ≈ #{Rと交わる立方体 } ≈ Vol(R) (2.3)

と期待できるのであった. 誤差評価のためにはRの形状, 特に境界の様子が気になる
が, 次の Davenportによる一般的な結果がある：

10
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10

定義 2.3 Rn の部分集合 E が, 実数上の加法・乗法・等号・不等号, つまり

+, ×, =, >,

および実数値定数から作られる 1階の論理式 Φによって

E = {x ∈ Rn | Φ(x)}

と書かれるとき, E は semialgebraic setであるという. （正確には, この定義が通
常の semialgebraic setの定義と同値であるというのが, Tarski–Seidenbergの定理の
主張だといえる. 詳しくは [14]の Introduction and Overview と Corollary 2.11を
参照のこと.）

補題 2.4（Davenport [10]） ユークリッド空間 Rn の部分集合Rが

(i) Rは有界.

(ii) Rは semialgebraic.

を満たすとき,

#(R∩ Zd) = Vol(R) +O

(
max

0≤i≤n−1
Voli(R)

)

が成立する. ただし, πi がいくつかの座標を無視する射影 Rn → Ri を渡るとき

Voli(R) :=

{
max
πi

Vol(πi(R)) 1 ≤ i ≤ n− 1のとき,

1 i = 0のとき
とし, implicit constant は Rを定義するのに使われる 1階の論理式に含まれる量化
子, 論理結合子, 加法, 乗法, 等号, 不等号, 定数の個数（つまり semialgebraic set R
の「複雑度」）のみに依存し, 特に, 論理式に含まれる定数の大きさには依存しない.

つまり, 数えたい範囲 Rの形状については, Rが semialgebraicだというだけで数
の幾何が適用できるのである. 今, F は semialgebraicなものを取っているから, (2.2)

の数える範囲 Fv(i) は semialgebraicである. （さらに内側の和は semialgebraic sets

の上で定数とできる.）したがって, v ∈ VR と X > 0に対して,

RX(v) := {x ∈ Fv | |Disc(x)| < X}

とおけば,

V
(i)
Z,irr := {(A,B) ∈ VZ | (A,B) :「既約」} (2.4)

11
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に対して, (2.2)から

N(V
(i)
Z,irr;X) =

1

ni

∫

x∈RX(v
(i)

)

( ∑
h∈F

hv
(i)

=x

1

)
dx+ (誤差) (2.5)

程度のことが期待できる. （実際には「既約性」の効果を評価する必要がある.）この
右辺の体積が有限であるか気になるところである. 4 次体の場合は, (2.1) において,

s1, s2, s3 は有界でないながらも, (2.5) 中の積分を GR 側で座標表示して Haar 測度
の密度関数に s1, s2, s3 の十分な負べきが現れることを見れば体積の有限性が分かる.

（つまり, s1, s2, s3 が∞に向かう部分は「カスプ形状」を持っているはずである.）
…今, 何と言ったであろうか？実は (2.1)において s1, s2, s3 の範囲は有界でないの
で, 領域 RX(v) は有界ではないのである. よく見てみると, Davenport の補題（補
題 2.4）には領域が有界である旨の条件 (i) がある. これはどれほど致命的なのだろ
うか？ Heuristics (2.3) を思い出してみると, 領域 R が有界でなければ (2.3) の真
ん中の立方体の個数の部分が無限大になりえて, この heuristicsは破綻することが分
かる. 実際, 有理直線に沿ったカスプ状の領域を例に考えてみれば, 体積は有限なが
らも, 含まれる格子点の個数は無限個になってしまう領域の存在がわかる. したがっ
て, 領域 R内の格子点の分布について情報がなければ, 非有界な領域 Rに対して 補
題 2.4を拡張するのは不可能であろう. しかし, そもそも格子点の分布を考えるため
に 補題 2.4を用意したのであった…
この事態は 4 次体に限った話ではなく, 特別な場合を除き, 作用 GZ\GR に関する
基本領域は有界にならない.

3 Bhargavaの平均法
前節最後に直面した「領域 RX(v)が非有界であるために数の幾何による数え上げ

が破綻する」という困難をシステマティックに乗り越えるために編み出されたのが,

これから見る Bhargavaによる「平均法」である.

3.1 カスプ領域の観察
VR の有界集合

H ⊆ {x ∈ VR | |Disc(x)| ≥ 1}

12

254



に対して, (2.2)から

N(V
(i)
Z,irr;X) =

1

ni

∫

x∈RX(v
(i)

)

( ∑
h∈F

hv
(i)

=x

1

)
dx+ (誤差) (2.5)

程度のことが期待できる. （実際には「既約性」の効果を評価する必要がある.）この
右辺の体積が有限であるか気になるところである. 4 次体の場合は, (2.1) において,

s1, s2, s3 は有界でないながらも, (2.5) 中の積分を GR 側で座標表示して Haar 測度
の密度関数に s1, s2, s3 の十分な負べきが現れることを見れば体積の有限性が分かる.

（つまり, s1, s2, s3 が∞に向かう部分は「カスプ形状」を持っているはずである.）
…今, 何と言ったであろうか？実は (2.1)において s1, s2, s3 の範囲は有界でないの
で, 領域 RX(v) は有界ではないのである. よく見てみると, Davenport の補題（補
題 2.4）には領域が有界である旨の条件 (i) がある. これはどれほど致命的なのだろ
うか？ Heuristics (2.3) を思い出してみると, 領域 R が有界でなければ (2.3) の真
ん中の立方体の個数の部分が無限大になりえて, この heuristicsは破綻することが分
かる. 実際, 有理直線に沿ったカスプ状の領域を例に考えてみれば, 体積は有限なが
らも, 含まれる格子点の個数は無限個になってしまう領域の存在がわかる. したがっ
て, 領域 R内の格子点の分布について情報がなければ, 非有界な領域 Rに対して 補
題 2.4を拡張するのは不可能であろう. しかし, そもそも格子点の分布を考えるため
に 補題 2.4を用意したのであった…
この事態は 4 次体に限った話ではなく, 特別な場合を除き, 作用 GZ\GR に関する
基本領域は有界にならない.

3 Bhargavaの平均法
前節最後に直面した「領域 RX(v)が非有界であるために数の幾何による数え上げ

が破綻する」という困難をシステマティックに乗り越えるために編み出されたのが,

これから見る Bhargavaによる「平均法」である.

3.1 カスプ領域の観察
VR の有界集合

H ⊆ {x ∈ VR | |Disc(x)| ≥ 1}

12

を取る. 簡単のため, 話を 4 次体の数え上げの場合に限定し, H に対する F の作用
およびカスプ領域の様子を座標表示 (2.1) を使って記述しよう. (2.1) の記号の下,

g = n(u)a(s)kλ ∈ F をH の元 vに作用させてみれば, gv = (A,B)の成分について,

少しの計算の後に

a11 ≪ λs−1
1 s−4

2 s−2
3 , a12 ≪ λs−1

1 s−1
2 s−2

3 , a13 ≪ λs−1
1 s−1

2 s3,

a22 ≪ λs−1
1 s22s

−2
3 , a23 ≪ λs−1

1 s22s3, a33 ≪ λs−1
1 s22s

4
3,

b11 ≪ λs1s
−4
2 s−2

3 , b12 ≪ λs1s
−1
2 s−2

3 , b13 ≪ λs1s
−1
2 s3,

b22 ≪ λs1s
2
2s

−2
3 , b23 ≪ λs1s

2
2s3, b33 ≪ λs1s

2
2s

4
3

(3.1)

を得る. ただしここで, implicit constantは H, c1, c2 に依存する. 以後,

T := {a11, . . . , a33, b11, . . . , b33}

を (A,B) ∈ VZ の成分の集合とし, t ∈ T に対して, (3.1)を

t ≪ w(t)

と書く. この w(t)を tの weightと呼ぶことにする. たとえば,

w(a11) = λs−1
1 s−4

2 s−2
3 , w(a12) = λs−1

1 s−1
2 s−2

3 , w(b11) = λs1s
−4
2 s−2

3

となる. 注意であるが,

n(u)a(s)kλH ⊆
∏
t∈T

[−cw(t),+cw(t)]

がある定数 c > 0 に対して成立することになる. 前節では RX(v) が非有界になる
ことが問題になった. そこで, RX(v) の元を g ∈ F を用いて gv と表し, 座標表示
g = n(u)a(s)kλ における変数 u, s, k, λ の様子を観察しよう. まず, gv ∈ RX(v) に
対しては |Disc(gv)| < X という条件があるため, λ ≪ X

1
12 という条件が付く. 次

に k ∈ K や u = (u1, . . . , u4)は F の定義の時点でそもそも有界である. 残る変数は
s = (s1, s2, s3)である. 確かに si たちが大きくなってしまえば, weight w(a11)は 1

未満になり, a11 が 0でない整数になる場合はこのような gv は存在しないが, 依然と
して a11 = 0となる gv の可能性は排除できない. よって, s1, s2, s3 ≥ c1 であったこ
とを思い出せば, 前節で問題になったカスプ部の格子点は a11 = 0 となっているよう
な元たちからなるということが観察できる.
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このようなカスプ領域の問題はより簡単な問題にも現れる. 例えば, Dirichletの約
数問題, つまり実数 X 以下の自然数の約数の個数の総和の評価を思い出す. このとき
には, R2 内の領域

{(x, y) ∈ R2 | x, y > 0 かつ 0 < xy ≤ X}

の格子点の個数を数えることになる. この領域自体は非有界であり, x軸と y 軸に漸
近するカスプを持つが, x, y ∈ Zかつ x, y > 0ならば x, y ≥ 1なので, 領域を

{(x, y) ∈ R2 | 1 ≤ x, y ≤ X かつ 0 < xy ≤ X}

と有界な範囲へと狭めることができる. 3次体ないしは 3次形式の数え上げの場合に
は GL2(Z)\GL2(R)のカスプ領域は比較的見やすい（実際, (2.1)における変数 sに
対応する部分が 1次元分しかない）ので, カスプ領域には既約な 3次形式が少ないと
いうことが比較的容易に示せる（[11, 12]）. しかし, 4次体, 5次体の場合には, 上に
見たようにカスプ領域の様子は複雑であり, よりシステマティックに取り扱う必要が
ある. このために, Bhargavaは平均法という技法を導入した. 平均法を用いれば, 一
見矛盾するようだが, 数の幾何の適用を阻んでいたカスプ領域の既約元の個数評価に
数の幾何を用いることができるようになる.

3.2 事前平均
まず, 先に (2.2)で得た表示（内で v(i) を v と書いたもの）

N(S(i);X) =
1

ni

∑

x∈S
(i)

|Disc(x)|<X

∑
h∈F
hv=x

1 (3.2)

は任意の v ∈ V
(i)
R に対して成立することに注意する. そこで, VR の semialgebraicか

つ空でない内部を持つK 不変な有界領域

H ⊆ {x ∈ VR | |Disc(x)| ≥ 1}

をとり（以後, implicit constant は H に依存してよいものとする）, v ∈ H(i) :=

H ∩ V
(i)
R に渡って (3.2)の平均を取る. すると,

N(S(i);X) =
1

niµ(H
(i))

∫

v∈H
(i)

( ∑

x∈S
(i)

|Disc(x)|<X

∑
h∈F
hv=x

1

)
dµ(v). (3.3)
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14

を得る. （ここで µは 命題 1.6 に現れた不変測度である.）こうしておいて (2.5)を達
成するには, ほとんどすべての vに対して, 上の積分の中の和に数の幾何の heuristics

が適用できればよいわけである. そこで, 以後, S のカスプ部分のような「悪い」部分
集合 E をとり, その寄与を上から評価してしまうことを考える. (3.3)において, S を
E に取り替えたものを考える（E がGZ 不変とは限らない場合へと定義を拡張する）：

N(E(i);X) :=
1

niµ(H
(i))

∫

v∈H
(i)

( ∑

x∈E
(i)

|Disc(x)|<X

∑
h∈F
hv=x

1

)
dµ(v).

そして, 有界な積分範囲 H(i) と非有界な和の範囲 Fv を取り替えられたらよいのに
と思う. そこで, ひとまず xの和を外に出す：

N(E(i);X) =
1

niµ(H
(i))

∑

x∈E
(i)

|Disc(x)|<X

∫

v∈H
(i)

( ∑
h∈F
hv=x

1

)
dµ(v).

ここで, 内側の積分を 命題 1.7 を用いて変数変換する. すると,

N(E(i);X) =
1

niµ(H
(i))

∑

x∈E
(i)

|Disc(x)|<X

∫

g∈GR

( ∑
h∈F

hgx=x

1

)
�

gx∈H
(i)dg

となる. （ここで, �P は条件 Pに対する指示関数であり, Pが成立するとき 1, そう
でなければ 0となる.）すると, hgx = xとは hg ∈ StabR(x)のことだから

N(E(i);X) =
1

niµ(H
(i))

∑

x∈E
(i)

|Disc(x)|<X

∑
δ∈StabR(x)

∫

g∈GR

�

gδ
−1∈F−1

�

gx∈H
(i)dg.

ここで g ⇝ g−1δ と変数変換して（今, Gは簡約可能だから dg は両側不変である）

N(E(i);X) =
1

niµ(H
(i))

∑

x∈E
(i)

|Disc(x)|<X

∑
δ∈StabR(x)

∫

g∈F

�

δx∈gH
(i)dg.

しかし, 上式の右辺では δ ∈ StabR(x)であり, # StabR(x) = ni と思って良いので,

N(E(i);X) =
1

µ(H(i))

∑

x∈E
(i)

|Disc(x)|<X

∫

g∈F

�

x∈gH
(i)dg
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つまり

N(E(i);X) =
1

µ(H(i))

∫

g∈F

( ∑

x∈gH
(i)∩E

(i)

|Disc(x)|<X

1

)
dg. (3.4)

を得る. これにより数の幾何を使う和の範囲を有界な gH(i)へと変えることができた.

3.3 座標表示
これから行うのは, S 内の「悪い」部分, つまりカスプ領域および「既約性」を

満たさない領域の (3.4) を用いた評価である. 抽象的な (3.4) のままでは様子が分
かりづらいので, 本稿では以後, 話を 4 次体の場合に限定し, 座標表示 (2.1) を用い
て (3.4) を書き直そう. まず, R×

>0 と (R×
>0)

3 の Haar 測度を d×λ = dλ/λ および
d×s := ds1/s1ds2/s2ds3/s3 と書き, du = du1du2du3du4 を Lebesgue測度とし, さ
らに K 上の Haar測度 dk を取る. すると, 座標表示 (2.1)に対して, GR の Haar測
度は定数倍を除き

s−2
1 s−6

2 s−6
3 dud×sdkd×λ

となる. よって, (3.4)は n = n(u)および a = a(s)の略記の下,

N(E(i);X) ≪
∫

nakλ∈N
′
A

′
KΛ

( ∑

x∈nakλH
(i)∩E

(i)

|Disc(x)|<X

1

)
s−2
1 s−6

2 s−6
3 dud×sdkd×λ

と評価できる. この右辺で, v ∈ H と g = nakλによって, x = gv ∈ V
(i)
Z と書けば

1 ≤ |Disc(gv)| < X かつ λ12 ≤ |Disc(gv)| ≪ λ12 ⇝ λ ∈ [c,X
1
12 ]

と絶対定数 cを用いて λの範囲を制限できる. さらに,

σ(E(i); s, λ) := sup
n∈N

′

k∈K

∑

x∈nakλH
(i)∩E

(i)

|Disc(x)|<X

1 (3.5)

とおけば,

N(E(i);X) ≪
∫ X

1
12

λ=c

∫

s1,s2,s3≥c1

σ(E(i); s, λ)s−2
1 s−6

2 s−6
3 d×sd×λ (3.6)

を得る. この不等式が「悪い」部分の評価の基本道具の１つになる.
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3.4 「悪い」部分の評価
では「悪い」部分の評価に移ろう. ここでは「可約」な部分の寄与の評価について

は割愛し, カスプ領域における既約元の個数の評価を行いたい. 先に見たようにカス
プ領域にある元とは a11 = 0なる元たちのことと思えるから, a11 = 0なる強既約な
元が少ないことを示せばよい：

補題 3.1（Bhargava [2, Lemma 11]） 集合 E ⊆ VZ を

E := {(A,B) ∈ VR | (A,B) : 強既約, a11 = 0}

で定めると,

N(E(i);X) ≪ X
11
12

が i = 0, 1, 2に対して成立する.

証明 (A,B)は強既約なので, Aと B の定める 2次曲線は [1 : 0 : 0] ∈ P2(Q)を共通
部分に持たない. よって, (A,B) ∈ E ならば a11 = 0だから b11 ̸= 0とわかる. さら
に, 3次形式 det(Ax−By)が Q上既約でもなければならず, 特に det(A) ̸= 0である
必要がある. よって, a12 = 0であるか否かによって, 評価すべき集合 E は次の 2通
りに分類される：

Case 1 a11 = 0かつ a12, b11 ̸= 0.

Case 2 a11, a12 = 0かつ a13, a22, b11 ̸= 0.

これら場合分けを零な成分の集合 T0 ⊆ T と非零な成分の集合 T1 ⊆ T によって,

E(T0, T1) := {(A,B) ∈ E | t = 0 (∀t ∈ T0) かつ t ̸= 0 (∀t ∈ T1)}

と書くことにしよう.

さて, (3.6)を用いるので, (3.5)を評価する必要がある. そこで F の作用を明示的
に書いた (3.1)を思い出す. また, T0 に含まれる成分は 0になるだけなので, (3.5)に
おける格子点数え上げの範囲は

nakλH(i) ∩ E(T0, T1)
(i) ⊆

∏
t∈T0

{0} ×
∏

t∈T\T0

[−cw(t), cw(t)]

17
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とある定数 c > 0によって評価できる. もしここで, T \ T0 に対応する成分の範囲が
すべて長さ≫ 1の区間であれば, T \ T0 の成分に対応する部分空間内で 補題 2.4を
用いることで ∑

x∈nakλH
(i)∩E(T0,T1)

(i)

|Disc(x)|<X

1 ≪
∏

t∈T\T0

w(t)

が得られる. 実は, 先の Case 1, Case 2の T1 は必ず定数倍を除いた minimal weight

を与える t ∈ T \ T0 を含むようになっている. T1 に含まれる成分は非零になるよう
要求されているので, 結局, T \ T0 に対応する成分の範囲はすべて長さ≫ 1の区間で
あり, 上記の評価は成立する.

以上より, (3.6)を用いれば

N(E(T0, T1)
(i);X) ≪

∫ X
1
12

λ=c

∫

s1,s2,s3≥c2

∏
t∈T\T0

w(t)s−2
1 s−6

2 s−6
3 d×sd×λ (3.7)

が分かる. ここで ∏
t∈T\T0

w(t) =
λ12

∏
t∈T0

w(t)

に注意すれば, Case 1 の場合は

N(E(T0, T1)
(i);X) ≪

∫ X
1
12

λ=c

∫

s1,s2,s3≥c1

λ11s−1
1 s−2

2 s−4
3 d×sd×λ ≪ X

11
12

となる. ここでは s1, s2, s3 の指数がすべて負になっていることが重要である. Case 2

の場合は s1 の指数が 0になってしまうが, w(a13) ≫ |a13| ≫ 1であるから, (3.7)の
時点でこの weight w(a13)を余分にかけてあげれば

N(E(T0, T1)
(i);X) ≪

∫ X
1
12

λ=c

∫

s1,s2,s3≥c1

w(a13)
∏

t∈T\T0

w(t)s−2
1 s−6

2 s−6
3 d×sd×λ

≪
∫ X

1
12

λ=c

∫

s1,s2,s3≥c1

λ11s−1
1 s−2

2 s−1
3 d×sd×λ ≪ X

11
12

を得る. 以上をまとめて主張を得る.
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とある定数 c > 0によって評価できる. もしここで, T \ T0 に対応する成分の範囲が
すべて長さ≫ 1の区間であれば, T \ T0 の成分に対応する部分空間内で 補題 2.4を
用いることで ∑

x∈nakλH
(i)∩E(T0,T1)

(i)

|Disc(x)|<X

1 ≪
∏

t∈T\T0

w(t)

が得られる. 実は, 先の Case 1, Case 2の T1 は必ず定数倍を除いた minimal weight

を与える t ∈ T \ T0 を含むようになっている. T1 に含まれる成分は非零になるよう
要求されているので, 結局, T \ T0 に対応する成分の範囲はすべて長さ≫ 1の区間で
あり, 上記の評価は成立する.

以上より, (3.6)を用いれば

N(E(T0, T1)
(i);X) ≪

∫ X
1
12

λ=c

∫

s1,s2,s3≥c2

∏
t∈T\T0

w(t)s−2
1 s−6

2 s−6
3 d×sd×λ (3.7)

が分かる. ここで ∏
t∈T\T0

w(t) =
λ12

∏
t∈T0

w(t)

に注意すれば, Case 1 の場合は

N(E(T0, T1)
(i);X) ≪

∫ X
1
12

λ=c

∫

s1,s2,s3≥c1

λ11s−1
1 s−2

2 s−4
3 d×sd×λ ≪ X

11
12

となる. ここでは s1, s2, s3 の指数がすべて負になっていることが重要である. Case 2

の場合は s1 の指数が 0になってしまうが, w(a13) ≫ |a13| ≫ 1であるから, (3.7)の
時点でこの weight w(a13)を余分にかけてあげれば

N(E(T0, T1)
(i);X) ≪

∫ X
1
12

λ=c

∫

s1,s2,s3≥c1

w(a13)
∏

t∈T\T0

w(t)s−2
1 s−6

2 s−6
3 d×sd×λ

≪
∫ X

1
12

λ=c

∫

s1,s2,s3≥c1

λ11s−1
1 s−2

2 s−1
3 d×sd×λ ≪ X

11
12

を得る. 以上をまとめて主張を得る.

18

注意 3.2 上記の 補題 3.1 の証明は [2]の証明に 5次体の数え上げを行う [4]の証明
のスタイルを加えたものである. 上記の 補題 3.1 では場合分けが高々 2通りである
が, [4]では 151通り（！）もの場合分け（8ページに渡る表にまとめられている）が
必要であり, 手計算するにせよ計算機にチェックさせるにせよ, 上記のように機械的
に実行できる場合分けを準備する必要がある.

強既約でない部分の寄与については, 以下を引用するだけにとどめておく：

補題 3.3（Bhargava [2, Lemma 12, 13]） 集合 E ⊆ VZ を

E := {(A,B) ∈ VR | (A,B) : 強既約でない, a11 ̸= 0}

で定めると,

N(E(i);X) = o(X) (X → ∞)

が i = 0, 1, 2に対して成立する.

3.5 主要部の計算
以上で「悪い」部分を取り除くことができ, 4次体の場合の (2.4)である

V
(i)
Z,irr := {(A,B) ∈ VZ | (A,B) : 強既約 }

に対して, 次が得られる：

補題 3.4（Bhargava [2, Proposition 17]） 実数 X > 0に対して,

N(V
(i)
Z,irr;X) =

1

ni

∫

x∈RX(v
(i)

)

( ∑
h∈F

hv
(i)

=x

1

)
dx+ o(X) (X → ∞).

証明 集合
S0 := {(A,B) ∈ VZ | a11 ̸= 0}

を考える. すると, (3.4)を用いた後, 補題 3.1と 補題 3.3を用いれば,

N(V
(i)
Z,irr;X) = N(S

(i)
0 ;X) + o(X) (X → ∞)

19

261



が分かり, N(S
(i)
0 ;X)を評価すれば良いことがわかる. (3.4)から,

N(S
(i)
0 ;X) =

1

µ(H(i))

∫

g∈F

( ∑

x∈gH
(i)∩S

(i)
0

|Disc(x)|<X

1

)
dg

を得る. (A,B) ∈ VZ に対して a11 ̸= 0ならば |a11| ≥ 1だから

HX(g) := {x ∈ gH | |Disc(x)| < X},

H̃X(g) := {x ∈ gH | |Disc(x)| < X かつ |a11| ≥ 1}

とおけば, 上記内側の和は
∑

x∈gH
(i)∩S

(i)
0

|Disc(x)|<X

1 =
∑

x∈H̃X(g)
(i)∩V

(i)
Z

1 (3.8)

と書き直せる. ここで, H が semialgebraic かつ有界だから H̃X(g)(i) は semialge-

braic な有界領域であり, Davenport の補題（補題 2.4）を適用できる. その際の誤
差評価を行おう. まず, v ∈ H(i), g = nakλ ∈ F かつ x = gv ∈ H̃X(g)(i) ならば
|a11| ≥ 1より

1 ≪ w(a11) = λs−1
1 s−4

2 s−2
3

である. a11 は minimal weight を与える成分なので, H̃X(g)(i) をいくつかの座標を
0にするよう射影したとき, その体積は

≪
∏

t∈T w(t)

w(a11)
≪ λ11s1s

4
2s

2
3

と評価できる. 以上より, Davenportの補題（補題 2.4）を適用して

Vol(H̃X(g)(i)) = Vol(HX(g)(i))−Vol(HX(g)(i) \ H̃X(g)(i))

と分解してやれば, X → ∞のとき,

N(V
(i)
Z,irr;X) =

1

µ(H(i))

∫

g∈F

Vol(HX(g)(i))dg +O(R1 +R2) + o(X)

ただし

R1 :=

∫

g∈F

Vol(HX(g)(i) \ H̃X(g)(i))dg および R2 :=

∫

g∈F

λ11s1s
4
2s

2
3dg
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が分かり, N(S
(i)
0 ;X)を評価すれば良いことがわかる. (3.4)から,

N(S
(i)
0 ;X) =

1

µ(H(i))

∫

g∈F

( ∑

x∈gH
(i)∩S

(i)
0

|Disc(x)|<X

1

)
dg

を得る. (A,B) ∈ VZ に対して a11 ̸= 0ならば |a11| ≥ 1だから

HX(g) := {x ∈ gH | |Disc(x)| < X},

H̃X(g) := {x ∈ gH | |Disc(x)| < X かつ |a11| ≥ 1}

とおけば, 上記内側の和は
∑

x∈gH
(i)∩S

(i)
0

|Disc(x)|<X

1 =
∑

x∈H̃X(g)
(i)∩V

(i)
Z

1 (3.8)

と書き直せる. ここで, H が semialgebraic かつ有界だから H̃X(g)(i) は semialge-

braic な有界領域であり, Davenport の補題（補題 2.4）を適用できる. その際の誤
差評価を行おう. まず, v ∈ H(i), g = nakλ ∈ F かつ x = gv ∈ H̃X(g)(i) ならば
|a11| ≥ 1より

1 ≪ w(a11) = λs−1
1 s−4

2 s−2
3

である. a11 は minimal weight を与える成分なので, H̃X(g)(i) をいくつかの座標を
0にするよう射影したとき, その体積は

≪
∏

t∈T w(t)

w(a11)
≪ λ11s1s

4
2s

2
3

と評価できる. 以上より, Davenportの補題（補題 2.4）を適用して

Vol(H̃X(g)(i)) = Vol(HX(g)(i))−Vol(HX(g)(i) \ H̃X(g)(i))

と分解してやれば, X → ∞のとき,

N(V
(i)
Z,irr;X) =

1

µ(H(i))

∫

g∈F

Vol(HX(g)(i))dg +O(R1 +R2) + o(X)

ただし

R1 :=

∫

g∈F

Vol(HX(g)(i) \ H̃X(g)(i))dg および R2 :=

∫

g∈F

λ11s1s
4
2s

2
3dg

20

である. 主要項については Section 3.2の計算の連続類似を逆にたどれば

1

µ(H(i))

∫

g∈F

Vol(HX(g)(i))dg =
1

niµ(H
(i))

∫

v∈H
(i)

∫

x∈RX(v)

( ∑
h∈F
hv=x

1

)
dxdµ(v)

となるが, 命題 1.7のような積分公式を用いれば, 内側の積分
∫

x∈RX(v)

( ∑
h∈F
hv=x

1

)
dx

は v がどの GR 軌道 V
(i)
R に入るかのみに依存する事がわかるので,

1

µ(H(i))

∫

g∈F

Vol(HX(g)(i))dg =
1

ni

∫

x∈RX(v
(i)

)

( ∑
h∈F

hv
(i)

=x

1

)
dx

とわかる. 次に誤差項 R1 について考える. HX(g)(i) \ H̃X(g)(i) においては a11 は
|a11| ≤ 1の範囲に含まれる. また, a11 の値を固定すると, HX(g)(i) \ H̃X(g)(i) の残
りの成分は直方体 ∏

t∈T\{a11}

[−cw(t),+cw(t)]

に含まれる. この直方体の体積は
∏

t∈T\{a11}

w(t) ≪
∏

t∈T w(t)

w(a11)
≪ λ11s1s

4
2s

2
3

と評価できる. したがって,

Vol(HX(g)(i) \ H̃X(g)(i)) ≪
∫

|a11|≤1

λ11s1s
4
2s

2
3da11 ≪ λ11s1s

4
2s

2
3

を得る. よって, R1 ≪ R2 と評価できるから, R2 を評価すればよい. この R2 に対し
ては成分表示 (2.1)を用いて Section 3.3のように積分を座標表示すれば

R2 ≪
∫ X

1
12

λ=c

∫

s1,s2,s3≥c2

λ11s−1
1 s−2

2 s−4
3 d×sd×λ ≪ X

11
12

と評価でき無視できる. 以上をまとめて主張を得る.
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あとは主要項の積分の計算が必要である：

命題 3.5 実数 X > 0と i = 0, 1, 2に対して

1

ni

∫

x∈RX(v
(i)

)

( ∑
h∈F

hv
(i)

=x

1

)
dx =

ζ(2)2ζ(3)

2ni

X.

証明 以下のような UL分解を考える：

GR = NNAΛ

ただし, 部分群 N,N,A,Λ と座標表示は

N :=

{
n(x) =

((
1 x1

1

)
,

(
1 x2 x3

1 x4

1

)) ∣∣∣∣∣ x1, x2, x3, x4 ∈ R

}
,

N :=

{
n(u) =

((
1
u1 1

)
,

(
1
u2 1
u3 u4 1

)) ∣∣∣∣∣ u1, u2, u3, u4 ∈ R

}
,

A :=


a(t) =



(
t1
t
−1
1

)
,



t2
t3t

−1
2

t
−1
3






∣∣∣∣∣∣
t1, t2, t3 ∈ R>0


 ,

Λ := {λ = (λI2, I3) | λ ∈ R>0}

で与える. この分解の下, GR 上の Haar測度を可測関数 ϕ : GR → Cに対して
∫

g∈GR

ϕ(g)dg :=

∫

λ∈R>0

∫

s∈R3
>0

∫

u∈R4

∫

x∈R4

ϕ(n(x)n(u)a(s)λ)dxdud×sd×λ

で定める. すると, Langlands [18]の結果から
∫

GZ\G
±1
R

dg = ζ(2) · ζ(2)ζ(3)

を得ることができる. ただしここで

G±1
R = {(g2, g3) ∈ GR | det(g2) = ±1}

とした. この Haar 測度を通して, v(i) として計算しやすい特殊な元を取り明示的に
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あとは主要項の積分の計算が必要である：

命題 3.5 実数 X > 0と i = 0, 1, 2に対して

1

ni

∫

x∈RX(v
(i)

)

( ∑
h∈F

hv
(i)

=x

1

)
dx =

ζ(2)2ζ(3)

2ni

X.

証明 以下のような UL分解を考える：

GR = NNAΛ

ただし, 部分群 N,N,A,Λ と座標表示は

N :=

{
n(x) =

((
1 x1

1

)
,

(
1 x2 x3

1 x4

1

)) ∣∣∣∣∣ x1, x2, x3, x4 ∈ R

}
,

N :=

{
n(u) =

((
1
u1 1

)
,

(
1
u2 1
u3 u4 1

)) ∣∣∣∣∣ u1, u2, u3, u4 ∈ R

}
,

A :=


a(t) =



(
t1
t
−1
1

)
,



t2
t3t

−1
2

t
−1
3






∣∣∣∣∣∣
t1, t2, t3 ∈ R>0


 ,

Λ := {λ = (λI2, I3) | λ ∈ R>0}

で与える. この分解の下, GR 上の Haar測度を可測関数 ϕ : GR → Cに対して
∫

g∈GR

ϕ(g)dg :=

∫

λ∈R>0

∫

s∈R3
>0

∫

u∈R4

∫

x∈R4

ϕ(n(x)n(u)a(s)λ)dxdud×sd×λ

で定める. すると, Langlands [18]の結果から
∫

GZ\G
±1
R

dg = ζ(2) · ζ(2)ζ(3)

を得ることができる. ただしここで

G±1
R = {(g2, g3) ∈ GR | det(g2) = ±1}

とした. この Haar 測度を通して, v(i) として計算しやすい特殊な元を取り明示的に

22

計算すれば 命題 1.7の類似物が得られ,

1

ni

∫

x∈RX(v
(i)

)

( ∑
h∈F

hv
(i)

=x

1

)
dx =

6

ni

∫ ( X

|Disc(v
(i)

)|
)

1
12

0

λ12|Disc(v(i))|d×λ
∫

GZ\G
±1
R

dg

=
6ζ(2)2ζ(3)

ni

∫ X
1
12

0

λ12d×λ =
ζ(2)2ζ(3)

2ni

X

を得る.

なお, 集合 S ⊆ VZ として, VZ,irr 全体でなく, 法 q ∈ Nでの合同条件を付した

S := VZ,irr ∩
⊔

a∈Aq

(a+ qVZ) ただし Aq ⊆ VZ/qVZ

を用いた場合も考察する必要がある. この場合には (3.8)において,

∑

x∈H̃X(g)
(i)∩(a+qVZ)

1 =
∑

x∈q
−1

(H̃X(g)
(i)−a)∩VZ

1

と書き直してあげれば同様に計算でき, 結局, 次を得る：

定理 3.6 集合 Aq ⊆ VZ/qVZ と実数 X > 0に対して,

∑
a∈Aq

N(V
(i)
Z,irr ∩ (a+ qVZ);X) = µq(Aq)

ζ(2)2ζ(3)

2ni

X + oq(X) (X → ∞).

を得る. ただしここで µq(Aq)は (mod q)での Aq の密度

µq(Aq) := q−12|Aq|

であり, oq(X)の “q”はこの誤差項の収束のスピードが qに依存することを意味する.

4 代数体の整数環の篩い出し
定理 3.6により, VZ,irr のGZ 軌道を数え上げることができた. しかし, 定理 1.10を
思い出すと, このままでは A4, S4-4次体の整環をしかもその 3次レゾルベント環の
重複度まで含めて数え上げを行ってしまっていることがわかる. 4次体を数え上げる
のには整数環, つまり, これら整環の中で環の拡大に関して極大なもののみをレゾル
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ベント環の重複度を無視して抽出する必要がある. （なお, 極大な 4次環の 3次レゾ
ルベント環は一意的に定まることが知られているので, 極大でない 4次環の寄与を除
けば自動的に 3次レゾルベント環の重複度は取り除ける.）GZ 軌道 GZ(A,B)が極大
な 4次環に対応する必要十分条件は 定理 1.10 により各素数 pに対して (mod p2)の
合同条件 (A,B) ∈ Up で与えられる. つまり,

N
(i)
4 (X) = N

(
V

(i)
Z,irr ∩

⋂
p

Up;X
)

(4.1)

となる. すると, 一見, 定理 3.6 を用いれば極大な整環を数え上げられそうに思え
るが, 考慮すべき合同条件はすべての素数を法として考えなければならないため, 定
理 3.6はそのままでは適用できない. 特に, 定理 3.6では誤差評価は q に関して一様
ではない. この問題は Up の補集合の評価を与えたあとに無平方篩を適用することで
乗り越えられる.

まず, 素数の大きさを制限するパラメター P > 0を用意し, (4.1)より

N
(i)
4 (X) = N

(
V

(i)
Z,irr ∩

⋂
p≤P

Up;X
)
+O

(
N
(
V

(i)
Z \

( ⋂
p>P

Up

)
;X

))

= N
(
V

(i)
Z,irr ∩

⋂
p≤P

Up;X
)
+O

(∑
p>P

N(V
(i)
Z \ Up;X)

) (4.2)

とする. 右辺第 1項は中国式剰余定理を用いれば, 定理 3.6より

N
(
V

(i)
Z,irr ∩

⋂
p≤P

Up;X
)
=

∏
p≤P

µp(Up)
ζ(2)2ζ(3)

2ni

X + oP (X) (X → ∞)

とできる. 主要項の係数については, 定理 1.10にある Up の密度から

µp(Up) = 1 +O(p−2) (4.3)

だとわかるので, P → ∞のとき,

∏
p≤P

µp(Up) = (1 + o(1))
∏
p

µp(Up)

= (1 + o(1))
1

ζ(2)2ζ(3)

∏
p

(
1 +

1

p2
− 1

p3
− 1

p4

)

と知れる. 一方, 誤差項については (4.3)を 定理 3.6と組み合わせれば, V
(i)
Z,irr \ Up の

密度は O(p−2) であると期待したいところである. しかし, 定理 3.6の誤差項が無視
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ベント環の重複度を無視して抽出する必要がある. （なお, 極大な 4次環の 3次レゾ
ルベント環は一意的に定まることが知られているので, 極大でない 4次環の寄与を除
けば自動的に 3次レゾルベント環の重複度は取り除ける.）GZ 軌道 GZ(A,B)が極大
な 4次環に対応する必要十分条件は 定理 1.10 により各素数 pに対して (mod p2)の
合同条件 (A,B) ∈ Up で与えられる. つまり,

N
(i)
4 (X) = N

(
V

(i)
Z,irr ∩

⋂
p

Up;X
)

(4.1)

となる. すると, 一見, 定理 3.6 を用いれば極大な整環を数え上げられそうに思え
るが, 考慮すべき合同条件はすべての素数を法として考えなければならないため, 定
理 3.6はそのままでは適用できない. 特に, 定理 3.6では誤差評価は q に関して一様
ではない. この問題は Up の補集合の評価を与えたあとに無平方篩を適用することで
乗り越えられる.

まず, 素数の大きさを制限するパラメター P > 0を用意し, (4.1)より

N
(i)
4 (X) = N

(
V

(i)
Z,irr ∩

⋂
p≤P

Up;X
)
+O

(
N
(
V

(i)
Z \

( ⋂
p>P

Up

)
;X

))

= N
(
V

(i)
Z,irr ∩

⋂
p≤P

Up;X
)
+O

(∑
p>P

N(V
(i)
Z \ Up;X)

) (4.2)

とする. 右辺第 1項は中国式剰余定理を用いれば, 定理 3.6より

N
(
V

(i)
Z,irr ∩

⋂
p≤P

Up;X
)
=

∏
p≤P

µp(Up)
ζ(2)2ζ(3)

2ni

X + oP (X) (X → ∞)

とできる. 主要項の係数については, 定理 1.10にある Up の密度から

µp(Up) = 1 +O(p−2) (4.3)

だとわかるので, P → ∞のとき,

∏
p≤P

µp(Up) = (1 + o(1))
∏
p

µp(Up)

= (1 + o(1))
1

ζ(2)2ζ(3)

∏
p

(
1 +

1

p2
− 1

p3
− 1

p4

)

と知れる. 一方, 誤差項については (4.3)を 定理 3.6と組み合わせれば, V
(i)
Z,irr \ Up の

密度は O(p−2) であると期待したいところである. しかし, 定理 3.6の誤差項が無視
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できず, この期待を正しく証明するのは非自明な問題である. 実際には, 高次合成則を
通して評価を 4次環とその 3次レゾルベント環の数え上げに翻訳した後に, 4次環と
3次レゾルベント環の数え上げに関する既知の結果を組み合わせることで, 次を示す
ことができる：

補題 4.1 素数 pと実数 X > 0に対して,

N(VZ,irr \ Up;X) ≪ X

p2
.

ただし, implicit constantは絶対定数.

証明のために用いる 4 次環と 3 次レゾルベント環の数え上げに関する結果をいく
つか述べる. まず, 4 次体の整環であって整数環との間で与えられた指数を持つもの
の個数を評価するために, 次の中川 [19] の結果を用いる. より一般の体については
Brakenhoff [9] が類似した結果を示している.

補題 4.2（中川 [19]） 4次体の整数環の指数 k の整環の個数は

≪
∏

p
v∥k

p(2+ε)⌊v/4⌋

と評価できる. ただしここで, pは素数, v は非負整数をわたり, ⌊x⌋は実数 xを超え
ない最大の整数を表し, 「pv ∥ k」とは「pv | k かつ pv+1 ∤ k である」ことを意味し,

implicit constantは ε > 0のみに依存する.

また, 3次レゾルベント環の個数を評価するために contentという量を導入する：

定義 4.3 4次環 Qに対して, その content ct(Q)を

ct(Q) := max{n ∈ N | Q = Z+ nQ′ となる 4次環 Q′ が存在する }

で定める.

すると 3次レゾルベント環の個数は次のように与えられる：

補題 4.4（Bhargava [1, Corollary 4, p. 1333]） 4次環 Qの 3次レゾルベント
環の個数は ct(Q)の約数の総和 σ(ct(Q)) =

∑
d|ct(Q) d で与えられる.

以上を用いて, 補題 4.1を示そう.

25

267



証明（補題 4.1）VZ,irr \ Up は 定理 1.10で与えられた対応によって, 4次体の整環と
3次レゾルベント環の組 (Q,R)であって, 素数 pにて Qが極大でない（Q⊗Z Zp が
極大な rank 4の Zp-代数になっていない）ものに対応する. よって,

N(VZ,irr \ Up;X) ≪
∑

Q:4 次体の整環
Q:not maximal at p

|Disc(Q)|<X

∑
R:Q のレゾルベント環

1

となる. ここで Qを n := ct(Q)で分類して 補題 4.4 を用いれば

N(VZ,irr \ Up;X) ≪
∞∑

n=1

σ(n)
∑

Q:4 次体の整環
Q:not maximal at p

|Disc(Q)|<X
ct(Q)=n

1

となる. ここで ct(Q) = nなる 4次環 Qと Q = Z + nQ′ なる content 1 の 4次環
Q′ は一対一に対応し, この対応の下で Disc(Q) = n6 Disc(Q′)となるから,

N(VZ,irr \ Up;X) ≪
∞∑

n=1

σ(n)
∑

Q
′
:4 次体の整環

Z+nQ
′
:not maximal at p

|Disc(Q
′
)|<n

−6
X

ct(Q
′
)=1

1

である. ここで p ∤ nであれば, 上の和において Q′ は素数 pにて極大でないままであ
る. よって, Q′ の整閉包 Q′′ を取って, 指数 k := [Q′′ : Q′]で場合分けすれば, p ∤ n
ならば p | k である. また, Disc(Q′) = k2 Disc(Q′′)である. よって, 補題 4.2より

N(VZ,irr \ Up;X) ≪
∞∑

n=1
p∤n

σ(n)

∞∑
k=1
p|k

∏

p
v∥k

p(2+ε)⌊v/4⌋ ∑

Q
′′
:4 次体の整数環

|Disc(Q
′′
)|<n

−6
k
−2

X

1

+
∞∑

n=1
p|n

σ(n)

∞∑
k=1

∏

p
v∥k

p(2+ε)⌊v/4⌋ ∑

Q
′′
:4 次体の整数環

|Disc(Q
′′
)|<n

−6
k
−2

X

1.

ここで, 定理 3.6を用いれば, 上からの評価
∑

Q
′′
:4 次体の整数環

|Disc(Q
′′
)|<n

−6
k
−2

X

1 ≪ X

n6k2
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証明（補題 4.1）VZ,irr \ Up は 定理 1.10で与えられた対応によって, 4次体の整環と
3次レゾルベント環の組 (Q,R)であって, 素数 pにて Qが極大でない（Q⊗Z Zp が
極大な rank 4の Zp-代数になっていない）ものに対応する. よって,
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Q:not maximal at p
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N(VZ,irr \ Up;X) ≪
∞∑

n=1

σ(n)
∑

Q
′
:4 次体の整環

Z+nQ
′
:not maximal at p

|Disc(Q
′
)|<n

−6
X
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1

である. ここで p ∤ nであれば, 上の和において Q′ は素数 pにて極大でないままであ
る. よって, Q′ の整閉包 Q′′ を取って, 指数 k := [Q′′ : Q′]で場合分けすれば, p ∤ n
ならば p | k である. また, Disc(Q′) = k2 Disc(Q′′)である. よって, 補題 4.2より

N(VZ,irr \ Up;X) ≪
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n=1
p∤n

σ(n)

∞∑
k=1
p|k

∏

p
v∥k

p(2+ε)⌊v/4⌋ ∑
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|Disc(Q
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1
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p|n
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p(2+ε)⌊v/4⌋ ∑
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:4 次体の整数環

|Disc(Q
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)|<n

−6
k
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ここで, 定理 3.6を用いれば, 上からの評価
∑

Q
′′
:4 次体の整数環

|Disc(Q
′′
)|<n

−6
k
−2

X

1 ≪ X
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を得る. したがって,

N(VZ,irr \ Up;X) ≪
∞∑

n=1
p∤n

σ(n)

n6

∞∑
k=1
p|k

∏

p
v∥k

p(2+ε)⌊v/4⌋−2vX +

∞∑
n=1
p|n

σ(n)

n6 X ≪ X

p2

と主張を得る.

上に示した評価 補題 4.1 を用いれば, (4.2)の誤差項は
∑
p>P

N(V
(i)
Z,irr \ Up;X) ≪

∑
p>P

X

p2
≪ X

P

と抑えることができ,

N
(i)
4 (X) =

1

2ni

∏
p

(
1 +

1

p2
− 1

p3
− 1

p4

)
X + oP (X) +O

(
X

P

)
(X → ∞)

を得る. あとは, X に比べて P をゆっくり大きくしていけば, 定理 1.1を得ることが
できる.
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