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[87] C. L. Siegel, Über die analytiche Theorie der quadratische Formen, Ann, Math,
36(1935), 527–606.
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保型形式付き概均質ゼータ関数
鈴木 美裕（京都大学理学研究科）

概均質ゼータ関数の積分表示に保型形式をつけたものを考える. そのような積分表
示で定まる関数のことを, ここでは保型形式付き概均質ゼータ積分と呼ぶことにする.

保型形式付き概均質ゼータ積分は, [Sat94] において最初に導入された. [Hou19] と
[SW21+]では, それぞれ 2元 3次形式の空間と 2次正方行列の対の空間の保型形式
付き概均質ゼータ積分に, 篩法や Tauber 型定理を適用することで, 保型形式に付随
する何らかの量の等分布を示している. 本稿では, これらの具体的な保型形式付き概
均質ゼータ積分とその応用について解説する.

1 3次体の shape

体K を Qの n次拡大とし, 実素点の個数を r, 複素素点の個数を sとする. このと
き, n = r+2sが成り立つ. 代数体K の実埋め込みを σ1, . . . , σr : K → R, 複素埋め
込みを τ1, . . . , τs : K → Cとすると, 埋め込み σ : K ↪→ Rn が

σ(x) = (σ1(x), . . . , σr(x),Re τ1(x), Im τ1(x), . . . ,Re τs(x), Im τs(x))

で定義される. この埋め込みにより, 整数環 OK を Rn の格子とみなす.

また, OK 上の 2次形式 q を

q(x) = σ1(x)
2 + · · ·+ σr(x)

2 + 2|τ1(x)|2 · · ·+ · · ·+ 2|τs(x)|2

で定義する. 基点となる Z-格子を 1 つ固定すると, 階数 (n − 1) の Z-格子は
GLn−1(Z)\GLn−1(R) の点とみなすことができる. σ(1) の直交補空間に OK を
射影して得られる階数 (n− 1)の Z-格子に対応する GLn−1(Z)\GLn−1(R)の点の

Sn−1 := GLn−1(Z)\GLn−1(R)/GOn−1(R)

における像を ΛK と表わし, K の shape という. 商空間 Sn−1 には GLn−1(R) と
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GOn−1(R)の Haar測度から定まる測度 µを入れる. このとき, µ(Sn−1) < ∞とな
ることが知られている.

Bhargava と Harron は, 次の意味で {ΛK}K が Sn−1 上 µ に関して等分布である
ことを示した.

定理 1.1（[BH16]） 自然数 n ∈ {3, 4, 5}と i ≤ n/2, 正の実数X > 0に対して, 以
下の条件を満たす代数体K の集合の位数を N

(i)
n (X)と表わす:

• [K : Q] = nかつK の Galois閉包の Q上の Galois群は Sn (このような代数
体を Sn-体という);

• K の複素素点の個数は i;

• |DK | < X, ただし DK はK の判別式.

また, 境界が測度 0 の可測集合 W ⊂ Sn−1 に対して, 上の 3 つの条件を満たし
ΛK ∈ W となる代数体K の個数を N

(i)
n (X,W )と表わす. このとき,

lim
X→∞

N
(i)
n (X,W )

N
(i)
n (X)

=
µ(W )

µ(Sn−1)
.

自然な全射 SL2(Z)\SL2(R) ↠ Sn−1 による ΛK の逆像の点を 1つとり, これを再
び ΛK と表わすことにすると, 関数 φ : SL2(Z)\SL2(R) → C に対して φ(ΛK) が考
えられる. Houghは, ΛK での尖点的Maass形式 (後述)の値の分布に関して次を示
した.

定理 1.2（[Hou19]） 関数 φ : SL2(Z)\SL2(R) → Cを, 重さ 2kの尖点的 Hecke固
有Maass形式とする. このとき, 任意の F ∈ C∞

c (R+)と ε > 0, X → ∞に対して

N3,±(φ, F,X) :=
∑

[K:Q]=3

φ(ΛK)F

(
±DK

X

)
�ϕ,ϵ X

2
3+ϵ.

注意 1.3 [Hou17+]では 4次体の場合として次の主張が示されている: φ2, φ3 をそ
れぞれ SL2(Z)\SL2(R), SL3(Z)\SL3(R)の尖点的 Hecke固有Maass形式とする. こ
のとき, 任意の F ∈ C∞

c (R+)と ε > 0, i ∈ {0, 1, 2}, X → ∞に対して
∑

K:S4-体
s=i

φ3(ΛK)φ2(Λ
′
K)F

(
±DK

X

)
�ϕ2,ϕ3,ϵ X

23
24+ϵ.

ただし, Λ′
K は整数環 OK のレゾルヴェント環 (3次環)の shapeとする.
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2

この定理の証明には, 2元 3次形式の空間のゼータ積分にMaass形式をつけたもの
を使う. 本稿の前半では, このMaass形式つきゼータ積分の基本性質を紹介する.

1.1 Maass形式
Maass形式についての必要事項をまとめておく. 例えば [Bum98, § 1.9, § 2.1]を参

照. 以下の記号を使う:

• GR = GL2(R), G1 = SL2(R),
• G+ = {g ∈ GR | det(g) > 0},
• GZ = GL2(Z), Γ = SL2(Z),

• K = SO(2) =

{
κθ :=

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)∣∣∣∣∣ θ ∈ R

}
.

整数 k に対して, 上半平面上の C∞ 関数 f : H → Cであって

f(z) =

(
cz + d

|cz + d|

)−k

f(γ(z)), γ =

(
a b
c d

)
∈ Γ

を満たすものを考える. ここで, γ(z) = az+b
cz+d は 1次分数変換とする. 上式の右辺を

(f |kγ)(z)と表わす. 重さ k の Laplacianを

∆k = y2
(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

)
−
√
−1ky

∂

∂x

で定義する. 関数 f ∈ C∞(H)が 3つの条件

• 任意の γ ∈ Γに対して f = f |kγ,
• f は ∆k の固有関数,

• ある N > 0に対して f(x+
√
−1y) = O(yN ), y → ∞

を満たすとき, 重さ k の Maass 形式という. さらに, 任意の z ∈ H に対して∫ 1

0
f(z + t)dt = 0を満たすとき, Maass形式 f は尖点的 (cuspidal)であるという.

正の整数 n に対して, Maass 形式の空間上の線型作用素 Tn で Hecke 作用素と
呼ばれるものがある (定義は省略). すべての Hecke 作用素の同時固有関数である
Maass形式のことをHecke固有形式という.

コンパクト群 K の指標 χk を, χk(κθ) = e2π
√
−1kθ で定義する. 重さ k の Maass

3
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形式 f に対して φ ∈ C∞(G1)を φ(g) = (f |kg)(
√
−1)で定めると, φは

φ(γgκ) = χk(κ)φ(g), γ ∈ Γ, g ∈ G1, κ ∈ K

を満たす. このようにして得られる Γ\G1 の関数を ([Hou19]に倣って) K-type k の
Maass 形式とよぶ. 群 G1 上の Maass 形式 φ を, g �→ φ(det(g)−

1
2 g) のようにして

G+ 上の関数に拡張する.

定義 1.4 関数空間

C∞
c (G1//K, χk) := {f ∈ C∞

c (G1) | f(κ1gκ2) = χk(κ1κ1)f(g)}

に畳み込みで積を定義し, C-代数の構造を入れる:

(f1 ∗ f2)(g) =
∫

G1

f1(gx)f2(x
−1)dx, f1, f2 ∈ C∞

c (G1//K, χk).

この C-代数は可換であることが知られている ([Bum98, Proposition 2.2.8]). ま
た, K-type k のMaass形式の空間に畳み込みで作用する:

(f ∗ φ)(g) =
∫

G1

f(xg)φ(x−1)dx.

重複度 1定理から次が成り立つ.

補題 1.5 K-type k の尖点的 Hecke固有Maass形式 φと f ∈ C∞
c (G1//K, χk)に

対して, 定数 Λf,ϕ ∈ Cであって

f ∗ φ = Λf,ϕφ

となるものが存在する.

1.2 2元 3次形式の空間
本報告集の他の項ですでに説明されたことの繰り返しになるが, 2元 3次形式の空
間について基本事項を復習する. 詳細は, [石塚 23, § 2]と [Tho23]を参照.

2元 3次形式の空間

VR := {f(x, y) = ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 | a, b, c, d ∈ R}

4
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4

への群 GR の作用を g · f(x, y) = f((x, y)g) で定義する. 2 元 3 次形式の判別式
D(f) = b2c2 + 18abcd − 4ac3 − 4b3d − 27a2d2 は, GR の指標 χ(g) = det(g)6 に関
して D(g · f) = χ(g)D(f)を満たす, VR の相対不変式である.

non-singular な 2元 3次形式の集合を, D(f)の正負によって V+ と V− の 2つに
分割すると, V± はいずれも G+-軌道である. それぞれの軌道の代表元

x+ =

(
1√
2
, 0,− 1√

2
, 0

)
, x− =

(
1√
2
, 0,

1√
2
, 0

)

をとり, G+ における固定化群を Ix± と表わす. このとき, |Ix+
| = 3, |Ix− | = 1とな

ることが知られている.

整数係数 2元 3次形式のなす格子を VZ とする:

VZ = {f(x, y) = ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 | a, b, c, d ∈ Z}.

ベクトル空間 VR への GR の作用の制限により, この格子には GZ が作用する.

定理 1.6（Delone-Fadeev対応） 2元 3次形式 f(x, y) = ax3+bx2y+cxy2+dy3 ∈
VZ に対して, 3次環 R(f) = Z⊕ Zω ⊕ Zθ であって環構造が

ωθ = −ad

ω2 = −ac+ bω − aθ

θ2 = −bd+ dω − cθ

で与えられるものを対応させることで, 自然な全単射 GZ\VZ → {3次環 }/∼= が得ら
れる.

定義 1.7 素数 pに対して 3次環 Rが pで極大であるとは, R ⊗ Zp が Zp 上の極大
な 3次環であることをいう.

[TT13, Lemma 5.8, Proposition 5.9] より, pで極大な 3次環に対応する VZ の点
の集合は, Vp2 := VZ/p

2VZ の部分集合を定める. この部分集合の特性関数を Φp と表
わす. また, 平方因子をもたない正の整数 q に対して, Φq =

∏
p|q Φp とおく. ここで,

pは q の素因数全体をわたる.

整数 mに対して VZ,m = {f ∈ VZ | D(f) = m}とおく. これは Γ-安定な VZ の部
分集合. VZ,m の Γ-軌道の個数を h(m)と表わし, 代表系 {xi,m}h(m)

i=1 ⊂ Vsgn(m) を 1

つ固定する. 固定化群を Γ(i,m) = StabΓ(xi,m)とおく. また, gi,m · xsgn(m) = xi,m

5
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となる gi,m ∈ G+ をとる. 3次体K に対して OK に対応する VZ の点が xi,m の軌道
に属するとき, ΛK := gi,m ∈ Γ\G+ とする.

ベクトル空間 VR = R4 上の交代形式 〈 , 〉を

〈x, y〉 = x4y1 −
1

3
x3y2 +

1

3
x2y3 − x1y4

で定義する. この交代形式に関する VZ の双対格子は

V̂Z = {f(x, y) = ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 | a, d ∈ Z, b, c ∈ 3Z}.

また, f ∈ L1(VR)に対して Fourier変換を

f̂(x) =

∫

VR

f(y) exp(−2π
√
−1〈x, y〉)dy

で定める. このとき, f̂ ∈ L1(VR)ならば Fourier逆変換 ˆ̂
f(−x) = 9f(x)が成り立つ.

1.3 Maass形式つきゼータ積分
平方因子をもたない正整数 q を 1つとる. 本稿の前半で説明するMaass形式つき

ゼータ積分は, 次のように定義される.

定義 1.8 試験関数 f ∈ C∞
c (VR)を, サポートが G+-軌道 V+ または V− に含まれる

ものとする. このとき, Maass形式つきゼータ積分を

Z±
q (f, φ, VZ; s) =

∫

G+/Γ

χ(g)sφ(g−1)
∑
x∈VZ

Φq(x)f(g · x)dg

で定義する.

試験関数を適切にとると, Maass形式つきゼータ積分は保型形式付き新谷ゼータ関
数の積分表示である.

定義 1.9 Re(s) > 1に対して, 保型形式付き新谷ゼータ関数 L±
q (φ, s)を

L+
q (φ, s) =

∞∑
m=1

1

ms

∑
g0∈I+

h(m)∑
i=1

Φq(xi,m)
φ(gi,mg0)

|Γ(i,m)|
,

L−
q (φ, s) =

∞∑
m=1

1

ms

h(−m)∑
i=1

Φq(xi,−m)φ(gi,−m)
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となる gi,m ∈ G+ をとる. 3次体K に対して OK に対応する VZ の点が xi,m の軌道
に属するとき, ΛK := gi,m ∈ Γ\G+ とする.

ベクトル空間 VR = R4 上の交代形式 〈 , 〉を

〈x, y〉 = x4y1 −
1

3
x3y2 +

1

3
x2y3 − x1y4

で定義する. この交代形式に関する VZ の双対格子は

V̂Z = {f(x, y) = ax3 + bx2y + cxy2 + dy3 | a, d ∈ Z, b, c ∈ 3Z}.

また, f ∈ L1(VR)に対して Fourier変換を

f̂(x) =

∫

VR

f(y) exp(−2π
√
−1〈x, y〉)dy

で定める. このとき, f̂ ∈ L1(VR)ならば Fourier逆変換 ˆ̂
f(−x) = 9f(x)が成り立つ.

1.3 Maass形式つきゼータ積分
平方因子をもたない正整数 q を 1つとる. 本稿の前半で説明するMaass形式つき

ゼータ積分は, 次のように定義される.

定義 1.8 試験関数 f ∈ C∞
c (VR)を, サポートが G+-軌道 V+ または V− に含まれる

ものとする. このとき, Maass形式つきゼータ積分を

Z±
q (f, φ, VZ; s) =

∫

G+/Γ

χ(g)sφ(g−1)
∑
x∈VZ

Φq(x)f(g · x)dg

で定義する.

試験関数を適切にとると, Maass形式つきゼータ積分は保型形式付き新谷ゼータ関
数の積分表示である.

定義 1.9 Re(s) > 1に対して, 保型形式付き新谷ゼータ関数 L±
q (φ, s)を

L+
q (φ, s) =

∞∑
m=1

1

ms

∑
g0∈I+

h(m)∑
i=1

Φq(xi,m)
φ(gi,mg0)

|Γ(i,m)|
,

L−
q (φ, s) =

∞∑
m=1

1

ms

h(−m)∑
i=1

Φq(xi,−m)φ(gi,−m)

6

で定義する.

通常の新谷ゼータ関数の収束性から, 右辺は Re(s) > 1 で絶対収束することがわ
かる.

以下, 試験関数 f は fG ∈ C∞
c (G1//K, χ2k)と fD ∈ C∞

c (R×)で

f(x) = fD(|D(x)|)
∑

g∈G+

g·x±=x

fG(g)

と表わせると仮定する. ここで, fG は fG(zg) = fG(g), z ∈ R×, g ∈ G1 で G+ 上の
関数に拡張している.

補題 1.10 Re(s) > 1に対して,

Z±
q (f, φ, L; s) =

ΛfG,ϕ

12
L±
q (φ, s)f̃D(s).

ただし, f̃D(s) =
∫∞
0

fD(x)xs−1dxはMellin変換.

証明 Z+
q のみ示す. Z−

q も同様. 格子 VZ 上の和を Γ-軌道ごとに分解すると,

Z+
q (f, φ, VZ; s) =

∫

G+/Γ

χ(g)s
∞∑

m=1

h(m)∑
i=1

Φq(xi,m)

|Γ(i,m)|
χ(g)sφ(g−1)

∑
γ∈Γ

f(gγgi,m ·x+)dg.

Γ上の和を unfoldすると,

(右辺) =

∫

G+

∞∑
m=1

h(m)∑
i=1

Φq(xi,m)

|Γ(i,m)|
χ(g)sφ(g−1)

∑
g0∈Ix+

fG(ggi,mg0)fD(χ(g)m)dg

=

∞∑
m=1

h(m)∑
i=1

Φq(xi,m)

|Γ(i,m)|
∑

g0∈Ix+

∫

G1

φ(g−1)fG(ggi,mg0)dg

∫ ∞

0

λ12sfD(λ12m)
dλ

λ

=

∞∑
m=1

h(m)∑
i=1

Φq(xi,m)

|Γ(i,m)|
∑

g0∈Ix+

ΛfG,ϕφ(gi,mg0) ·
1

12ms
f̃D(s)

=
ΛfG,ϕ

12
L±
q (φ, s)f̃D(s).

積分と和の順序交換は, [Shi72, Proposition 2.13]と同様の議論で正当化される.
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定義 1.11 truncatedゼータ積分を

Z±,+
q (f, φ, VZ; s) =

∫
G+/Γ
χ(g)≥1

χ(g)sφ(g−1)
∑
x∈VZ

Φq(x)f(g · x)dg,

Ẑ±,+
q (f̂ , φ, V̂Z; 1− s) =

∫
G+/Γ
χ(g)≥1

χ(g)1−sφ(g−1)
∑

x∈V̂Z\V̂Z,0

Φ̂q(x)f̂

(
gι · x

q2

)
dg

で定義する. また, ゼータ積分の特異部分を

Z±,0
q (f̂ , φ, V̂Z; s) =

∫
G+/Γ
χ(g)≤1

χ(g)s−1φ(g−1)
∑

x∈V̂Z,0

Φ̂q(x)f̂

(
gι · x

q2

)
dg

で定める.

truncated ゼータ積分は複素平面全体で正則になる. Poisson 和公式から次がした
がう.

補題 1.12 Re(s) > 1に対して,

Z±
q (f, φ, VZ; s) = Z±,+

q (f, φ, VZ; s) + Ẑ±,+
q (f̂ , φ, V̂Z; 1− s) + Z±,0(f̂ , φ, V̂Z, s).

Maass 形式のフーリエ展開を使って計算すると, 特異部分は Bessel 関数を含む積
分表示をもつことが示せる (詳細略). この積分表示から次がしたがう.

補題 1.13 特異部分 Z±,0
q (f̂ , φ, V̂Z; s)は複素平面全体に正則に解析接続される.

最後に, 定理 1.2の証明について, ごく簡単な方針だけ述べる.

証明の概略 関数 F ∈ C∞
c (R+)と X > 0に対して

N ′
3,±(φ, F,X) =

∑
m∈Z\{0}

F

(
±m

X

) h(m)∑
i=1

′ φ(gi,m)

|Γ(i,m)|

とおく. ここで, Σ′ は任意の素数 pにおいて極大な 3次環に対応する項のみの和を意
味する.

Delone-Fadeev 対応によると, N ′
3,±(φ, F,X) の和のうち S3-体に対応する項は重

さ 2で, 3次巡回体に対応する項は重さ 2
3 でカウントされている. 判別式がX 以下の

3次巡回体の個数は O(X
1
2 ), 2次以下の体の寄与は O(‖φ‖∞)でなので,

N3,±(φ, F,X) =
1

2
N ′

3,±(φ, F,X) +O(‖φ‖∞X
1
2 ).
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truncated ゼータ積分は複素平面全体で正則になる. Poisson 和公式から次がした
がう.

補題 1.12 Re(s) > 1に対して,
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q (f, φ, VZ; s) = Z±,+

q (f, φ, VZ; s) + Ẑ±,+
q (f̂ , φ, V̂Z; 1− s) + Z±,0(f̂ , φ, V̂Z, s).

Maass 形式のフーリエ展開を使って計算すると, 特異部分は Bessel 関数を含む積
分表示をもつことが示せる (詳細略). この積分表示から次がしたがう.

補題 1.13 特異部分 Z±,0
q (f̂ , φ, V̂Z; s)は複素平面全体に正則に解析接続される.

最後に, 定理 1.2の証明について, ごく簡単な方針だけ述べる.

証明の概略 関数 F ∈ C∞
c (R+)と X > 0に対して

N ′
3,±(φ, F,X) =

∑
m∈Z\{0}

F

(
±m

X

) h(m)∑
i=1

′ φ(gi,m)

|Γ(i,m)|

とおく. ここで, Σ′ は任意の素数 pにおいて極大な 3次環に対応する項のみの和を意
味する.

Delone-Fadeev 対応によると, N ′
3,±(φ, F,X) の和のうち S3-体に対応する項は重

さ 2で, 3次巡回体に対応する項は重さ 2
3 でカウントされている. 判別式がX 以下の

3次巡回体の個数は O(X
1
2 ), 2次以下の体の寄与は O(‖φ‖∞)でなので,

N3,±(φ, F,X) =
1

2
N ′

3,±(φ, F,X) +O(‖φ‖∞X
1
2 ).

8

以下, N ′
3,+(φ, F,X) のみ考える. 関数 F に対して f ∈ C∞

c (VR) を適当にとると,

右辺は次のように評価できる:

N ′
3,+(φ, F,X) =

∑
q

µ(q)
∞∑

m=1

F
(m
X

) h(m)∑
i=1

Φq(xi,m)
φ(gi,m)

|Γ(i,m)|

� ‖φ‖∞X
3
2+ϵ +

12

ΛfG,ϕ

∑

q≤X
1
3

µ(q)

∫

Re(s)=2

XsZ+
q (f, φ, L; s)

ds

s2
.

最初の等号は包除原理 ([谷口 23, 命題 3.2]の証明を参照)による. また, 最右辺の第 1

項と第 2項は, それぞれ q > X
1
3 と q ≤ X

1
3 の寄与分である. 最後の和は, 補題 1.13

の証明の過程で得られる Z+
q (f, φ, L; s)の積分表示を使って評価する.

2 トーラス周期
[SW20+]では, 2次正方行列の対の空間の概均質ゼータ関数に保型形式をつけたも
のを考える. アデール群上の保型形式を扱いたいので, GL2(A)の保型表現の導入的
な説明をする. ただし, A = AQ は Qのアデール環とする. より正確で詳しい説明は,

例えば [Bum98, § 3.3]を参照.

群 GL2(Afin) のコンパクト開部分群 Kfin を Kfin =
∏

p GL2(Zp) = GL2(Ẑ) とす
る. 強近似定理GL2(A) = GL2(Q)GL2(R)Kfinより*1,包含写像 SL2(R) ↪→ GL2(A)
から誘導される写像

SL2(Z)\SL2(R) → A×GL2(Q)\GL2(A)/Kfin

が全単射であることがわかる. したがって, 前節で考えた重さ k の Maass 形
式 φ : SL2(Z)\SL2(R) → C は GL2(A) 上の関数とみなせる. このとき, φ は左
A×GL2(Q)-不変かつ右Kfin-不変であり, SO(2)が右から指標 χk で作用する.

L2-関数 φ ∈ L2(A×GL2(Q)\GL2(A))であって, 任意の g ∈ GL2(A)に対して
∫

Q\A
φ

((
1 x
0 1

)
g

)
dx = 0 (2.1)

*1 一般の代数体 F の場合, 剰余類 GL2(F )GL2(F ⊗ R)\GL2(AF )/Kfin の位数は F の類数に等し
い.
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を満たすもののなす部分空間を L2
0(A×GL2(Q)\GL2(A))と表わす. この部分空間は,

GL2(A)の右正則表現

(ρ(g)φ)(x) = φ(xg), g, x ∈ GL2(A), φ ∈ L2
0(A×GL2(Q)\GL2(A))

で安定である. 等式 (2.1) を満たす L2-関数を尖点的保型形式といい,

L2
0(A×GL2(Q)\GL2(A)) の部分表現として実現される GL2(A) の既約表現
を尖点的保型表現という*2.

尖点的保型表現 π は, アデール群の制限直積への分解 GL2(A) =
∏′

v GL2(Qv) に
応じて, 制限テンソル積に分解する: π = ⊗vπv. ここで, 各 πv は GL2(Qv) の既約
表現である. 有限素点 v に対して, πv が 0 でない GL2(Zv)-不変ベクトルをもつと
き, πv は不分岐であるという. 不分岐な表現は, 佐武パラーメータと呼ばれる複素数
αv ∈ Cでパラメトライズされる.

尖点的保型表現 π と GL2(C) の有限次元表現 r に対して, 保型 L 関数 L(s, π, r)

が定まる. また, 各素点 v に対して局所 L 因子 L(s, πv, r) が定義され, L(s, π, r) =∏
v L(s, πv, r)が成り立つ. 本稿で考えるのは, 以下の 2つの場合のみである.

• GL2(C)の C2への通常の作用で定まる 2次元表現を standard表現という. 表
現 r が standard表現のとき, L(s, π, r)を標準 L関数といい, 単に L(s, π)と
表わす.

• 3 次元空間 sl2(C) := {X ∈ M2(C) | tr(X) = 0} への GL2(C) の共役作用を
随伴表現といい, Adと表わす. 付随する保型 L関数 L(s, π,Ad)を adjoint L-

関数という.

次の定理は, ある保型形式付き概均質ゼータ関数の留数を計算することで得られる.

定理 2.1（[SW21+]） π を GL2(A) の尖点的保型表現とし, L( 12 , π) �= 0 とする.

S を素点の有限集合とし, ∞ ∈ S かつ任意の v �∈ S で πv は不分岐とする*3. 各
v ∈ S に対して Qv 上の étale 2次代数 Ev をとる. X(ES)を, 任意の v ∈ S に対して

*2 通常, 保型形式は smooth K-finite, Z-finite, moderate growth な GL2(Q)\GL2(A) 上の関
数と定義される. また, 保型表現とは保型形式の空間の部分商として実現される GL2(Afin) ×
(gl2(R),O(2))-加群のことをいう. また, ここでは中心指標が自明な表現のみを考えることにする.

*3 素点の有限集合 S は任意にとることができるが, 簡単のためこのような条件を課しておく.
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Ev
∼= Ev となる 2次体 E の全体とする. このとき, 極限

lim
x→∞

x−1
∑

E∈X(ES)
N(E,S)<x

L( 12 , πηE)

が存在し,

2L(1, π,Ad)

ζQ(2)

∏
v∈S

ζQv (2)L(
1
2 , πvηEv )

2ζQv
(1)L(1, πv,Ad)

∏
p ̸∈S

{
1− p−3 − p− 1

p+ 1
p−3λ2

p

}
.

に等しい. ただし,

• N(E,S) =
∏

p ̸∈S |DE |−1
p ,

DE は E の判別式, | · |p は |p|p = p−1 を満たす p進付値,

• ηE =
∏

v ηEv
: Q×\A× → {±1} : E/Qに対応する 2次指標,

• ζQ(s) =
∏

v ζQv (s) : 完備化された Riemannゼータ関数,

• λp := p
1
2 (αp + α−1

p ), αp は πp の佐武パラメータ.

この定理は, GL2(A)に限らず, 一般の代数体 F 上の四元数環 D の乗法群 D×
AF
の

保型表現で成り立つ. ここでは簡単のため GL2(A)の場合だけを扱う*4.

重さ k の正則尖点形式が生成する保型表現に対して上の定理を適用すると, 次のよ
うになる:

定理 2.2 f ∈ Sk(SL2(Z))を重さ kの正則なHecke固有尖点形式とし, その Fourier

展開を f(z) =
∑∞

n=1 anq
n, q = e2π

√
−1z とする. また, a1 = 1となるように正規化

されているとする. このとき,極限

lim
x→∞

x−1
∑

0<DE<x

L(k2 , DE , f)

が存在し,
3(4π)k

(k − 1)!π
〈f, f〉

∏
p

{
1− p−3 − p− 1

p+ 1
p−3pk−1a2p

}

に等しい. ただし, 〈 , 〉は Petersson内積とし, L(s,D, f) =

∞∑
n=1

(
D

n

)
an
ns
とする.

*4 実際には, singular軌道の数が少ない, 分裂トーラスをもたないなどの理由で, 四元数体の場合の方
が概均質ゼータ関数の扱いは簡単になる.
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2.1 周期積分
2次体 E に対して, E = Q(

√
τE)となる τE ∈ Q× をとる. 乗法群 E× は

a+ b
√
τE →

(
a bτE
b a

)

により GL2(Q) に埋め込める. この埋め込みの像を TE(Q) とすると, TE は代数群
GL2 の部分トーラスを定める. 後の都合のため, 分裂 étale代数 E ∼= Q × Qの場合
も含めて考える. この場合, 対応するトーラス TE は, 上の埋め込みで τE = 1とした
ものとする.

GL2(A)の尖点的保型表現 π と尖点的保型形式 φ ∈ π に対して,

PE(φ) =

∫

A×TE(Q)\TE(A)
φ(t)dt

を φのトーラス周期という.

定理 2.3（[Wal85]） 上の記号の下で, φが φ = ⊗vφv ∈ π と分解されるならば

|PE(φ)|2 =
ζQ(2)L(

1
2 , π)L(

1
2 , πηE)

L(1, π,Ad)L(1, ηE)2

∏
v

α#
Ev

(φv, φv)

が成り立つ. ただし, L(s, ηE)は Hecke L-関数, α#
Ev

(φ1,v, φ2,v), φ1,v, φ2,v ∈ πv は行
列係数の積分

αEv (φ1,v, φ2,v) :=

∫

Q×
v \E×

v

〈πv(h)φ1,v, φ2,v〉vdh

を次のように正規化して得られる局所因子:

α#
Ev

(φ1,v, φ2,v) :=
L(1, πv,Ad)L(1, ηEv

)2

ζQv (2)L(
1
2 , πv)L(

1
2 , πηEv )

αEv (φ1,v, φ2,v).

これは HomE×
v ×E×

v
(πv ⊠ π̄v,C)の元 (πv 上の E×

v ×E×
v -不変 Hermite形式)を定め

る. 特に, ある φ ∈ π に対して PE(φ) �= 0ならば L( 12 , π)L(
1
2 , πηE) �= 0がしたがう.

この等式を使うと, 定理 2.1はトーラス周期の平均値公式の形に書き直せる.
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2.2 2次正方行列の対の空間
正方行列の対の空間 V = M2 ⊕M2 への G := GL2 ×GL2 ×GL2 の右作用 ρを

(x, y)ρ(g) = (g−1
1 xg2, g

−1
1 yg2)g3, (x, y) ∈ V, g = (g1, g2, g3) ∈ G

で定義すると, (G, ρ, V ) は概均質ベクトル空間である. このとき, V 上の多項
式 P (x, y) = − det(xι(y) − yι(x)) は, G の指標 χ(g) = det(g−1

1 g2g3)
2 に関して

P (zρ(g)) = χ(g)P (z)を満たす, V の相対不変式である. ただし, ιは余因子行列をと
るM2 の対合

ι(x) =

(
0 1
−1 0

)
tx

(
0 1
−1 0

)−1

とする. V ′ = {(x, y) ∈ V | P (x, y) �= 0}, S = V \ V ′ とおく.

また, 作用の核 ker ρは

ker ρ = {(aI2, bI2, ab−1I2) | a, b ∈ Gm} ∼= Gm ×Gm

となる. H = ker ρ\Gとおき, Gの表現 ρを H の表現とみなす.

V 上の双線型形式 〈 , 〉を 〈(x1, y1), (x2, y2)〉 = Tr(x1x2) +Tr(y1y2)で定める. こ
の pairingに関する ρの反傾表現を ρ∨ とすると,

(x1, x2)ρ
∨(g) = (g−1

2 x1g1, g
−1
2 x2g1)

tg−1
3

となる. この表現 (G, ρ∨, V )も概均質ベクトル空間で, P (zρ∨(g)) = χ−1(g)P (z)が
成り立つ.

補題 2.4 概均質ベクトル空間 (G, ρ, V ) の特異軌道は 6 つあり, それぞれの代表元
とその固定化群は以下の通り:

• x0 := (0, 0), Gx0 = G.

• x1 :=

(
0,

(
0 1

0 0

))
,

Gx1
=

{((
a ∗
0 ∗

)
,

(
∗ ∗
0 b

)
,

(
∗ ∗
0 c

))
∈ G

∣∣∣∣ a, b, c ∈ Gm, a = bc

}
.

• x2 := (0, I2), Gx2
=

{(
g, h,

(
∗ ∗
0 c

))
∈ G

∣∣∣∣ g, h ∈ GL2, c ∈ Gm, g = ch

}
.
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• x3 :=

((
1 0

0 0

)
,

(
0 1

0 0

))
, Gx3

∼= Gx2
.

• x4 :=

((
0 1

0 0

)
,

(
0 0

0 1

))
, Gx4

∼= Gx2
.

• x5 :=

((
0 1

0 0

)
, I2

)
,

Gx5
=

{((
a1 a2
0 a3

)
,

(
a1 a2
0 a3

)(
1/c3 −c2/c1c3
0 1/c3

)
,

(
c1 c2
0 c3

))
∈ G

∣∣∣∣ a1c3 = a3c1

}
.

E を 2 次体または Q × Q とし, E = Q(
√
τE) となる τE ∈ Q× をとる. ただし,

E = Q × Qのときは τE = 1とする. また, similitude 直交群 GO2,E を次のように
定める:

GO2,E =

{
g ∈ GL2

∣∣∣∣ tg
(
1 0
0 −τE

)
g = µ(g)

(
1 0
0 −τE

)
, ∃µ(g) ∈ Gm

}
.

さらに, GO2,E の単位元を含む連結成分を GSO2,E と表わす:

GSO2,E = {g ∈ GO2,E | µ(g) = det(g)}.

補題 2.5 各 E に対して xE =

(
I2,

(
0 τE
1 0

))
∈ V0 とおくと, {xE}E は VQ にお

ける正則有理軌道の代表系であり, xE の軌道は

VE(Q) := {z ∈ VQ | P (z) ∈ τE(Q×)2}.

また, GxE
の単位元を含む連結成分を G◦

xE
とすると χは G◦

xE
上自明であり,

[GxE
: G◦

xE
] = 2, G◦

xE
∼= GSO2,E ×GSO2,E .

さらに, H◦
xE

∼= (ResE/FGm)/Gm × (ResE/FGm)/Gm.

2.3 保型形式付きゼータ積分
定義 2.6 尖点的保型形式 φ ∈ π と Schwartz-Bruhat関数 Φ ∈ S(VA)に対して,

Z(Φ, φ, s) =

∫

HQ\HA

|χ(g)|sAφ(g1)φ(g2)
∑
z∈V ′

Q

Φ(zρ(g))dg
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14

とおく. ただし, g = (g1, g2, g3) ∈ HA. また, 反傾表現 (G, ρ∨, V )に付随するゼータ
関数を Z∨(Φ, φ, s)と表わす:

Z∨(Φ, φ, s) =

∫

HQ\HA

|χ(g)|−s
A φ(g1)φ(g2)

∑
z∈V ′

Q

Φ(zρ∨(g))dg.

注意 2.7 [Sat06]では, 概均質ベクトル空間 (G, ρ, V )の群 Gを SL2 × SL2 × GL2

に制限し, 保型形式としてMaass形式をとった場合の保型形式付き概均質ゼータ関数
(ゼータ積分から取り出される, 関数等式を満たす Dirichlet 級数)について詳しく調
べられている. [Sat06]のゼータ関数と上で定義したゼータ積分の比較に関しては, 注
意 2.13で触れる.

また, 保型形式付き概均質ゼータ関数とその関数等式については, [佐藤 23, 5.3節]

を参照.

定理 2.8 tuncatedゼータ積分を

Z+(Φ, φ, s) =

∫

H(F )\H(A),|χ(h)|A≥1

|χ(h)|sφ(g1)φ(g2)
∑
z∈V ′

Q

Φ(zρ(h)) dh

Z∨
+(Φ, φ, s) =

∫

H(F )\H(A),|χ−1(h)|A≥1

|χ−1(h)|sφ(g1)φ(g2)
∑
z∈V ′

Q

Φ(zρ∨(h)) dh

で定義する. また, 特異部分を

I(Φ, φ, s) =

∫ 1

0

t2sJ(Φt, φ)
dt

t

とおく. ただし, Φt(z) := Φ(t
1
2 z)かつ

∫

HQ\H1
A

φ(g1)φ(g2)


 ∑

z∈VQ\V ′
Q

Φ̂(zρ∨(h))−
∑

z∈VQ\V ′
Q

Φ(zρ(h))


 dh.

truncatedゼータ積分は正則関数であり, Poisson和公式から

Z(Φ, φ, s) = Z+(Φ, φ, s) + Z∨
+(Φ̂, φ, 2− s) + I(Φ, φ, s)

が得られる.
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定理 2.9 Re(s)が十分大きいとき,

Z(Φ, φ, s) = Z+(Φ, φ, s) + Z∨
+(Φ̂, φ, 2− s) +

ZGJ(Φ1, φ̄, 1)

2s− 3
− ZGJ(Φ2, φ, 1)

2s− 1

が成り立つ. ただし, Φ1,Φ2 ∈ S(M2(A))は Φから定まる Schwartz-Bruhat 関数で
あり, ZGJ は Godement-Jacquetゼータ積分を表わす. 特に, Z(Φ, φ, s)は有理型に
解析接続され, s = 1

2 ,
3
2 に高々 1位の極をもつ.

証明の概略 特異部分 I(Φ, φ, s) を計算すればよい. 特異軌道分解 SQ =∐5
j=0 xjρ(HQ) に応じて, 分解 J(Φ, φ) =

∑5
j=0 Jj(Φ, φ) が得られる. た

だし,

Jj(Φ, φ) :=

∫

HQ\H1
A

φ(g1)φ(g2)


 ∑

x∈xjρ(HQ))

Φ̂(xρ∨(h))−
∑

x∈xjρ(HQ)

Φ(xρ(h))


 dh.

まず, 尖点的保型形式 φは定数関数と直交するので, J0(Φ, φ) = 0がわかる. 他の軌
道の寄与について,

• J1(Φ, φ) + J2(Φ, φ) = ZGJ(Φ1, φ̄, 1)− ZGJ(Φ2, φ, 1),

• J3(Φ, φ) + J4(Φ, φ) = J5(Φ, φ) = 0

が示せる.

試験関数 Φ2 と尖点的保型形式 φ ∈ π を適当にとると, Godement-Jacquetゼータ
積分 ZGJ(Φ2, φ, s+

1
2 )は標準 L関数 L(s, π)の定数倍に等しい. このことから, 次の

系が得られる.

系 2.10 L( 12 , π) �= 0と仮定する. このとき, Φ ∈ S(VA)と尖点的保型形式 φ ∈ π で
あって, Z(Φ, φ, s)が s = 1

2 で極をもつようなものが存在する.

正則有理軌道ごとの和に分解すると, Z(Φ, φ, s) =
∑

E ZE(Φ, φ, s)と表わせる. こ
こで, E は 2次体または Q×Qであり,

ZE(Φ, φ, s) :=

∫

HQ\HA

|χ(g)|sAφ(g1)φ(g2)
∑

z∈VE(Q)

Φ(zρ(g))dg.

各 E に対して YxE
= H◦

xE
\H とおき, νxE

を自然な射影

YxE
= H◦

xE
\H → HxE

\H ∼= V 0

16
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とする. 齋藤 [Sai99]の議論を適用すると, xE の軌道の寄与をトーラス周期の積分に
書き直すことができる.

補題 2.11 各 E に対して

ZE(Φ, φ, s) =
1

2

∫

YxE
(A)

|P (νxE
(y))|sAPE(π(g1)φ)PE(π(g2)φ)Φ(νxE

(y)))dy

が成り立つ. ただし, y = H◦
xE

(g1, g2, g3) ∈ YxE
(A).

証明の概略 [Sai99]の計算から, 以下のことがわかる:

• νxE
は全射 YxE

(Q) ↠ VE(Q) を誘導し, そのファイバーの位数は
|H◦

xE
\HxE

(Q)| = 2.

• YxE
(Q)H(A) = YxE

(A).

したがって, y0 = H◦
xE

∈ YxE
(Q)とすると

ZE(Φ, φ, s) =
1

2

∫

HQ\HA

|χ(h)|sφ(g1)φ(g2)
∑

γ∈H0
xE

(Q)\HQ

Φ(νxE
(y0γh))dh

=
1

2

∫

H◦
xE

(Q)\HA

|χ(h)|sφ(g1)φ(g2)Φ(νxE
(y0h))dh

=
1

2

∫

H◦
xE

(A)\HA

|χ(h)|sPE(π(g1)φ)PE(π(g2)φ)Φ(νxE
(y0h))

dh

dξE
.

ただし, dξE は H0
xE

(A) の Haar測度. ここで, y0HA = YxE
(Q)HA = YxE

(A)なの
で, 最後の積分は YxE

(A)上の積分に書き直すことができ, 求める式が得られる.

この補題から, ゼータ積分 Z(Φ, φ, s)が関数として 0でなければ, 少なくとも 1つ
の E に対してトーラス周期 PE は π 上の 0でない線型形式であることがわかる. 系
2.10より, 特に L( 12 , π) �= 0ならこの仮定は満たされる.

Waldspurgerの式 (定理 2.3)を使うと, ZE(Φ, φ, s)のオイラー積分解

ZE(Φ, φ, s) =
ζQ(2)L(

1
2 , π)L(

1
2 , πηE)

2L(1, π,Ad)

∏
v

Z#
Ev

(Φv, φv, s).

が得られる. ただし, Z#
Ev

(Φv, φv, s)は α#
Ev

(πv(g1)φv, πv(g2)φv)を含む積分
∫

H◦
xE,v\Hv

α#
Ev

(πv(g1)φv, πv(g2)φv)|χ(g)|s−2
v Φv(xEρ(g))dg.

17
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の定数倍で与えられる局所因子. 不分岐な素点に対して局所因子を計算すると, ゼー
タ積分 Z(Φ, φ, s)を次のような Dirichlet級数の形で表わすことができる.

定理 2.12 十分大きい Re(s) > 0に対して,

Z(Φ, φ, s) =
∑
ES

(∏
v∈S

ZEv
(Φv, φv, s)

)
ξ(s, φ, ES)

が成り立つ. ただし, ES = (Ev)v∈S は Qv 上の étale 2 次代数の組全体を動き,

ξ(s, φ, ES)は

ξ(s, φ, ES) :=
ζSQ(2s− 1)LS(2s− 1, π,Ad)

2 ζSQ(2)
3 αES

(φ, φ)

×
∑

E∈X(ES)

L(1, ηE)
2 αES

E (φ) |PE(φ)|2 DS
E(π, s)

N(E,S)s−1

で与えられる Dirichlet級数. ここで, αES

E (φ)は
∏
v∈S

αEv
(φv, φv)

αEv
(φv, φv)

の定数倍であり, 関数 DS
E(π, s)はオイラー積

DS
E(π, s) =

∏
p/∈S

(1 +REp
(πp, s)p

−2s+1),

REp(πp, s) :=

{
1 + p−1 + p−2s − 2ηEp

(p)p−1λp Ep/Fp が不分岐のとき
1 それ以外

で定める.

注意 2.13 注意 2.7 で述べたように, [Sat06, Theorem A] では Z(Φ, φ, s) の類似
にあたる保型形式付き概均質ゼータ関数を考察し, そのゼータ関数が, テータリフト
で得られる重さ半整数の保型形式の Rankin-Selberg 積 Dirichlet 級数に等しいこと
を示している. 定理 2.12 で現われる Dirichlet 級数 ξ(s, φ, ES) に対しても, 次のよ
うに [Sat06, Theorem A] の類似が成り立つ: 各記号を定理 2.12 の通りとし, 関数
ϕS
E(π, s) := LS(2s− 1

2 , π)L
S(2s, ηE/F )

−1 を

ϕS
E(π, s) =

∑
a

A(a)

N(a)2s

18
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18

のように Dirichlet級数の形に表わす. ただし, A(a) ∈ C, aは S と素なイデアルを動
くとし, N(a)はそのノルムとする. このとき, 直接計算により

LS(2s− 1, π,Ad)DS
E(π, s) =

∑
a

A(a)2

N(a)2s

が確かめられる. この式の左辺は ξ(s, φ, ES)の定義に出てきていることに注意する.

関数 DS
E(π, s)を与えるオイラー積は Re(s) > 1で絶対収束し, s → 1 + 0で

lim
s→1+0

Re(DS
E(π, s)) = +∞

を満たす. このことを使うと, 次のようなトーラス周期の非消滅定理が得られる.

定理 2.14 L( 12 , π) �= 0 と仮定する. このとき, étale 2 次代数 Ev/Qv の組 ES =

(Ev)v∈S であって, 以下の条件を満たす 2次体 E/Qが無数に存在するようなものが
存在する:

• 任意の v ∈ S に対して Ev
∼= Ev,

• PE は π 上の 0でない線型形式.

証明の概略 系 2.10 より Z(Φ, φ, s) が関数として 0 でないような Φ, φ がとれる. 特
に ξ(s, φ, ES)が関数として 0でないような ES が存在する. ゼータ関数 Z(Φ, φ, s)は
s = 1で正則である一方で, lims→1+0 Re(DS

E(π, s)) = +∞となるので, Dirichlet級
数 ξ(s, φ, ES)は有限和ではない. したがって, 条件を満たす 2次体 E/Qは無数に存
在する.

定理 2.1 は, この定理の精密化にあたる. 定理 2.1 の証明では, Dirichlet 級数
ξ(s, φ, ES)に Tauber型の定理とフィルター化プロセスを適用する (フィルター化プ
ロセスの詳しい説明については, [KY02]または [雪江 17]を参照).

定理 2.1の証明の概略 素点の有限集合 T であって S を含むものに対して, 関数
DS(s, ES , T )を次のように定める:

DS(s, ES , T ) =
∑

E∈X(ES)

L(1, ηE)
2αES

E (φ)|PE(φ)|2DT
E(π, s)

N(E,S)s−1
.

これは, ゼータ関数の級数表示である ξ(s, φ, ES)の定義において, DS
E(π, s)の部分を

DT
E(π, s)に置き換えたものである.

19
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Dirichlet級数 DS(s+
1
2 , ES , T )のm番目の係数を am(T )と表わす:

DS(s+
1
2 , ES , T ) =

∞∑
m=1

am(T )

ms
.

以下, L( 12 , π) �= 0 と仮定し, T は 13 以下の素数をすべて含むとする. このとき,

DS(s, ES , T ) は s = 3
2 に 1 位の極をもつことが示せる. これは, [BB11] より任意の

p �∈ T に対して |λp| ≤ p
1
2 (p

7
64 + p−

7
64 )なので, am(T ) ≥ 0となることからしたがう.

この Dirichlet 級数に, 次の形の Tauber 型定理を適用する ([Nar74, Apendix II]

または [雪江 14, 第 4章]を参照).

定理 2.15 非負実数列 am と正の実数 M が与えられたとする. Dirichlet 級数
L(s) :=

∑∞
m=1 amm−s が領域 {s ∈ C | Re(s) > M} 上で広義一様絶対収束し,

{s ∈ C | Re(s) ≥ M}に解析接続され, さらに s = M に 1位の極をもつとする. こ
のとき, s = M における L(s)の留数を A = Res

s=M
L(s)とおくと,

lim
X→∞

X−M
∑
n<X

an =
A

M

が成り立つ.

すると, 次の式が得られる:

lim
x→∞

x−1
∑
m<x

am(T ) = Res
s=1

DS(s+
1
2 , ES , T ). (2.2)

ここで, DS(s+
1
2 , ES , T )の定義式を展開すると

am(T ) =

∞∑
n=1

∑
E∈X(ES)

nN(E,S)=m

L(1, ηE)
2αES

E (φ)|PE(φ)|2bn(E, T )

N(E,S)−
1
2

, (2.3)

となることに注意する. ただし, bn(E, T )は Dirichlet級数 DT
E(π, s+

1
2 )の n番目の

係数:

DT
E(π, s+

1
2 ) =

∞∑
n=1

bn(E, T )

ns
.

以降の議論の大まかなアイディアは以下のような内容である.
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� �
T を素点全体の集合に拡大する極限 lim

T→∞
に関して limT→∞ bn(E, T ) = 0かつ

b1(E, T ) = 1なので, (2.2)の両辺の極限 lim
T→∞

をとると,

lim
x→∞

x−1
∑

E∈X(ES)
N(E,S)<x

L(1, ηE)
2αES

E (φ)|PE(φ)|2

N(E,S)−
1
2

= lim
T→∞

Res
s= 3

2

DS(s, ES , T )

が得られる. あとは右辺に現われる留数 Res
s= 3

2

DS(s, ES , T )を計算すればよい.

� �
このアイディアを正当化するには, 極限 lim

T→∞
に関するある種の「一様性」を示す必要

がある. この「一様性」を示す議論を, [KY02]ではフィルター化プロセス (filtering

process)と呼んでいる.

まず, 関数 DT
E(π, s+

1
2 )の定義

DT
E(π, s+

1
2 ) =

∏
p/∈T

(1 +REp(πp, s)p
−2s+1)

と [BB11]から, 任意の n > 1に対して bn(E, T ) ≥ 0となることがわかる. また, 簡
単な計算により b1(E, T ) = 1が確かめられる. したがって, (2.3)で n = 1の項のみ
とり出してm < xに関して和をとると,

∑
E∈X(ES)
N(E,S)<x

L(1, ηE)
2αES

E (φ)|PE(φ)|2

N(E,S)−
1
2

≤
∑
m<x

am(T ).

この式の両辺の極限 lim
T→∞

をとると, 上からの評価が得られる:

lim sup
x→∞

x−1
∑

E∈X(ES)
N(E,S)<x

L(1, ηE)
2αES

E (φ)|PE(φ)|2

N(E,S)−
1
2

≤ lim
T→∞

Res
s= 3

2

DS(s, ES , T ).

次に, 下からの評価のために

Cp(s) := 1 + 2p−2s−1 + p−4s−3, CT (s) :=
∏
p ̸∈T

Cp(s) =

∞∑
n=1

cn(T )

ns

とおく. [BB11]による |λp|の評価から b1(E, T ) = c1(T ) = 1, bn(E, T ) ≤ cn(T )が
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わかるので,

∑
m<x

am(T )−
∑

E∈X(ES)
N(E,S)<x

L(1, ηE)
2αES

E (φ)|PE(φ)|2

N(E,S)−
1
2

=
∑
n≥2

E∈X(ES)
nN(E,S)<x

L(1, ηE)
2αES

E (φ)|PE(φ)|2bn(E, T )

N(E,S)−
1
2

≤
∑
n≥2

E∈X(ES)
nN(E,S)<x

L(1, ηE)
2αES

E (φ)|PE(φ)|2cn(T )
N(E,S)−

1
2

=

∞∑
n=2

cn(T )
∑

E∈X(ES)
N(E,S)<x/n

L(1, ηE)
2αES

E (φ)|PE(φ)|2

N(E,S)−
1
2

.

先に得られた上極限の評価を用いると, 最後の式は
∞∑

n=2

cn(T ) ·
x

n
lim

T ′→∞
Res
s=3/2

D(s, ES , T ′) = x(CT (1)− c1(T )) lim
T ′→∞

Res
s=3/2

D(s, ES , T ′)

で上から抑えられる.

したがって,

∑
E∈X(ES)
N(E,S)<x

L(1, ηE)
2αES

E (φ)|PE(φ)|2

N(E,S)−
1
2

(2.4)

≥
∑
m<x

am(T )− x(CT (1)− c1(T )) lim
T ′→∞

Res
s=3/2

D(s, ES , T ′).

ここで, lim
T→∞

(CT (1)− c1(T )) = 0なので

lim inf
x→∞

x−1
∑

E∈X(ES)
N(E,S)<x

L(1, ηE)
2αES

E (φ)|PE(φ)|2

N(E,S)−
1
2

≥ lim
T→∞

(
lim inf
x→∞

x−1(式 (2.4)の右辺)
)

= lim
T→∞

(
lim inf
x→∞

x−1
∑
m<x

am(T )

)
= lim

T→∞
Res
s=3/2

D(s, ES , T )
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となる. ただし, 最後の等号は (2.2)による.

以上の lim supと lim inf それぞれの評価を合わせると,

lim
x→∞

x−1
∑

E∈X(ES)
N(E,S)<x

L(1, ηE)
2αES

E (φ)|PE(φ)|2

N(E,S)−
1
2

= lim
T→∞

Res
s= 3

2

DS(s, ES , T )

が得られる.

あとは, 次の命題で与えられる留数 Res
s= 3

2

DS(s, ES , T ) の値を代入して整理すると,

定理 2.1が得られる.

命題 2.16 留数 Res
s= 3

2

DS(s, ES , T )は

L( 12 , π)

LS(2, π,Ad)

∏
v∈S

L(1, ηEv
)

2cv |DE |
− 1

2
v L( 12 , πv)

αEv
(φv, φv)

×
∏

p∈T\S

L(2, πp,Ad)

{
1− p−3 − p− 1

p+ 1
p−3λ2

p

}
.

に等しい. ただし,

cv :=

{
1 v = ∞のとき,

(1− p−1)−1 v = p < ∞のとき.

特に,

lim
T→∞

Res
s= 3

2

DS(s, ES , T )

= L( 12 , π)
∏
v∈S

L(1, ηEv
)αEv

(φv, φv)

2cv |DE |
− 1

2
v L( 12 , πv)

∏
p/∈S

{
1− p−3 − p− 1

p+ 1
p−3λ2

p

}
.
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