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大野・中川型鏡映定理と Poitou-Tate双対性
山本 修司（慶應義塾大学理工学部）

概要
二元三次形式の類数に関する大野・中川の鏡映定理 (reflection theorem) に
ついて，最近，O’Dorney [6]が別証明を考案し，一般の代数体に拡張した．本
稿ではこの新しい証明について，特に「Galois コホモロジー群の上で Poisson

和公式を使って局所的な等式から大域的な等式を導く」という部分に焦点を当
てて解説する．

1 イントロダクション
標題の大野・中川型鏡映定理 (reflection theorem of Ohno-Nakagawa type) の原

型は，大野 [8]により予想され，中川 [4] によって証明された，次の等式である*1：

h3(−27D) =

{
3h(D) (D > 0),

h(D) (D < 0).
(1.1)

記号の定義は以下の通りである．D ∈ Zに対し，判別式 D の整数係数二元三次形式
の集合

VD(Z) := {x(u, v) = au3 + bu2v + cuv2 + dv3 | a, b, c, d ∈ Z, Disc(x) = D}

を考える（なお判別式 Disc(x)の明示式は

Disc(x) = 18abcd+ b2c2 − 4ac3 − 4b3d− 27a2d2

である）．この集合には群 SL2(Z)が左から

(gx)(u, v) := x
(
(u, v)g

)

*1 鏡映定理もしくは鏡映原理 (reflection principle) という名称は，イデアル類群の p-rank に関す
る Scholz や Leopoldt の古典的な結果 ([10, §10.2], [2, II.5 b)]) に遡る．実際，等式 (1.1) から
Scholzの定理の精密化を導くことができる ([4, Remark 0.9])．
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と作用する．この作用に関する軌道を，固定部分群の位数の逆数で重みづけて数えた

h(D) :=
∑

[x]∈SL2(Z)\VD(Z)

1

#SL2(Z)x

を二元三次形式の「類数」と呼ぶ．これが (1.1) の右辺の量である．また左辺の h3

は，VD を
VD
3 (Z) := {x(u, v) = au3 + bu2v + cuv2 + dv3 ∈ VD(Z) | b, c ∈ 3Z}

という部分集合に置き換えて，同様に

h3(D) :=
∑

[x]∈SL2(Z)\VD
3 (Z)

1

#SL2(Z)x

と定義する．
等式 (1.1)は，新谷ゼータ関数

ξ±(s) :=
∑

D∈Z,±D>0

h(D)

|D|s
, ξ±3 (s) :=

∑
D∈Z,±D>0

h3(D)

|D|s

の関係式として
ξ+3 (s) = 3−3sξ−(s), ξ−3 (s) = 31−3sξ+(s) (1.2)

と書くこともできる．この関係式も「大野・中川の鏡映定理」と呼ばれる．

本稿の目的は，O’Dorney [6] によって与えられた鏡映定理 (1.1) の新証明，およ
び代数体への一般化を解説することである．ただし残念ながら筆者の力不足により，
証明全体をくまなくフォローすることは断念せざるを得なかった．そこでここでは，
O’Dorneyの証明のなかでも特に，新しく，発展性があると思われるアイデアに焦点
を当てる．それは一言でいえば「等式 (1.1)を Poisson和公式から導く」というアイ
デアである．Poisson 和公式といえばゼータ関数の関数等式への応用が連想される
が，ここではゼータ関数の関係式 (1.2) ではなく，あくまでも個々の Dirichlet 係数
の関係式 (1.1)を Poisson和公式から示す，という点を強調しておきたい．
さて Poisson和公式とは次のような定理であった：局所コンパクト Abel群 Gとそ

の離散かつ余コンパクトな部分群 H に対して，Gの Pontryagin双対を Ĝ，H の零
化域を H⊥ ⊂ Ĝと書くとき，G上の「良い」関数 f に対して

∑
α∈H

f(α) = c
∑

β∈H⊥

f̂(β) (1.3)
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2

が成り立つ（ただし f̂ は f の Fourier変換を表し，cは Haar測度のとり方から定ま
る，f に依らない定数である）．したがって (1.1) を Poisson 和公式から導くに際し
て，まず群 G, H の選択が問題になる．O’Dorneyの証明では（アデール的）Galois

コホモロジー群 G = H1(AK ,MD)を使う（MD は判別式 D ごとに定義される有限
Galois加群）．この場合の Pontryagin双対は Galoisコホモロジー同士のカップ積に
よって記述される（Poitou-Tate双対性）．この記述を使って，大域的な量（類数）の
間の等式 (1.1)を，局所的な量の間の等式（局所鏡映定理）から導くことができるの
である．
Poisson和公式を使って局所的な鏡映定理から大域的な鏡映定理を導くこの仕組み
を，O’Dorney は “local-to-global reflection engine” と称し，その適用環境として
“composed variety” というある一般的な枠組みを構築している．この枠組みは二元
三次形式の空間だけでなく，二元二次形式 [6, §5]や n元二次形式のペア (n ≥ 3) [7]

にも適用され，それぞれ鏡映定理への応用が論じられている．また三元二次形式のペ
アの考察に伴って二元四次形式の鏡映定理も得られる ([7, §1.3])．なお二元四次形式
の空間や n元二次形式のペアの空間（n ≥ 4）は概均質ベクトル空間の範疇には含ま
れないことに注意しておく．
本稿では composed varietyの一般論そのものを述べることはせず，二元三次形式
の場合に限って（ただしできるだけ一般論に沿う形で）説明する．原論文 [6, 7]への
導入として役に立てば幸いである．

1.1 記号
集合X に群 Gが左から作用しているとき，x ∈ X の固定部分群を Gx で表す．ま

た軌道 Gxをしばしば [x]で表す．
体 K の分離閉包を K，絶対 Galois群を ΓK = Gal(K/K)で表す*2．連続 ΓK 加
群M に対し，コホモロジー群 Hi(ΓK ,M)を Hi(K,M)と書く．
体 K における 1 の n 乗根全体，およびベキ根全体のなす群をそれぞれ µn(K),

µ(K)で表す．特に µn(K), µ(K)は離散 ΓK 加群となるが，これらをしばしば単に
µn, µで表す．

*2 原論文 [6, 7] では代数群を Γ，Galois 群を G で表しているが，概均質ベクトル空間を扱う文脈で
は代数群を Gで表すことが多いようなので，本稿では代数群を G，Galois群を Γで表すことにし
た．他にもいくつか，原論文とは異なる記号を採用した部分がある．
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2 Poitou-Tate双対性
この節では，Galois コホモロジーの Poitou-Tate 双対性と Poisson 和公式につい
ての準備を行う．重要な結果は主にMilne [3, Chap. I]からの引用であり，証明はほ
とんど行わない．
K を代数体，M を有限 ΓK 加群とする．このときM の Tate双対M ′ が

M ′ := Hom(M,µ) = Hom(M,µ(K))

と定義される．これは再び有限 ΓK 加群となる．

2.1 局所双対性
K の各素点 v に対し，分解群 Γv ⊂ ΓK を固定しておく（これらは共役を除いて定
まることに注意）．また v が有限素点のとき，その惰性群を Iv ⊂ Γv で表す．Galois

加群M が v において不分岐である（すなわち Iv のM への作用が自明である）と
き，単射準同型 ([9, Chap. VII, §6])

Inf : H1(Γv/Iv,M) −→ H1(Γv,M) = H1(Kv,M)

の像を H1
ur(Kv,M)で表す．

K の有限素点 v に対して，カップ積
∪ : H1(Kv,M)×H1(Kv,M

′) −→ H2(Kv, µ)

と invariant map ([9, Chap. XIII, §6])

invv : H
2(Kv, µ)

∼=−→ Q/Z

および同型 exp(2πi · ) : Q/Z ∼= µ(C)の合成を
〈 , 〉v : H1(Kv,M)×H1(Kv,M

′) −→ µ(C)

で表す．
K の無限素点 v に対しても同様に，

〈 , 〉v : H1(Kv,M)×H1(Kv,M
′)

∪−→ H2(Kv, µ)
∼=−→

{
{±1} (Kv

∼= R),
{1} (Kv

∼= C)

と定義する．
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4

定理 2.1（[3, Chap. I, §2]） v をK の素点とする．

(1) H1(Γv,M), H1(Γv,M
′)は有限 Abel群である．

(2) 〈 , 〉v は完全ペアリングである．これにより H1(Γv,M) と H1(Γv,M
′) とは

互いの Pontryagin双対と同一視される．
(3) v が有限素点であり，M , M ′ が v において不分岐であるとき，

H1
ur(Γv,M) ⊂ H1(Γv,M) と H1

ur(Γv,M
′) ⊂ H1(Γv,M

′)

はペアリング 〈 , 〉v に関して互いの零化域である．

2.2 大域双対性
定義 2.2 アデール的 Galoisコホモロジー群 H1(AK ,M)を

H1(AK ,M) =
∏′

v

H1(Kv,M)

で定義する．ただし v はK の素点全体をわたり，
∏′ は H1(Kv,M)の部分群

{
H1

ur(Kv,M) (v は有限素点かつM は v で不分岐),

H1(Kv,M) (それ以外)

に関する制限直積を表す．各因子 H1(Kv,M) において離散位相を考えることによ
り，制限直積 H1(AK ,M)は局所コンパクト Abel群となる．

α = (αv) ∈ H1(AK ,M)と β = (βv) ∈ H1(AK ,M ′)に対して

〈α, β〉 =
∏
v

〈αv, βv〉v

と定義する（有限個を除くすべての v に対して αv ∈ H1
ur(Kv,M) かつ βv ∈

H1
ur(Kv,M

′)，したがって 〈αv, βv〉v = 1 (定理 2.1 (3)) となるから，この積は実
質的に有限積である）．これにより，ペアリング

〈 , 〉 : H1(AK ,M)×H1(AK ,M ′) −→ µ(C)

が定まる．
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定理 2.3（[3, Chap. I, §4]） (1) ペアリング 〈 , 〉により，局所コンパクトAbel

群 H1(AK ,M)と H1(AK ,M ′)とは互いの Pontryagin双対と同一視される．
(2) 制限写像 H1(K,M) −→ H1(Kv,M)の積は H1(K,M) → H1(AK ,M)を定
める．またその核は有限，像は離散的，余核はコンパクトである．

(3) H1(K,M)のH1(AK ,M)における像と，H1(K,M ′)のH1(AK ,M ′)におけ
る像とは，ペアリング 〈 , 〉に関して互いの零化域である．

2.3 Poisson和公式
定理 2.3から，アデール的 Galoisコホモロジー群の上で次の形の Poisson和公式

が成り立つ．

定理 2.4 f をH1(AK ,M)上の複素数値関数で，局所定数かつコンパクト台を持つ
ものとし，その Fourier 変換を f̂ で表す（これは H1(AK ,M ′)上の，同様の性質を
持つ関数である）．このとき

∑
α∈H1(K,M)

f(α) = cM
∑

β∈H1(K,M ′)

f̂(β) (2.1)

が成り立つ．ただし cM > 0 は f に依らない定数である．また α ∈ H1(K,M) の
H1(AK ,M)における像での f の値を f(α)と略記した．f̂(β)についても同様．

定数 cM は Haar 測度のとり方によって定まる．また Ker(H1(K,M) →
H1(AK ,M)) および Ker(H1(K,M ′) → H1(AK ,M ′)) の位数のぶんだけ通常の
Poisson和公式 (1.3)からのずれが生じるが，これも定数 cM に吸収させている．以
下，具体的に Haar測度を決めて，cM を計算しよう．
各素点 v に対し，有限 Abel群 H1(Kv,M)上の Haar測度を，一点集合の測度が

1/#H0(Kv,M) となるように規格化する．したがって H1(Kv,M) 上の関数 f の
Fourier変換は

f̂(β) =
1

#H0(Kv,M)

∑
α∈H1(Kv,M)

f(α)〈α, β〉v (β ∈ H1(Kv,M
′))

と定義される．制限直積 H1(AK ,M)の Haar測度は，これらの測度の積として定め
る．H1(Kv,M

′) および H1(AK ,M ′) においても同様に（M をM ′ に置き換えて）
定義する．

6

412



定理 2.3（[3, Chap. I, §4]） (1) ペアリング 〈 , 〉により，局所コンパクトAbel

群 H1(AK ,M)と H1(AK ,M ′)とは互いの Pontryagin双対と同一視される．
(2) 制限写像 H1(K,M) −→ H1(Kv,M)の積は H1(K,M) → H1(AK ,M)を定
める．またその核は有限，像は離散的，余核はコンパクトである．

(3) H1(K,M)のH1(AK ,M)における像と，H1(K,M ′)のH1(AK ,M ′)におけ
る像とは，ペアリング 〈 , 〉に関して互いの零化域である．

2.3 Poisson和公式
定理 2.3から，アデール的 Galoisコホモロジー群の上で次の形の Poisson和公式

が成り立つ．

定理 2.4 f をH1(AK ,M)上の複素数値関数で，局所定数かつコンパクト台を持つ
ものとし，その Fourier 変換を f̂ で表す（これは H1(AK ,M ′)上の，同様の性質を
持つ関数である）．このとき

∑
α∈H1(K,M)

f(α) = cM
∑

β∈H1(K,M ′)

f̂(β) (2.1)

が成り立つ．ただし cM > 0 は f に依らない定数である．また α ∈ H1(K,M) の
H1(AK ,M)における像での f の値を f(α)と略記した．f̂(β)についても同様．

定数 cM は Haar 測度のとり方によって定まる．また Ker(H1(K,M) →
H1(AK ,M)) および Ker(H1(K,M ′) → H1(AK ,M ′)) の位数のぶんだけ通常の
Poisson和公式 (1.3)からのずれが生じるが，これも定数 cM に吸収させている．以
下，具体的に Haar測度を決めて，cM を計算しよう．
各素点 v に対し，有限 Abel群 H1(Kv,M)上の Haar測度を，一点集合の測度が

1/#H0(Kv,M) となるように規格化する．したがって H1(Kv,M) 上の関数 f の
Fourier変換は

f̂(β) =
1

#H0(Kv,M)

∑
α∈H1(Kv,M)

f(α)〈α, β〉v (β ∈ H1(Kv,M
′))

と定義される．制限直積 H1(AK ,M)の Haar測度は，これらの測度の積として定め
る．H1(Kv,M

′) および H1(AK ,M ′) においても同様に（M をM ′ に置き換えて）
定義する．

6

命題 2.5 上の規格化のもとで，cM = #H0(K,M)/#H0(K,M ′)が成り立つ．

証明 L = (Lv)v を，各素点 v に対する部分群 Lv ⊂ H1(Kv,M)の族で，有限個の v

を除いて Lv = H1
ur(Kv,M)が成り立つようなものとする．このような Lに対して

H1
L(K,M) := Ker

(
H1(K,M) −→

⊕
v

H1(Kv,M)/Lv

)

とおく（局所条件 Lに伴う Selmer群）．H1(Kv,M
′)における Lv の零化域を L⊥

v と
書くと，族 L⊥ = (L⊥

v )v は H1(Kv,M
′)において同様の条件を満たすので，同様に

H1
L⊥(K,M ′)が定義される．このとき，次の等式が成り立つ ([1, Theorem 2.19])：

#H1
L(K,M)

#H1
L⊥(K,M ′)

=
#H0(K,M)

#H0(K,M ′)

∏
v

#Lv

#H0(Kv,M)
(2.2)

（なお，不分岐な v において完全系列

0 −→ H0(Kv,M) −→ M
Frobv−1−−−−−→ M −→ H1

ur(Kv,M) −→ 0

があるため，有限個の v を除いて #Lv = #H1
ur(Kv,M) = #H0(Kv,M) となり，

右辺の積は実質的に有限積である）．
いま，Lv ⊂ H1(Kv,M)および L⊥

v ⊂ H1(Kv,M
′)の特性関数をそれぞれ fv, gv

とすると，

f̂v(β) =
1

#H0(Kv,M)

∑
α∈Lv

〈α, β〉 = #Lv

#H0(Kv,M)
gv(β)

が成り立つ．よって∏
v Lv ⊂ H1(AK ,M)および∏

v L
⊥
v ⊂ H1(AK ,M ′)の特性関

数をそれぞれ f , g とすれば，

f̂(β) =
∏
v

#Lv

#H0(Kv,M)
· g(β)

となる．ここで f に Poisson和公式 (2.1)を適用すると

#H1
L(K,M) =

∑
α∈H1(K,M)

f(α) = cM
∏
v

#Lv

#H0(Kv,M)

∑
β∈H1(K,M ′)

g(β)

= cM
∏
v

#Lv

#H0(Kv,M)
#H1

L⊥(K,M)

となり，これを (2.2)と比較して主張の等式を得る．
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3 大野・中川型鏡映定理
3.1 二元三次形式の軌道空間
K を代数体とする．D ∈ K× に対して，判別式が D であるような二元三次形式全
体の空間*3

V = V D := {x(u, v) = au3 + bu2v + cuv2 + dv3 | Disc(x) = D}

を考え，K 上の代数多様体とみなす．V はK 上の代数群 G = SL2 による左作用

(gx)(u, v) = x
(
(u, v)g

)

を持ち，以下の条件を満たす：

• V はK 有理点を持つ：例えば x0(u, v) := u2v − D
4 v

3 ∈ V (K)である．
• K 上では，作用は推移的である：V (K) = G(K) · x0．これは与えられた
x ∈ V (K)の三つの零点，すなわち x(u0, v0) = 0を満たす (u0 : v0) ∈ P1(K)

を x0 の零点
(±

√
D/2 : 1), (1 : 0) ∈ P1(K)

に移す一次分数変換を考えることで示される．
• 固定部分群M = MD := G(K)x0

は有限 Abel群である：具体的には

MD =

{(
1 0
0 1

)
,

(
− 1

2 ± 1√
D

∓ 3
√
D

4 − 1
2

)
（複号同順）

}
.

よって Abel 群としては MD ∼= Z/3Z，また ΓK 集合としては MD ∼=
{0,

√
D,−

√
D}となる．

注意 3.1 これらの条件を満たす代数多様体 V と代数群 Gおよび作用 G ↷ V の組
を，一般に composed variety*4と呼ぶ ([6, Definition 4.1])．論文 [6, 7] で扱われて
いる主な例は以下の通りである：

*3 判別式 D を固定しているので（概均質）ベクトル空間ではない．この V は vector space でなく
varietyの頭文字と思うべきであろう．

*4 いわゆる高次合成則 (higher composition law) にちなんで名付けられた由．なお今のところ適切
な訳語がなく，本稿では英語のまま書くことにした．

8
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V G M 文献
二元二次形式 {(

u t
0 u−2

)}
⊂ GL2 Z/2Z [6, §5]

二元三次形式 SL2 Z/3Z [6, §6]

三元二次形式のペア SL3 (Z/2Z)2 [7, §2–3]

n元二次形式のペア SLn (Z/2Z)n−1 [7, §4]

ただし正確には，多様体 V はそれぞれ適当な不変式（二元三次形式の場合でいえば
判別式）の値を固定することで決定される．詳しくは各文献を参照されたい．

M = MD は有限 ΓK 加群であり，M を係数とする Galoisコホモロジー群に対し
て前節の議論が適用される．一方，1次 Galoisコホモロジー H1(K,M)は有理軌道
の集合 G(K)\V (K)の解釈にも使うことができる：

命題 3.2 自然な全単射

ψ = ψx0 : G(K)\V (K) −→ H1(K,M)

がある．

証明（非可換群係数の）群コホモロジー論 ([12, 定理 1.11])により，全単射

ψx0
: G(K)\V (K) −→ Ker

(
H1(K,M) → H1(K,G)

)

が構成される．ここで G = SL2 に対して H1(K,G) = {1} ([12, 例 1.9])であるから
主張の通りである．

補題 3.3 任意の x ∈ V (K)に対して G(K)x ∼= G(K)x0
= H0(K,M)である．

証明 x = gx0 なる g ∈ G(K)をとると，K 上の固定部分群の同型

M
∼=−→ G(K)x; s �−→ gsg−1

がある．いま任意の γ ∈ ΓK に対して

γ(gsg−1) = g ·
(
g−1γ(g)

)
· γ(s) ·

(
g−1γ(g)

)−1 · g−1

であるが，g−1γ(g)と γ(s)とは共にM に属するからこれらは可換であって，結局

γ(gsg−1) = gγ(s)g−1

9
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を得る．したがって s ∈ M = G(K)x0
に対して

s ∈ H0(K,M) ⇐⇒ sは ΓK 不変
⇐⇒ gsg−1 は ΓK 不変 ⇐⇒ gsg−1 ∈ G(K)x

となる．すなわち上の同型M
∼=−→ G(K)x は同型 H0(K,M)

∼=−→ G(K)x を引き起
こす．

さて，鏡映定理 (1.1)の両辺には二つの判別式 D と −27D とが現れている．次の
同型から，これらが双対的な関係にあることが見てとれる．

補題 3.4 ΓK 加群MD の Tate双対について，

(MD)′ ∼= M−3D ∼= M−27D

が成り立つ．

証明 MD の位数は 3なので (MD)′ = Hom(MD, µ3)であり，これからまず抽象群と
しての同型が分かる．Galois作用が一致することは，1の原始 3乗根が (−1±

√
−3)/2

と書けることから導かれる．

3.2 整モデル
aはK の分数イデアル，tは 3を割り切る整イデアルで，D ∈ a−2t3 を満たすもの

とする．このとき，V D(K)の部分集合

VD
a,t(OK) :=

{
x(u, v) = au3+bu2v+cuv2+dv3 ∈ V D(K)

∣∣∣∣
a ∈ a, b ∈ t
c ∈ a−1t, d ∈ a−2

}

は，G(K)の部分群

Ga(OK) := SL(OK ⊕ a) =

{
g ∈

(
OK a
a−1 OK

) ∣∣∣∣ det(g) = 1

}

の作用を持つ．以下，VD
a,t と Ga をそれぞれ V = V D, Gの OK 上のモデルとみなし，

必要のないときには添え字を省略して V，G と表す．例えばK の素点 v に対して

G(Ov) = Ga(Ov) =

{
g ∈

(
Ov aOv

a−1Ov Ov

) ∣∣∣∣ det(g) = 1

}

10
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10

などとなる．ただし

Ov :=

{
Kv の整数環 (v が有限素点のとき),

Kv (v が無限素点のとき).

すると V(Ov) は V (Kv) の部分集合，G(Ov) は G(Kv) の部分群になり，V(Ov) は
G(Ov)の作用を持つ．

定義 3.5 上の記号のもとで，二元三次形式の類数を

ha,t(D) :=
∑

[x]∈G(OK)\V(OK)

1

#G(OK)x
(3.1)

と定める．

類数 ha,t(D)を Poisson和公式 (2.1)が適用可能な形に書くのが次の公式である：

補題 3.6

ha,t(D) =
1

#H0(K,M)

∑
α∈H1(K,M)

∏
v

fv(resv(α)). (3.2)

ここでM = MD は §3.1と同様，V の有理点における固定部分群M = G(K)x0
を

表す．また K の各素点 v に対し，H1(Kv,M) 上の関数 fv は次のように定義され
る：ψx0

([xα]) = αを満たす xα ∈ V (Kv)を一つとって

fv(α) := #
{
[g] ∈ G(Ov)\G(Kv)

∣∣ g xα ∈ V(Ov)
}

(3.3)

とおく*5．

証明 G = SL2 の強近似定理により，対角埋め込み

G(OK)\G(K) −→
⊕
v

G(Ov)\G(Kv)

は全単射である．このことから，α ∈ H1(K,M)および対応する xα ∈ V (K)を固定

*5 Composed varieties の一般論 ([6, §4]) では，元の個数 (3.3) のかわりに適切に選ばれた
G(OK)\V(OK) 上の重み関数 wv の和 fv,wv を扱う．ここで考えている二元三次形式の場合
には wv ≡ 1でよい．
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したとき，
∏
v

fv(resv(α)) = #

{
([gv])v ∈

⊕
v

G(Ov)\G(Kv)

∣∣∣∣ gvxα ∈ V(Ov)

}

= #
{
[g] ∈ G(OK)\G(K)

∣∣ gxα ∈ V(OK)
}

が分かる．右辺の集合は，写像

G(OK)\G(K) −→ G(OK)\V (K); [g] �−→ [gxα]

に関する G(OK)\V(OK)の逆像に他ならず，各点 [x] ∈ G(OK)\V(OK)の逆像の大
きさは 0または

#G(K)x
#G(OK)x

=
#H0(K,M)

#G(OK)x

に等しい（ここで補題 3.3を使った）．以上を整理すると
∑

[x]∈G(OK)\V(OK)
G(OK)x⊂G(K)xα

1

#G(OK)x
=

1

#H0(K,M)

∏
v

fv(resv(α))

が得られ，これを α ∈ H1(K,M)にわたって加えれば (3.2)が示される．

3.3 局所鏡映定理
(D, a, t)を §3.2と同様にとり，M = MD, V = VD

a,t, G = Ga などの記号を引き続
き用いる．ここで ΓK 加群M = MD の Tate双対がM−27D であったことを思い出
そう（補題 3.4）．そこで，(−27D, at−3, 3t−1)が (D, a, t)と同じ条件を満たすことに
注意して，M ′ = M−27D, V ′ = V−27D

at−3,3t−1 , G′ = Gat−3 などと書く．
K の各素点 v に対して，H1(Kv,M) 上の関数 fv が (3.3) によって定義されて

いた．同様にして定義される H1(Kv,M
′) 上の関数を f ′

v で表す．H1(Kv,M) と
H1(Kv,M

′)とは Pontryagin双対をなし，f の Fourier変換

f̂v(β) =
1

#H0(Kv,M)

∑
α∈H1(Kv,M)

fv(α)〈α, β〉v

は H1(Kv,M
′) 上の関数となるのだった．この f̂v と f ′

v とを比較するのが次の「局
所鏡映定理 (local reflection theorem)」である．

12
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12

定理 3.7（O’Dorney [6, Theorem 6.2]）

f ′
v = cv · f̂v,

ただし

cv =





1/#(Ov/tOv) (v が有限素点),

1 (v が実素点で D < 0),

3 (v が複素素点，または実素点で D > 0).

この定理は代数体上の二元三次形式における大野・中川型鏡映定理の核心部分と
いってもよいのだが，その証明はかなり長く複雑であって，ここでは割愛せざるを得
ない．原論文 [6, §6]または [5, §11]を参照されたい（実は [6]の §2, §3も大部分がこ
の証明のための準備である）．一応，証明の流れをごく大雑把に述べておく．

• 無限素点の場合は簡単である．実際，この場合 H1(Kv,M) = H1(Kv,M
′) =

0，Ov = Kv，fv = f ′
v = 1 であって，定理の係数に現れる 1 または 3 は

H0(Kv,M)の位数（Haar測度の規格化に用いた定数）である．
• 有限素点の場合は，高次合成則を使って問題を Ov 上の三次環の議論に帰着す
る（三次環の高次合成則については [11, 定理 2.8]も参考にされたい）．さらに
v ∤ 3のとき (tame case)と v | 3のとき (wild case)に場合分けする．

• Tame caseでは，まず問題を 0における等式 f ′
v(0) = f̂v(0), fv(0) = f̂ ′

v(0)の
証明に帰着する（この部分は巧妙だがおおよそ初等的な議論である）．次に

fv(0)
?
= f̂ ′

v(0) =
1

#H0(Kv,M ′)

∑
β∈H1(Kv,M ′)

f ′
v(β)

を示すのだが（対称性によりこちらだけ示せばよい），これは高次合成則に
よって

#
{
Kv ×Kv[

√
D]の判別式 D の整環 }

?
=

#
{判別式 −3D の三次整環の同型類 }

#H0(Kv,M ′)

と翻訳される．この等式は，右辺の集合から左辺の集合への全射を具体的に構
成し，各元の逆像の大きさが#H0(Kv,M

′)に等しいことを示すことによって
証明される．
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• Wild caseについては，[5, §11]において “computational proof”と “bijective

proof”という二通りの証明が与えられており，[6]では後者が採用されている．
いずれの証明も，H1(Kv,M) の元に対して “level” という数を定義し，それ
を使って H1(Kv,M)を細分することから出発している．

3.4 大域鏡映定理
定理 3.8（O’Dorney [6, Theorem 1.2]） K を代数体，aをその分数イデアル，
tを 3を割り切る整イデアルとし，判別式 D ∈ a−2t2 の二元三次形式の類数を (3.1)

で定義する．このとき

hat−3,3t−1(−27D) =
3#{v|∞, D∈(K×

v )2}

N(t)
ha,t(D)

が成り立つ*6．

証明 H1(AK ,M) 上の関数 f を f
(
(αv)v

)
=

∏
v fv(αv) で定義すると，定理 3.7 に

より

f̂
(
(βv)v

)
=

∏
v

f̂v(βv) =
∏
v

c−1
v f ′

v(βv) =
N(t)

3#{v|∞, D∈(K×
v )2}

f ′((βv)v
)

が成り立つ（f ′ は f と同様に定義した H1(AK ,M ′) 上の関数）．したがってこの関
数 f に対する Poisson和公式 (2.1)は

∑
α∈H1(K,M)

f(α) = cM
N(t)

3#{v|∞, D∈(K×
v )2}

∑
β∈H1(K,M ′)

f ′(β)

と書ける．補題 3.6を使うと，これは

#H0(K,M) · ha,t(D) = cM
N(t)

3#{v|∞, D∈(K×
v )2}

·#H0(K,M ′) · hat−3,3t−1(−27D)

と書き直せる．最後に命題 2.5で計算した値 cM = #H0(K,M)/#H0(K,M ′)を代
入して整理すれば主張の等式を得る．

*6 [6, Theorem 1.2]の式は両辺の hat−3,3t−1 (−27D)と ha,t(D)が逆に書かれてしまっている．実
際，K = Q, a = t = Zとしたときに等式 (1.1)を復元するのはここに書いた等式である．
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