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０．扱うデータと帰無仮説の族
　多重比較法とは、多項目や多変量のデータに対し
て、その多重性に着目する手法群のことである。大
きく分けて２つの手法群がある。1 つ目は、分布の
情報を用いない手法群で、ボンフェローニの不等式
を用いることをスタートに、ホルム法などがある。
もう１つの手法群は、分布の情報を用いる手法群で、
チューキー法、ダネット法、ウィリアムズ法に代表
される。シェッフェ法は、後者の群に属し、F 検定
を用いる手法である。対比較に関しては、チューキー
法の改良版であるチューキー・クレーマー法や、ペ
リ法が用いられる。
　多重比較法では、「複数の帰無仮説に対して、こ
れらの内で正しいものを１つ以上棄却する誤りの確
率」Type I FWE（Type I Family-Wize-Error rate）
を制御することが重要な目標である。この論文では、
一元配置データ
　
を扱い、これらの母平均に関する帰無仮説として、
任意の対比
　　　　　　　　　ただし、  
を考える。対比とは、２つの母平均が等しい仮説や、

２つの母平均の平均値と 3 つ目の母平均が等しい、
といった仮説を含む、非常に汎用性のある仮説のこ
とである。このとき、Scheff e（1953）より、Scheff e
法という手法が提案されている。
　Hochberg and Tamhane（1987） や 永 田 ＆ 吉 田

（1997）によると、この手法は、すべての母平均が
等しいという包括的な帰無仮説が成り立つ時には、
任意の対比に対する統計量が、常に一元配置分散
分析における F 統計量以下であることから、Type I 
FWE が保証されることが示されている。
　しかし、母数の配置が一般的な場合には、包括
的な帰無仮説が正しいとは限らないため、Type I 
FWE が保証されていない。また、通常の Scheff e 法
では、F 検定の限界値  　　　　　　を用いる際に、
分子の自由度として
　　　　　　　　　　（0.1）
を採用している。しかし、対比を少数個のみ検定す
る際に、この自由度は過大である。そこで、この論
文では、有限個の対比について検定する際には、ま
ず本質的な対比の数を求め、これが（0.1）式の自
由度を超えない時には採用することを提案する。ま
た、これに伴って、Type I FWE も常に保証される
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要約：多重比較法における対比の検定には Scheff e 法がある。Scheff e(1953) によると、一元配置デー
タにおける任意の対比は F 検定によって包括的に検定することができる。しかし、この方法には２
つの欠点がある。１つ目の欠点は、群の数を a とおいたとき少数の対比であっても第１自由度が (a-1)
と過大になり検出力が下がることである。２つ目は、多重比較法において重要な概念である Type I 
FWE(Family-Wize-Error-Rate) が保証されていないことである。Type I FWE とは、多重比較法にお
いて興味の対象となる帰無仮説の族に対して、正しい帰無仮説のうちの１つ以上が棄却される誤り
の確率である。今回、提案する修正 Scheff e 法は、利用者が興味を持つ有限個の対比に対して、本質
的な対比の数を求めることで、1 つ目の欠点を回避する。このことで、対比の検定における最適な手
法として、高い検出力が確保される。また同時に、本質的な帰無仮説のうちの正しい帰無仮説を考
えることで、２つ目の欠点であった Type I FWE も保証できる。
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表記し，確認できた発言者の職名と氏名を補足した。
職名は当時のものである。以下の議事録においても
同様とする。
ⅳ 福山市の学校再編計画については，小野（2019）
が詳細に論じている。なお，小野は当該計画の根拠
やプロセスが有する問題点を明らかにし，当該計画
を強く疑問視している。ただし，本研究はあくまで
もイエナプラン教育校の開校と学校再編計画の連関
に焦点を当てるものであり，学校再編計画自体の是
非には言及しない。
ⅴ 福山市 HP 内の「福山市の学校再編計画」（PDF
ファイル）ならびに，同 HP 内の「福山市立小学校
及び義務教育学校（前期課程）通学区域」（PDF ファ
イル）より。
ⅵ 常石グループは，ツネイシホールディングス（本
社：沼隈町常石）を中心に，海運・造船・環境・リ
ゾート事業等を行う企業グループである。
ⅶ 2 つ以上の学年児童による学級編成として複式学
級がある。複式学級は主に少人数校で 2 学年を合わ
せて，小学校では児童数 16 人（1 年生を含む場合
は 8 人）を上限として適用される。
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ことを示す。
　１節では、従来の Scheff e 法の基本的な考え方を
紹介する。２節では、改良した「修正 Scheff e 法」
を提案する。３節では、修正 Scheff e 法が Type I 
FWE を保証することを示す。４節では、まとめを
述べる。

１．従来の Scheff e 法
　Scheff e 法とは、任意の対比
　　　　　　　　　ただし、  
について、次の検定統計量

　
 （1.1）

を考え、棄却限界値としては、一元配置分散分析で
の 　　　　　　を用いる手法である。
　一元配置分散分析とは、すべての母平均が一致す
るという帰無仮説（包括的帰無仮説という）
　　 ： 　 （1.2）
に対して、検定統計量
　
　　 （1.3）

が棄却限界値 　　　　　　を越えると帰無仮説を
棄却するという手法である。ここで、

　要因平方和：  （1.4）

　誤差平方和：  （1.5）

　 （1.6）
である。
　ここで、包括的帰無仮説（1.2）の下で、Scheff e
法の Type I FWE がα以下になる理由を説明する。
Scheff e 法の検定統計量（1.1）の分子に、コーシー・
シュワルツの不等式を用いると、

であるから、（1.1）式の 　が、常に（1.3）式の 
以下であることが示される。
　つまり、包括的帰無仮説（1.2）が成り立つ時には、
F 検定の理論によって、 　が 　　　　　  以上にな
る確率は、α以下であることが確認できる。
　したがって、任意の対比に対して、Type I FWE
がα以下だと思われるかもしれないが、これは誤解
である。あくまでも、包括的な帰無仮説の下で成り
立つにすぎない。これを以下の例で確認する。
　１つの対比に興味を持った場合、（1.1）式の分子
にある 　　　　は正規分布に従うと考えられる。
このとき、これを標準化して分母に誤差分散を代入

すると、この 2 乗である 　は自由度 　　　の F 分
布に従うと考えられる。つまり、従来の Scheff e 法
の 　　　　 は大きすぎる。次節では、有限個の対
比について、本質的な対比の数を自由度として利用
することを考える。

２．修正 Scheff e 法のアルゴリズム
　まず、すべての対比に興味を持つ場合には、
　　　　 とする。以下、この節では、興味を持つ
対比が有限個（ 　 個）の場合を考える。最初に、
これらの族を設定する。

これらの対比の係数 　 を並べた次の行列を考え
る。

　　

　この行列を行に関してシュミットの直交化を行
う。直交化した後の行の数（対比の数）を 　 とおく。
更に、残った対比に関して、

　　 （2.1）

を計算し、 　　　　　  以上であれば、その対比を
棄却し、そうでなければ保留する。この手法を修正
Scheff e 法と呼ぶ。次節では、この修正 Scheff e 法の
Type I FWE がα以下であることを示す。

３．修正 Scheff e 法の Type I FWE
　多重比較において、Type I FWE を考えるときに
は、正しい仮説が何であるかに注目する。最初に、
興味を持つ有限個（ 　 個）の対比を考え、このう
ちの最初の 　  個の対比が正しいとする。
　
これを書き改めると、対比全体は、以下のように表
現できる。

　

次に、この 　を用いて、以下の統計量を構成する。

　

　 　

ただし、 　　　　　,　　　　　　　　　とする。
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　この構成した 　について、次のように下側に単
位行列を追加し、行ベクトルに関してシュミットの
直交化した行列を 　とする。

　
　このとき、 　は直交行列であるから、 　　　  は
  次元の標準正規分布に従う。また、この行列の上
側には正しい対比に関する係数が並んでいる。これ
を 　とする。この行数を 　とおき、次の統計量を
考える（この 　は本質的な正しい対比の数である）。
　
　すると、   の各成分が互いに独立に標準正規分布
に従っているため、これら成分の 2 乗和 　  は自
由度 　のカイ二乗分布に従う。
　ここで、任意の対比を１つ固定する。この対比を
1 番目として直交化しなおしても、上記の理論は成
り立つ。つまり、最初に選ばれた対比による統計量
を 　と表すと 　　　  が常に成り立つ。
　したがって、Type I FWE の定義に戻って、正し
い帰無仮説の内で 1 つ以上を棄却する確率を考える
と、正しい対比に対する検定統計量の分子の最大値
が 　  を越えないことがわかる。
　一方、一元配置分散分析での理論により、平均値
　と誤差分散の推定量 　は、互いに独立である。
よって、平均値 　の一次結合である   と誤差分散
推定量 　も独立であり、
　

は自由度 　　　の F 分布に従う。つまり、正しい
対比を 1 つ以上棄却する確率は自由度 　　　の F
分布の棄却限界値を用いれば制御できる。
　ここで、 　には複数の可能性があり、データを分
析する立場ではわからない情報である。ただし、3
節で求めた自由度 　は、2 節で求めた 　 を越える
ことはない。ここで、次の性質に注目しよう。

補題 3.1　F 分布の分位点 　　　　は、 　　　 に
対して、次の不等式が成り立つ。
　 （3.1）

証明　3 つの確率変数 　　　 が、互いに独立で、
自由度がそれぞれ 　　　　　　 のカイ二乗分布
に従うとする。ここで、 　　　　　は自由度 　 の
カイ二乗分布に従う。このとき、 　　　に対して、

　　　　は自由度対 　　  の F 分布に従う。よって、

　 （3.2）
　ここで、 　　 であるから 　　　 ゆえ、次の関係
が成り立つ。

　 （3.3）

　（3.2），（3.3）式より、（3.1）式が成り立つ。
証明終

　修正 Scheff e 法の判定基準である（2.1）式の両辺
を 　 倍すると、統計量と「F 分布の分位点の第１
自由度倍」を比較すると読み取れる。補題 3.1 より、
小さい自由度を採用することで棄却しやすくなるこ
とがわかる。
　これは、より小さい第１自由度で検定することが
望ましいという直感とも一致する。この補題 3.1 に
より、2 節の手法の Type I FWE が保証されること
もわかる。したがって、次の定理が示される。

定理 3.1：修正 Scheff e 法の Type I FWE はα以下
である。

　なお、補題 3.1 によると、従来の Scheff e 法は修
正 Scheff e 法よりも、常に棄却されにくいことが
わかる。したがって、従来の Scheff e 法の Type I 
FWEもα以下であることがわかる。ただし、補題3.1
は、従来の Scheff e 法よりも、修正 Scheff e 法の検出
力が常に高いことを示している。

４．まとめ
　まず、従来「Scheff e 法」は包括的な帰無仮説が
正しい時には、Type I FWE がα以下になっている
が、これ以外の母数の配置の際には、α以下である
とは示されていなかった。今回、少数個の対比しか
興味がない時でも、分子の自由度を 　　　　 とし
ていることで、最適性もないことが確認できた。
　更に、今回提案した「修正 Scheff e 法」は、Type 
I FWE が常にα以下であることも示されており、
分子の自由度も、対比の本質的な本数以下に設定で
きる、最適な手法であることが示された。
　なお、蛇足ながら、今回の修正Scheff e法の提案と、
その Type I FWE の証明によって、従来の Scheff e
法には最適性はないものの、 Type I FWE は制御さ
れていることがわかった。
　今後の、修正 Scheff e 法の、多方面での利用に期
待したい。

５．謝辞
　著者等は、査読者の親切なコメントに助けられま
した。誠にありがとうございました。
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ことを示す。
　１節では、従来の Scheff e 法の基本的な考え方を
紹介する。２節では、改良した「修正 Scheff e 法」
を提案する。３節では、修正 Scheff e 法が Type I 
FWE を保証することを示す。４節では、まとめを
述べる。

１．従来の Scheff e 法
　Scheff e 法とは、任意の対比
　　　　　　　　　ただし、  
について、次の検定統計量

　
 （1.1）

を考え、棄却限界値としては、一元配置分散分析で
の 　　　　　　を用いる手法である。
　一元配置分散分析とは、すべての母平均が一致す
るという帰無仮説（包括的帰無仮説という）
　　 ： 　 （1.2）
に対して、検定統計量
　
　　 （1.3）

が棄却限界値 　　　　　　を越えると帰無仮説を
棄却するという手法である。ここで、

　要因平方和：  （1.4）

　誤差平方和：  （1.5）

　 （1.6）
である。
　ここで、包括的帰無仮説（1.2）の下で、Scheff e
法の Type I FWE がα以下になる理由を説明する。
Scheff e 法の検定統計量（1.1）の分子に、コーシー・
シュワルツの不等式を用いると、

であるから、（1.1）式の 　が、常に（1.3）式の 
以下であることが示される。
　つまり、包括的帰無仮説（1.2）が成り立つ時には、
F 検定の理論によって、 　が 　　　　　  以上にな
る確率は、α以下であることが確認できる。
　したがって、任意の対比に対して、Type I FWE
がα以下だと思われるかもしれないが、これは誤解
である。あくまでも、包括的な帰無仮説の下で成り
立つにすぎない。これを以下の例で確認する。
　１つの対比に興味を持った場合、（1.1）式の分子
にある 　　　　は正規分布に従うと考えられる。
このとき、これを標準化して分母に誤差分散を代入

すると、この 2 乗である 　は自由度 　　　の F 分
布に従うと考えられる。つまり、従来の Scheff e 法
の 　　　　 は大きすぎる。次節では、有限個の対
比について、本質的な対比の数を自由度として利用
することを考える。

２．修正 Scheff e 法のアルゴリズム
　まず、すべての対比に興味を持つ場合には、
　　　　 とする。以下、この節では、興味を持つ
対比が有限個（ 　 個）の場合を考える。最初に、
これらの族を設定する。

これらの対比の係数 　 を並べた次の行列を考え
る。

　　

　この行列を行に関してシュミットの直交化を行
う。直交化した後の行の数（対比の数）を 　 とおく。
更に、残った対比に関して、

　　 （2.1）

を計算し、 　　　　　  以上であれば、その対比を
棄却し、そうでなければ保留する。この手法を修正
Scheff e 法と呼ぶ。次節では、この修正 Scheff e 法の
Type I FWE がα以下であることを示す。

３．修正 Scheff e 法の Type I FWE
　多重比較において、Type I FWE を考えるときに
は、正しい仮説が何であるかに注目する。最初に、
興味を持つ有限個（ 　 個）の対比を考え、このう
ちの最初の 　  個の対比が正しいとする。
　
これを書き改めると、対比全体は、以下のように表
現できる。

　

次に、この 　を用いて、以下の統計量を構成する。

　

　 　

ただし、 　　　　　,　　　　　　　　　とする。
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