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ゴヒ早
自示

（松本孝文： NO.l)

本博士論文では、代数曲線上の放物接続のモジュライ空間の具体的な記述について論じる。

Painleve方程式とは動く特異点が高々極のみであるという性質をもった 2階の非線形複素常微分

万程式である。 Painleve方程式の大きな特徴として線形微分方程式のモノドロミー保存変形により

得られることがあげられる。例えばPainleve第VI方程式は4点で確定特異点をもつ2階線形微分

方程式のモノドロミー保存変形により得られることが知られている。

Painleve方程式を得る別の方法として有理曲面による理論が挙げられる。 Painlevも方程式の初期

値空間は岡本により導入された。坂井や齋藤・竹部・寺島らは初期値空間をあるクラスの有理射影代

数曲面として特徴付け、それらの分類を affineルート系を用いて行なった。分類された射影曲面は有

効反標準因子をただ一つもち、各Painleve方程式の初期値空間は対応する射影曲面から有効反標準

因子を除いた曲面として得られる。さらに各曲面の族は対応する affineWeyl群の作用をもつ。坂井

の理論において、離散Painleve方程式は曲面に対応する affineWeyl群の平行移動の作用が与える離

散力学系と理解され、 Painleve方程式は平行移動の作用の極限として得られる。また、齋藤・竹部・

寺島は曲面の複素構造の変形から Painleve方程式を導出している。

有理接続のモジュライ空間はモノドロミー保存変形と初期値空間を結びつける対象である。モノ

ドロミー保存変形によって得られる微分方程式は Riemann-Hilbert対応を介して有理接続のモジュ

ライ空間上の代数的ベクトル場として理解される。言い換えれば、有理接続のモジュライ空間はモノ

ドロミー保存変形によって得られる微分方程式の初期値空間とみなせる。実際、 Arinkin• Lysenko 

は射影直線の 2階4点確定特異接続のモジュライ空間がPainleve第VI方程式の初期値空間である

ことを、局所指数がgenericな場合に証明している。また、稲場・岩崎・齋藤は 2階4点確定特異接

続のモジュライ空間の自然なコンパクト化である 2階4点確定特異企接続のモジュライ空間が坂井

らの分類における Painleve第VI方程式の初期値空間に対応する射影曲面と同型であることを、任意

の局所指数に対し証明している。この結果はPainleve方程式や離散Painleve方程式の初期値空間に

対応する射影曲面の全体がモジュライ理論的に導出された唯一の例である。

有理接続のモジュライ空間の詳細な記述を与えることはモノドロミー保存変形により得られる微

分方程式を明示的記述や、その初期値空間の特徴付けを行う上で重要である。有理接続のモジュラ

イ空間の記述は射影直線上の 2階確定特異接続の場合に主になされている。本学位論文の目的はモ

ジュライ空間の詳細な記述を接続の階数が3以上の場合や代数曲線の種数が一般の場合に与えるこ

とである。

主結果

(1)射影直線上 3階3点確定特異接続のモジュライ空間 Mf(t,v)の明示的記述を見かけの特異点

とその双対座標を与えることで行なった。より正確には、射影直線上3階3点確定特異接続のモジュ

ライ空間の自然なコンパクト化である 3階3点確定特異企接続のモジュライ空間""Mf(t,v)の族が、

坂井らの分類によって現れた A~l）＊型曲面の族と同型であることを証明した。これは上記の稲場・岩・
崎・齋藤の仕事に次ぐ、曲面の全体がモジュライ理論的に得られた例である。

(2)代数曲線上の行列式直線束とその上の接続の組(Lべ互）を固定した2階確定特異接続のモジュ

ライ空間M°"(v,(L，▽L))のDarboux座標を曲線の種数に関係なく与えた。具体的には、射影空間

lP'N への見かけの特異点写像Appと、放物ベクトル束のモジュライ空間 P°'(L)への忘却写像Bun

の直積写像Appx Bunが双有理写像であることを証明した。さらに各有理写像がある開集合上で

Lagrangial fibrationであることを証明した。この結果はLoray・齋藤による射影直線上の結果を一般

種数に拡張したものである。また、射影直線上3階3点確定特異接続の場合にAppxBunのgeneric

なファイバーが3点からなることを証明した。このことから接続の階数が3以上の場合、 Appx Bun 

は一般に双有理写像でないことが判明した。



（松本孝文： N0.2)

構成

第2章では放物ベクトル束、放物接続に関する一般論を復習する。また高階の放物¢接続を導入

する。さらに放物か接続の初等変換について述べる。

第3章では安定放物か接続のモジュライ空間を構成する。構成の方法は稲場・岩崎・齋藤における

2階の安定放物¢接続のモジュライ空間の構成と同じである。すなわち、はじめに安定放物Ab-triple

のモジュライ空間を幾何学的不変式論を用いて構成し、安定放物か接続のモジュライ空間をその閉

部分schemeとして実現する。

第4章では主結果(1)の証明を与える。はじめに射影直線上の異なる 3点のなす空間T3と局所指

数の空間 N の直積 T3_XN 上に A~l）＊型曲面の族を構成する。次に〇—安定な放物企接続の下部ベ

クトル束がOp1.EB Op1 (-1)①Op1{-l)であることを示す。この結果を用いて c安定な放物企接続
に対し見かけの特異点を定義する。これは齋藤 •Szabo によって定義された放物接続に対する見か

けの特異点の拡張である。見かけの特異点は下部ベクトル束の部分局所自由層のフィルトレーショ

ンを用いて定義されるが、¢の階数が1のとき、ある部分層が一意に定まらない。そこで放物か接

続と部分層の組のモジュライ空間Mf(t,v)を考え、その上で見かけの特異点写像を定義する。次に

射<p:厄和t,v)→lP'(Op1EB 0も(D))を見かけの特異点とその双対座標を用いて定義する。ここで、

lP'(Op直屯(D))は1次のHirzebruch曲面であることに注意する。その後見かけの特異点とその双

対座標を用いて〇—安定な放物か接続の標準形を与える。この標準形を用いてMf(t,v) が非特異で

あること、ゃが9点Blow-upであることを示す。最後に部分層を忘れる射Mf(t,v)→刃択t,v)が

lP'(Op1 釘即D)) の無限遠切断の収縮であることを示すことで万択t,v）が A~l)＊型曲面と同型であ

ることを示す。

第5章では主結果（2）の証明を与える。見かけの特異点と下部放物ベクトルの関係について接続の

階数が2階と 3階の場合に分けて考える。第 1節では種数が1以上の代数曲線C上の行列式直線束
とその上の接続の組(Lべ互）を固定した2階確定特異接続のモジュライ空間M0(v,(L，▽L）)につい

て調べる。はじめに行列式直線束Lを固定した c安定な放物ベクトル束のモジュライ空間pa(L)

の Zariski開集合％を射影空間lP'Ext1( (L,l~),(Op1,0))のZariski開集合として実現する。すなわ

ち、genericな aー安定放物ベクトル束がLのOcによる放物ベクトル束としての拡大で記述できる

ことを示す。そのために重みaを放物ベクトル束がaー安定であることと下部ベクトル束が安定であ

ることが同値になるように選ぶ。次に下部放物ベクトル束がV0の元である放物接続のモジュライ空

間M0(v,(L，▽L）)°上でAppx Bunが同型写像となることを示す。この証明は、接続の局所表示を
有理1形式係数の行列により与え、貼り合わせ条件を行列の各成分に対して書き下し、条件を満た

す有理1形式が一意に存在することを層のコホモロジーを用いることで行う。ところで、放物接続

(E，▽，し） EM0(v, (L, VL))0の接空間はある層の複体がの1次ハイパーコホモロジ一群Hl（夕）と

同型であることが変形理論によりわかる。 Hl（ク）および、その上のシンプレクティック形式はCech

コホモロジーの言葉で書くことができる。このことと（E，▽ふ）の局所表示を用いることで、 Appお

ーよびBunがLagrangianfibrationであることを示す。
第2節では射影直線上の3点確定特異3階接続のモジュライ空間について見かけの特異点と下部

放物ベクトル束の関係を調べる。簡単のため aー安定性の特殊な場合である wー安定性について考え

る。はじめにwー安定な放物ペクトル束を決定する。また分類の結果を用いてwの壁越え現象を記述

する。次に下部放物ベクトル束が皿安定である放物接続のモジュライ空間Mf(t,v)Oの入ー接続を用

いたコンパクト化M守(t,V)° を決定すな具体的にはgenericな特性指数に対し M『(t,V)° は2次
のHirzebruch曲面となり、特殊な特性指数に対しては炉 X]p>lとなることを証明する。このことを

証明するにあたり、 Wー安定な放物ベクトル束上の接続と Higgs場を書き下す。この具体表示を用い

てgenericな研安定放物ベクトル束上の入ー接続の空間（これは]p>lと同型である）から]p>lへの見か

けの特異点写像のgenericなファイバーが3点からなることを証明する。
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要旨

岡本による Painleve微分方程式の初期値空間の分類に有理代数曲面が現れる

が、このことに代表される Painleve微分方程式と代数幾何学との結びつきは、代数

幾何学の立場からのPainleve微分方程式の研究を可能とする。たとえばArinkin、

Lysenkoや稲場、岩崎、齋藤たちは代数曲線上の線形接続のモジュライ空間を使っ

てPainleve微分方程式の研究をおこなった。とくに稲場、岩崎、齋藤らは確定特

異点をもつ線形接続に対し安定性の概念を導入することにより、接続が既約でな

い場合も含めて、射影直線上階数2の線形接続のモジュライ空間（放物的接続の

モジュライ空間という）とその射影的コンパクト化を幾何学的不変式論を使って

構成し、 PainleveVI方程式の幾何学的研究への道を開いた。稲場、岩崎、齋藤ら

はまた、放物的接続のモジュライ空間が正則symplectic構造をもつ代数幾何学的
に重要な空間であることも示しており、これ以降放物的接続のモジュライ空間は

重要かつ興味深い研究対象となった。

この学位論文において松本孝文氏は、 (1)射影直線上3点で特異点をもつ階

数 3の放物的接続のモジュライ空間と(2)種数2以上の代数曲線上の階数2の放

物的接続のモジュライ空間に関する成果を得た。

(1) 1つ目の成果は、射影直線上3点で特異点をもつ階数3の放物的接続のモ

ジュライ空間が A~l）＊ー型曲面と呼ばれる有理代数曲面から反標準因子を除いた空

圃:1間と同型であることを示したもので、第3章、第4章に記述されている。ここで
A~l）＊ー型曲面とは、坂井による離散 Painleve 方程式の初期値空間の分類に現れる
有理代数曲面とその反標準因子のことで、 Arinkin、BorodinやBoalchによる先

行研究により射影直線上3点で特異点をもつ階数3の放物的接続と関連すること



氏名

が知られていた。松本氏は、稲場、岩崎、齋藤の方法を参考に成果を得た。まず、

放物的企接続とそのモジュライ空間を導入、構成し、放物的接続のモジュライ空

間のコンパクト化となっていることを示す。次に放物的企接続のモジュライ空間

のblow-upから 1次のHirzeburch曲面への射を見かけの特異点とその双対座標を

用いて構成し、この射を用いて放物的企接続のモジュライ空間が Aと1)*—型曲面で

あることを示している。

(2) 2つ目の成果は、行列式直線束の接続を固定した放物的接続のモジュライ

空間のDarboux座標に関する成果であり、第5章に記述されている。

放物的接続に見かけの特異点を対応させることで、放物的接続のモジュライ

空間から射影空間への有理写像Appが定義される。また放物的接続に対し、接続

を忘れる忘却写像は、放物的接続のモジュライ空間から放物的ベクトル束のモジュ

ライ空間への有理写像Bunを定義する。 Lorayと齋藤は、射影直線の場合にこれ

らの有理写像がLagrangianファイバー構造をもち、また積写像Appx Bunが双

有理写像になることを示した。その後、 Lorayと齋藤の結果はFassarella、Loray、

Munizらにより楕円曲線の場合にも、行列式直線束の接続を固定した放物的接続

のモジュライ空間を考えることで一般化された。松本氏は、これらの結果を種数

2以上の代数曲線に一般化した。双有理性を示すには、逆対応を作れば良いが、放

物的ベクトル束と接続の条件を局所座標を用いて記述し、チェックコホモロジ一

の計算に持ち込むもので、具体的で興味深い構成となっている。また 2つの有理

写像がLagrangianファイバー構造であることも、接空間とシンプレクテイック形

式がコホモロジーで記述できることから類似の計算で示される。

松本氏は射影直線上の 3点で極をもつ放物的接続のモジュライの場合には積

写像は双有理写像でないことも示している。

本研究は放物的接続のモジュライ空間に関する大変興味深い研究であり、可

積分系や代数幾何学に関して重要な知見を得たものとして価値ある集積であると

認める。よって、学位申請者松本孝文は、博士（理学）の学位を得る資格がある

と認める。




