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Funkcialaj Ekvacioj, 44 (2001) 201-217

The Proof of the Painlevé Property by Masuo Hukuhara

By

Kazuo Oxamoro and Kyoichi TAKANO
(The University of Tokyo and Kobe University, Japan)

§0. Introduction

In the summer semester of the year 1960, Masuo Hukuhara, a professor
of the University of Tokyo, gave a series of lectures for graduate students
of mathematics of the university and made lecture notes in Esperanto for the
students who were present. The subjects were on Painlevé equations, Garnier
equations and Schlesinger equations.

In the lecture notes, Hukuhara completed the proof by Paul Painlevé (3],
[4]) of the property that Painlevé equations have neither movable branch points
nor movable essential singular points, which is now called the Painlevé property.
However he has not published his proof in any form, saying that it would have
been an easy exercise for Paul Painlevé.

Masahiro Iwano, a former student of Hukuhara, attended this series
of lectures, and he also gave a series of lectures in 1971 at the University of
Tokyo, using Hukuhara’s lecture notes. Young Japanese mathematicians,
interested in the theory of nonlinear differential equations, on this occasion
studied the rigorous proof of the Painlevé property by Hukuhara.
Iwano introduced Hukuhara’s proof of the Painlevé property for the sixth
Painlevé equation as well as the first one. After this, the proof given by
Hukuhara was then familiar to Japanese mathematicians who were interested in
the Painlevé equations, although there were only a few such people.

The idea of Hukuhara concerning the sixth Painlevé equation is remarkable,
and it inspired the first author to construct a space of initial conditions and
to introduce the Hamiltonian structure for each Painlevé equation. In fact,
he assumed the Painlevé property to be a well known fact and cited the
lectures notes of Hukuhara in his paper on the foliations associated with the
Painlevé equations ([2]) and also the lecture notes of M. Iwano have been cited
in [1].

Now there are many people who are interested in Painlevé equations and
some of them seem to think that rigorous proof has not yet been obtained.
Therefore we think it is meaningful to publish the part of Hukuhara’s lecture
notes in which the Painlevé property is dealt with.
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In the following two sections, a copy of part of Hukuhara’s lecture notes is
given under his permission, in which nothing is changed except the addition of
a figure and references. It is written in Esperanto, however one can easily read
it consulting the following list if necessary.

ankail (also), aii (or), ajn (any), al (to), anstatatigi (replace),

Car (because), ¢e (at), Cirkad (around),

du (two), dua (second), dum (while),

el (of),

& (it), gia (its), gin (it),

ia (some), ili (they), ilia (their),

kaj (and), kazo (case), ke (that, conj.), kiam (when), kie (where), kiel (as),

kies (whose), kiu (which), kun (with),

jena (following),

lati (by), li (he), lia (his),

malgranda (small), meti (put), mi (I),

ne (not), ni (we), nia (our), nin (us), nun (now),

ol (than), oni (one, pron.),

plej (most), pli (more), plie (moreover), pri (about),

se (if), sed (but),

tiam (then), trovi (find), sin trovi (be found), tuta (whole),

- unu (one, a), unua (first), unue (firstly),

§1. Meromorfeco de la solvo de (F) y” = 6y + x
1. Se x, estas poluso de ia solvo, oni havas la ekspansion
2 0O
(1) y=(x—x0)" Zc,,(x—xo)" (co=1).

n=0

La koeficientoj devas havi la jenajn valorojn

_ . _0 _ X0 _ 1
Cl=C ==V, &= 10’ s = 6’
('
cc=h c¢7=0 C_x_é
6 — It 7=Y 8_3007"'7

kie & estas arbitra konstanto. Anstatadigante x, en la koeficientoj per
x — (x — xo) kaj reordigante lati la potencoj de x — x¢, ni ricevas la ekspansion

x2

6
"‘W(X—Xo) +

_ X 1
y=(x—xp) 2—E(x—xo)z-—E(x—xo)3-i-h(x—xo)“
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Se ni signas per z la brancon de y~'/2 kies ekspansio laii la potencoj de x — xo
havas la formon

z=(x—x0)+" -,

ni povas konsideri la deriviton y’ kiel funkcion de z kaj ni ricevas la ekspansion

2 xz Z2 1925x2
P _ & _ 2t ‘. 7h 3
e R I IR T
Metu
1 , 2 xz z? 3
2) Y= J’——Z—3—7—?+u2-

La ekvacio (F) $angigas al la diferenciala sistemo:

4 5 6

r=1+ 22
=ittty
)X’z N 3xz® - Y Suz* N 3u?z’
YT 4 & T2

Tiu & sistemo posedas unu kaj nur unu regulan solvon kiu plenumas la
iniciatan kondiGon: z =0, u=uy por x = xo, kie ug povas reprezenti ajnan
valoron. Portante tiun solvon en la rilatojn (2), ni ricevas unu solvon de (F)
por kiu xg estas efective la duaorda poluso. Oni havas do la ekspansion (1)
kies koeficientoj estas donitaj de (1)’. Oni povas facile certigi la rilaton uy = 7h.

2. Multiplikante

2
, 2 xz z% 3

y —;—7‘{‘?"1-”2

al la dua de la rilatoj (2), oni ricevas la rilaton

! 2 2
) 3 y x 1 1w
4) ¥ —4y ——2xy+7+4u—4—y+<z+xu>ﬁ—ﬁh0.
Metu
| !
(5) U=y? -4 —2xy+%
atl

2 2
, . x 1 1 u
(5) U= 4u+4y <4+xu)y2+y3.
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Kiam ni donas al x kaj U ajnajn valorojn superatajn je modula de ia
nombro M, unu el la du valoroj u kiuj plenumas (5) estas superata je modulo
de ia nombro kiu dependas de M sed ne de y.

Tion rimarkinte, ni konsideras ajnan solvon y de (F). y, kaj y; estu
la valoroj de y kaj y’ &e xo. La rilatoj (2) determinas du parojn de valoroj
(zo,u0), (Zo,i0), al kiuj respondas nur nun valoro Uy de U pere de (5), éar oni
havas (5) por x =x¢, ¥ = ¥y, ¥ =y, U= Up. Se do ni supozas ke xo kaj
Uy estas superataj je modulo de ia nombro, ni povas supozi ke uy ankal estas
superata je modulo de ia nombro. Se oni supozas plie ke y, restas pli granda
je modulo ol ia pozitiva nombro, z, restas pli malgranda je modulo ol ia
nombro. Tiu rimarko nin kondukas al la jena konkludo:

y estu ia solvo de (F) regula sur ia kurbo C kies unu ekstremo estas a. Se
ekzistas sur C unu punktovico {x,} konverdanta al a kaj sur kiu U kaj 1]y estas
superataj je modulo de ia nombro, a estas regula punkto aii poluso de la solvo y.

Car oni povas supozi ke z kaj u restas sur la punktovico pli malgrandaj je
modulo ol ia nombro, ili estas do regulaj ¢e a lat la unikecteoremo de Painlevé.
Se z nuligas e a, a estas poluso de y. Se ne, y estas regula Ce a.

3. Se ia solvo yp estas superumata sur ia finitlonga kurbo C kies unu
ekstremo estas a, gia derivito y’ ankaill estas superumata sur la kurbo C. y
estas do regula e a lali la unikecteoremo.

Konsideru nun la kazon kie y estas malsuperumata (te. 1/y estas
superumata) sur C. Oni povas facile certigi la rilaton

y' =30 + yU — x.
Portant tiun esprimon en la rilaton (5), ni ricevas
U 21 U U 4 2
(vt 35) +5e (Vg ) e 3=
de kio rezultas unu neegaljo de la formo
|U'| < A|U|+ B

sur la kurbo C. U estas do superumata sur C. La rezulto de la paragrafo 2
montras ke en la nuna kazo la solvo estas meromorfa ¢e a.

4. Nun mi povas montri la meromorfeco de la solvo. Supozu la kon-
tratiecon kaj konsideru la cirklon K interne de kiu unu solvo y estas meromorfa
sed sur kies cirkonferenco sin trovas unu transcenda singula punkto a. Sur
la radio I" (ai pli generale sur ia finitlonga kurbo sin trovanta interne de la
cirklo) kies ekstremo estas a, y ne povas esti superumata nek malsuperumata.
Ekzistas do sur I' unu punktovico sur kiu y estas superumata. Sur la sama
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punktovico y’ ne povus esti superumata, ar se ne y estus regula ée a kontratie
de nia hipotezo. Ekzistas do sur la radio I" unu punkto x; &e kiu la valoro y,
de y estas pli malgranda je modulo ol 1 dum la valoro y; de y’ estas pli granda
je modulo ol ia nombro 8M, kiun oni povas supozi tiom granda kiom oni
volas. Oni povas ankall supozi ke x; estas tiom proksima de a kiom oni volas.
Desegnu Cirkatl x; unu cirklon Cj interne de kiu ni supozas |y| < 10. Integrante
la ekvacion (F), oni ricevas

| = y1l < (600 + R)|x — x1],
ly = y1 — ¥{(x = x1)| < (300 + R/2)|x — x1|?,

kie R estas la plej granda de la distancoj de 0 al la punktoj de K. La radio de
C estu egala al 8/|y;|. Tiam oni havas

|¥| <9+ (300 + R/2)/M?.

Se do M? estas pli granda ol 300 + R/2, oni havas vere la neegalajon |y| < 10
en la cirklo C; kaj C) sin trovas komplete interne de K, Car se ne, y estus
superumata sur la radio I". La cirklo renkontas do la segmenton Xja &e unu
punkto xi, kaj oni havas

[l = [p1(x = x1)| = |»] = (300 + R/2)/M?* > 6

" por x =x{. Sur la segmento x]a sin trovas ankoraii punktoj x & kiuj la valoroj
y estas je modulo maksimume egala al 1 dum la valoroj y’ estas je modulo
minimume egala al 8. El tiuj punktoj ekzistas la plej proksima de x]. Ni
gin signas per x; kaj desegnas Cirkail gi la cirklon C; kun la radio 8/|yj|, kie
y} estas la valoro y’ &e x;. C, sin trovas interne de K. Gi renkontas do la
segmenton X;a ¢e unu punkto xj. Sur la segmento @ sin trovas ankorail
punktoj x Ce kiuj la valoroj estas je modulo maksimume egala al 1 dum la
valoroj y’ estas je modulo minimume egala al 8M. El tiuj punktoj ekzistas la
plej proksima de xj. Ni gin signas per x3, ktp. Tiel ni ricevas punktovicon
{xx}. Ni desegnas Cirkal x; la cirklon C; kun la radio 8/|y;| kaj la cirklon I
kun la radio 3/|y,|. Interne de I; oni havas

7] < 1y = x| + [yl + (300 + R/2)[x — xi|* < 5

Cy renkontas la segmenton Xza Ce unu punkto x;, kie oni havas |y| > 6. Do
Ii—1 kaj I} sin trovas eksterne unu de la alia kaj la du punktovicoj {x;} kaj
{xz} konvergas al la sama punkto, kiu devas esti transcenda punkto de y. Do
tiyj du punktovicoj konvergas al a.

Ni signas per I la radion I' kie la sur I" kuSanta diametro de &iu I} estas
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anstataliata de la respondanta duoncirkonferenco. I estas ankai finitlonga.
Sur la cirkonferencoj I} oni havas

1Yl = |yp(x — x0) — [yi| — (300 + R/2)/M? > 1.

Konsideru ian ajn punkton x de I"* kuSantan inter I;_; kaj I. Oni ne povas
havi samtempe la neegalajojn |y| <1, |y'| >8M. Do la neegalajo |y| <1
kondukas |y’| < 8M. Pro la hipotezo ke a estas la transcenda punkto, povas
ckzisti sur I"' neniu punktovico konver§anta al a kaj kie y kaj y’ estas super-
umataj. Oni havas do || > 1 por x e I'’ sin trovanta sufice proksima de . La
rezulto de la paragrafo 3 montras ke y estas meromorfa ankal Ce a, kontratie
de nia hipotezo. La meromorfeco de y en la tuta ebeno estas do establita.

K

5. Nun ni seréas unu esprimon de la solvo kiel kvocienton de du entjeraj
funkcioj.

n= *Jy(X)dx

estas meromorfa funkcio kies ¢iu poluso estas unuaorda kun la restajo L

C:expjiydx

estas do entjera funkcio kies nuloj estas polusoj de y. Simpla kalkulo kon-
dukas nin al la diferencialaj ekvacioj

n"+on?+x=0, {'=nl
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La unua ekvacio multiplitita de 2" estas tuj integrebla kaj oni trovas
n"? 4 4n"3 4 2(xn' — n) = konst.
Oni povas supozi la konstanton nul sen perdi la generalecon. Ni havas do

4«12 _ <C”
(1) y= T
kaj
n"t+ 4"+ 20" —n) =0,  '=nC

Car ( estas entjera funkcio, la formulo (1) donas la formulon deziritan.

§2. La ekvacio (VI) de Painlevé—Gambier

1. Degenerigo de la ekvacio (VI).
Oni bone scias la laborajojn de P. Painlevé kaj B. Gambier pri la duaorda
deferenciala ekvacio

(1) y'=R(x,,¥"),

kiu havas neniun movigeman branigpunkton. Jen estas ilia rezulto:

Se la ekvacio (1), kies dua membro estas racionala rilate al y’, algebra
rilate al y, analitika rilate al x, havas neniun movigeman branéigpunkton, gi
estas all integrebla per kvadraturoj ail reduktebla al linea diferenciala ekvacio
au reduktebla al unu el la ses ekvacioj jenaj:

(I) y”=6y2+X,

(II) y' =2y’ +xy+a,

1”2 ! 1 P
III //:y__y_ - 2 3 _
)y T L@ B+ +5

vy y” =y—,2+§y3 +4xy? +2(x* — a)y+£
2y 2 y’

11 y B =Dy dy+1)
\Y4 "n_ 12 - Y _ 2 el -1 o 124
(V) »'=y <2y+y_l) Tt -1 + 3 5 +o o)

R T

LY -D- w%+yﬂyu—n+wu—n}

x2(x — 1)? -1 (y-x?
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kie «, ,7,0 estas konstantoj. La demonstracio de la fakto ke la ekvacio havas
neniun branéigpunkton estas skizita de P. Painlevé en lia artikolo aperinta en
C. R. 143(1906), 1111-1117. Li tie ankati montris ke la kvin ekvacioj (I)—(V)
estas degenrintoj de (VI). Lian kalkulon ni volas reprodukti sube.

Metu en (VI)
_01 o N

827 y:—8_2+?7 X:1+8X

0
kaj X,y,,01 estu anstatatiataj de x,y,6. Ni havas

1] Yy —1)? wi B o oAy +1)

y// — i+____ y
2y y—1
kiu koincidas kun (V) por ¢=0.
(II1) kaj (IV) estas degenerintoj de (V). Por tion vidi, metu en (V)

—=+ S+
x x? »oy-nt (r-1?

y=1+¢Y, :—ﬂ—l oc~ﬁl+ﬂ

2
= =¢ o =¢%0
82, 62 6, 4 V1s

kaj Y,01,p,,7,,01 estu anstatatiataj de y,«,f,7,6. Ni havas

12 ! 2 3
n_ Yoy %y 2By 7 _2é
y = 7 x+——x2 +-—X2 +x+y+8(...).

Se ni metas
x:Xz, y = XY, e=0,

la transformito, kie X, Y, 4w, 4y,85,8) estas anstatatiataj respektive per Xx, y,
o, B,7,0, koincidas kun (III).
Metu en (V)

1 1 1 o

x=l+eX, y=e¥, a=g55, y=-4, Od=--g+5

kaj X, Y,a; estu anstatatiataj de x, y,o respektive. La transformito skribigas

2 )72 B
" Y 3 3 2
=" 4 — +2 + - +=+e(...).
2y 2)’ Xy }"<2 0‘) 8( )

Tiu ekvacio koincidas kun (IV) por & =0, se oni anstataiiigas x/v/2, v2y,4p
per x, y,[ respektive.
La ekvacio (II) estas degenerinto de (III) kaj de (IV). Por tion vidi, metu
en (II)
1 -1 1

x=14+&X, y=142Y, y=-9=—, a

486’ :_2;6_’ [)’:g(1+4a1£3)
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kaj X, Y,a; estu anstataiataj de x, y,a respektive. La transformito koincidas
kun (IT) por ¢ =0.
Metu en (IV)

1 1 1

1
2 _ - _ -
_83/2(]*5 X), y—83/2(1+28Y), o= ar, p= 726"

X =
2¢3

kaj X, Y,o; estu anstatatiataj de x, y,a respektive. La transformito skribigas

Yy =8y +dxy+a+e(...).

1/3

Tiu & koincidas kun (II) por ¢ = 0 se ni anstatatiigas 2%/3x,2'/3y, /2 per x, y, o

(I) estas degenerinto de (II). Por tion vidi, metu
x = —6e73(1 4+ £2X), y =51 4eY), a=4/e"
kaj X,Y estu anstatatiataj de x,y. La transformito skribigas
y" =216(y* —x) +e&(...).

Tiu & koincidas kun (I) por ¢ = 0, se x kaj y estas anstatatiataj de —x/6°, y/62.
Konsekvence, ni havas la jenan diagramon:

(I11)
(VD) — (V) ) —— (@)

(Iv)

kaj por vidi ke la ekvacioj (I)-(V) havas neniun movigeman brancigpunkton,
estas sufice montri la samon pri (VI).

2. Simetrieco de la ekvacio (VI).
Konsideru ekzemple la transformojn

(1) x=1-X, y=1-Y;
(2) x=1/X, y=1/Y;
(3) x =X, y=X/Y.

La ekvacio (VI) $angigas per tiuj ekvacioj al la sama ekvacio, kies parametroj
o, B,7,0 havas la valorojn

% =Y, _ﬁ7 67 _ﬁa —a, %5, "ﬁ: —a,
respektive. Metu do

O‘OZ—ﬁa a1 =7, O = &, Ocx:~_5-
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La transformoj (1), (2), (3) respondigas al la valoroj 0,1, 00, x de y la valorojn
1,0, 00, X; 0, 1,0, X; 0, X,0,1
kaj la parametroj oo, o, e, 0 Sangigas al
01 040, Qoo Ol ooy A1, 0L, Ol Doy Oy 01O O] -
Ni skribas la transformojn (1), (2), (3) jene:
' X=Lx, Y=Ty (=123)

L; estas linea transformo kiu respondigas are 0,1, c0 al 0,1, co kaj 7; estas linea
transfomo kiu respondigas are 0,1, 00, X = L;x al 0,1, 00,x. Ni diros ke ia ajn
transformo

(4) X = Lx, Y =Ty,

kiu posedas tiun econ, estas esprimebla kiel produto de la tri transformoj (1),
2), (3).

T, T, kaj T\T3T>T; estas respektive la interSangoj de 0 kaj 1,0 kaj 00,0
kaj x, se oni identigas X al x. T estas do la produto de la tri transformoj
T, T», Ts ripete skribitaj lati ia ordo. Se

T=T,T,...T,

oni havas
L=LL;,...L;,.

Do, per la transformo (4), la ekvacio (VI) Sangigas al la sama ekvacio kun la
parametroj

! / ! /
(5) 0y = 0770, oy = ogi, oL, = 0Tro0, ay = a7y,
kie T' estas la inversa transformo de T.

3. Ekzisto de la nuliganta regula solvo.
Serante formalan solvon
yreo(x—a)+elx—a)+---,
ni trovas

V2
=4 %

+—, co=h...,
a—1

kie h estas arbitra konstanto. Ni metas do

V2o x-—1

1 = .
(1) e RV, e
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Diferenciante tiun rilaton, ni havigas al ni la ekvacion

P(x, y,u)
X2(x— 1)y - 1)y —x)’

kie P(x, y,u) estas polinomo. FEstas grave rimarki ke y ne estas faktoro de
la denominatoro. Se do y,1/{(y—1)(y —a) kaj u estas superumataj sur ia
punktovico konverdanta al a diferenca de 0,1, 00, y kaj u estas regulaj ée a.
Analogan konkludon havos ni, por la singulaj valoroj 1,a, 0 de y pro la
simetrieco.
Formante la kvadraturon de (1), ni havas

(X—1)2 2,2
200 you-,

(2) u' =

2

2
- 5+ 2yu +
(x—1)
kaj la funkcio
2 o
V=S ———
y yx—1)

povas ludi la saman rolon kiel . Gi estas pli tatiga ol u, Car al la nuliganta
solvo y respondas v kiu estas regula Ce a, dum u ne havas tiun econ. Pli
generale, ni povas uzi la funkcion

; h(x,
U:f%}%p+mnwy+(iﬁ,

kie f(x,¥),9(x,y),h(x,y) estas regulaj ¢e (0,0), kondi¢e ke ni havu

-1
f (X, O) _ 2“0
h(x,0) (x—1*f ~
Ni formos en la sekvanta paragrafo la funkcion U kiu ludas samtempe la saman
rolon por la singulaj valoroj 0,1,a,c0 de y.

4. Formado de la polinomo U.
Konsideru la funkcion

x(x—1)y?
2(y-D(y—x)

Gi $angigas per la transformoj

1 1
:l—X = —Y' = — = — =
X , y=1 ; X== V= X
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al

Xx-ny?* X}x-ny?
2Y(Y-1)(Y-X) 2Y(Y-D(Y —X)’

XX-1’y? x(Xx-1D*Y xx-1)(y-1
2Y(Y-1)(Y-X) Y(Y-X)  2Y(Y—X)

respektive. Por la singula valoro y = 1, sufias adicii

o
X-1)Y x(y—1)

Por la singula valoro y = oo, sufi¢as adicii

oop X 2 Oy
X-1)Y  x(x-1)

Por la singula valoro y = x, sufi¢as adicii

%@—U+@—NW+X—1
Y Y 2Y
Oy | y—1 y

y-x 25-0 -D-n y—=x

!

oy —1/2 vy

y—x y—x

kiu diferencas de la antatia per regula funkcio de y é¢ y =x. Tamen la dua
termo aliformigas per la transformo x =1/X,y=1/Y al X3Y'/Y(Y — X) kiu
havas poluson ¢ Y =0. Do ni anstataiiigas gin per

!

yoox—p
y-—xy—-p

signante per f ajnan konstanton. Sekve ni metas

_ x(x = 1)y” % o Oy

M Ro-D0-9 G-Dy xp-1 xx-D)
=12y x-—f
y—x y-xy—-pf
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5. Superumateco de U.
Post iom enuiga kalkulo, ni trovas

vr=or [’ zy<yx£x1;<ly)— %) G = 1) 2y —xx;(ﬁy ) G SN yiﬁ)
- %y?f’ffifi;ﬁ (yﬂ—_ﬁl)) ] i [(‘F%cf(yﬁ_—?) G = }i_ﬁﬂ

" G-DE-fY w11 (-DE-p
M +{<x—1>2y<” o —P) ) x2<y—1><x+x—1 (x—l)(y—ﬁ))

o) <1 1 (y—l)(x—ﬁ))

x(x—1) ;+x—1_x(x—1)(y—ﬁ)
Jrocx—l/z (x-B -8 -BB-1)
y—x x(x = 1)(y = p) '

Skribu la rilatojn (1) en 4 kaj (1) jene
U= f(x2)y?+g(x, )y +h(x,y),
U' = F(x,)y"” + G(x, )y + H(x, y).
De tiuj deduktas linean rilaton inter U, U’ kaj y’:
®) fU' = FU = (fG — gF)y' + (fH — hF),
kie
(L= 28)x+ By + Blx — 28+ )
20(y = D(y = x)(y = B’
y = 0,1 kaj x estas simplaj polusoj de fH — hF. Plie y*(fH — hF) estas regula
ée y = . Solvante (2) rilate al y’ kaj portante la tiel hivigitan esprimon de y’
en (1) en 4, ni trovas ekvacion

fG—gF =

3) (U'+ AU 4+ B)* + C(U' + AU + B) + DU + E =0,

kie la koeficientoj

__F _ _JH-hF _9(fG—gF)
A=—%, B o C e
2 2
D:_(fG;;JF) , E:h(fGJ;gF)
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estas racionalaj funkcioj de x, y kiuj havas polusojn nur ée x =0,1 kaj y = S,
enkalkulante la infinituman punkton. Ni havas do, supozante f # 0, 1,4, o kaj
a#0,1,00, la neegalajon

4) |U'| < H|IU|+ K
por
(5) ly~Blze  |x—a <

kie H kaj K estas pozitivaj konstantoj kaj ¢ estas sufie malgranda pozitiva
nombro.

C estu finitlonga kurbo finiganta ¢¢ x =a. Se la solvo y de (VI) estas
superumata sur C, de la neegalajo rezultas la superumateco de U sur C.

6. Solvo por kiu U estas superumata.

Konsideru solvon y por kiu U estas superumata sur ia punktovico {ax}
konverganta al @ # 0,1, 0. Ni signas per by, b; kaj y; la valorojn kiujn prenas
v,y kaj U & ax. Unue ni supozas ke la tri vicoj {bx }, {b;} kaj {4} konvergas.
b,b’ kaj u estu iliaj limoj. Se b diferencas de f, co, la rilato (4.1), kiu estas
plenumata de y = by, y'=b;, U = i, montras ke la vico {b;} estas superumata.
Se plie b diferencas de 0,1,a, la solvo estas regula ¢e a lail la unikecteoremo.
Supozu do b=0. Tiam ni havas

n 2060
(a-1)?
kaj ni povas supozi
V%%
a—1’

prenante konvene unu el la du valoroj de la kvadratura radiko de 2ag. La
ekvacio (1) havas nur unu radikon y’ kiu konvergas al b’ kiam x — a, y — 0.
Gi estas regula funkcio de x, y, U & (a,0,x) kaj ni havas la ekspansion

, V2% ¥y ap o —1/2  2u0(x—f)  oap(x+1)
Y + {;_ x + Bx(x—1) _x(x—l)

Cx-1 Vo
Se do u estas la valoro ée a; de u diffinita de (1) en 3, la vico {u;} konvergas
samtempe kune kun {z}. Sekve, y estas regula Ce a lall la rezulto de la
paragrafo 3.

Pro la simetrieco, ni havas la analogan konkludon kiam & koincidas kun
unu el la tri valoroj 1,a,00. Ni havas do la propozicion:

Ia solvo, por kiu U estas superumata sur finitlonga kurbo finiganta ce
a+#0,1,00, estas regula aii meromorfa ¢e x = a, kondice ke y neniam eniras
en ian cirkailajon de f.

+U}+~u
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7. Neekzisto de movigema brancigpunkto.

Nun ni povas demonstracii la neenziston de movigema brancigpunkto.
Por tion montri, ni supozas la kontraiiecon, t.e. la ekziston de branéigpunkto
diferenca de 0,1,00. Gi devas esti transcenda punkto. Ni supozas do la
ekziston de cirklo K interne de kiu y estas meromorfa sed sur kies cirkonferenco
sin trovas transcenda punkto a(# 0,1, 00) de y. Ni signas per I" la radion kies
ekstremo estas a.

J > 1 estu ia ajn nombro pli granda je module ol la koeficiento de »'* en la
dua membro de (VI). Se p estas sufi¢e malgranda, la dua membro de (VI) ne
povas superi A|y"?| je modulo por

1
(1) IX—(ZISZ,D, ly_ﬁlszpa |yl|2 5
by kaj b} estu la valoroj de y kaj y' Ce a; € I'.  Lall la rezulto de la paragrafo 6,
ekzistas, kiel ajn malgranda estas pozitiva nombro p|, tia punkto a;, ke ni havas

1
(2) |a1—a|5p1’ |b1—ﬁ‘3p17 lbﬂz’;l'
Supozu ke oni havas
1 1 2¢
3 — b < — < =
(3) |y —bi] <e, A A

por |x — aj| < ¢&/(A]b]]), kie ¢ pozitiva konstanto plenumanta la sube klarigotajn
kondicojn.
Unue ni supozas

(4) P <P, &< p, 2ep; < p.
Tiam (2), (3) kaj |x — a1 < &/(4]b]]) sekivigas (1). Ni havas do
"I < A1y

Integrante tiun neegalajon, ni ricevas la neegalajon

kies dua membro estas pli malgranda ol ¢/|bj|. De tio rezultas

F ' 1
V=bil<ey',  Di<i—
kaj

A
|y =bil < I—%lbilzlx*ali.
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Integrante tiun neegalajon, ni ricevas

A
|y —b1 = bi(x —ay)| < m|b{|2|x—a1|2,
de kio rezultas
Abi||x —a
) y=ail> (1= 2= i - a,
Abil|x —a
(5 v bl < (1+~'i'1'7)1')|b1ux—al|,
kaj |y —b1| <e¢, se
@)’ L4 <

2(l —¢)

Konsekvence, oni havas por |x — ai| < ¢/(4]b]|) la neegalajojn (3), kie la egalajo
estas forigita, sub la hipotezoj (4) kaj (4)’. Tiuj kondi€oj estas plenumataj por
sufi¢e malgranda e. Tiam ni havas (3) por |x — a| < ¢/(A|b]|) kaj sekve (5) kaj
(5)"

Ni prenas ¢ sufiée malgranda tiel ke oni havu

(4)//

kaj metas p, = ¢/(164). La neegalajo (5) sekvigas

o] ™

Iy—ﬂl>%

por |x — ai| = ¢/(1|6}]) kaj

|y — Bl >

0| ==
x| m

por |x —aj| = ¢/(4|b}|), dum la neegalajo (5)" sekvigas

[ J OS]
R

[y —Bl <

por |x —ai| < é&/(44]bj]). Ni povas do rezonadi kiel en §1, 4 kaj atingas la
jenan konkludon:

La ekvacio (V1) havas nenium movigeman brancigpunkton.

Nia demonstracio supozis la nenulecon de o, o1, %y, 4. Tamen tiu limiga
kondiéo estas forigebla laii la bone konata procedo de Painlevé.
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