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des Equations de Kirchhoff Moyennement Degenerees avec un 

Terme Non-Lineaire Dissipatif 

By 

Mohammed AASSILA and Abbes BENAISSA 

(Universite de Strasbourg, France and Universite Djillali Liabes, Algerie) 

1. Introduction 

Soit Q un ouvert borne avec une frontiere reguliere I', on considere le 
probleme aux limites a valeurs initiales 

{ 
u" - <I>(IIVxull~)Llxu + g(u') = 0 dans Q x [0, +oo[, 

(P) u = 0 sur r x [0, +oo[, 
u(x, 0) = u0 (x), u'(x, 0) = u1 (x) sur Q, 

Lorsque n = I, l'equation (P) modelise le mouvement transversal d'une corde 
vibrante. L'equation d'origine est: 

ou 0 ::;; x :,;; L et t > 0, u(x, t) est le deplacement vertical du point x a l'instant t, 
p la densite de masse, h la surface de la section de la corde, L la longueur de la 
corde, c la tension initiale de la corde, r le module de la resistance, E le module 
de Young du materiel et f la force exterieure (par exemple l'action de la 
pesanteur). Lorsque g = f = 0, cette equation a ete proposee en 1876 par G. 
Kirchhoff [17]. 

Plusieurs auteurs ([25], [32], ... ) se sont penches sur l'etude systematique des 
problemes relatifs a des equations du type 

uu(t, x) = <P (L IVxu(t, x)l 2dx) Llxu 

sous la condition <t>(s) :;::,: m > 0 exprimant le caractere hyperbolique strict de 
}'equation, et des resultats d'existence locale dans certains espaces de Sobolev 
ont pu etre etablis. Reprenant les travaux de S. I. Pohozaev [31], dans un 
cadre abstrait, J. L. Lions a presente une collection de problemes lies a ces 
equations. Un de ces problemes consiste a considerer ces equations sous une 
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condition d'hyperbolicite faible ( <P(s) ~ 0). Dans ce cadre, A. Arosio-S. 
Spagnolo [7] et P. D' Ancona-S. Spagnolo [9] ont donne une reponse positive 
dans la classe des fonctions deux fois continument differentiables par rapport au 
temps et analytiques par rapport aux variables d'espaces x. D'autres auteurs 
ont etudie dans des espaces de Sobolev le cas "moyennement degenere" OU le 
cas de "la bonne degenerescence", (voir H. R. Crippa [8], Y. Ebihara-L. A. 
Medeiros-M. M. Miranda [12], L. A. Medeiros-M. M. Miranda [26], Y. 
Yamada [36], T. Yamazaki [37], A. Arosio-S. Garavaldi [6], et ils ont prouve 
l'existence locale de la solution. Pour traiter l'existence globale des equations 
de Kirchhoff moyennement degenerees, il est naturel d'ajouter un terme dis­
sipatif (par exemple u', -Llxu', Ll;u). 

Dans [29], K. Nishihara et Y. Yamada ont etudie le probleme (P) lorsque 
<P(r) = rcx (a~ 1) et g(x) = TX et M. Aassila [l] a etendu ce travail au cas ou g 
est nonlineaire. Dans [13], M. Ghisi et M. Gobbino ont etudie le probleme (P) 
lorque g(x) = TX. 

Dans ce travail, on se propose d'etudier dans [O, +oo[ x Q le probleme aux 
limites a valeurs initiales (P), avec des conditions sur la taille des donnees 
initiales. On prouvera l'existence et l'unicite d'une solution globale faible dans 
des espaces de Sobolev en utilisant la methode de Faedo-Galerkin et nous 
determinerons le comportement asymptotique de la solution a l'aide d'une 
technique due a Aassila [2] introduite pour l'etude des proprietes de stabilite 
asymptotique forte de certains systemes distribues. 

2. Notions preliminaires 

Lemme 2.1. Soit T > 0, et soit f E C1 ([0, T[; R). On suppose que f(t) ~ 0 
dans [0, T[, et qu'il existe deux constantes c1 > 0, c2 ~ 0 telles que 

Vt E [0, T[. 

A/ors, 

/1[i) s max{ ,/]Wj, ;~} Vt E [0, T[. 

Lemme 2.2 (Inegalite de Sobolev-Poincare). Soit a un nombre avec O s 
o: < +oo (n = 1, 2) ou Os o: s 4/(n - 2) (n ~ 3). A/ors, ii existe une constante 
C(a,Q) telle que 

pour u E HJ (Q). 

Lemme 2.3 ((18] p. 12). Soit (() un ouvert borne de R; x R1, gµ et g des 
fonctions de Lq((()), 1 < q < oo, tel/es que 

gµ ----, g p.p dans (()_ 
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A/ors 

gµ --+ g dans Lq faible. 

Lemme 2.4 (4]. Soient a, fJ E L 1 [0, T] tels que a, fJ 2 0 et soit C une 
constante 2 0. Soit g une fonction continue de [0, T] dans R+ verifiant 

0 s g(s) s C + 2 I a(r)Jg(i) dr + L f](r)g(r)dr (0 s s s T). 

Alors 

Preuve du lemme 2.1. 
D'apres l'hypothese on a 

pour tout t E [0, T]. 

(ecisJ(s))' s c2ec1sv7[s). 

Posons 

done on a 

(D) 

En appliquant le lemme 2.3 a (D) on deduit 

y(t) s ( y1y(O) + :~ (eci/2t _ l)y, 

par suite on obtient 

l'etude de la fonction qui se trouve a droite de l'inegalite ci-dessus nous permet 
d'etablir le resultat annonce. □ 

3. Notations et resultats 

Soit Q un ouvert borne de Rn avec une frontiere reguliere I'. L2(Q) 
represente l'espace des fonctions de carre integrable sur Q muni du produit 
scalaire (·, ·) et la norme II • 11 2 , sur l'espace de Sobolev HJ (Q), nous considerons 
la norme suivante 
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et le produit scalaire associe: 

~J au av (u, v)HJ = ~ ~ ~ dx. 
i=I Q uX1 uX1 

Soit A = -L1 l'operateur de Laplace sur L 2(Q), D(-L1) = { u E HJ (Q); L1xu E 

L 2 (Q)} = HJ(Q) nH2(Q), A possede les proprietes suivantes: 
(a) :lmo > 0 telle que (-L1xu, u) 2 mollull; Vu E HJ n H 2(Q), 
(b) (-L1xu, u) = l!Vxull;, Vu E HJ n H 2(Q), 
(c) 11 existe une suite (AJ)JEN de nombres reels et une suite (w1)1EN de L 2(Q) 

telles que: 

{ 

mo s Jf s J; s · · · s lJ • • • 

-L1w1 = i}w1, VJ EN 

lim J2 = +oo 
J-++oo J 

{w1}J est un systeme orthonormale complet dans L 2(Q) et orthogonale dans 
HJ (Q) et dans HJ (Q) n H 2(Q). 

On supposera que g : R ---+ R est une fonction continue croissante et verifie 
les hypotheses suivantes: 

(1) 

(2) 

(3) 

g(0) = 0, 

g'(x) 2 r > 0, 

ou c1 et r sont deux constantes et q 2 1 telles que (n - 2)q s n + 2. Posons 

(4) 

(5) 

E(t) = llu'(t)II; + l!Vxu(t)II;, 
ct>(l!Vxu(t)II;) 

F(t) = l!Vxu'(t)II; + IIL1xu(t)II;. 
ct>(l!Vxu(t) II;) 

Theoreme 3.1. Soit ct>: [0, +oo[---+ [0, +oo[ une fonction localement Lip­
schitzienne. Supposons que les conditions (1 ), (2) et (3) sont satisfaites. Pour 
toute donnee initiale (u0 , u1) E H 2 n HJ x HJ n L2q verifiant 

(6) ct>(l!Vxuoll;) > 0, 

(7) max lct>'(s)I max{ llu1ll2 2 ,~JF(o)}JF(o) <-8r 
0s;ss;E(0) ct>(IIVxuoll2) r 



Existence Globale et Comportement Asymptotique 313 

OU 

Alors, le probleme (P) admet une solution globale unique faible 

u E W2, 00 ([0, +cx:i[; L(q+l)/q) n W1' 00 ([0; +:xi[; HJ) n L 00 ([0; +cx:i[; H 2 n HJ) 

et on a: 

(8) <P(IIVxu(t)lli) > 0 dans [O, +oo[. 

Theoreme 3.2. En plus des hypotheses du theoreme 3.1, nous supposons que 

(9) lg(x)I:::;; c2lxl si lxl :::;; 1 (qui decoule de (3)), 

alors il existe F00 et E 00 tel/es que 

(C) (F(t),E(t))--> (F00 ,E00 ) lorsque t --> + oo 

et on a 

(10) 

( 11) 

Si F00 = 0 alors on a: 

J; 11~\u'(t)llidt < +cx:i, 

u'(t)--> 0 dans L2 (Q). 

(u(t),u'(t),u"(t))--> (0,0,0) dans HJ nH2 x HJ x L(q+l)/q 

lorsque t--> +oo. Si E 00 > 0 alors on a: 

(u'(t),u"(t))--> (0,0) dans HJ x L(q+l)/q 

lim <P(IIVxu(t)lli) = 0. 
/->Ct) 

lorsque t --> + oo, 

Corollaire 3.1. Si <P(O) = 0 et <P(r) > 0 dans un voisinage a droite de r = 0 
de la forme JO, ro] et supposons que E(O) :::;; ro, alors on a: 

(12) (u(t),u'(t),u"(t))--> (0,0,0) dans HJ x HJ x L(q+l)/q, 

lorsque t--> +oo. 

Corollaire 3.2 (1131). Si g(x) = rx, a/ors on a: ii existe u00 E HJ n H 2 telle 
que 

(13) (u(t),u'(t),u"(t))--> (u00 ,0,0) dans HJ nH2 x HJ x L 2, 

lorsque t--> oo. De plus, ou bien u00 = 0, ou bien <P(IIVxuoo Iii) = 0. 
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Remarque 3.1. a) Si <P(r);;:,: v > 0 pour tout O:::;; r::;; E(0) alors on a 
toujours E 00 = 0. 
b) A vec des petits changements, on obtient les memes resultats pour le modele 

de Carrier, i.e., en rempla9ant le coefficient <P(IIVxull;) par <P(llulli), ainsi il 
n'est pas necessaire que le probleme soit de type variationel. 

c) Le corollaire 3.1 est une generalisation du travail de M. Aassila [1], mais on 
ne peut pas utiliser l'inegalite de M. Nakao [28] pour estimer la vitesse de 
decroissance de la solution sauf pour des cas particuliers par exemple 
<P(r) = ra, rx;;:,: 1. 

d) On peut generaliser le corollaire 3.2 au cas OU Q est non borne et 
l'operateur -ilx est remplace par un operateur A autoadjoint faiblement 
coercif ((Au, u) ;;:,: 0 Vu E D(A)) en utilisant un theoreme de diagonalisation 
(decomposition spectrale) (voir [11]) qui nous permet d'etudier le probleme 
independamment de la compacite (voir [19] et [21 ]). 

e) En utilisant l'inegalite de Gagliardo-Niremberg, on peut avoir les memes 
resultats pour des cas particuliers de q et n qui ne verifient pas la relation 
(n - 2)q ::;; n + 2. 

f) Si q = I, alors on peut considerer le cas F00 > 0, a la place du cas E 00 > 0 
clans le theoreme 3.2. 

4. Demonstration des resultats 

Preuve du theoreme 3.1. 

On va utiliser la methode de Faedo-Galerkin. Soient ( w1) les fonctions 
propres de -ilx. On cherche Um(t) solution approchee du probleme sous la 
forme 

m 

Um(t) = LgJmWj 
}=I 

Ies g;m etant a determiner par les conditions: 

(14) 

(15) 

( 16) 

{ (u!(t) - (m- 1 + <P(IIVxum(t)lli))ilxum(t) + g(u~(t)), w1) = 0, 
l:S:j:S:m, 

m 

um(0) = uom = L(uo, w1)w1 _, uo clans HJ n H 2 lorsque m-, +oo, 
}=I 

m 

u~(0) = u,m = L(u,, w1)w1 _, u1 clans HJ n L 2q lorsque m _, +oo. 
J=l 
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D'apres les resultats generaux sur les systemes d'equations differentielles, on est 
assure de !'existence d'une solution locale de (14), (15) et (16) qui se prolonge en 
un intervalle maximale [O, tm[ par le lemme de Zorn puisque les termes non­
lineaires dans (14) sont continus localement Lipschitziens. Les estimations a 
priori qui suivent montrerons que tm = T. 

i) Estimations a priori 1. 
On multiplie !'equation (14) d'indice j par 2g}m et l'on somme en j. Il 

vient 

d'ou 

(17) llu~(t)lli + M(IIVxum(t)lli) + 2 LL g(u~)u~ dsdx 

::::; llu1 Iii+ M(IIVxuolli) + IIVxuolli, 
d'ici, on obtient 

(18) 

ou M(s) = J; ({)(t)dt. 
Utilisant (3) et (17), on en deduit: 

(19) u~g(u~) demeure dans un borne de L 1(Q x [O, Tl), 

(20) g(u~) demeure dans un borne de L(q+I)/q(Q x [O, Tl). 

ii) Estimations a priori 2. 
Posons 

En derivant Fm(t) par rapport a t, nous obtenons 

F' (t) = 2(-g(u~), -Llxu~) _ 2(Vxum, Vxu~)IIVxu~lli({)'(IIVxumlli) 
m m-l + ({)(IIVxumlli) (m-l + ({)(11Vxumlli)) 2 

En utilisant (2), on obtient 
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avec 

On va montrer que 

(21) VO st s +oo. 

Pour cela posons 

En derivant Em(t) et Gm(t) par rapport a t, a l'aide de (2) on obtient 

(22) 

(23) 

Supposons que sur [O, tm[ on a: 

d 2 
dt <P(IIVxum(t)lb) , 

----=~----~1 < -
m-l + <P(IIVxum(t)lli) - 2 

(24) VO s t < tm. 

11 est facile de voir que Fm(t) s Fm(O) pour O s t < tm. En plus on a: 

(25) 

(26) 

IIVxum(t)lli S Em(t) S Em(O), 

IIAxum(t)lli S Fm(t) S Fm(O), 

En appliquant le lemme 2.1 a f = G~, on a 

(27) 

\ft E [O, tm[, 

\ft E [O, tm [. 

\ft E [O, tm [. 
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Montrons que (24) est verifiee, on commence par verifier que 

d 2 
dt<P([/Vxum(t)[[2) , 

m-l + <P([[Vxum(t)[[i) ~ 2• 
(28) 

t=O 
En effet, d'apres (7) on a: 

d 2 

dt<P([/Vxum(t)[[2) = 12(VxUom, VxU1m)<P'([[VxUom[[i)I 

m-l + <P([/Vxum(t)[[i) m-l + <P([[Vxuom[[i) 
t=O 

~ 2 max [<P'(s)[ [[uim[[ [[LI u [[ 
0sssEm(0) m-1 + <P([[Vxuom[[i) x Om 2 

~ 2 max [<P'(s)[ [[u1m[l Mm 
0sssEm(0) m- 1 + <P([[Vxuom[[i) 

<4 max [<P'(s)[ [[ui[[ Ip; 
- 0sssE(0) <P([/Vxuo[[i) V ro 

r 
<­-2 
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pour m suffisamment grand. Supposons que (24) n'est pas verifiee sur [O, tm[, 
puisque <P([[Vxum(t)[li) et (d/dt)<P([/Vxum(t)[li) sont continues, done (28) implique 
qu'il existe t* > 0 tel que 

d 2 d 2 

(29) dt<P([[Vxum(t)[[i) r [O *[ dt<P([[Vxum(t)[[2) 

m-l + <P([/Vxum(t) [Ii) ~ 2 Vt E 't et m-l + <P([[Vxum(t) Iii) 
r 

t=t* 

Pour m suffisamment grand et t E [O, t*], on a 

d 2 

dt <P([[Vxum(t)ll2) [[u' (t)ll 
~-----1 ~ 2 max [<P'(r)[ m [[LI u (t)[[ 
m- 1 +<P([[Vxum(t)[[i) 0srsEm(0) m- 1 + <P([[Vxum(t)[[i) x m 

~ 2 max [<P'(r)[ max{Gm(O),~ ✓Fm(O)} ✓Fm(O) < -2' OsrsEm(O) T 

ce qui contredit (29). 
Montrons que tm = +oo. En effet, supposons que tm < +oo. Alors, d'apres 

(26), (24) et (15)-(16), il vient que 

lim sup([[Vxu~(t)[[i + [[Llxum(t)[li) ~ max{l, (m- 1 + <P([/Vxuom[li))ertm}Fm(O) 
t-+t; 

~ C < +oo 
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OU C est independant de m. Done Um(tm) et u~(tm) existent. En repetant le 
meme procede pour le probleme (14)-(16) dans l'intervalle [tm, T] avec les con­
ditions initiales um(tm) et u~(tm)- Comme um(t) est uniformement bornee, alors 
!'application u c--+ cp(IIVxulli)Llxu est continue localement Lipschitzienne. Done 
la solution um(t) est prolongeable en dehors de [O, tm[- Par suite, on deduit que 
toute solution maximale est globale, done le probleme admet une solution 
globale. Enfin on obtient 

(30) 

(31) 

IIL1xum(t)ll2 Sc, 

IIVxu~(t)ll2 

iii) Estimations a priori 3. 
On deduit de (14): 

llu;(0)lb S (~ + cp(IIVxuomlli)) IIL1xUomll2 + llg(u1m) 112 

S (1 + cp(IIVxUomlli))IIL1xUomll2 + llg(u1m)lb-

D'apres (3), g(u1m) est borne dans L2(Q), et done grace a (15) et (16): 

Derivons (14) en t, il vient: 

(32) (u::;(t) - 2cp'(IIVxumlli)(Vxu~(t), Vxum(t))Llxum(t) 

- (~ + cp(IIVxumlli)) Llxu~(t) + u;(t)g'(u~), Wj) = 0. 

Multipliant par 2g1~(t) et sommant en j, on en deduit: 

(33) :t (11u;(t)lli + (! + cp(IIVxum(t)lli)) IIVxu~(t)lli) + 2 L u;2g'(u~(t))dx 

= 2cp' (IIVxUm lli)(Vxu~(t), Vxum(t)) IIVxu~(t) Iii 

+ 4cp' ( IIVxUm IIJ)(Vxu~ (t), Vxum( t)) (Llxum( t), u;( t)) 

s 2lcp'(IIVxumlli)I IIVxu~(t)lllIIVxum(t)lb 

+ 4lcp' ( IIVxum Iii) I IIVxu~(t) ll2IIVxum(t) 112 IILlxum(t) ll2 llu;(t) 112 

s 2lcp'(IIVxumlli)I IIVxu~(t)lllI1Vxum(t)ll2 

+ 16lcp' (IIVxUm Iii) I2 IIVxu~ ( t) Iii IIVxum( t) llillL1xum( t) Iii + llu;(t) Iii 
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et alors 

:t (11u;(t)lli + ! IIVxu~(t)lli + <P(IIVxumlli)IIVxu~(t)lli) 

+ 2 L u;2g'(u~)dx::; gm(t) + llu;~(t)lli, 

OU 

gm(t) = 2l<P'(IIVxumlli)I IIVxu~(t)ll~IIVxum(t)ll2 

+ 16l<P' (IIVxumlli)l 2I1Vxu~(t)lliI1Vxum(t) Iii· 

Grace au lemme de Gronwall, on deduit alors: 

pour tout t ER+, et on obtient 

(34) u;(t) demeure dans unborne de L'(:;c(O,+oo;L2(.Q)). 

iv) Passage a la limite. 
Par (30) et (31) on obtient !'estimation 

(35) Vt E [0, Tl, Vm EN 

Par (34) et (35), on a pour tout t, s E [O, T] 

(36) 

(37) 

IIVx(um(t) - Um(s))lb::; Filt - sl, 

Jlu~(t) - u~(s)ll2 ::; C2lt - sJ 

Par les estimations precedentes, nous avons: 

319 

(um)mEN est uniformement bornee dans [O, T] suivant la norme de 
HJ(Q) nH2 (.Q) et equicontinue suivant la norme de HJ(Q). 

(u~)mEN est uniformement bornee dans [O, T] suivant la norme de HJ (.Q) et 
equicontinue suivant la norme de L 2 (.Q). 

Alors par le theoreme d' Ascoli-Arzela, il existe une fonction u : .Q x 
[O, T] ---+ R et une sous suite de (um) que l'on note aussi Um telle que 

(38) 

(39) 

U E C([O, T]; HJ (.Q)) n C1 ([O, T]; L 2(.Q)) 

{ Um---+ u fortement dans C([O, T];HJ(.Q)), 

u~---+ u' fortement dans C([O, T]; L2 (.Q)). 
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De plus, comme H 2 n HJ (Q) et HJ (Q) sont des espaces de Banach reflexifs, 
alors 

(40) 

(41) 

(42) 

u~_____,u' dans Lf,)c(0,oo;HJ) faible* 

u;------, u" dans Lf,)c(0, oo;L2) faible* 

en plus, on a 

(43) 

(44) 

(45) 

(46) 

Um _____, u p.p. dans Q x [0, T], 

u~ _____, u' p.p. dans Q x [0, Tl, 

g(u~) _____, x dans L(q+l)/q(Q x (0, T)) faible* 

<P(f!Vxumffi)AxUm _____, 1/1 dans Lf,)c(0, oo;L2) faible* 

pour des fonctions convenables uEL00 (0,T;HJnH2), t/JEL00 (0,T;L2) et 
x E L(q+l)/q(Q x (0, T)) pour tout T 2 0. On va montrer que u est une solution 
du probleme (P). Par (40)-(42), on deduit que 

L um(0)w1 dx _____, L u(0)w1 dx et L u~(0)w1 dx _____, L u'(0)w1 dx 

pour tout j 2 1 fixe. Par (15)-(16) on deduit que u(0) = u0 et u'(0) = u,. 
Prouvons que t/1 = <P(f!Vxuffi)Axu, i.e., 

<P(f[Vxumffi)Axum _____, <P(f!Vxuffi)Axu dans Lf,)c(0,+oo;L2) faible*. 

Pour u E L 2 (0, T;L2 ), on a: 

(47) r (t/1- <P(flVxuffi)Axu, v)dt = r (t/1 - <P(flVxumfli)AxUm, v)dt 

+ r <P(flVxufli)(LlxUm - Llxu, v)dt 

+ J: (<P(f!Vxumffi) - <P(f!Vxuffi))(LlxUm, v)dt, 

le premier et le deuxieme terme dans (47) tendent vers zero lorsque m _____, +oo, 
et pour le troisieme terme on a 

1r (<P(l!Vxumlli) - <P(IIVxuffi))(LlxUm, v)dtl 

:::;; Cr (l!Vxum - Vxulf2)(l!Vxumfl2 + IIVxufl2)IIAxumll2llvlf2dt, 
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comme (um) est bornee dans £ 00 (0, T; H 2 (Q) n HJ(Q)) et !'injection H 2 (Q) n 
HJ '-------+ HJ (Q) est compacte, on a 

Um--+ U dans L 2(0, T;HJ(Q)) fortement, 

de la 

J: L (u; - ct>(IIVxumll;)Axum)v dxdt--+ r L (u" - ct>(IIVxull;)Axu)v dxdt 

lorsque m--+ +oo pour tout v E Lq+I (0, T; HJ). 11 reste a montrer que 

(48) r L vg(u:,,)dxdt--+ r L vg(u')dxdt lorsque m --+ + oo. 

11 vient de (19) et le lemme de Fatou que u'g(u') E L 1(Q x (0, T)), D'autre part, 
puisque g est continue, alors on deduit de (44) que g(u:,,) --+ g(u') presque 
partout dans Q x [0, T]. D'apres le lemme 2.3, on deduit que 

g(u:,,)--+ g(u') dans L(q+I)fq(Q x [0, Tl) faible* 

ce qui implique (48). De la r L (u" - ct>(IIVxull;)Axu + g(u'))v dxdt = 0, Vv E u+1(0, T; HJ). 

v) ct>(IIVxu(t)II;) > 0 pour O :s; t < +oo: 
Montrons que ct>(IIVxu(t)II;) > 0, Vt~ 0. Soit T un point tel que 

ct>(IIVxu(T)II;) = 0, d'apres !'estimation (21) on a 

d 2 
dt ct>(IIVxu(t)ll2) T 

<-
ct>(IIVxu(t)II;) - 2 • 

On fait une integration sur [t, T] pour O s t s T, on obtient 

<1>(11Vxu(t)ll;)e-,l2(T-t) S ct>(IIVxu(T)lli) S <1>(11Vxu(t)lli)e'/2(T-t) 

done, on deduit que ct>(IIVxu(t)lli) = 0 pour tout t E [0, T] ce qui contredit 
ct>(IIVxuoll;) =I= 0. Ainsi, on obtient ct>(l!Vxu(t)II;) > 0 pour tout t ~ 0. 

vi) Unicite 
L'unicite est assuree par un procede classique en utilisant le fait que ct> est 

localement Lipschitzienne et g est monotone. 

Preuve du theoreme 3.2. 
Posons 
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En derivant E(t) par rapport a t nous obtenons 

(49) 
I ( : <P(IIVxu(t)lli)) 

E'(t) :s; --<P-(11-Vx_u_(t)-lli~) 2' + ~(IIVxu(t)lli) llu'(t)lli 

3 Jiu' (t) Iii 
<--'[---~ 

- 2 <P(IJVxu(t)lli)' 

la fonction E(t) est decroissante et positive, alors il existe Ecf) tel que 

E00 = lim E(t), 
1---,+oo 

En derivant F(t) par rapport a t nous obtenons 

(aal) F'(t) < -~T IIVxu'(t)lli 
- 2 <l>(IJVxu(t)lli)' 

done F(t) est decroissante et positive, alors il existe F00 tel que 

(aa2) F00 = lim F(t). 
1---,00 

Dans la suite, nous aurons besoin du lemme suivant: 

Lemme 4.1. Lafonction Lu(t) = <l>(IJVxu(t)lli) est globalement Lipschitzienne. 

Preuve: Puisque on a IIVxu(t)lli ::=:: E(0), pour tout t 2: 0, il s'ensuit que 
<J>(IIVxu(t)lli) est bornee. D'apres (5) on a aussi 

IJVxu'(t)Jli :s; F(t)<P(IIVxu(t)lli) :s; C 

pour tout t 2: 0. Comme <P est localement Lipschitzienne, alors on a 

l<l>(IIVxu(t)lli) - <P(IIVxu(s)lli)I::;; CJ IJVxu(t)lli - IIVxu(s)llil 

:s; I IJVxu(t)ll2 - 11Vxu(s)ll2l(IJVxu(t)lb + IIVxu(s)lb) 

:s; CJt- sl, Vt,s 2: 0, 

par suite <J>(IIVxu(t)lli) est globalement Lipschitzienne. □ 
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D'autre part a l'aide de (aal)~(aa2) on a: 

J
oo l!Vxu'(t)lli dt S _}:_Joo F'(t)dt = }:_(F(O) -F00 ). 

o <P(l!Vxu(t)lli) 3r o 3r 

Puisque <P(IIVxu(t)lli) est bornee d'ou le resultat (10). 
Montrons maintenant que: 

llu'(t)ll2-.. o lorsque t -+ oo. 

En utilisant !'equation (P), on deduit que 

llu"(t)IIL(q+t)/q s C ( C est une constante independante de t) 

alors par l'inegalite de Holder et de Sobolev-Poincare on obtient 

l(u'(t), u"(t))I s llu'(t)IILq+t llu"(t)IIL(q+t)/q 

s CI\Vxu' (t) 112 llu" (t) IIL(q+t)/q 

s C (independant de t). 

En utilisant l'inegalite precedente avec (10) on obtient 

lllu'(t)lli - llu'(s)llil s 4 I llu'(r)llil(u'(r), u"(r))ldr s Cf llu'(r)llidr-+ 0 
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lorsque s, t -+ oo, ainsi, on a montre que II u' ( t) lb converge vers une constante 
positive c0 lorsque t tend vers +oo. Utilisant aussi (10), on trouve c0 = 0, d'ou 

le resultat (11). 
Si F00 = 0, alors lim IIAxu(t) II = 0 i.e u(t) -+ 0 dans HJ n H 2 lorsque t-+ oo 

f----,oo 

et <P(IIVxu(t)lli) est bornee on a lim l!Vxu'(t)II = 0 i.e u'(t)-+ 0 dans HJ lorsque 
/--,oo 

t-+ oo et en passant a la limite dans !'equation (P) on trouve u"(t)-+ 0 dans 
L(q+\)/q lorsque t-+ oo. 

Supposons que £ 00 > 0. D'apres (49) on a 

Joo llu'(t) Iii dt < }:_ (E(0) - E ) 
O <P(l!Vxu(t)II~) - 3r 00 

' 

comme <P(IIVx(t) II~) est bornee on a 

J: llu'(t)llidt < +oo. 

On definit l'energie du probleme (P) par 

I ( Jll\7,u(t)lli ) 
H(t) = 2 llu'(t)II~ + 

0 
<P(s)ds . 
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En derivant H(t) par rapport a t, on obtient 

H'(t) = - L u'(t)g(u'(t))dx. 

Eu utilisant (1) et (2), on en deduit que H(t) est decroissante et on a 

1 ( JIIVxuolli ) 
H(t) s 2 llu1 Iii+ 

0 
</J(s)ds . 

Pour etudier le comportement asymptotique, on a besoin des deux lemmes 
suivants 

Lemme 4.2 ([21). On a 

t L lu(t)g(u'(t))ldxds s cvt + ct 1f(q+I) = o(t), 

Preuve: Comme g verifie la condition (3) on a 

lg(x)I s c1 lxl pour lxl s 1. 

done 

t---+ +oo. 

( )
1/2 

J lug(u')ldx s cJ (lu'I lg(u')l) 112 luldx s c J u'g(u')dx llullu(a)· 
lu'l:,c;l Q Q 

Aussi, par (3) on a 

J lug(u')ldx s c(J u'g(u')dx)q/(q+l)llullLe+i(a)· 
lu'l>l Q 

Alors par l'inegalite Holder on obtient 

J t J lug(u')ldxds s c (J1 J u' g(u')dxds)
112 

vt sup llu(s) llu(a) 
0 Q O Q [O,t] 

+ ct 1f(q+I) (J 1 J u' g(u')dxds)q/(q+I) sup llu(s) ll£q+1(a)· 
0 Q [O,t] 

Utilisant les inegalites de Holder, Sobolev et Poincare on a 

llu(s)llu(a) s cllu(s)ll£q+1(a) s cE(s) 112 s cE(o)1!2 

Par ces estimations on en deduit que 

LL lug(u')ldxds s cvt + ct 1f(q+I) = o(t), 

pour tout s ~ 0. 

t---+ +oo. 

Lemme 4.3. La fonction Lu(t) = </J(IIVu(t)lli) admet une limite lorsque t 

tend vers + oo. 
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La preuve de ce lemme a ete communiquee aux auteurs par le Professeur 

Kenji Nishihara. Premierement, montrons que 

(kl) M(IIVu(t)lli)---+ Mw lorsque t ---+ oo 

pour une certaine constante M w 2 0. En effet, on a 

M(IIVxu(t)lli) - M(IIVu(s)lli) 

It d 
= s d,M(IIVu(r)lli)dr 

= 2 f <P(IIVu(t)lli)(Vu(r), Vu'(r))dr 

= -2 f [(u"(r), u'(r)) + L g(u'(x, r))u'(x, r)dx] dr 

---+ 0 lorsque s, t ---+ oo, 

car 

llu'(r)ll 2 ---+0 lorsque r---+ oo et Jg(u')u' dxEL 1(0,oo). 

D'ici, on deduit que M(IIVu(t)lli) converge lorsque t---+ oo. Ensuite, puisque 

<P(x) 2 0 et que M(x) = fox <P(s)ds est une fonction positive et croissante, on 

peut definir 

{ 
[x_, x+l, x_ < x+ 

= x± (un seul point) 

si <P([x-,x+]) = 0 (Cas 1) 
si <P(x±) 2 0, <P(x± ± e) i= 0 (0 <es Bo) 
(Cas 2), 

pour certain Bo > 0. Par (kl), pout tout B > 0, il existe T > 0 tel que, pour 

t > T 

JIIVu(t)II; 
Mw-BS O <P(s)dssMw+B. 

Ainsi pour le premier cas, on a pour certain <5 > 0, 

x_ - J s IIVu(t)lli s X+ + J, 

et par suite 

0 s <P(IIVu(t) Iii) s max{ <P(x) Ix_ - J s x s X+ + <5} s B, 

on prend J > 0 assez petit si necessaire. Cela montre <P(IIVu(t)lli) ---+ 0 lorsque 

t ---+ oo. Pour le deuxieme cas, pour t > T, 

X± - <5 s IIVu(t)lli s x± + <5 
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et 

ce qui montre que <Z>(IIVu(t)IIJ)-+ <t>(x±) = <t>(M-1(M00 )) lorsque t-+ oo. Ainsi, 

on a montre que clans tous les cas <t>(IIVu(t)IIJ) converge lorsque t-+ oo. D 

Posons 

'P(t) =Luu' dx. 

En derivant 'P(t) par rapport a t, nous obtenons 

'P(t) - 'P(0) = J:l211u'(s)IIJ - (llu'(s)IIJ + <Z>(IJVxu(s)IIJ)IJVxu(s)JIJ)] 

-LL u(s)g(u'(s))dxds 

= 2J 1 
llu'(s)JJ;ds -J1 

qj(IIVxu(s)IIJ) ( llu'(s)JIJ 2 + IIVxu(s)IIJ)ds 
o o qj(IJVxu(s)IIJ 

-LL u(s)g(u'(s))dxds, 

done 

'P(t) - 'P(0) s -Eoo L qj(JIVxu(s)IIJ)ds + o(t), 

supposons f000 qj(JIVxu(t)IIJ)dt = +oo et lim qi(l!Vxu(t)IIJ) i= 0, alors on a 
/->00 r qj(IIVxu(s)lli)ds 

lim O = lim qj(IIVxu(t)JI;) 
t->oo t t->+oo 

ceci est vraie d'apres la regle de l'Hopital et qi( l!Vxu(t) Iii) est continue et 
localement Lipschitzienne. Par consequent on obtient 

( It ) qi(IJVxu(s) IIJ)ds 
lim('P(t) - 'P(0)) s lim t -E00 ° +i:(t) = -oo 
/--'>00 (--'>00 [ 

car lim i:(t) = 0. Ainsi on a lim 'P(t) = -oo, mais ceci est impossible, car 
Hoo Hoo 

l'P(t)I S llu(t)lbllu'(t)ll2 S cE(0). 
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Ainsi 

OU lim <l>(IIVxu(t)II;) = 0. 
/-+00 

Puisque <t>(IIVxu(t)II;) est continue Lipschitzienne et si J0
00 <t>(IIVxu(t)ll;)dt < +oo 

alors on a lim <t>(IIVxu(t)II;) = 0. Done dans tous les cas on a 
/-+00 

lim <t>(IIVxu(t)II;) = 0. 
1-+00 

Preuve de la remarque 3.1 a). 
Si <t>(r) 2 v > 0 pour tout 0 s r<&"(0), alors on a pour E00 > 0: 

'P(t) - 'P(0) s -E00 vt + o(t) --+ - oo lorsque t --+ + oo 

ainsi lim 'P = -oo, mais ceci est impossible, done E00 = 0. 
t-++oo 

Preuve du corollaire 3.1. 
Puisque E(0) s ro alors E(t) s ro, done 

(50) 

Si E 00 = 0, alors 

u' ( t) --+ 0 dans L 2(Q) et u( t) --+ 0 dans HJ (Q) 

lorsque t--+ +oo. Aussi on a 

Le passage a la limite dans l'inegalite precedente lorsque t --+ oo nous donne 

lim IIVxu'(t)II; S F(0)<l>(0) = 0, 
1-+00 

done 

u' (t) --+ 0 clans HJ (Q) 

ainsi, on en conclut 

lorsque t --+ + oo, 

(u(t), u'(t), u"(t))--+ (0, 0, 0) dans HJ x HJ x L(q+l)/q_ 

Si Eoo > 0, alors d'apres le theoreme 3.2 on a lim <t>(IIVxu(t)II;) = 0, d'apres 
1-+00 

(50) on conclut que 

lim IIVxu(t)II; = 0, 
1-+00 

done 

u--+ 0 clans HJ 

on tire aussi de l'inegalite (51) que 

u'(t)--+ 0 clans HJ 

lorsque t--+ +oo, 

lorsque t--+ +oo, 
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le passage a la limite dans la premiere equation de (P) nous permet de conclure 

lorsque t ------, + oo. 

Preuve du corollaire 3.2. 
Soit g(x) = rx, puisque F00 existe, alors: Si F00 = 0, alors 

u(t) ____, 0 dans HJ n H 2 

Comme <P(IIVxulli) est bornee, on obtient 

u'(t)------, 0 dans HJ 

lorsque t ------, + oo. 

lorsque t ------, + oo, 

en passant a la limite dans !'equation (P), on obtient 

u" ____, 0 dans • L(q+l)/q(Q) 

Si F00 > 0, posons 

lorsque t ____, + oo. 

'P(t) = L -ilxuu' dx. 

En derivant 'P(t) par rapport a t, nous obtenons 

'P'(t) = 2IIVxu'(t)lli - (IIVxu'(t)lli + <P(IIVxu(t)lli)llilxu(t)lli) 

+TL ilxu(t)u'(t)dx 

= 211v u'(t)ll 2 - <P(IIV u(t)ll 2) ( IIVxu'(t)lli + IIJ u(t)l1 2) 
x 2 x 2 <P(IIVxu(t)lli) x 2 

- TL vxu(t)Vxu'(t)dx. 

On integre cette derniere expression, on obtient 

'P(t) - 'P(0) = 2 L IIVxu'(s)llids 

-J1 <P(IIVxu(s)lli) ( IIVxu'(s)lli2 + llilxu(s)lli)ds 
O <P(IIVxu(s)ll2) 

T 2 T 2 
- 2 IIVxu(t)ll2 + 2 IIVxuoll2 

:::; C + 2 L IIVxu'(s)llids - Foo L <P(IIVxu(s)lli)ds. 

Supposons f000 <P(IIVxu(t)lli)dt = +oo alors on a d'apres (10): 
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lim 'F(t) ~ lim (c -Foo J1 <l>(IIVxu(s)lli)ds) 
{-HJ) l-'HX) 0 

= -00 

done lim '¥ = -oo, mais ceci est impossible, car 
t--++oo 

l'F(t)I ~ IIL1xu(t)ll llu'(t)II ~ cF(0) pour tout t 2 0. 

Ainsi on a 

(52) 

comme <J>(l!Vxu(t)lli) est globalement Lipschitzienne on en deduit que 

lim <J>(l!Vxu(t)lli) = 0 lorsque t----+ +oo. 
1--+00 

Puisque IIVxu'(t)lli ~ <J>(l!Vxu(t)lli)F(O), alors on obtient 

u'(t)----+ 0 dans HJ(Q) lorsque t ----+ + oo. 

On montre que u(t) ----+ u00 dans HJ n H 2 lorsque t----+ oo, pour cela on considere 
le probleme suivant 

{ 
v"(t) - <l>(IIVxu(t)lli)L1xv(t) + g(v'(t)) = 0 dans Q x [0, +oo[, 

(53) v = 0 sur r x [0, +oo[, 
v(x, 0) = v0(x), v'(x, 0) = v1 (x) sur Q, 

ou u(t) est la solution du probleme (P) et (vo, v1) E D((-L1x)2) x D((-L1x) 312 ). 

Introduisons la fonction 

F( t) = II ( -L1x) 312v' (? Iii + IIL1;v(t) lli­
<J>(IIVxu(t) 112) 

Il est facile de verifier que F( t) est decroissante, ainsi on a 

IIL1;u(t)lli ~ F(0) pour tout t 2 0. 

Considerons la fonction 

alors on a 
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on peut alors appliquer le lemme 2.1 avec f = G2 pour en deduire que 

par (52) on obtient 

et done Axv(t) admet une limite lorsque t-+ oo. 
On montre qu'on a le meme resultat lorsque (u0, u1) E HJ n H 2 x HJ. 
Enfin, considerons une suite {(von), (v1n)} s; D((-L'1x) 2) x D((-L1) 312 ) qui 

converge vers (u0,u1) dans HJ nH2 x HJ. Soit {vn} les solutions corre­
spondantes de !'equation (53), posons Wn = u - Vn, Ainsi Wn est solution de 
!'equation 

Wn(O) = Uo - Von, w~(O) = u1 - VJn· 

Posons 

En derivant F(t) par rapport a t on conclut 

IIAxwn(t)lli:::; F(t) 

:::; l1Vx(v1,n - u,)lli + IIA (v - u )112, 
<P(IIVxuolli) x O,n O 2 

Ceci prouve que {Axvn}-+ Axu uniformement dans [O, +oo[. Puisque L1xVn 
admet une limite lorsque t-+ oo pour tout n EN, alors necessairement Axu(t) 
admet une limite lorsque t-+ oo. 

Remarque 4.1. a) La preuve donnee ici pour le corollaire 3.2 est plus 
simple que celle utilisee dans [13] et nous permet de voir pourquoi lorsque g est 
nonlineaire, il n'est pas possible de deduire que J000 <P(IIVxulli)dt < +oo et par 
consequent il n'est pas evident de demontrer !'existence de Uoo dans H 2 n HJ et 
meme dans HJ. 

b) II serait fort interessant d'etudier le cas reellement degenere, mais dans 
les espaces de Sobolev, deja pour !'existence locale il y a perte de derivation de 
la solution locale (voir [36] et [37]) ce qui rend difficile d'etablir !'existence 
globale, mais comme meme on peut traiter !'existence globale des solutions 
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analytiques et par la suite etudier le comportement asymptotique de la solution, 
en effet si on considere le probleme (P) avec g(x) = rx, on suppose que <I> verifie 
la condition suivante 

J: 00 
<I>(s)ds = +oo 

on elimine la condition (6), alors on a le resultat suivant 

Theoreme 4.1. Supposons que !es donnees initiates Uo et UJ sont L1-
analytiques, alors il existe une solution globale unique du probleme (P) deux fois 
continument differentiable par rapport au temps et analytique par rapport aux 
variables spaciales, et on a 

( dl) 

(d2) 

llu'(t)ll2 - o lorsque t - oo, 

lim <I>(IIVxu(t)lli) existe. 
1-+00 

La preuve de l'existence globale est similaire a celle utilisee dans [7], pour 
la preuve de (dl) et (d2), on procede comme dans la preuve du theoreme 3.2. 

Nous pensons qu'il est possible d'obtenir plus de resultats, on a l'exemple 
suivant [10]: 

u" - <I>(lluxlli)Uxx + u' = 0 dans [O, 2n] x [1 + ~' +oo [, 

u = 0 sur r x [1 + ~, +oo[, 

u(x, 1 + ~) = ~el/(I+v'2) sin x, 

u'(x 1 + ~) = 1 e 1/(l+v'2) sin x sur [O 2n] 
' (1 + ~)\In ' 1 

ou <I> est definie comme suit 

<I>(s) = { /6 (log s) 2 ( 4 - logs - (log s)2) si 1 ~ s ~ e 1/(I+v'2), 

0 ailleurs. 

Alors la solution explicite est sous la forrne 

u(t x) = - 1-e1! 1 sin x 
' fa ' 

on a 

llux(t)lli = eI1I - I lorsque t - oo, 

2 1 2 1 
<I>(llux(t)ll2) = t 2 - 13 - t 4 pour t;?: 1 + -../2. 
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