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1. Introduction

Soit € un ouvert borné avec une frontiére réguliére I, on considére le
probléme aux limites a valeurs initiales

u" — (||Vul|2) A + g(u’) = 0 dans 2 x [0, +o0],
(P) u=0sur I x [0,4+00],
u(xa 0) = uo(X), u/(xa 0) = ul(x) sur £,

Lorsque n = 1, I’équation (P} modélise le mouvement transversal d’une corde
vibrante. L’équation d’origine est:
2 2
0“u
ds) +f

haz_u+ %— _|_E_hJL -
P T e —\faL), ox2

oun0<x<Lett>0, u(x,t) est le déplacement vertical du point x a l'instant ¢,
p la densité de masse, / la surface de la section de la corde, L la longueur de la
corde, ¢ la tension initiale de la corde, 7 le module de la résistance, E le module
de Young du matériel et f la force extérieure (par exemple l'action de la
pesanteur). Lorsque g =f = 0, cette équation a été proposée en 1876 par G.
Kirchhoff [17].

Plusieurs auteurs ([25], [32],...) se sont penchés sur ’étude systématique des
problémes relatifs a des équations du type

du
& (x’ Z)

) | (t,%) = @ <L Wa(t, x)12dx> A

sous la condition &(s) >m > 0 exprimant le caractére hyperbolique strict de
I’équation, et des résultats d’existence locale dans certains espaces de Sobolev
ont pu étre établis. Reprenant les travaux de S. I. Pohozaev [31], dans un
cadre abstrait, J. L. Lions a présenté une collection de problémes liés a ces
équations. Un de ces problémes consiste a considérer ces équations sous une
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condition d’hyperbolicité faible (®(s) >0). Dans ce cadre, A. Arosio-S.
Spagnolo [7] et P. D’ Ancona-S. Spagnolo [9] ont donné une réponse positive
dans la classe des fonctions deux fois continfiment différentiables par rapport au
temps et analytiques par rapport aux variables d’espaces x. D’autres auteurs
ont étudié dans des espaces de Sobolev le cas “moyennement dégénéré” ou le
cas de “la bonne dégénerescence”, (voir H. R. Crippa [8], Y. Ebihara-L. A.
Medeiros-M. M. Miranda [12], L. A. Medeiros-M. M. Miranda [26], Y.
Yamada [36], T. Yamazaki [37], A. Arosio-S. Garavaldi [6], et ils ont prouvé
I'existence locale de la solution. Pour traiter 'existence globale des équations
de Kirchhoff moyennement dégénérées, il est naturel d’ajouter un terme dis-
sipatif (par exemple ', —A,u’, A%u).

Dans [29], K. Nishihara et Y. Yamada ont étudié le probléme (P) lorsque
&(r) =r* (x>1) et g(x) = 7x et M. Aassila [1] a étendu ce travail au cas ol g
est nonlinéaire. Dans [13], M. Ghisi et M. Gobbino ont étudié le probléme (P)
lorque g(x) = 7x.

Dans ce travail, on se propose d’étudier dans [0, +o0[ x € le probléme aux
limites a valeurs initiales (P), avec des conditions sur la taille des données
initiales. On prouvera l’existence et I'unicité d’une solution globale faible dans
des espaces de Sobolev en utilisant la méthode de Faedo-Galerkin et nous
déterminerons le comportement asymptotique de la solution a 1'aide d’une
technique diie a Aassila [2] introduite pour 1’étude des propriétés de stabilité
asymptotique forte de certains systémes distribués.

2. Notions préliminaires

Lemme 2.1.  Soit T > 0, et soit f € C'([0, T[;R). On suppose que f(t) >0
dans [0,T[, et qu'il existe deux constantes c; >0, ¢; >0 telles que

[0 < —Vf@eVf) —c)  Veelo, T
Alors,

() < max{ f(O),z—?} Ve l0, T

Lemme 2.2 (Inégalité de Sobolev-Poincaré). Soir « un nombre avec 0 <
a<+oo (n=1,2) ou 0<o<4/(n—2) (n=>3). Alors, il existe une constante
C(a, Q) telle que

ulloz < Clo, Q)Vardl,  pour ue Hy(€).

Lemme 2.3 ([18] p. 12). Soit O un ouvert borné de R x R,, g, et g des
fonctions de Li(0), 1 < g < oo, telles que

N9ull ooy < C, gy — g p.p dans O.
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Alors
gy — g dans LY faible.

Lemme 2.4 [4]. Soient o,fe L'[0,T] tels que o,f >0 et soit C une
constante > 0. Soit g une fonction continue de [0, T]| dans R vérifiant

0<gls)<C+ ZJ: a(r)\/g(r) dr + J:ﬂ(r)g(r)dr 0<s<T).

Alors

t 2 t
g(t) < (\/6+J oc(s)ds> o i) pour tout t € [0, T).
0
Preuve du lemme 2.1.
D’aprés Phypothése on a

(e (s))" < cae\/F (s).

Posons
y(s) = e (s),
donc on a
(D) y(t) < y(0) -+ Jo czecl/zsx/y(s) ds.

En appliquant le lemme 2.3 a (D) on déduit

() 2
) < (\/y<0> e - 1)) ,

par suite on obtient

70 < (V7O -2)eer i 2),

I’étude de la fonction qui se trouve a droite de I'inégalité ci-dessus nous permet
d’établir le résultat annoncé. O

3. Notations et résultats

Soit © un ouvert borné de R" avec une frontiére réguliére I. L*(Q)
représente I'espace des fonctions de carré intégrable sur € muni du produit
scalaire (-,-) et la norme || - [|,, sur I'espace de Sobolev H{ (2), nous considérons
la norme suivante

2

%dx

o|0x;

n
2 2
= Wl = > |

i=1
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et le produit scalaire associé:

a du ov
(u,v)HOl = ;nga_xla_x, dx.
Soit 4 = —4 Topérateur de Laplace sur L?(Q), D(—4) = {ue H}(Q);du e
L*(Q)} = H} (Q)NH*(Q), A posséde les propriétes suivantes:

(@) Jmy >0 telle que (—du,u) = molul; Yue HL NH(Q),

(b) (—dyu,u) = ||Viu|l3, Yue HI NHX(Q),

(c) 1l existe une suite (/;);.y de nombres réels et une suite (wy); y de L*(Q)

telles que:

my <A <A< A7
—ij:ijzcuj, VieN

lim A7 = +o0
J—+oo
{w;}; est un systéme orthonormale complet dans L?(Q) et orthogonale dans
H}(Q) et dans H}(Q)N H?*(Q).
On supposera que g : R — R est une fonction continue croissante et vérifie
les hypothéses suivantes:

(1) g9(0) =0,
(2) g'(x)>1>0,
(3) lg(x)| < er]xl?,

ou ¢ et t sont deux constantes et g > 1 telles que (n—2)g <n+2. Posons

W) )

@ B = G i Ol Tl
1 2

5) Py =Wl g2,

&(||Vu(1)]3)

Théoréme 3.1. Soit @ :[0,+oo[ — [0,+00| une fonction localement Lip-
schitzienne. Supposons que les conditions (1), (2) et (3) sont satisfaites. Pour
toute donnée initiale (ug,u1) € H*NH x HL N L% vérifiant

(6) &(||Viuol)3) > 0,

) max ](b'(s)lmax{ﬁuulﬂz—— E,FF(O)} F0) <4

0<s<E(0) [Viuol|3) "7
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ou

( ) - “qu1”22 ( ): Hul“%
®(|[Vieuo13) ®(|Vuo)2)

Alors, le probléme (P) admet une solution globale unique faible

ue W*([0,+oof; LUV/9) 0 W ([0; +-00; Hy ) N L™ ([0; +o0[; H N HY)

2 2
+||Axu0||2a +||qu0”2'

ue C([0, T}; Hy(2)) N CY([0, T; LA(Q2)) et u” € L2 ([0, T); L*(R)) VT >0
et on a:
(8) (|V,u(1)])3) > 0 dans [0, +oo].
Théoréme 3.2. En plus des hypothéses du théoréme 3.1, nous supposons que
9) lg(x)| < ca|x] sijx] <1 (qui découle de (3)),

alors il existe F,, et E, telles que

(©) (F(1),E(t)) — (Fo,Ew) lorsque t — 40
et on a

(10) || @z < +o0,

(11) u'(t) — 0 dans L*(Q).

Si Fy =0 alors on a:
(u(t),u'(1),u" (1)) — (0,0,0) dans H{ N H? x H} x La+t)/4
lorsque t — +o00. Si E, > 0 alors on a:
' (t),u" (1)) — (0,0) dans H} x L4V Jorsque t — +c0,
lim &(|V.u(1)]3) = 0.
Corollaire 3.1. Si @(0) =0 er @(r) > 0 dans un voisinage a droite de r = 0
de la forme 10,r] et supposons que E(0) < ro, alors on a:
(12) (u(2),u'(1),u" (1)) — (0,0,0) dans H} x H} x L+D/4,
lorsque t — +o0.

Corollaire 3.2 ((13]). Si g(x) = tx, alors on a: il existe u,, € H} N H? telle
que

(13) (u(t),u'(1),u" (t)) = (ues,0,0) dans H} NH* x H} x L?,

lorsque t — co. De plus, ou bien us, =0, ou bien ®(||Viuy,|3) = 0.
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Remarque 3.1. a) Si @(r)>v>0 pour tout 0 <r < E(0) alors on a
ours E, = 0.

Avec des petits changements, on obtient les mémes résultats pour le modéle
de Carrier, i.e., en remplagant le coefficient &(||V,u||3) par &( ||u]|3), ainsi il
n’est pas nécessaire que le probléme soit de type variationel.

Le corollaire 3.1 est une généralisation du travail de M. Aassila [1], mais on
ne peut pas utiliser 'inégalit¢ de M. Nakao [28] pour estimer la vitesse de
décroissance de la solution sauf pour des cas particuliers par exemple
O(r)=r" o> 1.

On peut généraliser le corollaire 3.2 au cas ol £ est non borné et
Popérateur —4, est remplacé par un opérateur 4 autoadjoint faiblement
coercif ((Au,u) >0 Yu e D(A)) en utilisant un théoréme de diagonalisation
(décomposition spectrale) (voir [11]) qui nous permet d’étudier le probléme
indépendamment de la compacité (voir [19] et [21]).

En utilisant I'inégalit¢ de Gagliardo-Niremberg, on peut avoir les mémes
résultats pour des cas particuliers de g et n qui ne vérifient pas la relation
(n—2)g<n+2.

Si g =1, alors on peut considérer le cas F,, > 0, a la place du cas E,, > 0
dans le théoréme 3.2.

Démonstration des résultats

Preuve du théoréeme 3.1.

On va utiliser la méthode de Faedo-Galerkin. Soient (w;) les fonctions

propres de —4,. On cherche u,(#) solution approchée du probléme sous la
forme .

m
Uy (1) = Z GjmWj
=

les g;, étant & déterminer par les conditions:

(14)

(15)

(16)

| { (W (0) — (" + DViaton (1) |12)) Axtion (1) + 91 (1)), ) = O,
1<j<m,

m
U (0) = ugy, = Z(uo, wj)w; — up dans HO1 NnH? lorsque m — 400,

~.
—

m
!

u,,(0) =ty = Z(”l’ w;)w; — uy dans HOl nL* lorsque m — +o0.

m
j=1
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D’aprés les résultats généraux sur les systémes d’équations différentielles, on est
assuré de I’existence d’une solution locale de (14), (15) et (16) qui se prolonge en
un intervalle maximale [0,,[ par le lemme de Zorn puisque les termes non-
linéaires dans (14) sont continus localement Lipschitziens. Les estimations a
priori qui suivent montrerons que f, = 7.

i) Estimations a priori 1.
On multiplie I'équation (14) d’indice j par 2g;, et 'on somme en j. Il
vient

(W1 IV 1 + M O) ) + 2 g0 ) =0
d’ou

t
(1) s, (013 + M) +2 | | gt dic
2 2 2
< loall2 + M0l + Vit
d’ici, on obtient

(18) (@il <, M(Vaun(0)]3) < c.

ot M(s) = [y @(r)dt.
Utilisant (3) et (17), on en déduit:

(19) u g(u') demeure dans un borné de L'(Q x [0, T)),
(20) g(u!) demeure dans un borné de LYtV/4(Q x [0, T]).

ii) Estimations a priori 2.
Posons

2
= 1 1 ¢(||qum(z)“§) + ”Ax“m(t)“z'

En dérivant F,(f) par rapport a ¢, nous obtenons

P () — 200) —dity)  2(Vath, Vi) Vit |50 (Vi)
" 4 (| Vit |12 (=1 + B(||Vitn]|3))

En utilisant (2), on obtient

d
4 D[V )

Tt Vet lz-
ml o+ D(Vaun(D)12) \ 7+ D(IVatan13)

F,(1) <
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avece
d 2 2
E¢(”Vx”‘m([>“2) = 2(Vathm(2), qurln(t))QI(HVX“rn([)”2)-

On va montrer que

& (V)]
m!+ (p(”qum(t)”g

(21) ) <3 W<

Pour cela posons

N A0 :
Bl = gt s IO
6o(0) — 0l

T+ (Vi (D12)

En dérivant E,(f) et G,(f) par rapport a ¢, a P'aide de (2) on obtient

I & (Va0
. Y 2
(Va1 \ !+ B(Watn (D13)

(22) E, (< ey (0113,

& (I (0)12)
m! + ¢(||qum(t)||§)

(23) (Ga(1))" < —Gul1) Gn(1) = 2| At (1)

Supposons que sur [0,7,[ on a:

d
ECD(IIqum(t)Ilﬁ) T
(24) S <y VOS<I<in
m= + O(||Vatm(1)]3)

Il est facile de voir que F,(¢) < F,(0) pour 0 <¢<t¢,. En plus on a:
(25) Vi3 < En(t) < En(0), V1€ (0,1,
(26) [ Asttm(D)]]3 < Fu(t) < Fn(0), Ve [0,2,].

En appliquant le lemme 2.1 & /= G2, on a

(27) Gm(t)smax{Gm(O),% Fm(O)}, Vi e 0, tl.
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Montrons que (24) est vérifiée, on commence par vérifier que

& oVt

mt o+ OV (11|

(28)

<

I A

En effet, d’apres (7) on a:

d
g2V | 2V, Vot @ Vet

m 4+ (WO | et @(Vaton)

<2 max |®'(s 410 Astion,
o0 T ey 1

<2 max |PD'(s)| 1 V' Fom

0<5<En(0) m=! + &(||Vittgn | 3)

<4 max gqa’(s)|—q;Jﬂ—— VFo

0<s=<E(0) (Vo 3)

T
< -
2

pour m suffisamment grand. Supposons que (24) n’est pas vérifiée sur [0, #,,[,
puisque (||Viun (1)]2) et (d dtY®(||Viu, (£)]|2) sont continues, donc (28) implique
quil existe * > 0 tel que

d 2 d 2
— &([|Vxum(1)12) = O(||Vatm (1)]13)
d[ E * dl :z
O o) =2 O L e 2
Pour m suffisamment grand et t€[0,7*], on a .
d 2
= (|| Vit )
5 DUV (l)”2)2 <2 max 00 el (0)) im0
m~! + &(||Viu(1)|3) 0<r<En(0) mt + D(|[Vaum (1))
<2 Osrrr;a}g)i(o)my(r)')max{Gm(O)é Fm(O)} Fn(0) <%

ce qui contredit (29).
Montrons que ¢, = +c0. En effet, supposons que #,, < +0o0. Alors, d’aprés
(26), (24) et (15)—(16), il vient que

fim sup(|1Vst, ()3 + | st (1)[3) < maax{1, (" 4 &([Vaai |3))e7} 1 (0)

<C<+w
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ou C est indépendant de m. Donc u,,(t,) et u) (1,) existent. En répétant le
méme procédé pour le probléme (14)-(16) dans l'intervalle [z, T] avec les con-
ditions initiales u,(t,) et u,, (t,). Comme u,,(¢) est uniformément bornée, alors
Papplication u — &(||V,ul|5)4.u est continue localement Lipschitzienne. Donc
la solution uy(t) est prolongeable en dehors de [0, 7,]. Par suite, on déduit que
toute solution maximale est globale, donc le probléme admet une solution
globale. Enfin on obtient

(30) [4xttm (D), < €,

IVstel, (D)l
(m=! + D[V (D)13)) 2~

(31)

iii) Estimations a priori 3.
On déduit de (14):

1
IO = (55 @(17tonl) ) 4ol + gt
< (14 O(IVatton||)) | Axttoml; + g (et1m) -
D’aprés (3), g(uim) est borné dans L?(Q), et donc grace a (15) et (16):

[, (0], < C.

Dérivons (14) en ¢, il vient:
(B2 0 — 20 (Vi 3) Vit 1) Vo (1)) A1)
= (5 + 2Tl ) et 1)+ ) ) ) =0
Multipliant par 2g; (¢) et sommant en j, on en déduit:
) % (100 + (5 + @m0 ) W 012) +2 [ w2yt e
= 20 Vet 3) Vit (1), Vi ()Wt ()
401Vt ) Pty 1), Vet (0) i 1), )
< 20 ([¥ittn )] Vit () Vet O,
410Vt )] Vit 0 Vit 0 () 01
< 216 ([Vittn )] Vit () Pt 0,

+ 1619 (1Vattn )1 |Vt (D13 1Vt D | At (1) 15 + gy (2113
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et alors
d " 2 1 / 2 2 ! 2
7 e @ll2 + [Vt ()15 + D[Vt [|2) Victay, (D)2
) R UAL T MO PACTH
Q
ou

() = 210" ([Vittm D] 1Vt ()13 | Vitt (1)
+ 16|@ (|Vitam|12)1 Vit ()13 Vit (D13

Grice au lemme de Gronwall, on déduit alors:

Iy DI + Vet (1 + Wit DVt 13

T " 2 1 2 2 ! 2 T r
<e (||um<0>||2+%nvxum(mnz+«b(nvxum(mn2>vxum<0>||z)+e |, ant)ds

pour tout ze€ R, et on obtient

(34) u" (1) demeure dans un borné de LiZ.(0,+00; L*(Q)).

iv) Passage a la limite.
Par (30) et (31) on obtient I'estimation

(35)  [IVetn(DII3 + IVt (15 + [ dtim (D3 < C1, V[0, T], ¥meN

Par (34) et (35), on a pour tout #,s€ [0, T]

(36) Vit () = ()], < v/ Cilt =5,
(37) [ (1) = 43, ()l < Calt — 5|

Par les estimations précédentes, nous avons:

(Um)yen est uniformément bornée dans [0,7] suivant la norme de
H}(2)NH?*(Q) et équicontinue suivant la norme de H{ ().

(u!,),,en €st uniformément bornée dans [0, 7] suivant la norme de Hy (£2) et
équicontinue suivant la norme de L?(£).

Alors par le théoréme d’Ascoli-Arzela, il existe une fonction u:Q x
[0, 7] — R et une sous suite de (u,) que 'on note aussi uy, telle que

(38) ue C([0, T); Hy (@) N C'(0, T); LX(€))

(39) {um — u fortement dans C([0, T]; Hl(Q)),

u! — u' fortement dans C([0, T}; L*(£2)).
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De plus, comme H>NH}(Q) et H}(2) sont des espaces de Banach reflexifs,
alors

(40) U — u dans L (0, c0; HL N H?) faible”
(41) u, — u' dans L (0, 00; Hy) faible*

(42) u! — u" dans L (0, 00; L?) faible*

en plus, on a

(43) Uy — u p.p. dans Q x [0, T,

(44) u,, — u' p.p. dans Q x [0, T,

(45) g(u')) — x dans LUtD/9(Q x (0, T)) faible*
(46) &(||Vith|3) sty — ¥ dans LZ,(0, 00; L?) faible*

pour des fonctions convenables ue L*(0,T;H} NH?), Y eL*(0,T;L?) et
x € LV/1(Q x (0, T)) pour tout T > 0. On va montrer que u est une solution
du probleme (P). Par (40)-(42), on déduit que

JQ U (0)w; dx — JQ u(0)w; dx et J

u,, (0)w; dx — J u'(0)w; dx
Q Q

pour tout j=>1 fixé. Par (15)-(16) on déduit que u(0) =up et u'(0) = 1.
Prouvons que = @((]quH;)Axu, ie.,

(| Vith||3) Aty — B(||Vita]|3) Au dans L, (0,+00; L?) faible*.
Pour ue L?*(0,T;L?), on a:

T T
@7) JO (¥ — B(|Vie|2) At v)dr = JO (¥ — D(|Vatin|2) At v}t
T
n J B(|Vt|2) (At — Asit, 0)dt
0

+ jo (DU atim]2) — SVad]2) (At )l

le premier et le deuxieme terme dans (47) tendent vers zéro lorsque m — +00,
et pour le troisiéme terme on a

T
RGN ¢><||vxun§>><Axum,v>dz\

T
< CJO ([|Vathm — qu”z)(”qurnHz + ||qu||2)”Axum”z”l’”zd[a
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comme (u,) est bornée dans L®(0, T; H*(Q) N H(2)) et linjection H*(2)N
H} — H{(Q) est compacte, on a
un —u  dans  L%*(0,T;H/}(Q)) fortement,
de la
T T
JO L(u;,; = (([Vat||2) At i — JO Jg(u" — (V|2 Avas)o ddi
lorsque m — 400 pour tout ve L9110, T; HY). 1l reste & montrer que
T T
(48) J J vg(u,,)dxdt ~—>J J vg(u')dxdt  lorsque m — +o0.
0 Je 0 Jo
11 vient de (19) et le lemme de Fatou que u'g(x’') € L1(Q x (0, T)), D’autre part,
puisque g est continue, alors on déduit de (44) que g(u,,) — g(u’) presque
partout dans Q x [0,7]. D’apres le lemme 2.3, on déduit que
g(u!) — g(u') dans LU*D/9(Q x [0, T]) faible”

ce qui implique (48). De la
T
J LW — B(|Vol}) A+ g))o dndi = 0, Vv LIV (0,T; HY).
0

V) O(|Viu()]|3) > 0 pour 0 < ¢ < +oco:
Montrons que &(||V,u(r)||3) >0, Ve>0. Soit T un point tel que
®(|Viu(T)|)3) = 0, d’aprés Iestimation (21) on a

Lo

| < 5.
o(IViu(n)ly) | 2

On fait une intégration sur [, 7] pour 0 <t < T, on obtient
O(|[Var()[15)e™ 2T~ < D(Veu( T)Iz) < B(Vau(0) 7)™/

donc, on déduit que @(||Viu(r)]|3) =0 pour tout re€[0,7] ce qui contredit
®(||V,uol|3) # 0. Ainsi, on obtient @(||Viu(z)|3) > 0 pour tout ¢ > 0.
vi) Unicité

L’unicité est assurée par un procédé classique en utilisant le fait que @ est
localement Lipschitzienne et g est monotone.

Preuve du théoréme 3.2.
Posons

W@

V, 2.
s Ok

E(1)



322 Mohammed AassiLA and Abbes BENAISSA

En dérivant E(f) par rapport & ¢ nous obtenons

- o < . - 4 o)) o
s — T u
o((|Vau(1)[|2) o(|V.u(0)|l2) ?
3 W@l

2 o(|Vu(dlly)
la fonction E(r) est décroissante et positive, alors il existe E, tel que

E, = lim E(1),

t—+o0

Ve’ (6113
D(|Veu(1)]13)
En dérivant F(f) par rapport a ¢ nous obtenons

3wl
2" (|V.al)1)

F(r) = +[l4xu(0)]3-

(aal) F'() <

donc F(r) est décroissante et positive, alors il existe F, tel que

(aa2) F, = lim F(i).

1— o0

Dans la suite, nous aurons besoin du lemme suivant:
Lemme 4.1.  La fonction L,(t) = O(||Viu()|| ; ) est globalement Lipschitzienne.

Preuve: Puisque on a ||[Viu(1)||3 < E(0), pour tout 7> 0, il sensuit que
@(||V,u(r)||?) est bornée. D’aprés (5) on a aussi

IV (D113 < F(Oy@(IVu(1)|3) < C
pour tout ¢ > 0. Comme @ est localement Lipschitzienne, alors on a
|B([Vu(1)|[3) = BIVu(9)|15)] < ClIVau(t)l7 — |Vis(s)1)3]
< Vs lly = [IVau($) o1 (IVae(D) |, + [Viu(s)1])

t
<C J V' (a)do

s

2
< cj Vot (6)1pdo

< Clt—sl, Vt,5s=0,

par suite ¢(||qu(t)}|§) est globalement Lipschitzienne. O
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D’autre part a laide de (aal)—(aa2) on a:
o0 / 2 0
J —Mﬂb‘z dt < —EJ F'(t)dtzz(F(O) — Fy).
o D(|IVau(o)ll;) 3o 3t

Puisque ®(||Vu(r)||3) est bornée d’ou le résultat (10).
Montrons maintenant que:

I’ ()], — 0 lorsque ¢ — 0.
En utilisant ’équation (P), on déduit que
lu” ()| pgrnre < C (C est une constante indépendante de ¢)
alors par I'inégalité de Holder et de Sobolev-Poincaré on obtient
(' (8),u" ()] < e’ (D] Los 4" (D) g
< ClVad' ()l 11" ()] Lar e
< C (indépendant de ).

En utilisant I'inégalité précédente avec (10) on obtient

[l (@)113 = 1’ (9)l2] < 4J I ()31 (2 (2), " ())ldz < CJ I’ (z)[13d7 — 0

N S

lorsque s,¢ — oo, ainsi, on a montré que ||u'(f)||, converge vers une constante
positive co lorsque ¢ tend vers +oco. Utilisant aussi (10), on trouve c¢o = 0, d’ou
le résultat (11).

Si F, =0, alors }Ln% | 4u(?)|| = 0 i.e u(t) — 0 dans H} N H? lorsque ¢ — oo

et &(||V,u(2)]|2) est bornée on a tlim Vet (£)]] = 0 ie u'(£) — 0 dans H] lorsque

t — o0 et en passant 4 la limite dans I’équation (P) on trouve u”(f) — 0 dans
Lt1/a Jorsque t — oo.
Supposons que E, > 0. D’aprés (49) on a

© WEB 2.
l Sy “ = 3 EO T E),

comme ®(||Vi(1)||?) est bornée on a
J ' (£)]|3dt < +o0.
0

On définit I’énergie du probléme (P) par

V()13
H() =5 <nu'<r>z|§ +, @(s)ds) |
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En dérivant H(f) par rapport a f, on obtient

Eu utilisant (1) et (2), on en déduit que H(f) est décroissante et on a

1 L (vl
o < 5 (lml3+ [ o ).
0

Pour étudier le comportement asymptotique, on a besoin des deux lemmes
suivants

Lemme 4.2 (I2]). On a

t
J J (1) (1)) dxds < /i + e /@D = o(), 1 — +o0.
0JQ

Preuwve: Comme ¢ vérifie la condition (3) on a
lg(x)] < e1]x] pour |x| < 1.

donc
1/2

Ju’|<1 lug(u')|dx < cL(|u'| lg(u")) "2 |uldx < C(JQ u’g(u’)dx> llutll £2(c)-

Aussi, par (3) on a

q/(g+1)
I, gl < (| wgtiax) T lulgeer
u'|>

Alors par l'inégalit¢ Holder on obtient
1/2

t t
J J lug(u)|dxds < C<J J u’g(u’)dxds) Vit sup [lu(s)[| z2(g)
Q 0JQ [0,

0

. q/(g+1)
+ ettt (J J u/g(u/)dxds> Sup”“(s)HLq“(Q)'
0o 0.

Utilisant les inégalités de Holder, Sobolev et Poincaré on a
()| 20y < cllu(S)]l Loy < CcE(s)"/? < cE(0)'/? pour tout s > 0.

Par ces estimations on en déduit que

t
J J lug(u')|dxds < e/t + et/ @D = o(1), t— +o00.
0Jo

Lemme 4.3. La fonction L,(t) = @(||Vu(t)|i§) admet une limite lorsque t
tend vers +o0.
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La preuve de ce lemme a ét¢ communiquée aux auteurs par le Professeur
Kenji Nishihara. Premiérement, montrons que
(k1) M(|[Vu(0)||3) - My,  lorsque ¢ — oo
pour une certaine constante My, > 0. En effet, on a

M(|[Vsu(0)l13) = M(IVu(s)l3)

_ j ’%M(H\?u(r)n%)dr

s

=2 @Vt ) 7ute), V' (c))az

s

= —2J [(u”(r), u'(7)) + JQ g’ (x, 7)) (x, ‘c)dx] dt
—0 lorsque s, — o0,

car
flu'(t)l, =0  lorsque 7 — o0 et Jg(u’)u’ dx e L1(0, 0).

D’ici, on déduit que M (HVu(t)H%) converge lorsque t — co. Ensuite, puisque
®(x) > 0 et que M(x) = [, ®(s)ds est une fonction positive et croissante, on
peut définir

M (My) = {x| M(x) = My}
o, xi],x- <xp  si®(x_,x;])=0 (Cas 1)
= ¢ x4 (un seul point) si P(xy) =0, DP(xy+8)#0 (0<E<sg)
(Cas 2),

pour certain ¢ > 0. Par (kl), pout tout ¢ > 0, il existe 7 > 0 tel que, pour
t>T

[Va(li3
My —e< J D(s)ds < M, +e.
0

Ainsi pour le prenﬁer cas, on a pour certain é > 0,
x_ —6 < |Vu(®)|; < x. +9,
et par sufte
0 < &(|Vu()])3) < max{®(x) |x- —d <x<x: + 3} <,

on prend § > 0 assez petit si nécessaire. Cela montre @(||Vu(t)||§ ) — 0 lorsque
t — o0o. Pour le deuxiéme cas, pour ¢t > T,

Xy — 0 < ||Vu(t)|3 < x4 46
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et

min d(x) < O(|Vu(n)|3) < max D(x),

Xp—0<x<x4+0 X4—0<X<x:+d

ce qui montre que &(||Vu(t)||3) — D(x1) = B(M~'(M,)) lorsque ¢ — co. Ainsi,
on a montré que dans tous les cas @(||Vu(z)||3) converge lorsque ¢ — oo. [J

Posons

Y1) = JQ uu’ dx.

En dérivant ¥(r) par rapport a ¢, nous obtenons

¥(1) - ¥(0) = LPIIM’(S)II% = (I ()13 + SIVauls)[13) IVsee(s)13)]

— Jt Jg u(s)g(u'(s))dxds

0

_ zjt ()] 2ds — j (| Vsu(s)]12) (M“— n nvxu<s>||§>ds
0 0 D(|[Vu(s)|3)

- J(: Jg u(s)g(u'(s))doxds,

donc
(i) — ¥(0) < —Eq JO &(||Vieu(s)||2)ds + o(2),
supposons [;° &(||Vu(?)||3)dt = +oo et lim O(||Viu(2)||3) # 0, alors on a

1
|, etmautsias
lim 20— = lim &(|Vau(1)]3)

{—aoC

ceci est vraie d’apreés la régle de I'Hopital et q§(||qu(t)||§) est continue et
localement Lipschitzienne. Par conséquent on obtient

t
|| a1 Bas
lim (¥(r) — ¥(0)) < lim 1\~Ex, ¢ ; +&(t) | = —o
car tlim ¢(t)=0. Ainsi on a tlim ¥(t) = —o0, mais ceci est impossible, car

[P (O] < [[u(®)ll ]|l (D)]l2 < cE(0).
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Ainsi
[e¢]
J O(Vau(Dl)ds < +o0 0w Tim &(|Veau(r)]3) =0.
0 —_

Puisque @(||V,u()||3) est continue Lipschitzienne et si Jo” @( V(1) ||3)dt < +o0
alors on a tlim &(||Vu(n)||;) = 0. Donc dans tous les cas on a
— 00

tim ((7,u(1)[2) = 0.
Preuve de la remarque 3.1 a).
Si @(r) = v >0 pour tout 0 < ré&(0), alors on a pour E, > 0:
Y(t) — P(0) < —E,vt+0(t) — —oo lorsque t — +o0

ainsi lim ¥ = —oo, mais ceci est impossible, donc E,, = 0.
I—+o

Preuve du corollaire 3.1.
Puisque E(0) < ry alors E(f) < ro, donc

(50) V(0I5 < ro.
Si E, =0, alors
u'(t) — 0 dans L?(Q) et u(t) — 0 dans H}(Q)

lorsque ¢ — 4+c0. Aussi on a
(51) Vi (1)]13 < FO)(|[Vau(1)[3).
Le passage a la limite dans l'inégalité précédente lorsque ¢ — oo nous donne

lim |Vt (9] < F(0)(0) =0,
donc

u'(t) — 0 dans H}(Q)  lorsque ¢ — +o0,
ainsi, on en conclut
(u(t), ' (1), u"(£)) — (0,0,0) dans H} x H} x La+V/a,

Si E,, >0, alors d’aprés le théoréme 3.2 on a tlim cD(Hqu(t)Hg) =0, d’apres
(50) on conclut que *

lim (V.03 = 0.
donc
u— 0 dans H]  lorsque ¢ — +o0,
on tire aussi de I'inégalité (51) que

u'(f) — 0 dans H}  lorsque t — +o0,
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le passage a la limite dans la premiére équation de (P) nous permet de conclure
u"(t) — 0 dans L@*D/9(Q)  lorsque t — +o0.

Preuve du corollaire 3.2.
Soit g(x) = 7x, puisque F, existe, alors: Si F, =0, alors

u(t) — 0 dans HI NH?>  lorsque ¢ — +oc0.
Comme q§(||qu||§) est bornée, on obtient
u'(f) — 0 dans H!  lorsque 1 — +oo,
en passant a la limite dans I’équation (P), on obtient
u” — 0 dans L*D/7(Q)  lorsque t — +o0.

Si F, > 0, posons
Y(1) = J —Auu’ dx.
2
En dérivant ¥(r) par rapport a ¢, nous obtenons
V(1) = 2|V (1)lI7 — (V' (0)]13 + (Vi) 1) Axu(0)]12)
+1J Axu(t)u'(t)dx
o)

Ve’ (0)113

= 2|V, (1)13 — D(IVsue(9)]3) (W
xU 2

+ IIAxu(l)||§>

_ TJ Voau(1)Viad (1) dx.
Q

On intégre cette derniére expression, on obtient

(o) - (0 =2 | W (9)3ds

t
0

t uls 2
—Jods(nvxu(s)n%)( IV ()]l

—_ Au(s 2 ) ds
sl T )”2>

T T
L ATOIER LA E

N L (Vo) |2)ds.

Supposons [;° &(||V.u(?)|)3)dt = +co alors on a d’aprés (10):
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t— 00 t—0

lim ¥() < lim (c _ B, J(: q>(uvxu(s)||§)ds>

=—w
donc tlir+n ¥ = —o0, mais ceci est impossible, car
—+00
|P(0)] < || 4u(d)]| || (2)]| < cF(0) pour tout ¢ > 0.
Ainsi on a
o0
(52) J o(|Veau(t)| et < +c0.
0

comme &(||Viu(1)||3) est globalement Lipschitzienne on en déduit que
tlim O(|Vau(t)3) =0  lorsque ¢ — +oo.
—00

Puisque ||V (1)[|; < @(||Viue(2)||3)F(0), alors on obtient
u'(f) > 0 dans H}(Q)  lorsque ¢ — +oo.

On montre que u() — u,, dans H! N H? lorsque ¢ — o, pour cela on considére
le probleme suivant

v (1) — @(Hqu(Z)sz)Axu(t) +g(v'(r)) =0 dans Q x [0, +o0],
(53) v="0 sur I x [0,+0o0],
v(x, 0) = UO(X)» U/(xa 0) = Ul(x) sur €,
ou u() est la solution du probléme (P) et (vo,v1) € D((—4)%) x D((—4y)>?).

Introduisons la fonction

N (G Rt U] AP
PO = oy 1Al

Il est facile de vérifier que F(z) est décroissante, ainsi on a
|l 42u(?)||5 < F(0) pour tout 7 > 0.

Considérons la fonction

A0 (¢

o = 40l

(|IVau(d)ll2)

alors on a

d :
— D(||Vy
0 <G |e @O

G(r) — 2| 4%v
o(||Vu(0)|12) (1) = 2] 40(0)]

X
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on peut alors appliquer le lemme 2.1 avec f = G? pour en déduire que

G(I)Smax{G(O),% F(O)},
par (52) on obtient
Jw 145" (8)]|dr < +o0
0

et donc 4,v(r) admet une limite lorsque ¢ — oo.
On montre qu’on a le méme résultat lorsque (up,u1) € Hy N H? x H.
Enfin, considérons une suite {(vo), (01x)} S D((—4x)?) x D((—4)*%) qui
converge vers (ug,u1) dans HJNH? x H}. Soit {v,} les solutions corre-
spondantes de 1’équation (53), posons w, = u —uv,. Ainsi w, est solution de
I’équation

Wi (1) — D(|Vau(D)13) dewn(2) + g (' () — g (v (1)) = 0,
Wn(O) = Uy — Vopn, W,II(O) = U1 — V1p.
Posons

N TAONE
FO =

En dérivant F(z) par rapport & ¢ on conclut

A ewn(1) 2.

”Aan(t)”% < F(Z)

_ I¥orn = )l

+ |4z (00,0 — o)|[3-
B(||V,]|2)

Ceci prouve que {4v,} — Au uniformément dans [0,+co]. Puisque 4,v,
admet une limite lorsque f — oo pour tout n e N, alors nécessairement A,u(r)
admet une limite lorsque ¢ — co.

Remarque 4.1. a) La preuve donnée ici pour le corollaire 3.2 est plus
simple que celle utilisée dans [13] et nous permet de voir pourquoi lorsque g est
nonlinéaire, il n’est pas possible de déduire que [;° q§(||\7xu||§)dt < 40 et par
conséquent il n’est pas évident de démontrer I’existence de u,, dans H> N H| et
méme dans H|.

b) 1l serait fort intéressant d’étudier le cas réellement dégénéré, mais dans
les espaces de Sobolev, déja pour I'existence locale il y a perte de dérivation de
la solution locale (voir [36] et [37]) ce qui rend difficile d’établir ’existence
globale, mais comme méme on peut traiter I'existence globale des solutions
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analytiques et par la suite étudier le comportement asymptotique de la solution,
en effet si on considére le probléme (P) avec g(x) = tx, on suppose que @ vérifie
la condition suivante

400
J D(s)ds =+ o0
0

on ¢élimine la condition (6), alors on a le résultat suivant

Théoréme 4.1. Supposons que les données initiales uy et u; sont A-
analytiques, alors il existe une solution globale unigque du probléme (P) deux fois
continiiment différentiable par rapport au temps et analytique par rapport aux
variables spaciales, et on a

(d1) lu'()l, = 0  lorsque t — o,
(d2) lim &(||V,a(t)|3) existe.

La preuve de l'existence globale est similaire a celle utilisée dans [7], pour
la preuve de (dl) et (d2), on procéde comme dans la preuve du théoréme 3.2.

Nous pensons qu’il est possible d’obtenir plus de résultats, on a 'exemple
suivant [10]:

u" — &(||ucl]3)tnx + 1’ = 0 dans [0,27] x [1 + V2, 0],
u=0surI' x [1 ++2,+o],

u(x,14++2) = %el/(”ﬁ) sin x,

1
u'(x, 1 +2) = MUY gin xsur 0,2n],
(1+v2)*y/z 0,27

ou & est définie comme suit

1 .
o(s) = J 16108 5)*(4—log s — (log s)*) si 1 <5 < e!/1+V2),

0 ailleurs.

Alors la solution explicite est sous la forme

u(t, x) = ﬁel/’ sin x,

on a

lus(8)]3 = eY* =1 lorsque ¢ — oo,

1
D(|lux(1)]]3) = AR A pour > 1+ V2.
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