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課税均衡の存在

–不完備市場モデルへの資本所得税の導入– ∗

清水　一

2002年 4月 15日

1 はじめに

不完備市場理論は一般均衡理論のひとつの分野として大きく成長してきた1。この分野では，ポー

トフォリオの選択が不完備市場のもとでの一般均衡によって記述される。そのため，資産を取り

扱う従来の理論には必ずしも存在しなかった際立った特色を持っている。それは，資産の保有自

体がリスクに直面する選択であり，かつ，複数の資産の保有を同時に取り扱うことができるとい

う点である。資本を保有することがリスクを負担する見返りとしてリターンを得るということ意

味するという点で，最初の論点は本質的である。また，経済の相互依存関係が「一般均衡」とい

う装置によって明瞭に記述されるという側面からすると，不完備市場の理論は極めて豊かな成果

をもたらし，かつ広い応用分野を有すると考えられる。

不完備市場の理論では，さまざまな証券取引が記述される。すなわち，１つの証券には確率的に

生起する将来の状態 (states)に応じて売り手がどれだけの財を引き渡すか，つまりペイオフが記載
される。そのようなペイオフが与えられているという想定でモデルが構築される。この背後には，

ある種の生産技術が存在して，ある状態が生起すればどのような生産が可能であり，従ってどれだ

けのペイオフが発生するかを知ることができるという解釈がある。つまり，証券の保有は株式 (つ
まり資本) を持つことに対応しているのである。このような見方は Magill and Quinzii(1996)2に
も提示されている。

本稿の目的は，資本所得税を取り扱うことができるように不完備市場の理論を拡張し，均衡の

存在証明を与えることである。従来の資本所得税の議論では，第一に，資本の保有がリスクに直

面する行為であるという側面，第二に，さまざまな資本の存在，が必ずしも視野の中に入ってい

なかった。一方，不完備市場の理論には，資産選択にとって本質的な内容が捕らえられている。そ

こに資本所得税を導入する作業は，不完備市場の理論の機能を確かめることであり，同時に，そ

の応用の可能性を確かめることにもなる。不完備市場で資本所得税を考察する議論には，例えば，

Aiyagari(1995)がある。Aiyagari(1995) では，個人特有の (idiosyncratic)ショックが存在する設
定で，資本所得税が導入される。他面，ある水準の生産要素に対して確実に一定量の生産物が得

られるような生産関数を採用する。このため，資本を保有することにおける本質的な不確実性は

存在しない。分析目的が単一の資本蓄積に関する課税の問題であるため，本稿におけるように複

数の資本と各資本がリスクに直面するという資産選択に本質的な側面は考慮の外におかれるので

ある。
∗榊原茂樹教授 (神戸大学)入谷純教授 (神戸大学)より有益なコメントを頂いた。記して感謝します。
1Magill and Quinzii(1996)，Magill and Shafer(1991)
2p.67を参照
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また，不完備市場に税を導入したモデルは，この他にも，Diamond and Mirrlees(1992)がある
が，彼らは商品課税を考えており，本稿とは基本的な目標が異なっている。

本稿に極めて類似した環境で資本所得税を導入したものにTirelli (2000)がある3。Tirelli (2000)
における資本所得税は，売上に対して状態ごとに定められた定率の課税（又は，補助金）をする

ような税制を想定している。また，税収と補助金のあらゆる状態についての合計が一致するよう

に政府の予算制約を与えている (Definition1の条件 (iv))。これは，政府がある状態から他の状態
へと所得移転を行える何らかの手段を持っていると想定することに他ならず，極めて非現実的な

仮定である4。さらに，一層重大なことに，Tirelli (2000) では，租税の及ぼす限界的な効果を評
価することを目的としているため，税率をゼロとしている。このため，均衡の存在は租税のない

経済の存在証明に依存している。したがって，租税の導入がもたらすであろうさまざまな問題が

回避されているのである。

本稿の想定する経済は以下のようなものである。期首・期末（来期の期首）を視野に入れる１

期間のモデルを考え，不確実性を期末に起こる自然の状態によって表す。つまり，アロー・デブ

ルー流の状態選好アプローチを採用する 5。この経済では，期首に証券を取引できるが，期末に

は証券から得られる所得に課税（資本所得税）がなされる。証券配当に対する税率は，期末に実

現する状態によって変えることができるものとする。これは，好況・不況によって減税があった

り増税があったりすることに対応していると解釈できる。政府は税収をある配当率で各個人に一

括移転する。この証券は，状態に依存して購買力が引き渡されるような証券で，ある個人が発行

したものを，他の個人が購入するようになっているので，「純供給量＝ゼロ」が均衡条件である。

また，期末には財市場が開かれる。個人は，期末の状態に依存した初期賦存と，課税後の証券配

当，および，政府からの移転を元手に財市場で取引を行う。

租税がない時の不完備市場のモデル設定は，Geanakoplos and Polemarchakis(1986), Werner(1985)
などによって与えられ，均衡の存在も示されている。本稿でも，本稿の課税均衡の存在証明は基

本的な方法を Geanakoplos and Polemarchakis(1986)（以下GPと略す）に依っている。しかし，
租税の導入のためにいくつかの問題が生じる。予算制約集合の凸性，無裁定条件の拡張，そして，

政府の予算制約の成立などである。これらの問題の本質は，課税が資本の保有者（証券を買い持ち

する者）になされ，資本の借り手（売り持ちの者）には課税されないという非対称な特徴にある。

これらを整合的に取り入れることは不完備市場理論の拡張可能性の試金石であるし，これを解決

できなければ広い応用の可能性を有しないことが示されたことになる。予算制約の凸性は，補題

１で肯定的に解決される。さらに，無裁定は不完備市場理論における最も重要な概念のひとつで

あり，直観的にはフリーランチが存在しないことを主張する条件である。本稿では租税を導入し

てもなお無裁定の成り立つ集合の特徴づけを補題３にて行うことができる。また，不完備市場理

論では通常ペイオフ行列のフルランク性という正規性条件が課されるが，租税の導入によってこ

の条件がまだなお成立するか否かが問題である。この点は補題２において考察している。

本稿の目的は，比較的低い税率のもとで均衡が存在することを証明することであるが，単に資

本所得税の導入に止まった証明となっているわけではない。第一に，GP (1986)では消費集合の
境界上を含めた効用関数の単調性を仮定（仮定 (A3)）しているが，この仮定の下では，経済学で
標準的に用いられているコブダグラス型の効用関数やCES型の効用関数を許容しない。また，こ
の仮定は彼らが後に仮定している境界条件（仮定 (D3)）と整合的でない。実際，この２つの仮定
を同時におくと，効用関数は不連続になるからである6。以下の本稿のモデルには仮定間の矛盾は

3課税均衡の定式化等のモデリングは，本稿のもとになった清水 (2000)によっても独立に考察されている。
4つまり，政府の活動によって，ある状態では非政府部門の生産物と初期保有の総量以上のものを消費出来るように

し，他の状態では非政府部門の生産物と初期保有の総量以下しか消費できないようなことを考えているのである。
5Arrow(1964),Debreu(1959)
6但し，GP の Proposition 1で示された均衡の存在証明の段階には仮定 (D3)は必要とされない，均衡の存在証明
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存在しない。本稿では消費集合の内点のみでの単調性と境界条件を用いて存在証明が与えられる。

この仮定の下では，コブダグラス型及びCES型の効用関数を許容する。第二に，この分野では個
人が売り持ちと買い持ちをともに発散させる可能性があるため，存在証明の手続き上に重大な仮

定をおくことがある。本稿では需要や供給を予め有限の範囲に制約する仮定を課さず証明を与え

ている7。

資本所得税は資本収入 (本稿においてはペイオフ)からその取得原価を差し引いたものに一定の
率で課されるという形式が自然である。本稿では，しかしながら，ペイオフに対して定率の税が

課されるものとする。この設定は租税の非対称性という特性を有し，同時に，資本の所有者を資

本所得の発生者とそれ以外に分けるという表現上の煩雑さをさけるための工夫ともなっている。

さらに，本稿で想定している租税は，株式取引におけるキャピタルゲイン課税における源泉分離

課税（譲渡価格の 1.05％）のような現実の制度に対応している。本稿で想定する課税制度も不自
然というわけではないであろう。

さらに，本稿で示す存在証明には，次のような拡張の可能性がある。不完備市場において達成

される均衡は一般にはパレート効率ではない。市場が完備ならば，均衡はパレート効率的である。

そのため，資本所得税をふくめ，どのような課税制度を導入したとしても，均衡をパレート改善

することはできない。一方，不完備市場均衡は一般にパレート非効率であるから，「租税の導入に

よるパレート改善という」魅力的なテーマが残されることになる8。

2 モデル

Geanakoplos and Polemarchakis(1986)のモデルに，資本所得税制を付加したモデルを考察する。
期首と期末のみの１期間モデルを考える。経済には不確実性が存在し，それは期末に実現する

S 個の自然の状態 (state of nature) s ∈ S := {1, ...S} 9によって表されるものとする。物理的な

属性の異なる財は L 種類存在し，` ∈ L := {1, ..., L} で表す。物理的な属性が同一の財であって
も，異なる状態で利用可能ならば異なる財と考えることにする。ある状態 s における財 ` を `(s)
で表す。財は期末に開かれる財市場で取り引きされる。各状態ごとに異なる市場が開かれる。財

価格を ，p := (p1, ..., pS) ∈ RSL
+ , ps := (ps1, ..., psL) ∈ RL

+ で表す。また，経済には証券が A 種

類存在し，第 a 証券の量を ya ∈ R ,a ∈ A := {1, ..., A} で表す（ ya ≥ 0 ならば買い持ち (long
position)を，ya ≤ 0ならば売り持ち (short position)を表わす。）。以下では断らない限りA < S

と仮定する。各証券は期末に実現する状態に依存して，その保有者に rsa 単位の 1(s) 財（状態 s

における基準財）を引き渡すことを約束する。存在する証券のペイオフをまとめたペイオフ行列

R を，S ×A 行列

R :=




r11 . . . r1A

...
. . .

...
rS1 . . . rSA




で表す。rs で第 s 行を表す。証券は期首に不確実性が解消する前に証券市場で取り引きされ，証

券価格を q ∈ RA で表す。rankR = S の時に市場は完備であるといい，rankR < S の時に不完備

であるという。A < S のとき市場はもちろん不完備である。証券の純供給量はゼロであるとする。

そのものに関して彼らの採用している仮定に矛盾は存在しない。
7例えば，不完備市場理論の先駆的な研究である Radner(1972)では証券の空売り（供給）を有限の範囲に限るとい

う仮定をおいて証明を与えている。
8Tirelli (2000), 清水 (2000) はこの方向に議論を展開している
9記号の節約のために，集合の最大元とその集合を同じ記号で表わす。
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経済には政府が存在しており，証券からのペイオフに定率税をかけて，その税収を一括で各個

人に α := (αh
s )h,s, 0 < αh

s < 1,
∑

h αh
s = 1,∀s ∈ S の割合で移転として割り当てる。状態 s にお

ける移転の総額を Tsで表す。個人 h の移転を T h := (T h
1 , ..., T h

S ), T h
s := αh

sTs で表わし，移転の

組をT := (T1, ..., TS) で表わす。
消費者は H 人存在し，h ∈ H := {1, ..., H} で表す。各消費者は消費集合 RSL

+ 上の効用関数

Uh : RSL
+ → Rと財の賦存 eh ∈ RSL

+ で特徴づけられる。消費計画をxh := (xh
1 , ..., xh

S) ∈ RSL
+ で表

す。ポートフォリオを yh := (yh
1 , ..., yh

A) ∈ RA で表す。また，e := (e1, ..., eH) ，x := (x1, ..., xH)
，y := (y1, ..., yH) ，U := (U1, ..., UH) ，とする。
情報の非対称性と取引コストがなく，財と証券の完全分割可能性を仮定する。各資産にかけら

れる定率税 t := (t1, ..., tS), 0 < ts < 1 は所与としておく。また，課税後のペイオフ行列を，

R̄ :=




1− t1 0
. . .

0 1− tS


R

で定義する。r̄s で第 s 行を表す。また，

yh
+a := max(yh

a , 0) yh
−a := min(yh

a , 0)

yh
+ := (yh

+1, ..., y
h
+A) yh

− := (yh
−1, ..., y

h
−A)

と定義すると，yh = yh
+ + yh− である。yh

+ ≥ 0 10は買い持ち (long position)を，yh− ≤ 0 は売り
持ち (short position)を表わしている。ここで，効用関数，賦存，ペイオフ行列に関して次を仮定
する。

(A1) 全ての h ∈ H について，Uh は連続かつ準凹である。

(A2) eh ∈ RSL
++, ∀h ∈ H

(A3) Uh は定義域の内点において狭義単調増加関数である。つまり，x > x̃ À 0 ならば Uh(x) >

Uh(x̃) である。
(A4) {x′ ∈ RSL

+ |Uh(x′) ≥ Uh(x)} ⊂ RSL
++, ∀x ∈ RSL

++

(A5) rs ≥ 0, ∀s ∈ S

(A6) rankR = A < S

R :=

[
R1

R2

]
とすると，A6より一般性を失うことなくR1 は フルランクのA×A 行列と仮定し

てよい。

個人の予算制約は

ps · (xh
s − eh

s ) ≤ ps1{(1− ts)rs · yh
+ + rs · yh

− + T h
s }, ∀s ∈ S (1)

q · yh = 0 (2)

である。また，予算集合を

B(eh, p, q, T h) := {(xh, yh) ∈ RSL × RA|(xh, yh)は (1)(2)をみたす }

10ベクトル x = (xi), y = (yi) の間の不等号は，x ≥ yにより xi ≥ yi, ∀i を表わし，x > y により x ≥ y かつ x 6= y
を表わし，x À y により xi > yi, ∀i を表わす。
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であらわす。各個人は，予算制約の下で効用最大化を行う。政府の予算制約は

ts
∑

h∈H

rs · yh
+ =

∑

h∈H

T h
s , ∀s ∈ S

である。次に，裁定を定義する。裁定とは直観的には，無から有を生むようなポートフォリオで

ある。裁定が存在しないことと，p, q,T を所与としたときに個人の効用最大化問題に解が存在す
ることは同値である事がよく知られている。11 この事実は補題 3を通じて均衡の存在を保証する
ために用いられる。

定義 1 裁定 (arbitrage)とは，ポートフォリオ y で

R̄y+ + Ry− > 0かつ q · y ≤ 0

をみたすものをいう。ある証券価格 q に対して裁定 y が存在しないとき q を無裁定価格と呼ぶ。

個人の縮約需要対応 (truncated demand correspondence)を

dh(eh, t, p, q, T h;K) := arg max
xh,yh

{Uh(xh)|(x, y) ∈ B(eh, p, q, T h) ∩K}

によって定義する。ここで，K := [−k, k]SL+A は一辺が 2kの立方体である。dh
x(eh, t, p, q, T h;K),

dh
y(eh, t, p, q, T h;K)を，それぞれ財と証券の需要関数とする。つまり，dh

x(·), dh
y(·)はそれぞれ

dh(eh, t, p, q, T h;K) を財空間及び証券の空間に射影したものである。

補題 1 A1-A4がみたされているとき，dh(eh, t, p, q, T h;K) は p À 0, q > 0, T h ≥ 0 に関して非
空，コンパクト値，凸値,上半連続である。
（証明）

個人を表わす添え字hは省略する。まず，B(e, p, q, T )が凸集合であることを示す。(x, y), (x′, y′) ∈
B(e, p, q, T ), ρ ∈ [0, 1] をとる。このとき，(ρx + (1− ρ)x′, ρy + (1− ρ)y′) ∈ B(e, p, q, T ) をいえ
ばよい。p À 0より ps1 = 1, ∀s ∈ S としても一般性を失わない。任意の ζ, ζ ′ ∈ RA に対して

(ζ + ζ ′)+ ≤ ζ+ + ζ ′+
(ζ + ζ ′)− ≥ ζ− + ζ ′−
(ζ+ + ζ ′+) + (ζ− + ζ ′−) = ζ+ + ζ− + ζ ′+ + ζ ′− = ζ + ζ ′ = (ζ + ζ ′)+ + (ζ + ζ ′)−

が成り立つことに注意すると，

ps · [ρ(xs − es) + (1− ρ)(x′s − es)]

≤ρ[r̄s · y+ + rs · y− + Ts] + (1− ρ)[r̄s · y′+ + rs · y′− + Ts]

=r̄s · (ρy+ + (1− ρ)y′+) + rs · (ρy− + (1− ρ)y′−) + Ts

=rs · [(ρy+ + (1− ρ)y′+) + (ρy− + (1− ρ)y′−)] + Ts − tsrs · (ρy+ + (1− ρ)y′+)

=r̄s · (ρy + (1− ρ)y′)+ + tsrs · (ρy + (1− ρ)y′)+ + rs · (ρy + (1− ρ)y′)−
− tsrs · (ρy+ + (1− ρ)y′+) + Ts

=tsrs · [(ρy + (1− ρ)y′)+ − (ρy+ + (1− ρ)y′+)]

+ r̄s · (ρy + (1− ρ)y′)+ + rs · (ρy + (1− ρ)y′)− + Ts

≤r̄s · (ρy + (1− ρ)y′)+ + rs · (ρy + (1− ρ)y′)− + Ts

11Magill and Shafer(1991) p.1534 l.10-12
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である。よって，B(e, p, q, T )は凸集合である。
Uの準凹性と，B(e, p, q, T )∩K の凸性より，d(·)は凸値である。また，Uの連続性と，B(e, p, q, T )∩

K が非空，かつコンパクトであることから，d(·) 6= ∅ かつ d(·) はコンパクト値である。
上半連続であることは，Geanakoplos and Polemarchakis(1986)Lemma.1と同様に証明できる。

（証明終り）

縮約総需要対応を

d(e, t, p, q,T;K) := (dx(e, t, p, q,T;K), dy(e, t, p, q,T;K))

dx(e, t, p, q,T;K) := min

(∑

h∈H

xh
sl, k

)

s∈S,l∈L

, where xh ∈ dh
x(·)

dy(e, t, p, q,T;K) := min

(
|
∑

h∈H

yh
a |, k

)

a∈A

, where yh ∈ dh
y(·)

で定義すると，補題 1より d(·) は p À 0, q > 0,T ≥ 0 に関して非空，コンパクト値，凸値,上半
連続である。

次に，無裁定価格の特徴づけを行う。その際，ペイオフ行列のランクが問題となるが，個人の

予算制約から分かるように，個人の直面するペイオフ行列は，保有するポートフォリオによって

変わる。つまり，y ∈ RA をひとつ固定したとき

A+ := {a ∈ A|ya ≥ 0}, A− := A \A+

とし，IA+ (IA−) をA× A の対角行列で，対角成分のうち a ∈ A+ (a ∈ A−) の成分が 1，他は
0である行列とすると，ポートフォリオ yを選んだ個人の直面するペイオフ行列は R̄IA+ + RIA−
と定義できる。ところで，R はA5よりフルランクであるが，R̄IA+ + RIA− は t によってはフル

ランクとはならない。しかし，

T ′
:= {t ∈ (0, 1)S |任意のA+ ⊂ Aに対してR̄IA+ + RIA−がフルランクになる }

とおくと，T ′
は (0, 1)S において生成的である。これを次に示す。ところで，G′ ⊂ G が G の相

対位相で稠密な開集合であるとき，G′ を生成的 (generic)な集合という。ある性質が生成的な集
合の全ての点で成り立つとき，その性質は生成的に成り立つという。つまり，生成的に成り立つ

というのは，成り立たないことが非常に稀で，一般に成り立つと考えても分析上一般性を失わな

いというような意味合いを持つ。

補題 2 T ′
は (0, 1)S において生成的である。

(証明)
任意の (t̃1, t2, ..., tS) ∈ (0, 1)S を考える。t2, ..., tS は固定しておく。任意の Ã ⊂ A を固定して

おく。

R̄ :=




1− t̃1 0
1− t2

. . .
0 1− tS




R , R̄1 :=




1− t̃1 0
1− t2

. . .
0 1− tA




R1
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とする。R̄IÃ + RIA\Ã がフルランクであることを示すには R̄1IÃ + R1IA\Ã がフルランクである
ことを示せば十分である。det(R̄1IÃ + R1IA\Ã) = 0 は t̃1 の高々A次式なので

]{t̃1 ∈ (0, 1)| det(R̄1IÃ + R1IA\Ã) = 0} ≤ A

である。よって

]{t̃1 ∈ (0, 1)| ∃Ã ⊂ A ; det(R̄1IÃ + R1IA\Ã) = 0} ≤ 2A ×A

となる。t2, ..., tS は任意なので証明終り。（証明終り）

上の補題より，税率を T ′
に限ってもほとんど一般性を失わないことが分かった。以上の準備

のもとで，無裁定価格の特徴づけを行おう。

補題 3 A5,A6を仮定する。

C := {q ∈ RA|vT R̄ ≤ q ≤ vT R, ∃v ∈ RS
+}12

と定義する。このとき，税率 t が T ′
に属すならば，C は閉凸錐で，intC は非空かつ無裁定価

格のみからなり，q /∈ intC ならば，q に対して裁定が存在する。

(証明)
閉凸錐であることは明らか。A5より，R は１次独立な列を持つので，v À 0 ならば q = vT R ∈

intC ，よって intC 6= ∅ である。（ {q ∈ RA|q = vT R, ∃v ∈ RS
+} ⊂ C に注意すればよい。）

q ∈ intC は無裁定価格であることをいう。そのためには，q ∈ intC かつ R̄y+ + Ry− > 0 なら
ば，q · y > 0 となることをいえばよい。いま，q · y ≤ 0 となったと仮定する。y 6= 0 に注意して
おこう（ y = 0 ならば R̄y+ + Ry− = 0 なので）。q ∈ intC より，十分小さい ε > 0 をとれば

∃v ≥ 0 s.t. vT R̄ ≤ q − εy ≤ vT R

である。y+ と y− をかけるとそれぞれ

0 ≤ vT R̄y+ ≤ (q − εy) · y+ ≤ vT Ry+　

0 ≥ vT R̄y− ≥ (q − εy) · y− ≥ vT Ry−

となるので

vT (R̄y+ + Ry−) ≤ (q − εy) · (y+ + y−) < q · y ≤ 0

が成り立つ。しかし v ≥ 0 なので vT (R̄y+ + Ry−) ≥ 0 となり矛盾。よって intC は無裁定価格か
らなる。

q̂ /∈ intC とすると，分離定理より，ある ŷ 6= 0 が存在して，

q · ŷ > 0 ≥ q̂ · ŷ , ∀q ∈ intC

が成り立つ。この ŷ に対して Â+ := {a ∈ A|ŷa ≥ 0}, Â− := A \ Â+ とし，

q̃a :=





Σs∈Svsr̄sa if a ∈ Â+

Σs∈Svsrsa if a ∈ Â−
12肩つきの T は転置を表わす。
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とすると，v À 0 のとき q̃ := (q̃1, ..., q̃A) ∈ intC である。よって

q̃ · ŷ = vT [R̄IÂ+
+ RIÂ− ]ŷ > 0

であり，v À 0 は任意に選べるので [R̄IÂ+
+ RIÂ− ]ŷ ≥ 0 ，さらに R̄IÂ+

+ RIÂ− は１次独立な

列からなるので，ŷ 6= 0 より [R̄IÂ+
+ RIÂ− ]ŷ 6= 0 である。よって，[R̄IÂ+

+ RIÂ− ]ŷ > 0 が分か
る。よって，q̂ /∈ intC ならば，ある ŷ が存在して R̄ŷ+ + Rŷ− > 0, q̂ · ŷ ≤ 0 をみたすことが分
かった。(証明終り)

定義２ 経済 (U, e, t, α) の課税均衡とは，価格と配分と移転の組 (p, q,x,y,T) で，次の条件を
みたすものとする。

(i) 全ての消費者 h ∈ H に対して，(p, q,T) を所与として (xh, yh) が予算制約の下で Uh の最大

元になる。

(ii) 財市場と証券市場において需給が一致している。
(iii) 政府の予算制約がみたされている。

上の定義で t = 0 とすると，GP(1986)における不完備市場均衡 (GEI)に戻る。経済 (U, e) に
対するGEI均衡 (p, q,x,y) を，経済 (U, e, t = 0, α) の課税均衡に対応するGEI均衡と呼ぶこと
にしよう。ここで，経済 (U, e) とは，賦存の組が e になり，効用の組がU となるような H 人の

消費者からなる経済である。つまり，本稿のモデルは，GP(1986)の自然な拡張になっている。

定理 A1-A6を仮定する。このとき t̄ := (t̄1, ..., t̄S) À 0 が存在して，任意の t ∈ {t′ ∈ T ′ |t′ ∈∏
s∈S(0, t̄s)} に対して p À 0 である課税均衡が存在する。

（証明）

立方体K := [−k, k]SL+A を考える。ここで，k >
∑

h∈H‖eh‖ とする。

MN−1:= {δ ∈ RN
+ |ΣN

n=1δn = 1}
Q := C∩ MA−1

と定義する。財と証券の価格の集合をそれぞれ (M(L−1))S , Q に限っても一般性を失わない。不

動点対応

ΦK : (ML−1)S ×Q×K × [0,Ξ]S → (ML−1)S ×Q×K × [0,Ξ]S

ΦK(p, q, (x, y),T) := (Φ1 × Φ2 × ΦK
3 × Φ4)(p, q, (x, y),T)

を，

Φ1(p, q, x, y,T) := argmaxq̄∈Qq̄ · y
Φ2(p, q, x, y,T) :=

∏

s∈S

argmaxp̄s∈ML−1 p̄s · (xs − es)

ΦK
3 (p, q, x, y,T) := d(e, t, p, q,T;K)− (Σheh, 0)

Φ4(p, q, x, y,T) := (Is)s∈S , where Is := tsrs · (Σhyh
+) ≤ Ξ := rmaxkAH

のようにつくる。ここで，rmax は R の最大要素, es :=
∑

h∈H eh
s とする。また y は

∑
h∈H yh ，

xs は
∑

h∈H xh
s と意図されている。不動点定理より，ある (p∗, q∗, x∗, y∗,T∗) ∈ (ML−1)S × Q ×

K × [0,Ξ]SH で

(p∗, q∗, x∗, y∗,T∗) ∈ ΦK(p∗, q∗, x∗, y∗,T∗)
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をみたすものがある。

R̄y∗+ + Ry∗− ≤ 0 を示す。いま，R̄y∗+ + Ry∗− > 0 としてみる。このときある sが存在して

r̄s ·y∗ ≥ r̄s ·y∗++rs ·y∗− > 0となっている。その sを固定しておく。̄vを s番目の要素が1，他の要素は
0である S次元ベクトルとすると，v̄T R̄ = r̄s ∈ Cである。q∗ ∈ C でC は凸錐なので q∗+r̄s ∈ Cで

ある。よって，あるλ > 0が存在して，λ(q∗+ r̄s) ∈ Qをみたすようにできる。q∗ ·yh∗ = 0, ∀h ∈ H

より q∗ · y∗ = 0 なので，q := λ(q∗ + r̄s) とすると q · y∗ = λ(q∗ + r̄s) · y∗ = λr̄s · y∗ > 0 である。
これは Φ1 の作り方から，q∗ · y∗ = 0 の極大性に反する。
次にy∗ = 0を示す。y∗ 6= 0とすると，R̄IA++RIA− がフルランクであることから，R̄y∗++Ry∗− <

0 となる。よって，R̄(−y∗+) + R(−y∗−) > 0, q∗ · (−y∗) = 0 である。このとき，−y∗ は裁定なの
で，個人 hは yh := yh∗ + (−y∗) を選ぶと yh は予算制約をみたし yh∗ を選ぶより高い効用を得ら
れる。これは (xh∗, yh∗) の最適性に反する。
ワルラス法則より p∗s · (x∗s − es) ≤ 0, ∀s ∈ S である。また，p∗ ∈ Φ2(p∗, q∗, x∗, y∗,T∗) より，

ps · (x∗s − es) ≤ p∗s · (x∗s − es), ∀ps ∈ML−1 である。よって，x∗s − es ≤ 0 である。xh ≥ 0 かつ
x∗s − es = Σh(xh∗

s − eh) なので xh∗ ≤ Σie
i である。よって

‖xh∗‖ ≤ ‖Σi∈Hei‖, ∀h ∈ H (∗)

次に，kn( kn →∞) である立方体Kn := [−kn, kn]SL+A の列を考える。各 n に対して ΦKn の

不動点 (p∗n, q∗n, x∗n, y∗n,Th∗
n ) が存在する。xh∗

n は (∗) よりコンパクトな集合に属し，p∗n, q∗n もコン
パクトな集合に属すので，それぞれ収束部分列をとることができる。それを，

p∗n → p∗, q∗n → q∗, x∗n → x∗

とする。

次に，p∗ À 0 を示す。A4より，{xh ∈ RSL
+ |Uh(xh) ≥ Uh(eh)} ⊂ RSL

++ なので，xh∗ À 0 であ
ることに注意しておく。いま，ある `(s) について p∗s` = 0 とし，(p∗s`)n → p∗s` となったとする。
1s` ∈ RSL を `(s) 方向への単位ベクトルとする。b := min`∈L,s∈S eh

s` と定義する。A3より，

Uh(xh∗ + b1s`) > Uh(xh∗)

である。また，効用関数の連続性と，(p∗s`)n → 0 より十分大きい n について，

Uh((1− (p∗s`)n)xh∗
n + b1s`) > Uh(xh∗

n )

が成り立つ。また，(p∗s)n · (xh∗
s )n = (p∗s)n · eh

s ≥ (p∗s)n · b ，ここで b := (b, ..., b) ∈ RL なので，

((1− (p∗s`)n)xh∗
n + b1s`, (1− (p∗s`)n)yh∗

n ) ∈ B(eh, p∗, q∗, T h∗) ∩Kn

である。これは，

(xh∗
n , yh∗

n ) ∈ dh(p∗n, q∗n, T h∗
n ;Kn)

に反する。よって，p∗ À 0 である。

[t] :=




t1 0
. . .

0 tS


 , Ah :=




αh
1 0

. . .
0 αh

A


 , Zh :=




zh
1 0

. . .
0 zh

A



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ここで，

zh
a :=





1 if limn→∞(yh
a )n > 0

0 otherwise

ȳn := maxa,h|(yh
a )n|

と定義する。いま，ȳn →∞(n →∞) になったと仮定する。また，R1 は フルランクのA×A 行

列と仮定していた。各個人の期末での予算制約を上の記号を用いて行列表示する。

M :=




R1 − [t]R1Z
1 + A1[t]R1Z

1 A1[t]R1Z
2 . . . A1[t]R1Z

H

A2[t]R1Z
1 R1 − [t]R1Z

2 + A2[t]R1Z
2 . . . A2[t]R1Z

H

...
...

. . .
...

AH [t]R1Z
1 AH [t]R1Z

2 . . . R1 − [t]R1Z
H + AH [t]R1Z

H




M




y1

...
yH


 =




( 1
p∗s1

p∗s · (x1∗
s − e1

s))s∈A

...
( 1

p∗s1
p∗s · (xH∗

s − eH
s ))s∈A




いま，y1, ..., yH と右辺の各項を ȳn で割り，n → ∞ とすると右辺は 0に収束するが，左辺第２
項はある項は 1に収束する。ところで，t = 0 ならば，detM 6= 0 なので，ある (t̄1, ..., t̄S) À 0 が
存在して，任意の ts ∈ (0, t̄s) に対して detM 6= 0 であることに注意すると，矛盾である。よって，
yh∗

n は収束する。よって，T h∗
n も収束する。それを

yh∗
n → yh∗, T h∗

n → T h∗

とする。

十分大きな n について，(xh∗, yh∗) ∈ intKn である。Uh の連続性と凸性から，(xh∗, yh∗) は
(p∗, q∗, T h∗) を所与としたときの予算制約式のもとでの最大元である。連続性より y∗ = 0 かつ
x∗s − e∗s ≤ 0, ∀s ∈ S である。よって p∗ À 0 より x∗s = es, ∀s ∈ S である。よって，均衡配分は

クリアーすることが分かった。（証明終り）

定理では，A1-A4をみたす組 (U, e) に対して t̄ が決まっている。定理の証明において，Zh は

対角要素が 1または 0で，他の要素は全て 0の対角行列なので，どのように (U, e) を選んでも有
限個の可能性しかない。よって，それぞれ最小のものを取り出して，再び t̄ À 0 を決めることが
できる。そこで T :=

∏
s∈S(0, t̄s)∩ T ′

とおくと，A1-A4をみたす任意の組 (U, e) に対して均衡
が存在する。つまり，

系 A1-A6を仮定する。A1-A4をみたす任意の組 (U, e) と，任意の t ∈ T に対して p À 0 であ
る課税均衡が存在する。

3 おわりに

本稿では，課税均衡の存在を証明した。定理より，十分小さい税率ではほとんどの税率に対し

て均衡が存在することがわかった。また，定理の系より定理の仮定をみたす賦存と効用関数の組

に対して課税均衡が存在することもわかった。この系は，この経済に対して比較静学を行うとき

に有用である。
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定理に関するインプリケーションとしては，以下のものが挙げられる。市場が不完備ならば，よ

く知られているように各個人の状態価格が異なっている。これは，直観的には個人間で各状態で

得られる所得に対する評価が異なっていることを意味している。しかし，本稿のような非対称な

課税方法では，各個人の直面するペイオフ行列がそれぞれ異なってしまう。そのために，個人間

での状態価格の相違の自由度がより大きくなる。このことは補題２で示した無裁定価格の集合 C

の形からも分かる。定理は，より大きな評価の相違があったとしても均衡は存在するという意味

で不完備市場の均衡の存在は頑健であることを示している。つまり，不完備市場モデルの理論整

合性により理解が深まったと思われる。

また，Hart(1975)で指摘されたように，複数の財によってペイオフが支払われる証券 (real asset)
の取引される経済では，均衡が存在しない場合がある。これは，価格によってはペイオフ行列の

ランクが下がることが原因である。本稿のような，単一の財で支払われる証券の場合で租税のな

いときは，ランク落ちを引き起こす要因がないのでGP(1986),Werner(1985)のように全てのパラ
メータに関して均衡が存在した。しかし，本稿のような課税制度のもとでは，既に指摘したように

ランクが下がる可能性がある。もちろん本稿においてランクが下がる要因は外性パラメータ（税

率）によるものであるからHartの例ほどの深刻さはないが，いずれにせよ，不完備市場を理解す
る上で，ペイオフ行列のランクに関する条件の重要さを再確認することが出来たと思われる。

本稿では均衡の存在を示し，本稿のモデルによって資本所得税の存在する経済を整合的に分析

する基礎を固めた。これは，より興味深い問題であるパレート効率性の分析の基礎でもある。こ

のパレート改善の可能性については，今後の研究課題としたい。 [2002.4.13 613]
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