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在 庫 管 理 は,OperationsResearchの 中で も最 も長 い研 究 の歴 史 を持 つ分 野

の1つ で あ る。 特 に,Arrow,HarrisandMarschak〔1〕1こ よ って動 学 的 最 適

在 庫 政 策 の理 論 が確 立 され て,厖 大 な 研 究 の蓄 積 が み られ た(Veinott〔18〕)。

に もか か わ らず,今 日で も,理 論 と実 際 的 運用 の 間 に は深 刻 なギ ャ ップが 見 ら

*本 稿の作成 にあた り,小 川一夫講師(神 戸大経 済学 部)・ 羽森茂之氏(神 戸大経済学研

究科)よ り貴重 なコメン トをいただいた。 また,数 値例 の計算に関 し,萩 原泰治氏(神

戸大経 済学研究科)の 助力を得 た。記 して感謝いた します。む ろん,あ り得べ き誤謬に

ついての責任 は,す べて筆者に帰す るものであ る。
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れ る(Silver〔15〕)。 す なわ ち,一 方 で 精 緻 な数 学 モ デ ル に よ る研 究 が 展 開 さ

れ なが ら,他 方 実 際 に は,そ れ とは 無 関 係 に,試 行 錯 誤 的 な 在庫 管 理 が 行 な わ

れ て い る。

この ギ ャ ップ は,次 の よ うな理 由か ら生 じ て い る。

1)数 学 モデ ル が 提 唱 す る最 適 在 庫 管 理 を実 行 す るた め に は,

i)デ ー タの 収 集 ・処 理

ii)最 適 政 策 の計 算

iii)情 報 交 換 に よ る,全 体 と して の 在 庫 管 理 シス テ ムの 円滑 な運 営

等 の た めの シス テ ム管 理 コ ス トを要 す る。 この こ とは,企 業 の情 報 処 理 能

力 に とって 大 きな負 担 とな る(Silver〔15〕)。

2)た とえ情 報 処 理 上 の負 担 とな って も,問 題 の 活 動 が 企 業 に と って致 命 的

で あれ ば,そ の 負担 を引 き受 け る こ とは意 味 が あ る。 しか し,企 業 の活 動

全 体 か ら見 て,在 庫 管理 が果 た す べ き役 割 は,通 常,

i)気 ま ぐれ な顧 客 の需 要 に対 し,販 売 を ス ムー ズ に適 応 させ る。

ii)急 激 な需 要 変 化 に対 して,工 場 の操 業度 の 変 化 が小 幅 で 済 む よ うに

す る。

等 々 の 緩 衝 装 置 の 機 能 で あ る(水 野 〔30〕)。つ ま り,戦 略 的 とい うよ りは

戦 術 的 意 志 決 定 に属 す る と言 え る。

この よ うな理 由か ら,在 庫 管 理 方 式 の 採 用 基 準 として,

基 準A… …利 潤 最 大 化,な い し,費 用最 小 化

の 他 に,実 際 に は,

基 準A'… …少 な く と もrobustnessが あ れ ば,す な わ ち,あ る程 度 の 利 潤

・費 用 パ フ ォー マ ン スが 保 証 され るな らば,最 適 性 は 犠 牲 に し

て もよい 。

基 準B… … ル ーテ ィン化 され た 単 純 な形 式 の方 が 望 ま しい 。

等 々 が考 慮 され て い る。 す な わ ち,最 適 化 原 則 よ り も満 足 化 原 則 に従 って い る
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(占部 〔21〕)。

しか し,こ のギ ャ ップ に もか か わ らず,最 適 化 モ デル は,実 際 の 在庫 管 理 方

式 のsub-optimalityを 評 価 す るた めのreferencepointと して活 用 す る こ と

が で きる。 た とえ ぱ,在 庫 管 理 方 式 の実 際 的 な例 と して,何 らか の 適応 行動 が

考 え られ る。 す な わ ち,あ る在 庫 指 標 に対 して最 適 水 準 が 設 定 され,そ れが,

あ らか じ め指 定 され た 変 数(た とえ ば,単 位期 間 の販 売量)の 観察 デ ー タに応

じて 適 応 的 に調 節 され る とい う形 式 で あ る。 この在 庫 管 理 方式 が基 準Bを 満 た

す こ とは 明 らか だ が,基 準Aな い し基 準A'を 満 た す か ど うか は 自明 で は ない 。

この 時,最 適 化 モ デル の解 が 適 応 行 動 に一 致 す れ ば基 準Aが 満 た され,適 応 行

動 の パ フ ォー マ ンス が 最 適 化 モデ ル の 解 の パ フ ォー マ ンス に接 近 して い れ ば基

準A'が 満 た され る,と 言 う こ とが で き る。

本 稿 の 目的 は,需 要 予 測 の 側 面 に お い て,こ の比 較 を行 な う こ とで あ る。 こ

こに,在 庫 管 理 は,

i)需 要 方程 式 の 推定

ii)需 要 方程 式 に もとつ く需 要 予 測

iii)需 要 予 測 に もとつ く最 適在 庫 水 準 の 決 定

の3段 階 か らな るが,需 要 予 測 にお け る適 応 行 動 の み を扱 うの で あ る。 需 要 方

程 式 の推 定 は,マ ー ケ ッ ト ・リサ ー チ に よ って 行 な わ れて い る と想 定 す る。 ま

た,Iinear-quadraticmodel… … す な わ ち,線 型 の制 約 条 件 の 下 で2次 の 目的

関数 を最 適 化す る問 題 … … を想定 す れ ば,予 測 と最 適 化 が 分 離 で き るこ とが 知

られ て い る(Chow〔6〕)。 した が って,こ れ らの想 定 の 下 で は,予 測 にお け る

適 応 行 動 が,全 体 と して の在 庫管 理 に お け る適 応 行 動 を生 み 出 して い る と言 え

る。

本 稿 の構 成 は,次 の 通 りで あ る。 まず,皿 節 で は,予 測 問 題 の所 在 を 明 らか

に し,そ れ に も とつ い て,需 要 モ デ ル を構 成 す る。 皿節 で は,予 測 にお け る適

応 行 動 の正 当化 の 問題 を整 理 し,巫 節 の 問題 設定 の 下 で の1節 にお け る我 々 の
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アプ ロー チ の 意 義 を明 らか にす る。IV節 ・V節 は,各 々,最 適 予 測 モ デ ル と適

応 予 測 モ デ ル の 特 性 を扱 う。両 者 はVI節 にお い て 比 較 され,適 応 行 動 のrobust-

nessが 検 討 さ れ る。 そ の 際 に,robustnessの 概 念 が 明示 的 に 規 定 され る。 田

節 で は,適 応 行 動 の 選 択 と構 造 パ ラメ ー タ ー の 関 係 を明 らか にす る。 以 上 で 得

られ た 諸 結 果 の 要 約 が,顧 節 で 与 え られ る。

II予 測問題 の所在 と需要 モデル

企 業 が,1つ の 製 品 につ い て,在 庫 投 資 を適 切 な水 準 に行 な うた め に,当 該

製 品 の 将来 需 要 に つ い て 予 測 を行 なお う とす る状 況 を考 え る。 需 要 方 程 式 の推

定 が マ ー ケ ッ ト ・リサ ーチ に よ って 解 決 され る,と い う我 々の 前 提 の下 で は,

需 要予 測 の 問 題 の 基 本 的 性 格 を左 右 す る要 因 と して,次 の2点 に留 意 しな け れ

ば な らな い 。

第1は,通 常,マ ー ケ ッ ト ・リサ ー チが,次 の2点 に お い て 制 約 的 で あ る,

とい う こ とで あ る。

1)マ ー ケ ッ ト ・リサ ー チ は,限 られ た標 本 に もとつ い て 行 な わ れ るか ら,

そ れ に よ って 得 られ た デ ー タ は,将 来 を完 全 予 見 で き る ほ ど に は十 分 で な

い 。 した が って,当 該 製 品 の 将 来 需 要 に 関 して,何 らか の 不 確 実 性 が 残

る。

2)来 々 期 の 需 要 予 測 をで き るだ け正 確 にす るた め に は,今 期 の み な らず,

来 期 もマ ー ケ ッ ト ・リサ ー チ を行 な った 方 が よ い 。 なぜ な ら,次 の こ とが

あ るか ら。

i)も し需 要 決 定 要 因 の 真 の 状 態 に変 化 が な け れ ば,来 期 の マ ー ケ ッ ト

・リサ ー チ の 分 だ け,今 期 の マ ー ケ ッ ト ・リサ ー チ よ り もデ ー タが 増

加 す るの で,そ の 真 の 状 態 を よ り正 確 に 知 る こ とが で きる。

ii)来 々期 の 需 要 を決 定 す る来 期 の要 因 は,今 期 の マ ーケ ッ ト ・リサ ー



在庫管理のための適応的需要予測について 311

チ に よ って よ り も,来 期 の マ ーケ ッ ト ・リサ ー チ に よ っ て よ りよ く知

られ る。 なぜ な ら,今 期 か ら来 期 にか けて の 不 確 実 性 要 因 は,来 期 の

マ ーケ ッ ト ・リサ ー チの 時 点 で は,事 後 的 に 除去 され て い るか ら。

とこ ろが,マ ー ケ ッ ト ・リサ ー チ に は コ ス トが か か るの で,そ れ を毎 期 行

な う こ とは で きな い 。 そ の結 果,追 加 的 な マ ー ケ ッ ト ・ リサ ー チ な しに,

最 初 の マ ーケ ッ ト ・リサ ー チ の結 果 だ け に も とつ い て,需 要 予 測 を毎 期 行

な わね ば な らな い,と い う事 態 が お こる。

こ れ らの制 約 の結 果,需 要 の不 確 実 性 が 加 法 的 雑 音(有 本 〔19〕)を 含 む か否

か に よ って,予 測 問 題 の性 格 が 異 な って く る。 す な わ ち,需 要 の 決 定 要 因 が マ

ル コ フ的 で あ る場 合,需 要 の不 確 実 性 が 加 法 的 雑 音 を含 ま な け れ ば,来 期 の 需

要 を予 測 す るた め に は,需 要 方 程 式 に含 ま れ る変 数 の 今 期 の 実 現 値 を観 測 す れ

ば十 分 で あ る。 ゆ えに,こ の場 合 に は,需 要 予 測が,観 測 され た 最 新 の デ ー タ

に対 して完 全 に適 応 され る,と い う こ とが 直 ちに従 う。 他 方,需 要 の 不 確 実 性

が 加 法 的雑 音 を含 む場 合 に は,フ ィル タ リ ング 問題 が生 じ る。 っ ま り,マ ー ケ

ッ ト ・ リサ ー チ の時 点 に お い て は,当 該 期 の 需 要 決 定 要 因 に関 して 直 接 的 に調

査 が な され て い るの に対 し,マ ー ケ ッ ト ・リサ ー チ 以 後 の 時 点 にお い て は,一

方 に お い て加 法 的 雑 音 が加 わ るに もか か わ らず,他 方 にお い て 追 加 的 情 報 が 市

場 の販 売実 績 に 限 られ る。 その 結 果,マ ーケ ッ ト ・リサ ー チが 行 な われ ない 期

間 に対 し,市 場 の 販 売 実 績 の デ ー タに よ って 加 法 的 雑 音 を 除去 し な けれ ば な ら

な い 。 一般 に,こ の 手 続 きが 何 らか の 適 応 行 動 に 一 致 す る保 証 は な い。

第2は,需 要 方 程 式 の 構 造 パ ラ メー ター に 変 化 が 生 じ,か つ,そ の こ とが 当

該 企 業 に よ って 察 知 され た な らば,そ の時 点 で マ ーケ ッ ト ・リサ ー チが 行 な わ

れ,新 しい 需 要 方 程 式 に対 応 して 需 要 予 測 形 式 が 改 訂 され る,と い う こ とで あ

る。 つ ま り,最 初 の マ ーケ ッ ト ・リサ ーチ に よ って 得 られ た デ ー タ に も とつ く

需 要 予 測 の 期 間(以 下,予 測期 間 と呼 ぶ)は 有 限 で あ る。 した が って,需 要 の

不 確 実 性 が 加 法 的 雑 音 を含 む場 合,フ ィル タ リング の た め に利 用 可 能 な 追加 的
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観測データも有限である。ゆえに,あ る予測形式のパフォーマンスを評価する

時,そ の予測形式の下での予測量に関して,大 標本の仮定の下での漸近特性の

みを問題にす ることは意味がない。むしろ,種 々の有限な予測期問において,

予測量の特性の時間経路を評価する必要がある。

以上の2点 に留意 しなが ら,当 該製品に対する需要モデルを,次 のように想
(1)

定 す る。

1)当 該 製 品 の,k期 に お け る市 場 規 模 を 表 わす パ ラ メ ー タ ー を,Zkと す

る。 この パ ラメ ー ター は,当 該 製 品 の市 場 に と って 外 的 な要 因 … … た と え

ば,経 済 成 長 や 景 気循 環 … … に よ って,ラ ンダ ムに変 動 す る。 この 確率 過

程 は

Zk+1=(1十9)Zk十Uk

・ECuk)一 … 幅)一{鳧 〉 。
k・≒s

k=s

で 表 わ され る とす る。 こ こに,パ ラ メー ター9は,当 該 市 場 の 規模 の成 長

趨 勢 を示 す もの と考 え られ る。

(1)こ こで の 定 式化 は,伴 〔28〕 に よ って お り,linear-quadraticmodelを 用 い て,価

格 ・生 産 ・在 庫 の 同時 決 定 問 題 を扱 う こ とが で きる。 た だ し,伴 論 文 で は,市 場 規 模 パ

ラ メ ー タ ーの 測定 過 程 が,当 該 製 品 の 市場 にお け る販 売 実 績 とは 独 立 に

Dk=ηo十 η1Pk十 η2Zk

Yk-zk十wk
Zk+1=(1十9)Zk十--g

の 形 で定 式 化 され て い る。 こ こに,yk,Zgは,各 々,観 測 され たk期 の 「経 常所 得 」及

び観 測 で きな いk期 の 「恒 常所 得」 と解 釈 され て い る。 しか し,直 ちに 明 らか な よ う

に,伴 論文 の定 式 化 に従 えば,予 測 時 点tに お いて,観 測 装 置

yk=Zg+wkk=0,1,…,t

を通 じて 「恒 常所 得 」ZCを 推定 す る まで もな く,販 売 実 績 か ら

・c-⊥.(D厂 η。一η、P、)
η2

が 直 接 的 に 知 られ て しま う。 した が って,こ の 時 に は,線 型 ダ イ ナ ミカル ・シス テ ム

5'k=Zk十Wk

Zg+1=(1十9)Zg十uk

を用 い た,カ ル マ ン ・フ ィル タ ー によ る 「恒 常所 得 」Ztの 推定 は,実 は,無 意 味 で あ る 。
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2)当 該 企 業 の 当 該 製 品 に対 す るk期 の 需 要 量 は,需 要 関数

Dk=ηo十 η1Pk十 η2Zk十Wk

;η1<0,η2>O

Dk… …k期 の 製 品 需 要 量

313

Pk… …k期 の製 品 価 格(こ れ は,当 該 企 業 の コ ン トロール 変 数)

に従 う。 こ こにWkは,

E(Wk)一 ・,・(一)一{°

aW>。 識,・(ukws)一 ・

な る確 率 変 数 で,市 場 規 模 のパ ラ メ ー タ ーZkが 定 ま って も,当 該 企 業 の 当

該 製 品 に対 す る需 要 曲線 は,こ の 市 場 に関 す る種 々 の 要 因 に よ って ラ ン ダ

ム に変 動 す るこ とを示 す 。 この変 動 要 因 と して は ,

i)当 該 製 品 に対 す る,人 々 の選 好 の気 ま ぐれ

ii)類 似 商 品 を生 産 す る他 企 業 の 販 売 戦 略 の影 響

等 々が 考 え られ る。

3)当 該 企 業 は,有 限 の 予 測 期 間k=0,1,… …,T(T〈 ○。)の 各予 測

時点tに お い て,次 のt+1期 の 需 要 … …正 確 に は,需 要 曲線 の位 置 … …

を予 測 しよ う とす る。 この た め に企 業 に と って 利 用 可 能 な情 報 は,次 の2

つ か らな る。 第1に,計 画 時点tま で の 販 売 実績

(1:),(DIPi),… …,(1:)

を利 用 で き る(予 測 時 点tの 販 売 実 績 も利 用 可 能 とす る)。 第2に,予 測

期 間 の 初 期 時 点k=0に お い て,当 該 企 業 は マ ー ケ ッ ト ・リサ ー チ を行 な

った 。 その 結 果,需 要 方 程 式 の 構 造 パ ラメ ー ター9,a2u,η0,η1,η2,

磯 及 びE(zo),E[zo-E(zo)]2>0の 値 を知 っ てい る。 残 りの予 測期 間

k=1,2,… …,Tに お い て は,マ ー ケ ッ ト ・リサ ー チ は行 な わ れ な い
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とす る。 そ の結 果,企 業 は,各 予 測 時 点tに お い て,予 測 期 間 の初 期k=

0に お け るマ ー ケ ッ ト ・リサ ー チ に よ って 得 られ た パ ラメ ー タ ー に 関 す る

デ ー タが,そ の後 も妥 当 す る もの と して 行 動 し,パ ラメ ー タ ー に 関 す る追

加 的情 報 は な い もの とす る。

以 上 の 想 定 に よ って もた ら され る需 要 の 不 確 実 性 が い か な る性 格 の もの で あ

るか,を 整 理 す れ ば,以 下 の よ うに な る。 今,も し も,予 測 時 点tに お い て,

当 該 企 業 がt期 にお け る市 場 規 模 の パ ラメ ー ターZtの 値 を知 って い るな らば,

当 該 企 業 はt+1期 の 「真 の」 期 待 需 要 曲線

Et(Dt+1)=ηo十 η1Pt+1十 η2Et(zt+1)

を知 って い る とい う意 味 にお い て,当 該 市 場 に とって の 外 的 な か く乱 要 因 か ら

免 れ て い る。 とい う(bは,Ztが 既 知 な らば,問 題 の需 要 曲 線

Dt+1=ηo+η1Pt+1十 η2zt.1十wt+1

の ラ ン ダ ム 項 は

η2zt+1十wt+1=η2(1十9)zt十 η2ut十wt+1

と 書 け る か ら,そ の 分 布 の 期 待 値 と分 散

Et(η2zt.1十wt+1)=η2(1十9)zt

Ec[η2zt・1十wt.1-E(η2zt.1十wt.1)]2=η 戔a2u十Q2w

も既 知 で あ り,任 意 の 価 格 水 準Pt.1に 対 し て,下 図1の よ う に,そ の 期 待 値

と 分 散 と い う 観 点 か ら,需 要 の 分 布 を 知 っ て い る こ と に な る か ら。 た だ し,こ

こ で,Zt・1の 「真 の 」 期 待 値 がEt(Zt.1)で あ る,と 言 う 場 合,市 場 規 模 パ ラ

メ ー タ ーZkが 従 う確 率 過 程 に お い て,予 測 時 点 以 前 に 生 じ た こ とZO,Z1,… …,

Ztを 前 提 と し た 時 の 条 件 付 き期 待 値

Et(zt+1)≡E(Zt+11zo,z1,… …,zt)

と い う こ と で あ る 。 以 上 の 意 味 で 「真 の 」期 待 需 要 曲 線 を知 る と い う こ と が,当

該 企 業 に と っ て 望 み う る最 も不 確 実 性 の 低 い 状 態 で あ る こ と は 明 ら か で あ る 。
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Pt+1

P°+1

P'+1

D叶1

)]

図1「 真の」期待需要曲線

と ころ が,実 際 に は,当 該 企 業 は,予 測 期 間 の どの 時 点k=0,1,… …,

t,t+1,… …,Tに お い て も,予 測 時 点tで 実 際 に生 じた 市 場 規 模 パ ラ メ

ー タ ー の値Ztを 知 る こ とは で きな い 。 ま た,マ ー ケ ッ ト ・リサ ーチ は,予 測

期 間 の初 期 時 点k=0に お い て 行 な わ れ るの みだ か ら,そ れ 以後 の 予 測 時 点

t>0に お い て は,市 場 規 模 パ ラ メー ターZtの 「真 の 」 期 待 値Et(Zt)と 分 散

Et[zrEt(zt)コ2も わ か らな い 。 そ こで,当 該 企 業 は,zo,z1,… …,ztが 起
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こ った 時,実 際 に これ らを知 る こ とな く して,来 期 の市 場 規 模Zt.1を 予 測 し

な けれ ば な らな い 。

この予 測 に用 い られ るデ ー タは,予 測 時 点tま で の販 売 実 績

(1:),(DIP1),… …,(;:)

で あ る。 この デ ー タ に よ って,予 測 時 点 まで の 市 場 規 模 パ ラ メー ター の 時 間経

路ZO,Z1,… …,Ztが,加 法 的 雑音 と未 分 離 の 形 で

η2zk十wk=Dk一 ηo一η1Pkk=0,1,… …,t

の よ うに 間接 的 に知 られ る。 そ こで,

dk≡Dk一 ηo一η1Pkk=0,1,… …,T

と定 義 す れ ば,問 題 は,

dk=η2Zk十Wk

Zk+1e(1十9)Zk十Uk

な る確 率 差 分 方 程 式 系 に お い て,do,dl,… …,dtが 観 測 され た 時,dtalを

どの よ うに予 測 す るの が望 ま しい か,と い うこ とで あ る。 この 問題 は,加 法 的

雑 音 の あ る線 型 ダ イ ナ ミカ ル ・シス テ ムの予 測 問 題 と言 われ る(有 本 〔19〕)。

た だ し,以 下 で は,記 述 の 簡 単 化 の た め に,市 場 規 模 パ ラメ ー タ ーZkの 単 位

を適 切 に選 ぶ こ とに よ って,η2=1と しよ う。 つ ま り,

dk=Zk十Wk

(1)
Zk+1=(1十9)Zk十Uk

;E(Uk)=0,

E(wk)=0,

E<zo)=zo,

E(ukws)=0

E<ukus)_{Q>。

ECWkws)=!a>O

k≒ ・s

k=s

kキs

k=s

E(Zo-Zo)2=・ σ餮。>O

E(zouk)=OE(zoa'k)=0

なる確率差分方程式系を考えよう。
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III適 応的予測の正当化の問題

皿節 で 設定 され た予 測 問題 に対 して も,1節 で指 摘 され た理 論 と実 際 的 運 用

の 間 の ギ ャ ップ が見 られ る。

す な わ ち,一 方 で,基 準Aを 満 た す 最適 化 モ デル とい う観 点 か ら,加 法 的 雑

音 の あ る線 型 ダ イ ナ ミカ ル ・シス テ ム(1)に対 し,す で に1つ の予 測 形 式 が 提 唱

され て きて い る。 それ は,予 測 時 点tま で のデ ー タdo,d1,… …,doか ら構

成 され る線 型予 測

パ
(2)dt,i=Rodo+/31dc_i+......+(3tdo+p

ハ

;dt.1… …dt.1の 予 測 値

の 中 で,dt、1の 不 偏 予 測 を与 え る予 測 形 式 の ク ラ ス にお い て,予 測 誤 差 の2乗

の 無条 件 期 待 値(以 下,単 に,予 測 誤 差 と呼 ぶ)が 最 小 とな る,と い う基 準 を

満 た す よ う に,係 数 の 組 βo,β1,… …,Nt,β を選 ぶ とい う方 法 で あ る。 こ

の 方 法 は,カ ル マ ン ・フ ィル タ ー に よ る予 測 と呼 ば れ て い る(有 本 〔19〕)。

と こ ろが,こ の カル マ ン ・フ ィル タ ー に よ る予 測 は,企 業 が 在 庫 管 理 の た め

の 需 要 予 測 形 式 と して 用 い る には,そ の ま まで は適 さな い 。 なぜ な ら,後 述 の

よ うに,カ ル マ ン ・フ ィル タ ー に よ る予 測 は,適 当 な変 形 に よ って,マ ル コ フ

的 な漸 化 的 フ ィル ター の 形 で 構成 す る こ とは で き るが,に もか か わ らず,一 般

に予 測 値 の 計算 手 続 きが 繁 雑 にな るか らで あ る。 つ ま り,満 足 化 原 則 のた めの

基 準Bが 満 た され て い る とは 言 えな い の で あ る。

他 方,実 際 に 在 庫 管 理 の た めの 需 要 予 測 形 式 と して 企 業 に採 用 され る もの と

して は,何 らか の 形 の 指 数 平 滑 法 が 考 え られ る(Brown〔3〕 等)。 これ は,適

応 的 需 要予 測 形 式 で あ る。 そ して,た と えば,1次 平 滑 法 な らば

ハ ム
(3)dk+i=adk+(1-a)dkOGa<1
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が,満 足 化 原 則 の た め の基 準Bを 満 たす こ とは 明 らか で あ る。 と ころ が,指

数 平 滑 法 が 基 準Aな い し基 準A'を 満 足 す るか否 か は,自 明 で は な い 。 実 際,

予 測 の 適 中 度 とい う点 か ら見 る と,指 数 平 滑 法 は,従 来 か ら,理 論 的 根 拠 に

も とつ く とい うよ りは,経 験 的 な理 由 に よ って 利 用 され て きた よ うに思 われ る

(Brown〔3〕)。 そ して,平 滑 化 定 数 の選 択 も,ま た,経 験 に頼 る傾 向 が あ っ

た 。 た とえ ば,1次 平 滑法(3)で は,0.1<α<0.5の 範 囲 に平 滑 化 定 数 を設 定 す

る こ とが,経 験 的 にす す め られ て い る(水 野 〔30〕)。

予 測 問 題 に お け る この よ うな ギ ャ ップ に対 し,指 数 平 滑 法 を,経 験 的 有 用 性

か らで は な く,何 らか の合 理 的 方 法 で 正 当化 しよ う とす る試 み が,す で に 多 く

な され て きた 。 そ れ らの 試 み は,次 の2つ に大 別 され る。

第1は,指 数 平 滑 法 を直 感 的 に正 当化 し よ う とす る アブmチ で あ る。 これ

に は,指 数 平 滑 法 の 見 方 に よ って,さ らに,次 の2つ の 方 向 が 考 え られ る。1

つ は,指 数 平 滑 法 を,1つ の適 応 期 待仮 説,た と え ば

ム ハム
dk+1=dk+α(dk-dk)

とみ なす 方 向 で あ る。 適 応 期 待 仮 説 は,Cagan〔5〕,Nerlove〔12〕 等 に ょ っ

て 経 済 分 析 に応 用 され,以 後 広 く普 及 した 。 特 に,理 論 的分 析 に お い て,こ の

仮 説 は広 く受 け入 れ られ て きた 。 この 事 実 は,次 の よ うな理 由 に よ る もの と思

われ る 。す な わ ち,適 応 期 待 仮 説 は,期 待 形 成 の し くみ を,最 初 に 形 成 され た

予 想 を観 察 され た 事実 との 予 測 誤 差 の 一 部 分 だ け修 正 す る,と い う心 理 的 メ カ

ニズ ムに よ って 正 当 化 して い るが,こ の メ カ ニ ズ ムが 我 々 の 内 省 に照 らして 受

け入 れ や す い もの だ った か ら,と い うこ とセ あ ろ う。

指 数平 滑 法 の 今1つ の 見 方 は,そ れ を1つ の 分 布 ラ グ ・モデ ル とみ なす 方 向
バ

で あ る 。 た と え ば,1次 平 滑 法(3)に よ る 予 測 値dt.1は,無 限 の 過 去 に さ か の

ぼ る 観 測 値dt,dt-1,… …,dt-・,… …,d-・ ・が あ れ ば

ハ 　の
do+i=E(1‐a)gadc_9

9=0



在庫管理のための適応的需要予測について 319

と書 け るの で,分 布 ラグ ・モ デ ル

ハ

(4)dt+1=βodt+β1dt_1+… …+βsdt_s+… …

の ウ ェ ー ト係 数 を

Qo=a,Q1=Cl‐a)a,......>Q9=<1‐a)Sa,......

の よ うに幾 何 級 数 的 に 減衰 す るよ うに選 ん だ もの とみ な せ る。 この よ うな分 布

ラグが 正 当化 され る理 由 と して,次 の もの が考 え られ る。

1)実 際 の経 済 行 動 が,一 般 的 な 分布 ラグ で記 述 され う る側 面 を持 つ(蓑 谷

〔33〕)。 た と えば,Brown〔4〕,Friedman〔7〕 は,消 費 行 動 にお け る

習 慣 的持 続 や恒 常 性 の存 在 が,消 費 と所 得 の 間 に分 布 ラグ の 関 係 を生 じ さ

せ る と して い る。 この こ とか ら,指 数 平 滑 法 に よ る予 測 は,対 象 とな る真

の分 布 ラグ 関 係 の1つ の 近 似 とみ な せ る。

2)1次 平 滑 法(3)に よ る予 測 の場 合,分 布 ラ グ の ウ ェー トが 幾 何 級 数 的 に減

衰 す る,と い う事 実 は,過 去 の 観察 値 ほ どよ り少 な く考 慮 に入 れ る,と い

う期 待 形 成 の 心 理 的 メ カ ニズ ム と解 釈 され うる。

第2の 正 当 化 の アプ ロー チ は,何 らか の基 準 で 測 って客 観 的 な最 適 予 測 との

関係 で指 数 平 滑 法 を正 当 化 しよ う とす る もの で あ る。 特 に,指 数 平 滑 法 が 基 準

Aを 満 た して最 適 化 モ デ ル に一 致 す るた めの 十 分 条 件 が 研 究 された 。 この意 味

で の客 観 的正 当 化 は,最 適 分 布 ラ グの 問 題 と して 研 究 され て きた(Griliches

〔8〕)。 つ ま り,対 象 とな る変 数dkが あ る特 定 の確 率 過 程 に従 う と想 定 し,そ

の想 定 の下 で,何 らか の基 準 で 測 って 最 適 な予 測 値 を与 え る分 布 ラグ(4)の ウ ェ

ー トQo ,N1,… …,礎,… … を 求 め る,と い う問題 で あ る。 そ して,想 定 さ

れ る確 率 過 程 が適 当 な酔 歩 過程(randomwalkprocess)で あ る場 合 に は,予
ハ

測 誤 差 の2乗 の期 待 値E(dk.1‐dk.1)2を 最 小 にす る とい う意 味 で の最 適 分 布

ラグが,あ る種 の指 数 平 滑 法 か ら導 か れ る分 布 ラグ に一 致 す る こ とが知 られ て

い る。 た と えば,
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dkeZk+Wk

Zk=Zk-1十--k

ECWk)=0

E(uk)=0
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・E(Wkms's)-i° 〉 。

・E(ukus)_{° 〉 。

E(wkus)=0

k≒s

k=s

k≒s

k=s

なる加法的雑音を含む酔歩過程に対 しては,平 滑化定数 αを適切な水準 α*に

選んだ場合の1次 平滑法

ハ 　
dk,1=a*dk+(1‐a*)dk

に よ る 予 測 が 最 適 予 測 と な る(Muth〔11〕,蓑 谷 〔33〕,杉 原 〔25〕)。 ま た,

dk=yk+Wk

yk==yk_1十Zk

ZkeZk_1十Uk

・E(Wk)e・ ・E(一)一{廉 〉 。

・ ω 一 ・ ・E(ukus)-° 〉 。

ECWkug)=0

な る加 法 的 雑 音 を含 む2階 の 酔 歩 過 程 に対 して は,

へ 　 　

dk+1=dk+Zg

　 バ ム

dk=dk十 α(dk-dk)

の 　 コ パ

Zk=Zk_1+β(dk-dk)

k≒s

k=s

k≒s

k=s

な る予 測 形 式 に お い て,パ ラ メ ー タ ー0<α,β<1を 適 切 な水 準 α*,β*に

選 んだ 場 合 に得 られ る分 布 ラグ が 最 適 分 布 ラ グ とな る(TheilandWage〔17〕,

NerloveandWage〔13〕)。
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以 上,指 数 平 滑 法 を正 当化 しよ う とす る2つ の アプ ロー チ の う ち,1節 に お

け る我 々 の方 法 は,最 適 化 モ デ ル との 関係 で 指 数平 滑 法 を評価 す る とい う意 味

に お い て,後 者 に属 す る。 しか し,皿 節 の 問 題 設 定 の 観 点 か ら見 る時,上 述 の

最 適 分 布 ラグ の 研 究 に は,次 の2っ の 問 題 点 が あ る。

第1の 聞 題 点 は,想 定 きれ て い る確 率 過 程 が 何 らか の定 常ARIMA過 程 で

あ る,と い う点 で あ る(ARIMAモ デル につ いて は,折 谷 〔22〕,杉 原 〔25〕を参

照)。 通 常,多 くの経 済 時 系 列 は何 らか の トレ ン ドを含 ん で お り,定 常 性 を持

た な い(こ こ で は,定 常 性 の概 念 を,弱 定 常 性 の意 味 で用 い る。定 常性 に つ い

て は藤 井 〔29〕を参 照)。 しか し,対 象 とな る変 数dkの 運 動 を記 述 す る確 率 差 分

方 程 式 の ラグ 多項 式が,ガ ウス平 面 に お い て単 位 円上 の根 と単 位 円 の外 側 の 根

の み を持 つ場 合 に は,適 当 な変 数 変 換 に よ って,原 系 列 を定 常 時 系 列 に変 換 し

て考 察 で きる こ とが 知 られ て い る(BoxandJenkins〔2〕,Pindyckand
(2)

Rubinfeld〔14〕)。 先 に挙 げ た2つ の酔 歩 過 程 の モデ ル は,こ の よ うなstatio-

narityconditionを 満 足 す る例 で あ る。 しか し,す べ て の経 済 時 系 列 がstatio・

narityconditionを 満 足 す る とは限 らな い 。 この こ とは,特 に,ト レ ン ドが,

上 述 の よ うな酔 歩 過 程 で は な く,成 長 率 で表 わ され て い る一般 的 な 線 型 ダ イナ

ミカ ル ・シス テ ムの 場 合 に 問 題 と な る。 た とえ ば,皿 節 の 聞 題 設 定 に 対 して

は,モ デ ル(1)に お い て9>0,つ ま り,需 要 が時 と と もに 増 大 す る トレン ドを

持 つ場 合 に は,stationarityconditionは 満 足 され ない 。

第2の 問 題 点 は,利 用 可 能 な 観 測 デ ー タの 有 限 性 の 問 題 で あ る。す な わ ち,

予 測 対 象 が 特 定 の 確 率 過 程 に 従 うとい う想 定 の 下 で,あ る種 の指 数 平 滑 法 が 最

適 分 布 ラ グ に一 致 す る とい う場 合,無 限 の 過去 まで の 観 測 デー タdt,dt-1,

… …,dt -,,… …,d_..が 利 用 可 能 で あ る と前 提 され て い る。 しか し,こ の こ

(2)無 限個の観測値 に対 して定常ARIMAモ デル を適用す ることに関 して,溝 口 ・刈屋

〔31〕によ って,内 在 的矛盾の疑いが指摘 されてい る。すなわち,定 常時系列の和分で

表わ され る確率過程が,観 測 された原系列を生 み出 した と考 える場合,そ の確率変数の

分散 は,確 率過程が一。。か ら出発 した とする と無限大に発散するか らで ある。
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とは 実 際 に は妥 当 しな い 。 亜節 の 問題 設 定 の 場 合 に は,最 初 の マ ーケ ッ ト ・ リ

サ ー チか ら次 の マ ー ケ ッ ト ・リサ ー チ ま で の 予 測 期 間k=0,1,… …,Tの 間

で,予 測 時 点tま で の 観測 デ ー タdo>d1,… …,dtの みが 利 用 可 能 で あ る。

こ の時,次 の2つ の 問 題 が 生 じ る。

1)指 数 平 滑 法 で予 測 を行 な う場 合,初 期 の予 測 値 を どの よ うに設 定 す べ き

か 。 た と えば,1次 平 滑 法(3)を 用 いて,t=0に お い て,

バ ム
d1=ada-f-(1‐a)do

バ

な る次 期 の予 測値 を 得 よ う とす る時,最 初 の予 測値doは どの よ う に設 定

すべ きか 。

2)何 らか の方 法 で 初期 値 設 定 を行 な った と して も,計 画 時 点tに お け る,

有 限 個 の 観 測 値do,d1,… …,dtに も とつ く指 数平 滑 法 を用 い た 予 測 値

は,観 測 値 が 有 限 で あ る こ と を前 提 と した 最 適 分 布 ラ グ ・モ デル に よ る予

測 に 一 致 し ない か も しれ な い 。

以 上 の2つ の 問 題 点 の うち,利 用 可 能 な 観 測 デ ー タの 有 限 性 の 聞 題 は,指 数

平 滑 法 が 基 準Aを 満 た して最 適 化 モ デ ル に 一致 す るた めの 十 分 条 件 を求 め る こ

と に固 執 す るか ぎ り,一 般 に は解 決 で きな い(後 述 の定 理4を 参 照)。 他 方,

非 定 常 性 の 問 題 は,観 測 値 が 有 限 で あ る こ と を前 提 と した 最 適 分 布 ラグ ・モ デ

ル にお い て,観 測 値 の数 を無 限 に 増大 させ て い く時 の モ デル の漸 近 的性 質 と し

て 指 数 平 滑 法 が 導 か れ る こ とが,Taylor〔16〕 に よ って 示 きれ た 。 そ れ は ・ フ

ィル タ リ ング問 題 … … モ デ ル(1)に お いて 市 場 規 模 パ ラメ ー タ ーZtを 推 定 す る

問 題 … … を次 の よ うに処 理 す る ア プ ロ ー チ で あ る。 本節 の 冒頭 で述 べ た よ う

に,観 測 値 が 有 限個 で あ る こ と を前 提 と した,加 法 的雑 音 の あ る線 型 ダ イナ ミ

カ ル ・シス テ ムの予 測 問 題 にお い て,最 適 化 モ デ ル は,カ ル マ ン ・フ ィル ター

を用 い た予 測形 式 で あ る(カ ル マ ン ・フ ィル タ ー に つ い て は ・Kalman〔9〕 ・

有 本 〔19〕を参 照)。 それ は,一 般 的 に は,次 の よ うな もの で あ る。今,状 態 ベ

ク トルz,出 力 ベ ク トルdの 変 係 数 線 型 ダ イ ナ ミカル ・シス テ ム
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dk=CkZk+Wk

k=0,1,・ ・・…

Zk.1eAkZk+Bkuk

;ZkEppn,dk,Wg`Rm,ukξR「

Ak… …n×n既 知 行 列

Bk… …n×r既 知 行 列

Ck… …m×n既 知 行 列

に お い て,確 率 変 数 ベ ク トル の モ ー メ ン ト

E(uk)=uk,E(uk-uk)(us‐us)'=δksUk

E(wk)=wk,E(wk-wk)(R's‐Ws)'ニ δksWk

ECzo)=zo,ECzo‐zo)Cza‐zoY=Xo

E(uk‐uk)(ws‐ws)'=0,E(zo‐zo)(uk‐uk)'=0,

323

E(Zo-Zo)(Wk-Wk)'=0

;δks… … ク ロ ネ ッカ ーの デル タ

Uk… …r×r正 定 値 行 列

Wk-・m×m正 定 値 行 列

Xo… …n×n正 定 値 行 列

が 与 え られ て い る とす る。 この 時,時 点t≧0に お い て,出 力 の測 定 値 ベ ク ト

ル の 列do,d1,… …,dtを 得 た 時 の,状 態 ベ ク トルZtの 線 型 推 定 量

ハ セ
(5)zt=ft十EFtkdk

k二 〇

;ftEppn,Ftk… …n×m定 数 行 列

バ

の 中 で,誤 差 ベ ク トルet≡Zt-Ztの 分 散共 分 散 行 列E(etel)に 関す る2次 形

式 の 値

a'E(ete't)aa∈Rn

を,各 ウ ェー ト ・ベ ク トルaに 対 して 常 に 最小 に す る不偏 推 定 量Z*tを,Ztの カ

ル マ ン ・フ ィル タ ー と言 う。 カ ル マ ン ・フ ィル タ ーzさに対 応 して,線 型 予 測 形
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式(5)に お け る 最 適 な 係 数 行 列 の 組f*t,F*o,… …,F*k,… …,Ftcが 定 ま

っ て い る か ら,こ れ は,1つ の 最 適 分 布 ラ グ ・モ デ ル と 言 え る 。 し か も,カ ル

マ ン ・フ ィル タ ーZ*tは,出 力 の 測 定 値 ベ ク トルdk;k=0,1,… …,tが

得 られ る ご と に,非 線 型 差 分 方 程 式 系

k=1,2,・9・ ・。・,t

zo=zo+PoCoWol[do‐(Cozo+wo)]

Po=CXol十CoWolCo)-i

Z*k=zk+pkC隻W藍1[dk-(Ckzk+wk)]

Zk=Ak-1Zk-1-{-Bg_11ik_1

Pk=(1Mk-i十CgWklCk)曽1

Mk=Ak-1Pk-1Ak-1十Bk-1Uk-1Bk-1

を 解 い て 逐 次 的 に 計 算 で き る 漸 化 的 フ ィル タ ー(recursivefilter)で あ る こ と

が 知 ら れ て い る 。 こ こ で,上 述 の 線 型 ダ イ ナ ミ カ ル ・ シ ス テ ム に お い て,シ ス

テ ム の パ ラ メ ー タ ー が 時 間 か ら独 立 し て

Ak=A,Bk=B,Ck=Ck=0,1,… …

か つ,確 率 変 数 ベ ク トル の モ ー メ ン ト も時 間 か ら独 立 し て

uk=0,Uk=U,wk=0,Wk=Wk=0,1,… …

の 場 合 を 考 え る と,カ ル マ ン ・フ ィル タ ーz沓 は

k=1,2,......,t

zo=zo+PoC'W-1[do‐Czo7

Po=(Xol十C'W-1C)-1

(6)Z*k=zk+PkC'W-1[dk-Czkl

Zk=AZk-1

Pk=(Mki十C'W-1C){
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Mk=APk_lA'十BUB'

で 計 算 され る。 この漸 化 的 フ ィル ター に対 し,予 測 時点tが 無 限大 に延 長 さ

れ,し たが って,観 測 値 ベ ク トル の個 数 も無 限 大 とな る時,次 の 漸 近 的 な 性 質

が な りた っ 。

定 理1(Kalmanの 収 束 定 理)

if線 型 ダ イ ナ ミ カ ル ・シ ス テ ム

dk=CZk

(7)

Zk+1-AZk十B--k

k=0,1,・ ・・…

;dk… …k期 の 出力 ベ ク トル

Zk… …k期 の 状 態 ベ ク トル

uk… …k期 の 入 力 ベ ク トル

が

1)可 制 御 性(controllability)

2)可 観 測 性(observability)

の2条 件 を満 足 す る。

↓

then非 線 型 差 分方 程 式 系(6)に っ い て,次 の こ とが 言 え る。

1)Poが 半 正 定値 行 列 な らば,行 列Pkの 列 は収 束 して,極 限

行 列P*=limPkは 正 定 値 行 列 で あ る。
k→ 。。

2)行 列A-P*C'W-1CAの 固 有 値 は,す べ て絶 対 値 が1よ

り も小 で あ る。

こ こに,線 型 シス テ ム の 可 制 御 性 と可 観 測 性 と は,次 の よ う な も の で あ る

(Kalman〔10〕,伊 藤 〔20〕を参 照)。
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定義(可 制御性と可観測性)

線 型 シ ス テ ム(7)の可 制 御 性 と可 観 測性 は,次 の よ うに定 義 され る。

可 制 御 仁 ⇒状 態 空 間(状 態 ベ ク トル が 定 義 され る集 合)の 任 意 の2

点ZO,Zfに 対 し,状 態 ベ ク トル を,ZOか らZfへ 有 限 期

間Nで 移 す,入 力 ベ ク トル の 時 間 経 路uo,u1,… …,

ux.1が 一 意 に存 在 す る。

可 観 測 仁⇒ 入 力 ベ ク トル の時 間経 路Uo,ul,… … が 与 え られ た 時,

有 限 期 間Nだ け 出力 ベ ク トル の 時 間経 路do,d1,… …,

dN.1を 観 測 す る こ とに ょ って,状 態 ベ ク トル の 時 間経

路ZO,Z1,… … を知 るこ とが で き る。

上 の定 理1よ り,も し逆 に,カ ル マ ン ・フ ィル タ ー の計 算 が,無 限 の 過 去 か ら

出発 して予 測 時 点tま で 到 達 した と考 え る と,近 似 的 に

z*=Az*-1+P*C'W-1[dt‐CAz*-i7

が な りた っ 。 これ が一 種 の 指 数 平 滑 法 で あ る こ とは明 らかで あ る。 そ して,こ

の 関係 が 過 去 の すべ て の 時 点 に 対 して な りた って いた と想 定 す れ ば,つ ま り

zk=CA‐P*C'W-1CA7zk-1十P*CW-1dk

k=t,t-1,......‐oo

とす るな らば,再 び上 の 定 理1よ り,減 衰 的係 数 を持 つ 分 布 ラグ ・モ デ ル

Z*=E(A-P*C'W-1CA)sP*C'W曽1dt.s
s=0

が 得 られ る。 これ は,つ ま り,近 似 解 と して,状 態 ベ ク トルZtを 推 定 す るた

め の最 適 分布 ラグ が,指 数 平 滑 法 と 対 応 す る 形 で 得 られ た,と い う こ とで あ

る。

以 上 の議 論 に お い て,確 率 変 数 ベ ク トルdkの 定 常 性 は 前 提 され て い な い こ
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とに注 意 しよ う。 した が って,先 に 述 べ た 第1の 問 題 点 … …非 定 常 性 の 問題

… … は ,解 決 され た こ とに な る。 そ こで,我 々 に残 きれ た 問 題 は,上 述 の第2

に ラ

の 問題 点 … … 観 測 値 の 有 限 性 の 問題 … … で あ る。 この た め に は,既 述 の よ う

に,基 準Aで は な く基 準A'の 観 点 か ら指 数 平 滑 法 を評 価 す る必 要 が あ る。以

下,こ れ を,我 々 の簡 単 な モ デ ル(1)に つ い て 分析 しよ う。

IVカ ル マ ン ・フ ィ ル タ ー に よ る 最 適 予 測 の 特 性

まず,我 々 の モ デ ル(1)にお け る予 測 問 題 に対 し,最 適 化 モ デ ル の特 性 を調 べ

る。

最 初 に,最 適 化 モ デル を導 く。 皿節 で 述 べ た よ うに,モ デ ル(1)にお け る市 場

規 模 パ ラメ ー タ ーZtの 最 適 予 測 は,カ ル マ ン ・フ ィル ター で 与 え られ る。 こ

れ は,(6)よ り,差 分 方 程 式 系

k=1,2,・ ・・…,t

2
-～00_

Z*U=Zo+(do-Zo)

a2w

(3)H節 の 問題 設定 で は,マ ーケ ッ ト ・ リサ ー チ に よ ってE(Zo)が 既 知 とされ て い るの
ム ハ 　

で,初 期値doの 設定問題は起 こらない。すなわ ち,do=Zoと すればよい。か りに,需

要方程 式の推定 に関 してよ りゆるい前提 を設け るとす ると,予 測問題 の取 り扱いは非常

に困難 となる。 なぜな ら,次 の ことが あるか ら。

1)E(Zo)が 未知 であ るとす ると,最 適 モデルにおいて きえ,予 測の不偏性が失なわ

れ る。 この場合には,予 測形式 のクラス として,予 測量が,大 標本 の前提の下 での

漸近不 偏予測で ある ものを考え ることにな る。 これは,予 測期間,し たが って,観

測データの個数が有限であ るとい う我々の問題設定 と相 いれ ない。

2)さ らに,需 要方程式の推定過程 自身 を問題 とし,企 業が推定 と予測 を同時に行な

うことが考 え られ る。 しか し,非 定常確率過程に対 しては,現 在の ところ,有 効な

推定方法 は知 られていない。また,定 常確率過程の推定 において も,一 般に,小 標

本の下で は有効な推定量が得 られない(溝 口 ・浜田 〔32〕,佐和 〔23〕を参照)。
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1

婦=1+1
22Q
ZUQw

2
_～Ok_

Z*keZk+(dk-Zk)

a2w

Zk=(1十9)Z*k_1

1

姥=1+1
22Q
kaw

・2k(1+9)2ψ 餮一、+・ 暑

で計 算 され る。 こ う して得 られ た 推 定 値Z*tは,予 測 時 点tま で の 観 測 値do,

d1,… …,dtに よ る 線 型 推 定 量

ム
Z[=bodt+bldt_1十 … 一・十btdo十b

の ク ラ ス の 中 で 最 良 不 偏 推 定 量,つ ま り

ハ の

(9)E(・ ・一 ・・)2b。
,b、,… …,b,,b→mln

と な っ て い る 。 こ の 時,do+1の 線 型 予 測(2)の 問 題 を 考 え よ う 。 す る と,モ デ ル

(1)の 下 で は,

do=zo+wo

dk=(1+9)kZO+(1+9)k-luo+(1+9)k-2u1+一 ・・。・

… …+(1十9)uk -2十uk_1十wkk=1,2,… …,t

zt=(1十g)tzo十(1十g)t-luo十(1十g)t-2u1十......一}一(L十g)--t-2十llt-1

よ り,変 数do,dl,… …,dt,Ztは ラ ン ダ ム 項uc,Wt.1を 含 ま な い か ら

Uo)E(ztut)=0,E(ztwt.1)=0,E(dkut)=0,E(dkWt.1)=O

k=0,1,...t
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よ って,線 型 予 測 形 式(2)の 予 測 誤 差 は

E(d・ … ・・+・)・一(1・ ・)・E(R°1+
.、d・+1拿 、d・一・+… …+1争 、d・

+,羣
、 一 ・・)2+・2u・ ・2w

と書 け る。 ゆ え に,最 良 予 測 問 題

バ

E(d・ ・rd…)2β
。,β 、,..… 、 β,,β 一mi・

は,最 適 化 問 題

α⇒E(R°1+
、dt+iRlgd・ 一・+… …+1拿9・R1+、 一 ・・)2

→mln
βo,β1,… …,βt,β

に 同 じ で あ る 。 し か る に(9)が あ る か ら,Ztの カ ル マ ン ・フ ィル タ ー を 与 え る 最

適 分 布 ラ グ

z*=bodt+bidt_1+・ ・・…+b*da+b*

に よ っ て

b吉一1肇 、
,b士 一1擘 、,… …,・ 砦一1擘,,b*-R*1+g

が(10の 解 と な る 。 よ っ て,dt.1の 最 良 不 偏 線 型 予 測d*t.1(以 下,単 に,dt.i

の 最 適 予 測 と 呼 ぶ)は

(②d*t+1=Qodt+Ridt_1+… …+β 吉do+β*

=<1+g)Cbodt+bldt _1+・ ・・… 十b*da+b*)=<1+g)z*

で 与 え られ る 。 こ こ に,q② で 得 られ る予 測d*.1が 確 か に 不 偏 予 測 の 条 件 を 満

た し て い る こ と は,次 の よ う に し て 確 か め られ る 。 今,カ ル マ ン ・フ ィル タ ー

Z*tはZtの 不 偏 推 定 量 で あ る こ と が 保 証 され て い る か ら,E(ZL-Zy)=0で あ
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る 。 よ っ て,⑫ で 得 ら れ る予 測d*t.1は,(1)の 下 で

E(d*+1-dt+1)=(1+9)E(Z*t-zt)=0

す な わ ち,dt+1の 不 偏 予 測 で あ る。

以 上,予 測 時 点tに お い て,do,d1,… …,dtが 観 測 さ れ た 時 のdt.1の 最

適 予 測 は,(8)⑫ で 計 算 さ れ る こ とが わ か っ た 。 こ こ で,吻 よ り直 ち に わ か る こ

と は,(8)で

do=zo,dk=zkk=1,2,・ ・・…,t

と書 け る と い う こ と で あ る 。 ゆ え に,(8)吻 を 合 わ せ る と,dt.1の 最 適 予 測 も,

漸 化 的 予 測(recursivepredictor)と し て,

k=1,2,・ ・・…,t十1

d*‐zo‐o

・k-(1・,)[k-、+ψ 鬟1(dk_、 一剃
σW

1

㈱ 姥=1+1

a2Z。 σ葛

1

娠=.1+1
22Q
gUW

a2k=(1十9)2～ ρ豊_1十a2

で 計 算 き れ る こ とが わ か る 。

U3)に お い て

ψ餮

Bk=k=0,1,…,t

a2w

とお け ば,求 め る最 適 予 測d誉.1が,
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do=zo

αの

dk'i=Cl+g)Cdk+Bk(dk-dk)7k=0,1,......,t

な る差 分 方 程 式 で 得 られ る こ とが わ か る。 これ は,最 適 予 測d*t.1が,時 間 と

と もに 変 化 す るパ ラ メ ー タ ー θk;k=0,1,・ ・一,t(以 下,「 平 滑 化 パ ラ

メ ー ター 」 と呼 ぶ)に よ る一 種 の指 数 平 滑 法 に よ って 得 られ る こ と を示 して い

る。 我 々 の 目的 は,予 測 期 問k=0,1,… …,Tに お け る最適 予 測 の 特 性 を

指 数平 滑 法 と比 較 す る こ とで あ るか ら,以 下,「 平 滑 化 パ ラ メー ター 」 の 時 間

経 路{Bk}k=oの 特 性 を調 べ よ う。 その た めに,予 測 期 間 が 無 限 に 延 長 され る と

した 場 合 の 「平 滑 化 パ ラ メ ー タ ー」 の 時 間 経路 全体{Bk}k=0の 特 性 を,次 の3

点 に つ い て 調 べ る。

1){θk}k=0の 収 束 性

2)最 適 予 測 の,分 布 ラ グ ・モデ ル と して の 極 限 形 式

3){Bktk.oの 収 束 過 程 の特 性

第1に,厂 平 滑 化 パ ラ メ ー タ ー」 の 収 束 性 の 問題 。 この 問 題 は,皿 節 の定 理

1に よ って,直 ちに 答 え られ る。 今,皿 節 に お け る可 制 御 性 と可 観 測 性 の 定 義

に 対 して,可 制 御 性 と可 観 測 性 の 必 要 十 分 条件 が,各 々,次 の よ うに知 られ て

い る(伊 藤 〔20〕)。

定理2(可 制御性条件 と可観測性条件)

線型 システム(7)に対 し,可 制御行列C,可 観測行列0を

C-[B,AB,A2B.....

0≡[C',A'α,(A')2C'

;A… …n×n行 列

B… …n×r行 列

C… …m×ni7歹J

・An-1B]

・ ・
,(A')『1C']
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と定 義 す る。 この 時

可 制 御 く=⇒rankC=n

可 観 測 ぐ=⇒rankO=n

で あ る。

我 々 の 簡 単 な モデ ル(1)で は,可 制 御 行 列C,可 観 測 行 列0は,各 々,ス カ ラ

ー で

C=[1],0=[1]

だ か ら,

rankC=1,rankO=1

よ っ て,定 理2よ り,線 型 シス テ ム

Clk=Zk

Zk+1=(1十9)Zk十Uk

は可 制 御 かっ 可観 測 で あ る。 ゆ えに,皿 節 の 定 理1が 適 用 で きて

ρ粲

α叫 聖 餮=・ 羣 ・1(1+・)-
02w(1+9)1<1

が 言 え る(伴 〔28〕)。 これ か ら

ρ羣

θ*≡

a2w

を定 義 す れ ば

(i6)limBk=B*
k→。。

(17)1(1十g)(1-B*)1<1

つ ま り,「 平 滑 化 パ ラメ ー タ ー」 の収 束 性 が 導 か れ る。

第2に,最 適 予 測 の,分 布 ラ グ ・モ デル と して の 極 限 形 式 の 問 題 。 す な わ
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ち,㈲ ㈲ が 得 られ た こ とか ら,Taylor〔16〕 に 従 い,ω に対 して,「 平 滑 化 パ

ラ メ ー タ ー」 の極 限 θ*を 平 滑 化 定 数 に選 ん だ 場 合 の 指数 平 滑 法

do*=zo

⑬
dk*i=Cl+g)Cdk*+B*(dk‐dk*)]k=0,1,......,t

と比 較 す る と い う 問 題 が 考 え ら れ る(初 期 値 設 定d*0*=Zoに つ い て は,注(3)及

び 後 述 の(20)を 参 照)。 働 ⑱ は,各 々,分 布 ラ グ ・モ デ ル と し て

dt+1=(1+g)[Btdt+(1+g)(1‐Bc)Bt_ldc_1+…

...十Cl十g)tCl‐Bc)Cl‐Br _1)・...・Cl-B1)Bodo

十(1十g)c(1一 θt)(1一 θt_1)● … ●(1一 θ1)(1一 θo)zo]

d**1=(1+9)[θ*dt十(1+9)(1一 θ*)θ*dt_1+…

...十 〈1+g)`C1-B*)`B*ao十C1+g)`Ci-e*〉`Cl-e*)ZO7

と 書 け る こ と か ら,両 者 の 対 応 す る 係 数 の 差

γt(0)≡ θt一 θ*

γt(k)≡ ≡(1十g)k(1‐Bc)(1一 θt_1)・ … ・(1-Bc-k+1)Bt-k

-(1十9)k(1一 θ*)kθ*k=1,2,…,t

rt=<1十g)tCl-et)Cl-et_1>・...

....(1-81)(1‐Bo)‐(1十g)t(1-B*)t(1‐B*)

を 定 義 す る 。 す る と,予 測 時 点tが 無 限 大 に 延 長 さ れ,し た が っ て,観 測 値 の

個 数 も無 限 大 と な る 時,次 の 漸 近 的 な 性 質 が な りた つ(証 明 は,Appendix1

を 参 照)。

定理3

1)各t冪0,

ハ ≡max[1γ,(o)1,iγ ・(1)1,… …,1γ ・(t)1,iγ ・1]

を 定 め る と,こ の 数 列{rt}t=0はliml'c=0で あ る 。
t→ ●9

(最適 予 測 形 式 の 収 束)

1,… … に対 して
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2)実 際 に,観 測 値 の無 限 列{dk}mk=0が 得 られ た とす る。 この 時,各

t=0,1,… … にお い て

d・-m・x[dt(1+
9)・,

dt-m・ ・[(dtl+
g)、,

を定 め,こ れ か ら,集 合

d<-i

D≡{ま

(1十9)t冒1,

dt_1

(1十9)t-1,

・ 一 ・ ・1・ … …}

を定 義 す る。 この 時,

i)supD<OQ

ifii)dk>Ok=0,1,

111)9>0

で あ る 。

… …

,dll+g,・ ・,司

dl_d
oz°]1+g

,,

d*-d**
・… ⇒thenIim=O

t°m≪d**
c

この定 理3に よ り,Tayl。r〔16〕 に よ る指 数 平 滑 法 の 正 当化 の ア プ ロー チが,

厳 密 に,次 の形 で 確 か め られ た 。

1)最 適 予 測 形 式ω は,観 測 値do,d1,… …,dtの 個 数 が 増 大 す る に つ れ

て,分 布 ラグ ・モ デ ル と して,平 滑 化 定 数 を θ*に 選 ん だ 場 合 の 指 数 平 滑

化予 測 形 式⑱ に 漸 近 す る。

2)し か し,指 数平 滑 法 ⑱ に よ る予 測d督1(以 下,適 応 的 予 測 と呼ぶ)自

体 が 最 適 予 測d*.1に 漸 近 す る と はか ぎ らない 。 た だ し,定 理3-2)の

条件 を 満 た す 観 測 値 の 列{dk}mk=0に 対 して は,両 者 の予 測 の差 が 予 測 値 の

絶対 水準 に比 して 無 視 で き る,と い う意 味 にお い て,漸 近 的 に,適 応 的予

測 は 最 適 予 測 の よい 近 似 と な る。
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第3に,「 平 滑 化 パ ラ メ ー タ ー」 の 収 束 過 程 の 特 性 の 問 題 。 分 布 ラ グ ・モデ

ル と して 最適 予 測 形 式 ω が 適 応 的予 測 形 式as)に 収 束 す る時,そ の漸 近 化 プ ロセ

ス は,「 平滑 化 パ ラメ ー ター 」 の収 束 プ ロセ ス に よ って 規 定 され る。 後 者 の 収

束 プ ロセ ス は,次 の定 理4の よ うに 特 徴 づ け られ る(証 明 は,Appendix2を

参 照 。 た だ し,定 理4-2),4)は ㈲ ㈲ に他 な らな いか ら,上 述 の よ うに定

理2か ら直 ちに得 られ るが,定 理2を 用 い ず によ り直 接 的 に証 明で き るので,

そ れ も示 して お く。 定 理II)の 直 接 的証 明 は伴 〔28〕にあ るの で,省 略 す

る)。

定 理4(「 平 滑 化 パ ラ メ ー タ ー 」 の 収 束 過 程)

1)0<θk<1k=0,1,・ ・・…

2)Iimθk=θ*;0<θ*<1
k→ ●●

3)θkの θ*へ の 収 束 過 程 は単 調 で あ る。

4)1(1十9)(1一 θ*)1<1

22v
ZOQw

+・ 鬢5)θk≡≡θ*k=0,1>……<:==>v2z。≡≡(1十9)2

Q2z。+aZw

定 理4-5)に よ り,「 平 滑 化 パ ラ メー ター 」 が 時 間 か ら独 立 とな って,最 適

予 測 形式 αのと適 応 的 予 測 形 式(18)が一 致 す るの は,需 要 方 程 式 の構 造 パ ラメ ー タ

ーg ,・ 晝,・2w,・2z。 の 間 に,特 別 な関 係

22Q
zoaw

(19)aZa=(1+g)2+au
ago+aW

が な りた つ場 合 に 限 られ る,と い う こ とが わ か る。 っ ま り,観 測 値 の個 数 が 有

限 の場 合,適 応 的予 測 は,一 般 に,基 準Aを 満 た さな い こ とが,付 随 的 に確 か

め られ る。
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V指 数平滑法 による予測の特性

次 に,我 々 の モ デ ル(1)に お け る予 測 閥 題 に対 し,指 数 平 滑 法 に よ る予 測 の特

性 を調 べ る。 この適 応 的 予 測 形 式 は,固 定 的 平 滑 化 定 数 α∈Rを1つ 固定 す る

こ とに よ って,

do*=za

⑫①
d*k*=(1十9)[d**k-1+α(dk_1-d**k-1)]

で与 え られ る。 こ こ に,マ ー ケ ッ ト ・リサ ー チ に よ りE(Zo)=Zoが 既 知 と され

て い るの で,予 測 の 初 期 値d*0*は,doの 不 偏 予 測 とな る よ うZoに 設 定 す るの

が 自然 で あ る(注(3)を 参 照)。

さて,ま ず,⑳ で 得 られ る適応 的 予 測 の 時 間経 路{iMklk=0に 対 し,次 の 不

偏 性 が な りた っ こ とが わか る(証 明 は,Appendix3を 参 照)。

定 理5(指 数 平 滑 法 に よ る予 測 の 不偏 性)

指 数平 滑 法 ⑳ に よ る予 測 は不 偏 予 測 で あ る。 す な わ ち,E(dk*-dk)

=0;k;0 ,1,… …で あ る。

定 理5に よ り,指 数 平 滑 法 に よ る予 測 は,平 滑 化 定 数 の選 び方 に依 存 せ ず,

予 測時 点t(0≦t≦T)に お い て 観 測 値do,d1,… …,dtが 得 られ た 時 の

線 型不 偏 予 測 の ク ラス に 属 す る。IV節 の 最 適 予 測 は,こ の ク ラス の 中 で,予 測

誤 差 を最小 に す る予 測 形 式 で あ るか ら,以 下,適 応 的予 測⑳ に対 して も,予 測

誤 差 の 最小 化 の 観 点 か ら,そ の 予 測 特 性 を分 析 す る。 た だ し,一 般 に は,任 意

の 予 測 時点t=0,1,… … に対 して,適 応 的 予 測 の ク ラス ⑫①の 中 で 常 に 予 測
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誤 差E(di*1-dt.1)2を 最 小 化 す る,と い う意 味 で の 最 適 な 平 滑 化 定 数 は 存在

しな い(こ の こ とは,後 述 の定 理7に よ って確 か め られ る)。 そ こで,か わ り

に,「t一 最 適 指 数 平 滑 法 」 とい う概 念 を導 入 す る。 それ は,次 の よ うに定 義

され る。

定 義(「t一 最 適 指 数 平 滑 法 」)

予 測対 象時 点t=0,1,… … を1つ 固 定 した 時,適 応 的予 測 の ク ラ

ス(20)の中 で予 測 誤 差E(d**‐dt)2を 最 小 に す る予 測 形 式 を,「t一 最

適 指 数 平 滑 法」 と呼 ぶ 。

この 際,他 の予 測 対 象dk(kキt)に 対 して は,最 適 な指 数 平 滑 法 で あ る こ と

は 要 求 され ない 。 この よ うな 予 測 形 式 につ い て,次 の3点 を調 べ る。

1)「t一 最 適 指 数 平 滑 法 」 の 存 在

2)「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 の 時 変 性 条 件

3)「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 の 単 調 収 束 性

第1に,rt一 最 適 指 数 平 滑 法 」の 存在 の 問 題 。 今,平 滑 化 定 数 α を1つ 選 べ

ば,(20)で 与 え られ る適 応 的予 測 の 下 で,k=0,1,… … に対 して 予 測 誤 差 の

列{E(d*k*‐dk)}k=0が 得 られ る。 そ こで,平 滑 化 定 数 の 各選 択 α`Rに

対 してE(d*k*-dk)2を 対 応 させ る関数 を考 え,k=0,1,… … に対 して 得 ら

れ る この 関数 列 を次 の よ うに定 式 化す る。

まず,k=0の 時 に は,予 測 の初 期 値 設 定 ⑫①及 び想 定E(ZoWo)=0よ り,

(21)ECdo*‐do)2=aZO+aW

で あ る。

次 に,k=1の 時 に は,平 滑 化 定 数 αの 関数 と して
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(22JV1(a)_(1‐a)2a2a-1-a2aW

を 考 え る と,想 定E(zouo)=0,E(zowo)=0,E(zow1)=0,E(uowo)=0,

E(uow1)=0,E(wow1)=0よ り

㈱E(d*i*-dl)2=E[(1+9)(1一 α)(zo-zo)十(1十9)αwo-uo-w1]2

=(1十9)2v1(α)十aZu十 σ葛

と書 け る 。

そ こ で,一 般 に,k=1,2,… … に 対 して,平 滑 化 定 数 の 関Uk(α)が

定 ま っ て お り,こ れ に よ っ て

⑫のE(d歪*-dk)2=(1+9)2Vk(α)+a2+Q2w

と書 け た と し よ う 。 こ の 時,あ ら た に,k+1に 対 し て,平 滑 化 定 数 の 関 数

㈲Vk+1(α)=(1一 α)2匚(1十g)2Vk(α)十a2u]十 α2vZW

を 定 め る 。 す る と,k期 の 予 測 対 象dkと 予 測d*k*が,

1)⑩ と 同 様 に し て,E(dkuk)=0,E(dkwk)=鴫,E(dkwk・1)=0。

2)uo)と 同 様 に し て

E(dsuk)=0,E(dswk)=0,E(dswk.i)=Os=0,1,......k‐1

よ り,⑫ ①に よ る 予 測

dk*=(1十g)[adk_1十(1+g)(1‐a)adx_2十 …

・。・十(1十9)k-1(1一 α)k-lado十(1十9)k-1(1一 α)k-1(1一 α)zo]

は,E(d*k*uk)=0,E(d*k*wk)=0,E(d*k*wk+1)=0。

と な る こ と に 注 意 す れ ば,k+1期 の 予 測 誤 差 は,㈲ のVk.1(α)を 用 い て

㈱E(dk*1-dk+1)2=E匸(1十9)(1一 α)(d*k*-dk)+(1+9)wk-uk

-Wk+1]2=(1十9)2Vk+1(α)十62u十Q2w
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と書 け る。

以 上,帰 納 的方 法 に よ り,(21)～ ㈱ か ら,指 数 平 滑 法(20)bzよ る予 測 誤 差 の 列

{E(dk*‐dk)2}k=0は,平 滑 化 定数 αの 関 数 と して,関 数 列

viCa)=C1-a)2a20十a2aW

伽

Vk(a)=C1-a)2CC1十g)2Vk-iCa)十Qua十a2aWk=2,3.......

に よ って

E(d*0*-do)2=a2Z。 十a2W

(2$)

E(d*k*-dk)2-(1+9)2Vk(α)十a2u十a2wk=1,2,… …

と表 わせ る。

㈱ に よ り,任 意 に 固定 した 予 測 対 象 時 点t=1,2,… … に対 し,「t一 最

適 指 数 平 滑 法 」 の問 題 は

(2s>E(d**-dt)2α ξR→minG=⇒Vt(α)α ∈R→min

の よ うに変 換 で き る。 こ こに,⑳ で定 ま る関数Vt(α)は αの2t次 多 項 式 で あ

るか ら,こ れ が 最小 点 を持 つ こ とは見 やす い 。 実 際,次 の定 理6に 示 きれ る よ

うに,「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 が,常 に,適 応 的 期 待 と して 直 感 的 に合 理 的 な

範 囲 に 存在 す る(証 明 は,Appendix4を 参 照 。た だ し,存 在 の一 意 性 の問 題

に つ い て は,Appendix6を 参 照)。

定 理6(「t一 最 適 指 数平 滑 法 」 の 存在)

任 意 の予 測対 象 時点t=1,2,… … に対 し,「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」

が0〈a*r*〈1の 範 囲 に あ って,問 題 ㈲ の 解 とな る。

第2に,「t一 最適平滑化定数」の時変性条件の問題。今,予 測対象時点を
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t=1→2→3→ … … の順 に進 め て い くと,上 の 定 理6に よ り,「t一 最 適 平

滑 化 定 数 」 の 列{a**}膨1が 得 られ る。 この 数 列 の 時 間 経 路 の 特 性 と して,ま

ず,「t一 最 適 平 滑 化 定数 」が 予 測対 象 時 点 の選 び 方 か ら独 立 に一 定 とな るた

め の条 件 が,次 の 定理7の よ うに知 られ る(証 明 は,Appendix5を 参 照)。

定理7(時 間から独立 した 「t一最適平滑化定数」)

「t一 最適平滑化定数」が予測対象時点から独立になるための必要十

分条件は

22a
zaQw

a*c*=a**t=1,2,… 一・ く==⇒UZz。=(1十g)2十a2

a2Z
。+σ 葛

で あ る 。

上 の定 理7の 結 果 は,最 適 予 測 の特 性 で あ る定 理4-5)に 対 応 す る。 実 際 の

と ころ,指 数 平 滑 法 に よ るdtの 予 測 は,観 測 値do,d1,… …,dt-1に よ る

1っ の線 型不 偏予 測 で あ るか ら,も し,た また ま カ ル マ ン ・フ ィル タ ー に よ る

最 適 予 測 形 式 ㈹ が θk=θ*;k=0,1,… … となれ ば,こ の 時 間 か ら独 立 した

「平 滑化 パ ラメ ー タ ー 」θ*に もとつ く指 数 平 滑 法 に よ る予 測 は,指 数 平 滑 法 に

よ る 予 測 ⑫①全 体 の 中 で も 最 適 予 測 とな る こ とは 明 らか で あ る。 よ っ て,こ の

時,時 間 か ら独立 した 「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 が 得 られ る こ とは見 や す い 。 定

理7は,逆 に 「t一 最 適平 滑 化 定 数 」 が 時 間 か ら独 立 とな る のが,こ の場 合 に

限 られ る こ と を示 して い る。

第3に,「t一 最 適 平 滑 化定 数」 の単 調 収 束 性 の 問 題 。 つ ま り,定 理7の 条

件 ⑲ が 満 た され な い 場 合,「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 は 時 間 と と もに 変 化 す る

が,そ の変 化 の仕 方 は,最 適予 測 の 場 合 の 定 理4に 対 応 す る単 調 性 を示 す 。す

な わ ち,次 の 定 理8が な りた つ(証 明 は,Appendix6を 参 照)。
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定 理8(「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 の単 調 収 束 性)

1)「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 の列{a*c*bt=1は 収 束 す る。 っ ま り,lim
tom..

a**t=a**で あ る 。

2)こ の 収 束 過 程 は 単 調 で

a2Z。 σ急

a*i*毳 α枩*≡ … …tea**仁 ⇒ ・2z。耄(1+9)2 Q2u

6ZO'f'0'ｵ2.

Q2z
o

と な る 。 こ こ に,ai*==θoで あ る 。

σ舅+σ 葛
0

上 の定 理7・ 定 理8は 、次 の こ とを意 味 す る 。す な わ ち,「t一 最適 指数 平 滑

法 」 とい う概 念 は,

1)最 適 化 の対 象 時点 が1時 点tに 限 られ る

2)最 適 化 の対 象 とな る予 測 形 式 の ク ラスが 適 応 的予 測 ⑫①に 限 られ る

とい う2っ の意 味 で,最 適 予 測 に 較 べ てlocalな 概 念 で あ る。 に もか か わ ら

ず,最 適 予 測 を一 種 の指 数 平 滑 法 の形 αのに変 形 した場 合,「 平 滑 化 パ ラメ ー タ

ー」 と 「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 との 間 に は ,明 確 な対 応 関係 が な りた っ 。

VI指 数平滑法に よる近似

N節 ・V節 で,最 適 予 測 と適 応 的予 測 の特 性 を 各 々個 別 に検 討 した 。本 節 で

は,こ れ ら2つ の予 測 の 関係 を,基 準A'の 観 点 か ら,す な わ ち,適 応 的予 測

のパ フ ォー マ ンスが 最 適 予 測 のパ フ ォー マ ン ス に ど の程 度 接 近 して い るか,と

い う観 点 か ら分 析 す る。 以下 で は,こ の近 似 の度 合 を示 す 指 標 と して,予 測 期

間keO,1,… …,Tに わ た って,
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ECdk*‐dk)2

{3①Sk(α)≡k=0,1,… …,T

ECdk-dk)2

な る パ ラ メ ー タ ー を 考 え る 。 こ れ は,2っ の 予 測 方 法 に よ る予 測 適 中 率 の 比 の

尺 度 と み な せ る 。 今,指 数 平 滑 法 に お い て,平 滑 化 定 数 α を1つ 選 べ ば,(2'x(28)

に よ っ て,E(d*k*-dk)2;k=0,1,… …,Tの 列 が 定 ま る 。 他 方,カ ル マ

ン ・フ ィル タ ー に よ る 予 測 誤 差 はE(Z*k-Zk)2=娠 と な る こ と が 知 られ て い る

(有 本 〔19〕)。 ま た,α 豌 のよ り

zk_1=θk_1dk_1十(1十9)(1一 θk_1)θk_2dk_2十 …

… 十(1十g)k-1(1-Bk _1)・ … ・(1一 θ1)θodo

十(1十g)k-1(1-Bk-1)・ … … ・(1一 θ1)(1‐Ba)zo

及 び,⑩ と 同 様 に

E(CIgUk-1)=0,E(dswk)=Os=0,1,… …,k-1

よ り,E(Zk_1Uk-1)=0,E(Zk-1Wk)=0で あ る 。 よ っ て,(12)と 合 わ せ て,最

適 予 測d*kの 予 測 誤 差 は

⑱OE(dk‐dk)2=E[(1十9)(Zk-1-zk,1)-uk-1-wk]2

=(1十9)2～ ρ餮一1十a2十 〇2w

と表 わ せ る 。 ゆ え に,(30)で 定 め られ る 数 列 は,差 分 方 程 式

σ睾。+σ 誌S

ofa)_=1

・羣。+a2w

㈲(1+9)・V、(・)+。 晝+・z
W

Sk(α)=k=1,2,・ ・… ・,T

(1+9)・ ψ餮.、+・ 晝+・2w

;V1(α)=(1一 α)2a2z。 十a2a2w

V,(α)e(1一 α)2[(1+g)2Vn-1(α)+a2]+a2a2wn=2,3,…,T
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22Q
zoQw

ψ若=
a2z。+Q2w

[(1+9)2ψ 急.、+・2u]・2w
cpn,=m=1,2,…,T-1

(1十9)2～ ρ急_1十Q2u十Q2w

で 与 え られ る。 以下 で は,㈲ で 与 え られ る近 似 に つ い て,次 の3点 を検 討 す

る。

1)極 限k→ ◎。にお け る近 似 の度 合

2)「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 の極 限

3)近 似 度 の時 間経 路

まず,第1に,極 限 にお け る近 似 度 の 問 題 。 す な わ ち,予 測 期 間Tが 無 限 に

延 長 され,そ れ に応 じて 近 似 度 の無 限 列{Sk(α)M}k=0が 得 られ る と し た 場 合

の,近 似 度 の極 限 を考 える。

は じ め に,(32)で 与 え られ る数 列 の 収 束 条 件 を考 え よ う。 す る と,㈲ よ り,数

列{ψm}岳=oは 収 束 列 だ った か ら,数 列{V。(α)}簿1が 収 束 列 で あ る こ とが,

数 列{Sk(α)}k=0が 収 束 列 で あ るた め の 必要 十 分 条 件 で あ る。数 列{V。(α)Mn=1

は差 分 方 程 式 伽 に従 うか ら,そ の収 束 条 件 は,(1一 α)2Q+g)2<1,よ って,

適 応 的期 待 と して直 感 的 に合 理 的 な平 滑 化 定 数 の範 囲0≦ α≦1の み を考 えれ

ば,

關{
b

1+,<・ ≦1(・ ≧ ° の ケ ー ス)

0≦ α ≦1(g<0の ケ ー ス)

で あ る。

収 束条 件(33)が満 た され て い る時,数 列{V。(α)}n=1の 極 限V*(α)は,差 分 方

程 式(27)の平 衡 点
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(1一 α)22Qu+a2aW

⑱のV*(α)=

1-(1一 α)2(1十g)2

で 表 わ され る。 ㈱ は,㈱ な る範 囲 にお い て,数 列{V。(α)}mR=1の 極 限 が 平 滑 化

定 数 αに 依 存 す る仕 方 を示 して い る。 この グ ラ.フの 形 状 を調 べ る と,一 意 的 な

最 小 点

a;V*(a)鰐 一 囎 一 ケー幻1

。min<a<1V*(a)(・ 〈・のケース)

が あ って,下 図2の 形 を して い る(9>0の ケ ー ス につ いて 図示 した 。証 明

は,Appendix7を 参 照)。

VY

0 g

l十g

図2

al

V*(α)関 数 … …9>0の 場 合 … …

a
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この 関数 ㈱ の最 小 点 α と最 適 予 測 との 関 係 にっ い て,次 の2点 が わ か る(証 明

は,Appendix7を 参 照)。

1)「 平 滑 化 パ ラメ ー タ ー」 の収 束 値 θ*は,関 数圃 の 最小 点 α と一 致 す る。

つ ま り,α=θ*。

2)関 数 ㈱ の最 小 点 αを用 い た指 数 平 滑 法 に よ る 近 似度 の極 限 はlimSk(α)
k→W

=1で あ る。

よ って,図2か ら,極 限k→ 。。に お け る近 似 の 度 合 につ い て,次 の こ とが 言 え

た 。

定理9(極 限における近似の度合)

・≧α⇒瓢 ≡;dk*
d*k≡dk)dk):{i愚 劉

・<・ ⇒E(dk*limk
yaECdk≡dk)d

k):{;la=B*0<a≦1、 。≒ 仭

で

E<dk*‐dk)2

1α一 θ*1ノ ⇒lim/
k→°'E(d*

k-dk)2

で あ る 。

この 定 理9の 結 果 を図 示 す る と,下 図3の よ うに な る(9>0の ケ ー ス に つ い

て 図 示 した)。

定 理9は,Taylor〔16〕 に よ る指 数 平 滑 法 の 正 当化 の ア プ ロ ー チ を,近 似 度 ㈲

の 観 点 か ら見 た もの で あ る。 す な わ ち,予 測 対 象 時 点tが 無 限 に延 長 され るに
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og

1-F-g

θ* 1

E(d**‐dA)2

E(d*‐dk)2

a

図3極 限における近似度

従 い,指 数平 滑 法(18)によ る予 測d**は,最 適 予 測d*を 漸 近 的 に完 全 に近 似 す

る。 こ の こ とは,定 理3の 結 果,す な わ ち,最 適 予 測 形 式 ⑭ が,分 布 ラグ ・モ

デル と して,指 数 平 滑 化予 測形 式(18)に漸 近 す る,と い う事 実 に対 応 す る。

第2に,「t一 最 適 平 滑 化定 数」 の極 限 の 問 題 。V節 で考 えた 「t一 最 適 平

滑 化 定 数 」 の 列{a**}器1に 対 して は,定 理8に よ って,収 束 性Iima**r=
t→ 。。

a**が 言 え て い た 。(29)によ り,「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」a**cは 関 数Vt(α)の 最

小 点 に他 な らな い が,定 理9に よ れ ば,図2に 示 され る,こ の 関 数 列{V・(α)1搾 ・1

の 極 限 関 数V*(α)の 最 小 点 α は,最 適 予 測 にお け る 「平 滑 化 パ ラメ ー ター 」 の
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収 束 値 θ*に 一 致 す る。 した が っ て,次 の定 理10が な りたつ こ とが 容 易 に予 想

され る(証 明 は,Appendix8を 参 照)。

定 理10(「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 の 極 限)

最 適 予 測 にお け る 「平 滑 化 パ ラ メ ー タ ー」 の収 束 値 と 「t一 最 適 平 滑

化 定 数 」 の収 束値 は一 致 す る。 す な わ ち,limθk≡ θ*=a***≡lima**。
k→ 。。t→ 。。

第3に,近 似 度 の 時 間 経 路 の 問 題 。 まず,最 適 予 測 と適 応 的予 測 の 各 々 に っ

い て,予 測 誤 差 の水 準 自体 の 時 間経 路{E(d*k-dk)2}k=0,{E(d*k*-dk)2}k=0

を調 べ る と,次 の 定 理11に 示 きれ るよ うに,両 者 の 問 で一 定 の対 応 関 係 を持 つ

単 調 性 が 得 られ る(証 明 は,Appendix9を 参 照)。 た だ し,(28)(31)が あ るの

で,定 理 は,数 列{ψ 診 寄.o及 び{Vk(α)}k=1に っ い て 述 べ た 。

定理11(予 測誤差の時間経路)

22a
zo6w

+a2uの 時1)6yo>Cl+g)2
Q2z。+σ 影

銘 〉 ψ耋〉 … … 〉 ψ粲

か つ

V1(α)≧V2(α)≧ … … ≧V*(α)θ*≦ α≦ θ0

2_2Q
zoQw

+a2uの 時2)・羣。=(1+9)2

a2Z。+σ 急

姥=ψ 呈=… …=ψ 粲

かっ



348 研 究 年 報XXX

…⇒{;;;;1{1懿誇 轍;窄

面⇒{1総1籌瀞;窪;ll
1

2_2a
zoQw

+a2uの 時3)a2。<(1十9)2
2a
Z。+σ 葛

ψ言く ㌶<… …<ψ 粲

かつ

一{1;;讌 三
・・・…ooQ<a<

1+g

・<・⇒{vlv
l:£⊇隱 ぼ1瓢 ㍑:1

上 の 定 理11に よ り,平 滑 化 定 数 αを, 、「平 滑 化 パ ラメ ー ター 」 の時 間経 路

{Bk}k=0に お け る初 期 値 θoと 収 束 値 θ*の 問 に設 定 す るか ぎ り,最 適 予 測 に よ

る予 測 誤 差 が 単 調 減少 な らば,そ れ に応 じて,適 応 的 予 測 に よ る予 測 誤 差 も単

調 減 少 で あ り,逆 は逆 で あ る。 ゆ えに,こ の意 味 で,適 応 的 予 測 に よ る予 測 力

が,最 適 予 測 に よ る予 測 力 に較 べ て 一 方 的 に悪 化 す る とい うこ とは な い。

しか し,そ の場 合 で も,近 似 度 の 時 間経 路{Sk(α)}mk=0が1の 近 くを推 移 す
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るという保証はない(た だし,k=0の 場合を除いて)。 つま り,

1)も ともと,予 測誤差の水準自身が,最 適予測の場合に較べて,適 応的予

測の方が極端に高い

2)予 測誤差の単調変化の速度が,最 適予測の場合と適応的予測の場合とで

異な り,近 似度が時間とともに悪化する

ということが生 じうる。そこで,次 の典型的な4つ の数値例について,予 測誤

差の時間経路及び近似度の時間経路を具体的に検討しよう。

ケ ー ス1… …9=0.1σ 晝=1a2w=1a2zp=1

ケ ー ス 皿 … …9ela2u=0.01a2w=1♂ 。=0.01

ケ ー ス 皿 … …9=-0.2Q2u=1σ 葛=1Q2z。=1.5

ケ ー スIV… …9=OQ2u=0.01σ 毳=1σ2。=10

各 数 値 例 は,

基 準1… … 「平 滑 化 パ ラメ ー タ ー」 の 時 間経 路{θk}鷙oが 単 調 増加 で あ る

か単 調 減少 で あ るか

基 準2… … 「平 滑 化 パ ラメ ー タ ー」 の 時 間経 路{θk}bk=0に お い て,初 期 値

θoか ら収 束 値 θ*に 至 る変 化 幅1θo一 θ剥 が 小 さい か大 きい か

の2つ の 基 準 に よ って4つ の場 合 に分 け,各 々の 場 合 につ い て1つ ず つ と りだ

した もの で あ る。 各 ケ ー ス の分 け方 は,下 表1の 通 りで あ る。

表1数 値 例 の 分 類

　 へ
基準1

一_讐2B。 一θ.1が 小
～

{Bk}k=0カ ∫単 調 増 力口

{Bg}k-oが 単 調 減 少

ケ ー ス1

ケ ー ス 皿

1θo一 θ*1が 大

ケ ース 皿

ケ ースIV

各 ケ ー ス に お け る 「平 滑 化 パ ラ メー ター 」 の 具 体 的 な 時 間 経 路{Bk}ak=0は,下

図4の 通 りで あ る。
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さて,各 ケ ース につ い て,予 測 誤 差 の 時 間経 路 の 計 算 結 果 が 図5-A～ 図

8-Aに,近 似 度 の 時 間 経 路 の 計 算 結 果 が 図5-B～ 図8-Bに,各 々示 され

て い る。 図 の 読 み 方 は,次 の 通 りで あ る。

1)図5-A～ 図8-A

… … 横 軸 に ,時 間k=0,1,… …,24を と る。 最 適 予 測 に よ る予 測 誤 差

E(d*k-dk)2の 時 間経 路 が ・一 ・一 ・で 示 され る。 他 方,閉 区 間[0,

1]を0.1刻 み に し,α=0,0.1,… …,1の11通 りの ケ ー ス につ い

て,指 数平 滑 法 に よ る予 測 誤 差E(d*k*-dk)2の 時 間経 路 が,数 字 付 き

グ ラ フで示 され る。 数字 は,用 い られ て い る平 滑 化 定 数 の 値 を示 す 。

た と えば,α=0.5の 時 の 予 測 誤 差 の時 間経 路 は5-5-5で 示 され

る。

2)図5-B～ 図8-B

・横 軸 に 時 間k=0
,1,… …,24を と り,縦 軸 に近 似 度[Sk(α)-1]

×100%を と る。近 似 度 の時 聞経 路 が,

i)「 平 滑 化 パ ラメ ー タ ー」 の 初 期 値 θoを,指 数 平 滑 法 の 平 滑 化

定 数 に用 い た 場 合

ii)「 平 滑 化 パ ラメ ー ター 」 の 収 束 値 θ*を,指 数 平 滑 法 の 平 滑 化

定 数 に 用 い た 場 合(こ れ が,Taylor〔16〕 に よ る指 数 平 滑 法 の

正 当 化 の ア プ ロー チ に あた る)

iii)11通 りの 指 数 平 滑 法 の 中 で,全 期 間k=o,1,… …,24に わ

た って,最 も良 好 で あ るか,あ るい は,相 対 的 に最 も安 定 して

い る と思 わ れ る近 似 度 を示 す 場 合

の3つ のケ ース につ い て示 され る。
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これ らの 図 か ら,次 の こ とが読 み とれ る。

第1に,「 平 滑 化 パ ラメ ー タ ー」 の 変 化 幅t,*1が 小 さい 時 に は,そ の

初 期 値 θoと 収 束 値 θ*の 間 で 選 ば れ た平 滑 化 定 数 α を用 い た 時 の 指 数 平 滑 法 に

よ る近 似 度 は非 常 に高 い 。 ケ ー ス1の α=0.6の 場 合(θo=0.5<0.6〈 θ*=0.6

39),近 似 度 の時 間経 路 は全 体 と して1%以 内 で あ り,ケ ー ス 皿の α=0.6の 場

合(θo=0.6>θ*=0.578),近 似 度 の 時 間経 路 は 全 体 として0.04%以 内 で あ

る。 「平 滑 化 パ ラメ ー タ ー」 の 変 化 幅 が 小 さい 時 に は,最 適 予測Oのは ほ ぼ 指 数

平 滑 法 とみ なせ るの で,こ の 結 果 は 当然 で あ る。 さ らに,「 平 滑 化 パ ラ メー タ

ー」 の 初 期 値 θoと 収 束 値 θ*の 間 で な く と も,ケ ー ス1で は α=0.4～0.9に 対

して近 似 度 の時 間経 路 は全 体 と して15%以 内 で あ り,ケ ー ス 皿で は α=0.3～

0。9に対 して 近 似 度 の 時 間 経路 は 全 体 と して8%以 内 で あ る。

第2に,「 平 滑 化 パ ラメ ー タ ー」 の 変 化 幅1θo一 θ*1が 大 きい 時 に は,す べ

て の期 間k=0,1,… …,24に わた って 良好 な 近 似 度 を示 す平 滑 化 定 数 は存

在 しな い。 この こ とは,次 の よ うに して,定 理8・ 定 理10か ら自然 に予 想 され

る。今,こ れ らの定 理 に ょ り,V節 で定 義 した 「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」a**tは,

予 測 対 象時 点 がt=1→2→3→ … … と進 むに つ れ て θoか ら θ*ま で 単 調 に変

化 す る。 この 事 実 は,こ こで の数 値 例 の場 合,次 の こ と を意 味 す る。 す なわ

ち,α=0,0.1,… …,1の11通 りの指 数 平 滑 法 に対 して 得 られ る予 測 誤 差

の 時 間経 路 群{E(d*k*-dk)2iα.fi・,d}鍵 。oに つ い て,そ の 最 小 点 の 軌 跡 を描

へ

い た とす る と,t期 の 最小 点 を与 え る平 滑 化 定 数 α轡 … … これ は,「t一 最 適

平 滑 化 定数 」 の 近似 値 とみ な せ る… … は,t=1→2→3→ … … と進 む につ れ

て,θoに 近 い 値 か ら θ*に 近 い 値 まで 単 調 に変 化 す る,と い う こ とで あ る。実

バ

際 に,ケ ー ス 皿 ・ケ ースIVに つ い て この 「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 の 近 似 値a**c

を求 め る と,図6-A・ 図8-Aよ り,下 表2の よ うに な る。
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表2「t一 最適平滑化定数」の近似値

361

予 測櫞 時点 ・1・ ・23456789・ ・ …2・3

与兄る平滑化定
バ

数 の価 α瞥

最少予測誤差を ケ ース 皿

ケ ースN

11111111111!1

一 〇.90.70.60.50.40.40.30.30.30.30.30.20.2

1415161718192021222324

11!1111111!

0.20.20.20.20.20.20.20.20.20.20.2

そ して,「 平 滑 化パ ラメ ー タ ー」 の 変 化 幅1θo一 θ*1が 大 で あ る場 合 に は,こ
ハ バ 　

の 「t一 最 適 平 滑 化定 数 」 の 近似 値 の 数列{a**t}24t=1の 変 化 幅ai*-a24も 大

ハ

で あ る 。 上 表2よ り,こ の 数 列{a*c*}24t=1は,ケ ー ス 皿で は0か ら0.8に 至 り,

ケ ー スNで は0,9か ら0.2に 至 る(ケ ー スIVで は,予 測 対 象 時 点tを 十 分 大 き く

ム

t≧27と す れ ばa**c→0.1と な る こ とが 確 か め られ る。)

した が って,こ の 時,11通 りの 指 数 平 滑 法 の 中 か ら,平 滑 化 定 数 が θoと θ*

の 聞 にあ る もの を1つ 選 ぶ と,そ の 平 滑 化 定 数 αが 「t一 最 適¥/滑 化 定 数 」

a**rの 近 傍 に あ る… … つ ま り,α=a**cと な る… … 予 測 対 象 時 点tの 期 間P+(α)

(以下,「t一 最 適 予 測 期 間 」 と呼 ぶ)と,逆 に,そ の 平 滑 化 定 数 αが 「t一

最 適 平 滑 化 定 数 」a**tか ら非 常 に離 れ る … …つ ま り,a-a**1が 大 とな る… …

予 測 対 象 時 点tの 期 間P.(α)(以 下,「t一 非 最 適 予 測 期 間 」 と呼 ぶ)と が 生 じ

る。 た とえ ば,ケ ー ス1に お い て α=0.8を 選 ん だ とす る と,「t一 最 適 予 測期

間」 はP+(0.8)={t≧5}で 「t一 非 最 適 予 測 期 間」 はP-(0.8)={1≦t≦

3}で あ り,ケ ー スIVに お い て α=0.9を 選 ん だ とす る と,「t一 最 適 予 測 期

間」 はP.(0.9)e{t=1}で 「t一 非 最 適 予 測期 間」 はP.(0.9)={t≧12}と

み な され るか も しれ な い 。 た だ し,平 滑 化 定 数 αの 選 び方 に よ って は,「t一

最 適 平 滑 化 定 数 」 の 列{a*r*}暮1が α をjump-overし,「t一 最適 予 測 期 間 」
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が 存 在 しな い こ と もあ る。 つ ま り,あ る 予 測対 象 時 点tに 対 して αがa**tと

a**1の 間 に あ って,か つ,1α 一α砦*i,1α 一a**11が と もに大 で あ るか も しれ な

い 。 た と えば,ケ ースdで α=0。4を 選 ん だ とす る と,す べ て の予 測対 象 時 点

バ

t=1,2,… …,24に 対 して1α 一αず*1が 大 で あ る。

この 「t一 非 最 適 予 測 期 間 」P.(α)に お い て は,問 題 の 指 数 平 滑 法 は,指 数

平 滑 法 の ク ラ スの 中で,「t一 最 適 指数 平 滑 法」 と非 常 に 異 な る予 測形 式 とな

る。 この こ とは,予 測 形 成 ⑳ にお い て,前 期 の 予 測 値 と観 測 値 の乖 離 に対 す る

予 測 修 正 α(dk.1-d**k-1)を 行 な う場 合 に,当 該 指 数 平 滑 法 が,「t一 最 適 指 数

平 滑 法 」 に較 べ て,す べ て の期 間k=1,2,… … に わ た って 組 織 的 に大 幅 な

過 少 修 正 な い し過 剰 修 正 を す る,と い う こ と を意 味 す る。 したが って,「t一

非 最 適 予 測 期 間」 に属 す る予 測 対 象 時点tEP.(α)に 関 す るか ぎ り,こ の 指 数

平 滑 法 の パ フ ォー マ ンス は,「t一 最 適 指 数 平 滑 法 」 のパ フ ォー マ ン ス よ り も

非 常 に劣 る こ とに な る。 と こ ろが,V節 で 述 べ た よ うに,「t一 最 適 指 数 平 滑

法 」 に お い て 最適 化 の 対 象 とな って い る予 測 形 式 の ク ラス は,最 適 予 測 に お い

て 最 適 化 の対 象 とな って い る予 測 形 式 の ク ラス の真 部 分 集 合 だ か ら,「t一 最

適 指 数平 滑 法 」 の パ フ ォー マ ンス が 最 適 予 測 の パ フ ォー マ ンス を上 回 る こ とは

な い 。 ゆ え に,こ の 「t一 非 最 適 予 測 期 間 」 にお け る 当該 指 数 平 滑 法 のパ フ ォ

ー マ ンス は
,最 適 予 測 の パ フ ォー マ ンス に較 べ て 非 常 に 劣 る と考 え られ る。 こ

う して,「 平 滑 化 パ ラメ ー ター」 の 変 化 幅eo一 θ*1が 大 で あ る場 合 に は,平

滑 化 定 数 αを どの よ うに選 ん だ と して も,近 似 度 が 良 好 で な い 「t一 非 最 適 予

測 期 間 」P.(α)が 常 に存 在 す る。

以 上,2つ の観 察 よ り,「 平 滑 化 パ ラメ ー ター 」 の 変 化 巾副 θo一θ*1が 大 で

あ る時,初 期 値 θoと 収 束 値 θ*の 聞 で平 滑 化定 数 α を選 ぶ 必 要 性 が ま さ に生 じ

る,と い う こ とが わ か る。 この 時,平 滑 化 定 数 を選 ぶ 基 準 として,次 の3つ が

考 え られ る。
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1)基 準1

… …第1の 基 準 は ,近 似 度Sk(α)の 観 点 か ら,予 測 期 間Tの 長 さに応 じて

最 もよ い平 滑 化定 数 を選 ぶ,と い う基 準 で あ る。す な わ ち,当 該 予 測

期 間k;0,1,… …,Tに わ た る近 似 度 の 列lsk(α)}Loに 対 して,

T

Sk
k=o(α)が 最 小 とな る平 滑 化 定 数 α を選 ぶ(あ るい は,各 予 測 対 象

T十1
T

時 点t=0,1,… …,Tに 対 し て 近 似 度 の 評 価 ウ ェ ー ト ωt;Σ ωt
t=o

T

=1を 付 して,Σ ωtSt(α)を 最 小 化 す る こ と も考 え られ る)。 この 基
セコ　

準1に よれ ば,予 測 期 間k=0,1,… …,Tが 与 え られ た 時,こ の

期 間 と 重 複 す る 「t一 最 適 予 測 期 間」 … … つ ま り,{k=0,1,

・・,T}∩P.(α)… … が 最 も長 い 平 滑 化 定 数 が 選 ばれ る傾 向 が あ

る,と 考 え られ る。 上 述 の よ うに,「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 の 近 似 値

ム
ーX**tは,予 測 対 象 時 点 がt=1→2→3→ … … と進 む に つ れ て,θoに

近 い 値 か ら θ*に 近 い値 ま で単 調 に変 化 す るの で,予 測 期 間Tが 短 か

け れ ば θoに 近 い平 滑 化 定 数 が選 択 され,予 測 期 間Tが 長 けれ ば θ*に

近 い平 滑 化 定 数 が 選 択 され る。 ただ し,予 測 期 間Tが 中 間 の長 さで あ

る場 合,当 該 予 測 期 間 の終 わ りに 「t一 最 適 予 測 期 間 」P.(α)を 持 つ

平 滑 化定 数 αは,た と えそ の重 複期 間{k=0,1,… …,T}∩P.

(α)が 長 い場 合 で も選 択 きれ な い か も しれ な い 。 なぜ な ら,こ の 時,

当該 期 間 に お け る 「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 の変 化 幅tai*-aT*iは

か な り大 で あ るの で,a*T*に 近 い 平 滑 化 定 数 α の下 で は,予 測 期 間

の 初 期 にお け る パ フ ォー マ ンス が 良 くな い か らで あ る。 この 場 合 に

は,最 長 の 「t一 最 適 予 測 期 間 」{k=0,1,… …,T}∩P.(α)よ

り もや や 以 前 に 「t一 最 適 予 測 期 間 」P,(α')を 持 つ 平 滑 化 定 数 α'が
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(4)

選 択 され る。 ケ ー ス 矼の場 合,T=3な らば α=0が 選 ばれ,T=24

な らば αニ0,7が 選 ばれ る。 ケ ー スIVの 場 合,T=3な らば α;0.8が

選 ば れ,T=24な らば α=0.4が 選 ば れ る(α=0.8は 「t一 最 適 予 測

期 間 」 を持 た な い が,T=3の 場 合 の 近 似度 の 時 間経 路{Sk(α)}毳.o

(5)

の 観 点 か ら は,α=0.6,0.7,0.9よ り も好 ま し い)。

2)基 準 皿

… … 第2の 基 準 は ,予 測 期 間k=0,1,… …,Tの 全 体 に わ た って,近

似 度 の 時 間経 路 が,適 当 に設 定 され た一 定 の許 容 度Sm。X内 に 留 ま り

続 け る,と い う基 準 で あ る。 予 測 期 間Tが 十 分 短 か け れ ば,上 述 の基

準1に よ って 選 ばれ た,θoに 近 い平 滑 化定 数 が,こ の要 件 を 満足 す る

で あ ろ う。 他 方,予 測 期 間Tが 十 分 長 けれ ば,基 準1に よ って選 ば れ

た,θ*に 近 い平 滑 化 定 数 αの 下 で は,小 さなt… … っ ま り,「t一 非

(4}ケ ースH・ ケ ー スIVの 各 々に つ い て,基 準1に よ る選 択結 果 は,下 表 の よ うに な る。

ケ ースII

予測期間T

基準1の 下で選
択 される α

01^-456^-78^-199200^一

00.10.60.70.8

ケ ースIV

予測期間T

基準1の 下で選
択 きれる α

012～34～67～1011～2021～4344～115116～650651～

0.90.80.70.60.50.40.3 o.zo.1

(5)α=0.6～0,9に つ い て,近 似 度[Sk(α)-1]×100%を 示す と,下 表 の よ うに な る(4

角で囲んだ数字 が,各 期の 「t一 最
ム

適平滑化定数」の近似値a*c*に 対応
バ

す る近 似 度St(a*c*)で あ る)。

α;0.8に 対 して は,近 似 度 が 相 対

的 に高 水 準 で 安定 してい る結 果,

3

ESkC≪)
k=0が 最 小 とな る

。4

a＼k・ 1 2 3

0.6

0.7

0.s

O.9

0

0

0

0

.;

25.1

6.8

13.2110.6

1・1

9.2

13.6

22.9

16.3

25.4

36.6
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最 適 予 測 期 間」 に 属 す る 予 測 対 象時 点tEP.(α ≒θ*)… … に対 して

St(α)が 大 とな る傾 向 が あ るの で,こ の 要 件 は 満 た され な い か もしれ

な い 。 た と えば,ケ ー スIVに お い て,少 な くと も30%の 近 似度 を要 求

してSmax=1.3と す る と,α;0.2… … これ は,T=116～650に 対 し,

基 準1の 下 で 選 択 され る平 滑 化 定数 で あ る(注(4)を 参 照)… … に対 し

て は,k=1,2,… …,7に お い てSk(0.2)>Smaxで あ り,特 に小

さなkに お い て近 似 度 が 非 常 に劣 悪 で あ る(k=1～4の 時,各 々,

288%,248%,178%,121%で あ る)。 この よ うな場 合 に は,θ*に 近

い平 滑化 定 数 を選 ぶ こ とに よ って,kが 大 で あ る期 間 に お け る高 い近

似 度 を得 るた め に,kが 小 で あ る期 間 の近 似 度 を大 幅 に犠 牲 にす るよ

り,secondbestと して,全 期 間k=0,1,… …,Tに わ た って 中

位 の近 似 度 を もた らす 平 滑 化 定 数 α=0.5が 選 ばれ るで あ ろ う。 α=

0.5に 対 して は,k=1の よ うな ご く一 部 の 期 間 を除 い て(こ の時 の

近 似 度 は96%),k=0,2,3… … に わ た って ほぼSk(0.5)≦Sm。x

な る少 な く と も30%の 比 較 的良 好 な 近 似 が 得 られ る(k=2の 時 に

は,ち ょ う どS2(0.5)=1.31)。

3)基 準 皿

・第3の 基 準 は,予 測 誤 差 の 絶対 水 準 の 許 容 度 を考 慮す る,と い う基 準

で あ る。 今,予 測 期 間k=0,1,… …,Tに わ た って,最 適 予 測 と

適 応 的予 測 の各 ・ に対 し・予 測 誤 差 の最 大 水 準k-。
,max1...…,TE(d*k

-d・)2及 びk
-。 ,max1...…,TE(d歪*-d・)2力 堵 え られ る・ ・の時 ・後

者 が 前 者 を上 回 る程 度 が 小 さ けれ ば,指 数 平 滑 法 に よ る予 測誤 差 は,

予 測 期 間全 体 に わ た っ て最 適 予 測 が もた らす 予 測 誤 差 の最 大 値 を,大

き く越 え る こ とは ない,と い う意 味 で 好 ま しい と考 え られ る。 ケ ー ス

dの よ うに,最 適 予 測 の予 測 誤 差 が 単 調 増 加 の 場 合 に は,予 測 期 間 の
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終 わ りに お け る予 測 誤 差E(dT*-dT)2を 最 小 にす る平 滑 化 定 数 を選

ぶ のが 好 ま し く,予 測期 間Tが 長 けれ ば,定 理10に よ り,こ れ は θ*

に近 くな る。逆 に,ケ ー スNの よ うに,最 適 予 測 の予 測 誤 差が 単 調 減

少 の場 合 に は,予 測期 間 の初 期 に お け る予 測 誤 差E(d**-d1)2を 最

小 に す る平 滑 化 定 数 を選 ぶ のが 望 ま し く,定 理8に よ り,こ れ はBo

で あ る。

以 上3つ の 基 準1～ 皿 と,基 準Aあ るい は 基 準A'に よ る指 数 平 滑 法 の 正 当

化 の 問 題 との 関 係 は,次 の 通 りで あ る。 まず,基 準1は,予 測 期 間Tが 十 分 大

で あ る時,Taylor〔16〕 に よ る指 数 平 滑 法 の 正 当 化 の ア プ ロー チ とな る。 実

際,極 限 にお い て 指 数 平 滑 法 に よ る近 似 の 度 合 が 定 理9の よ うに な る こ とか

ら,次 の こ とが 言 え る(証 明 は,Appendix10を 参 照)。

定 理12(基 準1とTaylorの ア ブmチ)

予 測期 間Tが 与 え られ た 時,基 準1の 下 で 選 択 され る平 滑 化 定 数 ・…

T

つ ま り・ 最 小 化 問 題 ・minESk(a<a`1k

T+1)の 解 ・一 をa(T)・ す る と ・

limα(T)=θ*で あ る 。
Tea

と こ ろが,こ の よ うに して 選 択 され た 指 数 平 滑 法 は,基 準Aを 満 た さな い 。 な

ぜ な ら,今,「 平 滑 化 パ ラ メ ー タ ー」 θkは 時 変 的 で あ るか ら,最 適 予 測 は適

応 的 予 測 に一 致 しな い。 そ して,有 限 の予 測 対 象 時 点tに 対 して,こ の 指 数平

滑 法 に よ る近 似 は完 全 で は な い 。 さ らに,当 該 指数 平 滑 法 は,基 準A'も 満 た

さな い 。 なぜ な ら,今,「 平 滑 化 パ ラ メ ー タ ー」 の 変 化 幅:,*iが 大 で あ

るか ら,こ の平 滑化 定 数 α=θ*に 対 して,「t一 非 最 適 予 測 期 間 」P-(α=θ*)
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が 小 さなtの 範 囲 に存 在 し,こ の 期 間 にお け る 近 似 度 は 非 常 に 劣 悪 とな るか

ら。

他 方,基 準d・ 基 準 皿は,基 準A'に よ る指 数 平 滑 法 の 正 当化 の ア プ ロー チ

とみ な し う る。 す な わ ち,基 準 皿に よ って 選 択 され た 指 数 平 滑 法 の 場 合,望 み

う る最 良 の 予 測力 に比 して,予 測 力 が 劣 る 程 度 が 常 に一 定 の 許 容 範 囲 内 に あ

る,と い う意 味 にお い て,当 該 指 数 平 滑 法 の予 測 力 は 一 定 のrobustnessを 持

っ と言 え る。 ま た,基 準 皿に ょ って 選 択 され た 指 数 平 滑 法 の 場 合,予 測 誤 差 の

水 準 が,最 良 の 予 測 方 法 の下 で の 最 悪 のケ ース の 範 囲 内 に ほぼ 収 ま る よ うにで

き る,と い う意 味 に お い て,や は り,当 該 指 数 平 滑 法 の予 測 力 は一 定 のrobust-

nessを 持 っ と言 え る。

た だ し,以 上3つ の基 準1～ 皿に よ って 平 滑 化 定 数 を選 択 す る際 に は,次 の

問 題 点 が あ る。

1)第1の 問 題 点 は,3っ の 基 準 が必 らず し も 両立 しな い と い うこ とで あ

る。 特 に,予 測 期 間Tが 十 分 大 で あ る時,基 準1及 び基 準 皿の 下 で は,

上 述 の よ うに,「 平 滑 化 パ ラ メ ー タ ー」 の 初 期 値 θoか 収 束 値 θ*に 近 い

平 滑 化 定 数 が 選 ば れ るの に対 し,基 準 皿の 下 で は,θoと θ*の 中 間 の 平

滑 化 定 数 が 選 ばれ る傾 向 が あ る。 な ぜ な ら,そ の よ うな 平 滑 化 定 数 αの

下 で は,「t一 非 最 適予 測期 間」P_(α)に 属 す る予 測対 象 時 点tに お い

て,「t一 最適 平 滑 化 定 数 」a**cと の乖 離 幅a-a*c*1が 相 対 的 に小 幅

とな る。 そ の結 果,そ の 時 点tの 近似 度St(α)の 悪 化 が 相 対 的 に軽 微 に

留 ま り,全 体 と して,近 似度 の 時 間経 路{Sg(α)z}k=0が 安 定 化 す るか ら

で あ る。

2)第2の 問題 点 は,基 準1の 下 で 選 択 され た 指 数 平 滑 法 の 近 似 度 が 必 ず

し も良 好 とは か ぎ らな い,と い う こ とで あ る。 す なわ ち,t=1及 びt

→ ○・の 時,定 理8・ 定 理9に よ って ,「t一 最適 平 滑 化定 数」a*c*に ょ

る近似 は完 全 で あ る こ とが 保 証 され て い るが,中 間 の 予 測対 象 時 点tに
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お い て は,「t一 最 適 指 数 平 滑 法 」 に よ る近 似 さ え良 好 で あ る とは か ぎ

らな い。 た とえ ば,ケ ー ス 皿の場 合,t=4に お け る 「t一 最 適 平 滑 化

ム

定 数 」 の近 似 値a4*=0.7に 対 して,d4を 予 測す る時 の 近 似 度 は54%

で あ る。 した が って,「t一 最 適 指 数 平 滑 法 」 に よ る近 似 が 良 好 で ない
(6)

予 測 対 象 時 点 を 多 く含 む予 測期 間 に対 して は,基 準1に よ る選 択 が 良 好

な近 似 を もた らす とは か ぎ らな い 。

これ とま った く同 じ問 題 点 が,基 準 皿を,予 測 誤 差 が 単 調 増 加 の ケ ー

ス に適 用 す る場 合 に も,あ て は ま る。

3)第3の 問 題 点 は,基 準 皿は常 に適 用 可 能 とは か ぎ らな い,と い うこ とで

あ る。 た とえ ば,ケ ー ス 皿で は,最 も安 定 した 近 似 度 を示 す 平 滑 化 定 数

α=0.6で も,k≧5に 対 して は 近 似 度 は ほぼ30%以 内だ が,k=1～

4に か け て近 似 度 は66%～182%と な り,secondbestと して も必 ず し

も満 足 で き る もの で は な い 。

しか し,基 準H・ 基 準 皿の適 用 可 能 性 は,次 の意 味 で 相 互 補 完 的 で あ る。 す

な わ ち,基 準 皿の適 用 可 能 性 が 問題 とな るの は,予 測期 間Tが 大 で あ る場 合 で

あ る。 しか し,こ の時 に は,基 準 皿が 適 用 で き る。 なぜ な ら,定 理9に よ り,

(6)「t一 最適指数平 滑法」による近似が良好でない予測対象時点がご く少 ない場合 には,

1)基 準1の 下で選択 された平滑化定数 αの近似度が,そ の 「t一 最適 予測期間」

P+(α)に おいて,良 好でない。

2)予 測期間k=0,1,…,T全 体 にわた って,当 該平滑化定数 αによる近似度が

劣悪 とい うわ けではない。

とい うことが 同時 に起 こ りうる。なぜ な ら,平 滑化定数 αを1つ 選んだ時,「t一 最適

予測期間」P+(α)に おけ る近似度 は,当 該平滑化定数 α による近似度の時 間経路全体

{Sk(α)1Tx.1… …k=0を 除 く……の下限 をなす とはか ぎらないか ら。 た とえば,ケ ー

スHの 場 合,T=9に 対 して基準1の 下 で α=0.7が 選 ばれる(注(4)を 参照)。本文で述

べた通 り,こ の平 滑化定数 α=o.7は,t=4の 時の 「t一 最適平滑化定数 」の近似値

a**4であ るに もかかわ らず,こ の時点t=4に おけ る近似 は良好ではない。 しか し,k

=6～9で は,近 似度はほぼ5%以 内で ある。 これは,t≧6に お ける 「t一最適平滑
ハ

化 定 数 」 … … この期 間 に 対 して,α 瞥=0.8… … の 近 似度 が 高 く,か つ,α=α7の 下 で

の パ フ ォー マ ンスが この 「t一 最 適 指 数 平 滑 法 」 の パ フ ォー マ ンスに 近 い た め で あ る。
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十 分大 な るtに 対 して 「t一 最 適 指 数 平 滑 法 」 に よ る良 好 な近 似 が 保 証 され て

い る。 よ って,た と え予 測 誤 差 が 単 調 増加 で あ って も,基 準 皿に よ る選 択 は良

好 な近 似 を もた らす 。逆 に,基 準 皿の 適 用 可 能 性 が 問 題 とな るの は,予 測 期 間

Tが 中 間 の 大 き さ を と る場 合 で あ る。 しか し,こ の 時 に は,基 準 皿が 適 用 で き

る と期 待 して よい 。 な ぜ な ら,予 測 期 間k=0,1,… …,Tが 中 間 の 長 さで

あ る時,こ の 期 聞 にお け る 「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 の列{a*t*}Tt=1の 変 化 幅

1α士*‐a*T*1は,予 測期 問Tが 大 で あ る場 合 に較 べ て 小 幅 に留 ま る。 よ って,

この 列 の初 期 値a*i*と 最 終 値aT*の 中 間 の平 滑 化 定 数 αを選 べ ぱ,そ の 「t一

非 最 適 予 測 期 間 」P_(α)は,当 該 期 間k=0,1,… …,T以 後 の期 間 に 含 ま

れ る傾 向 が あ る。 ゆ えに,こ の αが 基 準 皿を満 た す 。 この よ うに して,基 準 皿

・基 準 皿の い ず れ か の 意 味 に お い て,常 に,robustnessを 持 つ,… … す な わ

ち,基 準A'を 満 た す … … 指 数 平 滑 法 を選 ぶ こ とが で きる。

VII構 造 パ ラメー ターへ の依存 関 係

前 節 に お い て,適 応 的予 測 に よ る最 適 予 測 の近 似 を考 え た時,「 平 滑 化パ ラ

メ ー ター 」 の 存 在 範 囲 θo～θ*が 重 要 な 役割 を果 た した 。 この 数 列{Bk}k=0は

⑱ の 差 分 方程 式 に 従 うの で,そ の具 体 的 な時 間経 路 は,モ デル の構 造 パ ラ メ ー

タ ー9,Q2u,a2W,Q2z。 に依 存 す る。 そ こで,以 下,こ の 依 存 関係 を,次 の3点

にっ い て 調べ る。

1)「 平 滑 化パ ラ メー ター」 の増 加 性 ・減 少 性

2)「 平 滑 化 パ ラ メー ター 」 の初 期 値 θ0

3)「 平 滑 化 パ ラメ ー ター 」 の 収 束 値 θ*

第1に,「 平 滑 化 パ ラ メ ー タ ー」 の 増 加 性 ・減 少 性 の 問 題 。数 列{θk}k=0が

単 調 増 加 で あ るか 単 調 減 少 で あ るか は,定 理4-5)の 条 件 に よ る。 この 分 類
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図9「 平滑化パ ラメーター」 の増加性 ・減少性

σ耋。

烹

……9≧0の 場 合 … …

aw

σ竃

oo屍

図10「 平 滑 化 パ ラメ ー タ ー」 の 増 加 性 ・減少 性 … …9<0の 場 合 … …
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2_2

を σz・一 σw平 面 で 考 え る と,上 図,.、 ・ の よ う 、・な ・(翻 は,ApP・ndi・
2_2auau

11を 参 照)。

上 図9・10か ら,定 理4-5)の 系 と して,次 の こ とがC7え る。

系1(「 平 滑 化 パ ラ メ ー タ ー」 の 増 加 性 ・減 少 性 と

構 造 パ ラメ ー タ ー)

a2Zo

1)≦1の 時,θ1<θ2<… …<θ*

a2

Q2zo

2)>1の 時
a2

22Q
zoQw

i)一 が小,が 大 ⇒ θ1<θ2<… …<θ*
22Q
uau

Q2z。 σ葛

ii)一 が 大,一 が 小 ⇒ θ1>θ2>… …〉 θ*
22Q
uQu

第2に,「 平 滑 化 パ ラメ ー タ ー」 の初 期 値 θoの 問 題 。 この θoと 構 造 パ ラメ

ー ・ 一 の 購 ㈱ よ22°W1_Bo°'=°h
2BO・2Q
uQuと 書 け ・か ら・次 の ・ うに ま ・め

られ る。

系2(「 平 滑 化 パ ラ メ ー タ ー」 の初 期 値 θoと

構 造 パ ラ メ ー タ ー)

a2w

1)ノ ⇒ θo㌧

02zo



372研 究 年 報XXX

2)limBo=0,

a2w

..

2Q
Zo

limBo=1

Q2w

→O

Q2zo

第3に,「 平 滑 化 パ ラ メ ー タ ー」 の 収 束 値 θ*の 問 題 。定 理4の 証 明(Appen-

dix2)よ り,こ の θ*は,2次 方 程 式

一)一 ・ ・f(・)一(1+・)・B2・a2u
Qw+1-(1+・)惑 ・a2uO2w

Q2w

の正 根 で あ る。 この方 程 式 は一2を パ ラメ ー ター とす る方程 式 な の で,そ の正
σu

根 も 壽 に依存・て決 まりa2(w
a　 ・書け… の嬾 係について・

次 の こ とが 言 え る(証 明 は,Appendix12を 参 照)。

系3(「 平 滑 化 パ ラメ ー タ ー 」 の 収 束 値 θ*と

構 造 パ ラ メ ー タ ー)

dB*<01)

・(a2w

a2u)

・)a2wlimB*‐
2a2Q
ｵ,u)一 ・a2/wlimB*‐Q20uw)-1-G毒 ソll:

→0→ ◎Q

62Quu
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2_2a
zoQw

ト の系 ・ ・系 ・よ り,髄 ラ・ 一 ・-22の 各 々 の 変 化 に 対 す ・,
v-a

牆 鑞 ・司一 ・収戴 一 一 一

σ乙

屍 const.

σ孑。

屍

図11θo,θ*の 構造パ ラメーターへの依存関係

さて,「 平 滑 化 パ ラ メ ー タ ー」 の 時 間 経 路 の 存 在 領 域 は,上 の系1～3と 定

理4を 考 え合 わ せ る こ とに よ って 得 られ る。 特 に,次 の 系 が 得 られ る(証 明

は,Appendix13を 参 照)。
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系4(「 平 滑 化 パ ラメ ー タ ー」 の時 間経 路 の 存 在 領 域)一 一一一

1)2>(1+9)2の 時

・÷2 -(21+g)2,
Q2Zaa2w>・⇒ ・巛12・e…,… …

ii)a2w
a2u<2-(21+g)乳 蕩 く ・⇒12巛 ・k-・ ・1・ 一 ・

鋤 き(21+g)2 ,Q2
zoaW<・一 醵 卸 三濕

切ll〈2σ 斎2-(1+9)2・・z
Z。〉 ・一 喉 ∴ 《

B*

2)2≦(1+9)2の 時

a2w1

')

。2z
o>1⇒az;θ ゜<θ1<°'"°'巛 互 ≦&q<…<θ*

Q2w1

")

。耋。<1⇒ 互 くBk<1k=°,1・ …

系4で,2>(1+9)2の 場 合 に 「平 滑 化 パ ラメ ー ター 」 の 存 在 領 域 の場 合 分

け を示 せ ば,下 図12の よ うに な る。 構 璋 パ ラメ ー ター が 斜 線 部 の 領 域 に あ る

時,つ ま り,

1)マ ーケ ッ ト ・リサ ー チ の時 点 につ い て,市 場 規 模 パ ラ メ ー タ ー に関 す る

不 確 実 性 の度 合a2Z。 が,当 該 市 場 に 関 す る ラ ン ダ ム要 因 の 不 確 実 性 の度

a2w

合 磯 よ り も小 さい … …>1。
Q2zo
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2)市 場 規 模 の成 長 に 関 す る ラ ンダ ム要 因 の不 確 実 性 の度 合a2uが,当 該 市

場 に 関 す る ラ ンダ ム要 因 の 不 確 実 性 の度 合a2wに 較 べ て か な り 小 さい

σる2

(成 長率9が 大 で あ るほ ど・ よ り小 きい)… …2>2-(1+9)2 。Qu

で あ ・ 時,「 平 滑 化 パ ラ ・ 一 ・ 一 」 の ・繝 経 路 は ・<・ ・<12・k=・,・,

・・一 の 範 囲 に あ る 。VI節 の 考 察 に よ れ ば,こ の 時,0<min(θo,θ*)<α<

m・x(・ ・,・・)GZな ・鞭 の¥/滑 イ匕定 数 ・ に よ ・て,基 準 皿あ ・い は 蘚

2

2-(1-1-

_1B
p-2

σ耋.

6u

θo〈B,<。 。。<θ τ〈Z≦ θτ+1<・ 。。<θ*

図12「 平滑化パ ラメーター」の存在 領域
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皿の意 味 で のrobustnessを 持 つ … … す な わ ち,基 準A'を 満 た す 一 ・・適 応 的 予

測 が 得 られ る。 これ は,経 験 的 に す す め られ て い る平 滑 化 定 数 の 選 択 範 囲 に対

応 す る(皿 節 を参 照)。

VIII結 び

我 々 は,在 庫 管 理 に お け る適 応 行 動 のrobustnessを,最 適 化 モ デル の 解 を

referencepointと して評 価 す る とい う問 題 に つ い て,需 要 予 測 の 側 面 か ら分

析 した 。 需 要 を支配 す る要 因 に 関 して,加 法 的 雑 音 を含 む線 型 ダ イ ナ ミカル ・

シス テ ム を想 定 した 。 この 時 の最 適 化 モデ ル の 解 は,カ ル マ ン ・フ ィル タ ー に

よ る予 測 で あ る。 これ は,時 変 的 「平 滑 化 パ ラメ ー タ ー 」 に よ る一 種 の 指 数 平

滑 法 で あ って,観 測 デ ー タが 無 限 個 の 場 合 に は,あ る意 味 で,適 応 的 需 要 予 測

形 式 に収 束 す る(定 理3・4)。 しか し,導 か れ た 予 測 形 式 は,需 要 を支 配 す

る構 造 パ ラ メー タ ーが 不 変 で あ る期 間 の み に妥 当す るので,デ ー タ の有 限 性 が

問 題 とな る。 そ こで,カ ル マ ン ・フ ィル タ ー に よ る予 測 と適 応 的 予 測 の 時 閥 の

推 移 に対 す る特 性 を分 析 ・比 較 した 。 それ に よ って 得 られ た 結 果 を 要 約 す れ

ば,次 の よ うに な る。

1)カ ル マ ン ・フ ィル タ ー に よ る予 測 と適 応 的 予 測 が 一 致 す るの は,需 要 を

支 配 す る構 造 パ ラメ ー タ ーの 間 に一 定 の関 係 ⑲ が な りた つ 場 合 に限 られ

る(定 理4・7)。 つ ま り,適 応 行 動 が 基 準Aを 満 たす の は,こ のケ ー

ス に限 られ る。

2)平 滑 化 定 数 を,カ ル マ ン ・フ ィル ダ ー にお け る 「平 滑 化 パ ラメ ー ター」

の 初 期 値 と収 束 値 の 間 に選 ぶ か ぎ り,両 者 の予 測 に よ る予 測 誤 差 の2乗

の 期 待 値 は,時 間 の推 移 に対 して,同 方 向 に単 調変 化す る(定 理11)。

した が って,適 応 的 予 測 の場 合 だ け予 測 パ フ ォー マ ンス の水 準 が 悪 化 し

た り,カ ル マ ン ・フ ィル タ ー に よ る予 測 の場 合 だ け予 測 パ フ ォー マ ンス

の水 準 が 向上 す る,と い う こ とは な い 。
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3)カ ル マ ン ・フ ィル タ ー にお け る 「平 滑 化 パ ラ メ ー ター 」 の変 化 幅 が 小 さ

い時 に は,適 応 的 予 測 は,カ ル マ ン ・フ ィル ター に よ る最 適 予 測 とほ ぼ

同程 度 の予 測 パ フ ォー マ ンス を示 す 。 他 方,カ ル マ ン ・フ ィル タ ー にお

け る 「平 滑 化 パ ラメ ー タ ー」 の 変 化 幅 が 大 きい 時 に は,す べ て の 期 間 に

わ た っ て最 適 予 測 と同程 度 の 予 測 パ フ ォー マ ンス を示 す 適 応 的 予 測 形 式

とい う もの は存 在 し ない 。 っ ま り,予 測 対 象 時 点 を指 定 した 時 の 最 適 平

滑 化 定 数 は,時 間 の 推 移 に対 して,カ ル マ ン ・フ ィル タ ーに お け る 「平

滑 化 パ ラ メ ー タ ー」 の変 化 に対 応 した 変 化 を示 す(定 理4・7・8・

10)。 そ して,あ る時 期 の 予 測 パ フ ォー マ ンス を高 め るた め には,他 の

時 期 の 予 測 パ フ ォー マ ン ス を犠 牲 に し な けれ ば な らな い 。

そ こで,適 応 行 動 のrobustnessと い う観 点 か ら平 滑 化 定 数 の 選 択 が ま さに 問

題 とな るの は,カ ル マ ン ・フ ィル タ ー に お け る 「平 滑 化 パ ラ メ ー タ ー」 の 変 化

幅 が 大 きい 時 で あ る。 この 時 の平 滑 化定 数 の選 択 基 準 と して,1)基 準1=与

え られ た予 測期 間 の 下 で の最 良 の 近似 度,2)基 準 皿e与 え られ た 予 測 期 間 全

体 に わ た る 許 容 可 能 な 近 似 度,3)基 準 皿e予 測 誤 差 の 絶 対 水 準,の3っ を

検 討 した 。 この う ち,予 測 のrobustnessの 概 念 に対 応 す る基 準 は,基 準 皿及

び 基準 皿で あ る。 そ して,こ の両 基 準 は,そ の 適 用 可 能 性 に 関 して相 互補 完 的

関 係 に あ る。 その 結 果,基 準 皿 ・基 準 皿の い ず れ か の 意 味 に お い て,常 に,

robustnessを 持 つ指 数 平 滑 法 を選 ぶ こ とが で きる。

Appendix

1定 理3の 証 明

定 理3を1)2)の 順 に証 明 す る。
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ヱー1… …1)の 証 明

証 明 の 準 備 と し て,次 の3つ のLemmaを 示 す 。

<Lemma1>

任 意 にk=0,1,・ … ・・を 固 定 す る 時,limγt(k)=0で あ る 。
t→o●

(証 明)

今,k=0,1,… … を1つ 固 定 す る と,t≧kな るtに 対 し て

γt(k)=(1十9)k(1一 θt)(1一 θt-1)・ … ・(1一 θt-k+1)Bt-k

-(1十9)k(1一 θ*)kθ*

が 定 義 さ れ る 。 そ し て,⑯ よ り

limBc_k=B*,lim(1‐Bc_S)=1‐B*s=0,1,・ ・・…,k‐1
t‐.eet‐)m

だ か ら

lim(1十g)k(1一 θt)(1一 θt.1)・ … ・(1-Bt-k.1)Bt-k

tym

=(1十9)k(1一 θ*)ke*

で あ る 。 ゆ え に

limrc(k)=lim(1十g)k(1‐Bc)(1‐Bc_1)・ ・…(1‐Bc_k+1)et_k
t→ 。。t→ 。。

一(1十g)k(1一 θ*)kθ*・=0

で あ る。n

<Lemma2>

任 意 にm=o,1,… … を 固 定 す る時,limγt(t-m)=0で あ る 。
t→ 。。

(証 明)

今,m=0,1,… … を1つ 固 定 す る と,t≧mな るtに 対 し て

rt(t-m)=(1十g)t-m(1一 θt)(1‐Bc_1)・ … 。(1一 θm+1)θm

-(1十9)t-m(1一 θ*)t-me*

が 定 義 さ れ る 。
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さて,今,任 意 に ε>0を 与 え る。 す る と,ま ず,⑳ よ りlim(1+
t→ 。。

9)c(1一 θ*)t=0で あ る か ら,

(1.1)ヨT1≧m;t≧T⇒1(1十9)t(1一 θ*)ti<ε

で あ る 。 よ っ て,こ の 番 号T1に 対 し,

(・・2)・ ≧T・ ⇒1(1+・)t双1-・ ・)t-m・ ・1<・(1.,)B*"'<1 -,。)。

と で き る。

他 方,㈲ よ り,任 意 の δ>0に 対 し

ヨT2;t≧T2⇒1θ*一 θtl〈 δ

で あ ・ ・ そ ・ で ・ 。・よ り・ 特 …-2(1+
g)*)1>・ と選 ぶ

こ とが で き て,

(1・・)・T・ ・t≧T・ ⇒1(1・ ・)(・・一 ・・)1<1-1(1+g)2(1一 θ・)1

で あ る。 よ って,こ の 番号T2に 対 し

・≧T・ ⇒1(1・ ・)(1-・t)1≦1(1・ ・)(1-・ ・)1・1-1(1+g)2(1一 θ・)1

2

と で き る 。 ゆ え に,t≧T2な る 番 号tに つ い て,数 列

bt(T2)=C1十g)t-T2+1(1-Br)Cl-Bc-i)・ ・…(1‐BTs)

を 考 え る と,

}・・(T・)1<[1+1(1+g)2(1一 θ・)i]t-T2+1f・ ・v・ ≧T・

か つ ・as>よ り ・<1+1(1+g)2(ト θ・)1<・ ・だ か ら

!聖1・ ・(T・)1-{史[1+1(1+g)2(1一 θ・)1]t-T2+1-・

で あ る 。 そ こ で,番 号T3=max(T2,m+1)を 定 め る と,
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limI(1十g)t-m(1-Bc)(1一 θt-1)・ … ・(1一 θm+1)θmI
セ　む

=(limlbt(T3)D・1(1十g)T・-m-1(1一 θT、-1)(1一 θT,.2)・

t→ 。。

… ・(1一 θm+1)θmI=0

が 導 か れ る。 ゆ え に,最 初 の ε>0に 対 して

(1.4)ヨT4;t≧T4⇒1(1十9)t-m(1-Br)(1-Bt_1)・ …

… ・(1一 θm.1)θml<ε

で あ る 。

以 上,(1.2)(1.4)か らTo=max(T1,T4)な る 番 号 を 定 め る と,

t≧To⇒1γt(t-m)1≦1(1十g)t-m(ユ ー θt)(1-Br.1)・ …

… ・(1一 θm+1)θml十1(1十g)t-m(1一 θ*)t曽mθ*I

B*

とで き ・・ こ こ に,・+(1+、)嘉 一,、)・は翻 ・に依 存 ・な い数 だ

か ら,こ れ は1imγt(t-m)=0を 意 味 す る 。Ii
t→ 。。

〈Lemma3(一 様 収 束)〉

(1.3)の 番 号T2に 対 し,任 意 に番 号m≧T2を 定 め る。 す る と,mの

定 め 方 と は 独 立 に,正 数 ε>0の み に 依 存 す る番 号L*=L*(ε)が あ っ て

t≧m十L*⇒Yt(t-m)i<ε

と で き る 。

(証 明)

今,(1.3)の 番 号T2に 対 し,m≧T2な る番 号mを 任 意 に1つ 固

定 す る 。

さ て,定 理4に よ り,θk→ θ*の 収 束 プ ロ セ ス は 単 調 で あ る 。 っ ま

り,

(1.5)Bp<B1<......<BT2C......<Bm<......<B*
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(1.6)θo>θ1>°'° °…〉 θT2>°'"° °〉 θm>'"° °°〉 θ*

の い ず れ か が 起 こ り,か つ,0〈 θk〈1;k=0,1,・ ・一 で あ る 。

そ こ で,今,(1.5)が 起 きた とす る と,t≧m十1な る 番 号tは

t≧T2だ か ら,

t≧m十1⇒1θmI≦e*1,11一 θt-s【≦11一 θT、l

s=0,1,… …,t-m-1

で あ る 。 よ っ て,こ の 番 号tに 対 応 して 番 号1≡t-mを 定 め る と

1(1十g)1(1一 θm+1)(1-Bm+し1)・ … … ・(1一 θm+1)θmI

≦1(1十9)1(1一 θT、)1θ*1

で あ る 。 と こ ろ が,T2の 定 め 方(1.2)か ら,1(1+9)(1一 θT,)1<

1+}(1十9)(1一 θ*

2)}<・ な の で ・}聖i(1・ ・)1(1-・Tz)1θ ・1-・ で

あ る 。 よ っ て,mの 定 め 方 と は 独 立 に,ε の み に 依 存 す る番 号L1=

L1(ε)≧1が と れ て

1≧L1⇒1(1十g)1(1一 θT,)1θ*1<ε

と で き る 。 ゆ え に,こ の 番 号L1に よ っ て

(1.7)1≧L1⇒1(1十9)1(1一 θm+1)(1‐em+1_1)・ … ・(1一 θm+1)Bm<ε

と で き る 。

他 方,(1.6)が 起 き た とす る と,t≧m+1な る番 号tに 対 し

BmlCIBT,1,i1一 θt.sKI1一 θ*Is=0,1,… …,t-m-1

で あ る 。 よ っ て,こ の 番 号tに 対 応 し て 番 号1≡t-mを 定 め る と

1(1十g)1(1-gm+1)(1一 θm+L1)・ … ・(1一 θm+1)θml

〈1(1十9)1(1一 θ*)1θT,1

で あ る 。 と こ ろ が,⑰ よ りliml(1+g)1(1一 θ*)1θT,1=0で あ る 。
　　の

よ っ て,mの 定 め方 とは 独立 に,ε の み に依 存 す る番 号L2=L2(ε)≧ エ

が とれ て,

1≧L2⇒K1十g)1(1一 θ*)!θT,1<ε
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とで き る 。 ゆ え に,こ の 番 号L2に よ っ て

(1.8)1≧L2⇒1(1十g)1(1一 θm+1)(1一 θm+1_1)・ … ・(1一 θm+1)θmI<ε

とで き る 。

以 上,(1.7)(1.8)か ら,mに 依 存 し な い 番 号

jLlif(1.5)L3_IL

2if(1.6)

を 定 め る こ とが で き て,(1.5)(1.6)の い ず れ の ケ ー ス が 起 き た と

し て も

1≧L3⇒1(1十9)1(1一 θm+1)(1一 θm+L1)・ … ・(1一 θm+1)θml<ε

と で き る 。 そ こ で,(1.1)の 番 号T1と と も に,mに 依 存 し な い 番 号

Lo=max(T1,L3)≧1を 定 め る と,

1≧Lo⇒1(1十9)1(1一 θm+1)(1一 θm+1-1)・ … ・(1一 θm+1)θm1

十1(1十g)1(1一 θ*)to*1<(1十1θ*1)ε

と で き る 。 こ れ は,任 意 のm≧T2に 対 し,mの 定 め 方 と は 独 立 に,ε

の み に 依 存 す る 番 号L*=L*(ε)≧1が 存 在 し て

t-m≡1≧L*⇒Ir=(t-m)1≦1(1十9)1(1一 θm.1)(1一 θm+1.1)

・… ・(1一 θm+1)θml十1(1十g)1(1一 θ*)1θ*1<ε

とで き る と い う こ と で あ る 。 よ っ て,示 さ れ た 。n

さ て,以 上 のLemma1～3を 用 い て 定 理 を 示 す 。 そ の た め に,t=0,

1,… … の 各 々 に 対 し て,1γt(k)1;k=0,1,… …,t及 び1γtlを 下 図1-1

の よ う に 並 べ て,番 号 を つ け る 。 そ し て,こ の 番 号 に 従 っ て,数 列

ai=lro<0)1>as=lrol,

-1卿)の1器 畿 くtE(s+2s=o)・≧・
を定 め る。 す る と
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Iyo(o)IIyoI

12

【γ1(o)11γ1(1)IIγll

345

Ivz(o)IIvz(1>Iivz(2)IIvzI 　
6789＼

1＼ ＼

;＼ ＼

1＼ ＼

1γ 、(0)[【 γ。(1)llγ,(2)[一 一 一一 一 一 一1γ 、1

レヨ ヒ　ユ ヒヒ　　

Σ(S+2)+1Σ(S+2)+2Σ(S+2)+3Σ(S+2)
s-Os-Os-Os-0丶

＼
＼

＼

図1-1

(1,9)1imanニO
n→ ●●

と な る 。 以 下,こ れ を 背 理 法 に よ っ て 示 す 。

今,a。 ≧0;n=1,2,… … だ か ら,(1.9)が な りた た な い と想 定 す る

と,

(1.10)ヨ ε>0;VN`N,ヨn>N,a.≧ ε

で あ る 。 そ こ で,こ の 正 数 εに 対 し てA≡{a・la。 ≧ ε}な る 集 合 を 定 義 す る

と,こ れ は 無 限 集 合 で な け れ ば な らな い 。

さ て,こ こ で,(1.10)の 正 数 εに 対 し,Lemma2の(1.3)の 番 号T2及

びLemma3の 番 号L*か ら,T*≡T2+L*な る 番 号 を 定 め る こ とが で き る 。 こ
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れ らの 番 号 に よ って,上 図1-1に お け る数 列{a。ln=1の 配 列 を,下 図1-2

の よ うに分 割 す る。

図1-2

上 図1-2の 各 分 割 に 対 し,上 で 定 め た 集 合Aと の 共 通 集 合 を,順 次,次 の

よ う に 考 え る 。

1)0≦t≦T*-1な る番 号tを1つ 固 定 し て,数 列{Ire.m(m)fm=0を 考

え る 。 す る と,Lemma2に よ りlimγt.m(m)=limγk(k-t)=0だ か
m→ ㈲k→ 。。
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ら,limlγt.m(m)i=0で あ る。 ゆ えに,番 号tの 定 め方 に依 存 して 定
m→ ◎o

まる番号
ム バ

M(t);m≧M(t)⇒rt+m(m)1<ε

が と れ る 。 ゆ え に,こ の 数 列{1γt.m(m)1m=0に よ っ て{a。}n=1の 部 分

へ

集 合At≡{a。1ヨm=0,1,… …;a。=1γt.m(m)1≧ ε}を 定 め る と,こ

れ は 有 限 集 合 で あ る 。

へ

2)ま っ た く同 様 に,数 列{r10}m=0に よ っ てA-1≡{a・ 障m=0,1,… …

;a。=1rml≧ ε}な る 集 合 を 定 め る と,こ れ は 有 限 集 合 で あ る 。

3)0≦k≦L*-1な る 番 号kを1っ 固 定 し て,数 列1γk-11,Irk(k)1,

Irk+1(k)1,・ ・一,1γk.m(k)i,… … を 考 え る(た だ し,k=0の 時 に は,

初 項 は1γk-11で は な く,1γk(k)1か ら始 ま る も の と す る)。 す る と,

Lemma1に よ っ てlimγk+m(k)=0,よ っ て,limIγk+m(k)1=0で あ
m→oom→00

る。ゆえに,番 号kの 定め方に依存して定まる番号
ゑ な
M(k);m≧M(k)⇒rk.m(k)1<ε

が と れ る 。 ゆ え に,こ の 数 列1γk_11,1γk(k)i,Irk.1(k)1,… …,1γk+m

ゑ

(k)1,… … に よ っ て{a・}n.1の 部 分 集 合Ak≡{a・Ia・=1γk-11≧ εorヨm

=0 ,1,… …;a。=1rk.m(k)1≧ ε}を 定 め る と,こ れ は 有 限 集 合 で あ

る 。

4)t≧T*,1≧L*な る 任 意 の 番 号t,1に 対 し てa。=1γt(1)1な る 項 を

考 え る 。 す る と,Lemma3よ り,a。=1rt(1)1<ε で あ る 。 ゆ え に,

t≧T*,1≧L*⇒an=1γt(1)1旺A

で あ る 。

以 上 よ り,

T・-1AL'-1会

A⊂(UAt)U(UAk)
t=-1k=0

バ ゑ

と な る。 こ こ に,集 合At;t;-1,0,… …,T*-1及 びAk;k=o,1,
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T*-1^L・-1角

…… ,L*-1は すべ て有 限集 合 だ か ら,(UAt)U(UAk)も 有 限 集 合 で
t=-1k=o

あ る 。 ゆ え に,Aも 有 限 集 合 で な け れ ば な らな い 。 こ れ は 矛 盾 で あ る 。 よ っ

て,(1.10)が 否 定 き れ,(1.9)で な け れ ば な ら な い 。

(1.9)よ り,数 列{a。}n=1の 任 意 の 部 分 列{a。 レ}v=1に 対 し,lima。 レ=O
v→QO

で あ る(高 木 〔26〕)。 こ こ で,特 に,部 分 列 を

・av=m・x[ry(0)!,1γ 。(1)1,… …,lr。(・)IT。17=ry

に 選 ん で も よ い 。 ゆ え に,limrv=0で あ る 。 ノQ.E.D.
v→o◎

1-2… …2)の 証 明

今,想 定 に よ り,dk>0;k=0,1,… … で あ る か ら,

d聖+1-d**1(1+9){γt(0)dt+γt(1)dt_1+・ ・。・。・+γt(t)do+γtzo}

d**t.i (1十g){B*dc+(1十g)(1‐B*)B*dc_1十 ・・・…

+(1十g)t(1‐B*)tB*da十(1+g)t(1‐B*)tC1-B*)zo}

Ir=CO)ld=十lr=Cl)ld=_i十......十lr=Ct)ldo+lr=lzo

≦
B*dt+(1+g)(1‐B*)B*dc_1十 ・・・… 十(1+g)t(1‐B*)tB*do

十(1十g)t(1一 θ*)t(1一 θ*)Zo

do十dt_1十 ・・・… 十do十zo

<rt

θ*do十(1+9)(1一 θ*)θ*dt_1+。 … 。・

十(1+9)t(1一 θ*)ce*do十(1+9)t(1一 θ*)t(1一 θ*)zo

そ こ で,定 義 に よ り

dt≦zo≦dt,(1十9)kdt≦dk≦(1十9)kdtk=0,1,… …,t

だ か ら,
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黌 ≦Tce*.G糠 ≒癖 峯臨1。 峨)・垂

ii1

≦ 喉.(1+1+g+...+Cl+g>t峯 纖(1 -B*)・ 即D

と書 け る。 ゆ えに,想 定 に よ りsupD<。 。か つ9>0,及 び定 理4よ り0<θ*

<1,に 注 意 す る と,上 で証 明 した定 理3-1)に よ って

d*+,‐dt*1

0<lim
t→°°d**

1

≦妙 磁.1課11寡;;蓄 曩礬1コ悟 寤11-B*)t
セ　　 　　　

・supD=O

d*t+1-d**t.id*t+d**i‐tai

こ う し て,lim=0,ゆ え に,lim=0で あ る 。
t→°°d**

1c→ °°d**1

/Q.E.D.

2定 理4の 証 明

定 理4を1)～3)及 び5)に つ い て示 す 。

2-1… …1)～3)の 証 明

まず,(13)よ り,θkの 運 動 方程 式 を求 め る と,

aZu

C1十g>2e十
σ葛

(2.1)θk=h(θk_1);h(θ)≡

Q2u

C1十g)28十 十1

σる
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l

a2W

(2.2)Ba=11

十
2_2aWQ
za

で あ る。

次 に,差 分 方程 式(2.1)の 平 衡 点

θ*;θ*eh(θ*)

を考 え る。 す る と,そ れ は,㈲ な る2次 方 程 式

穴・)一(1+・剛ll+1-(1嚼 惑・÷ ・

B

図2-1
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の根 で あ る。 こ こに,

・若

ノ(0)=一 一<0,f(1)=1>O
Q2w

で あ るか ら,上 図2-1の よ うな2根

e*,e*;o<e*<iB*<o

が 存 在 す る。

次 に,差 分 方程 式(2.1)の 右 辺 の関hの 形 状 を 調べ る と,

・<h(・)-1、<・f・ ・V・ ≧ ・

1十
a2u

<1十g)2B十
σる

389

0

図2-2
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C1+g)2

Q2'"　 2

C1+g)2B+2+1]

aW

>OforVθ ξR

及 び,開 区 問(0,(2.1)の 平 衡 点が た だ1つ で あ

る こ と よ り,関hは,上 図2-2の よ うに な って い る。

以 上 よ り,平 衡 点 θ*は,初 期 条 件 が 開 区間(0,1)に あ る場合 に対 して

漸 近 安 定 で,収 束 過 程 は,開 区 間(0,1)の 中 を通 って単 調 で あ る。 しか る

に,(2.2)よ り,初 期 条件 は0〈 θo<1だ か ら,ま さ し く,1)～3)が 保

証 され る。

ノQ.E.D.

2-2… …5)の 証 明

まず,等 号 が 成 立 す る場合 の 必 要十 分 性 を示 す 。

1)必 要 性 ⇒

… …今 ,θk=θ*;k=0,1,… …が な りたつ とす る と,少 な く と もθo=

θ1,つ ま りθo=h(00)が な りたた ね ば な らな い 。 この関 係 式 に(2.2)

のθoを代 入 す る とUs)が導 か れ る。

2)十 分 性←

… …今 ,等 号 条 件G9)が な りた った と しよ う。 す る と,(2.2)の θoに 対 し,

1

a2wQ2u

C1+g)211+
_a1十 σ
W

a2Z
。 σ葛 σ芻

hCeo)=111-BO

-十

2222Q
wQuQzoQw

(1+9)211+,+1

十QW

Q2z。 σる
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が な りた つ か ら,θoは,差 分 方 程 式(2.1)の 平 衡 点 で あ る。 しか る

に,0<θo〈1だ か ら,開 区 間(0,1)に お け る差 分 方 程 式(2.1)

の平 衡 点が た だ1つ で あ る こ とよ り,実 は,θo=θ*で あ る。 こ う して,

初 期 条件 が 平 衡 点θ*にあ るの だ か ら,θk;θ*;k=0,1,… …で あ る。
X

次 に,不 等 号 の場 合 の必 要 十 分 性 を示 す 。 そ の た め に,;x>0なx-FaW

る関 数 を考 え る と,

2

-da

X(Xx-f-vW)一(。QW -F-aW)、 〉 ・

だ か ら

σ萋。 σ茘

aio-F-aW

O

22Q
zoaw

(1十9)2十a2u
2-22a
ZOaZO+aw

θo=>
2222a
Za+QwvZOvw

(1十9)2十Q2u十a2w

a2z
。+σ 葛

1

σ葛a2u

(1+9)211+,

TQW

Q2z。 σ影

=
1=h(Bo)=Bi

22Q
wQu

G+9)211+,+1
QW

Q2z
。 σ影

で あ る。 と こ ろが,上 で 証 明 した 定 理4-3)に よ って,数 列{Bk}k=0の 収束
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が 単 調 で あ る こ とが 保 証 きれ るか ら

θo>θ1c==⇒ θk>θ*;k=0,1,・ ・・…

で あ る 。 ゆ え に,

2_2a
ZaaW

σ餮 〉(1十g)2十a2u<==⇒Bk>θ*;k=0,1,… 。・・
°

a2Z
。+a2w

を得 る。逆 の不 等号 の場 合 も,ま った く同 様 で あ る。

ノ Ω.E.D.

3定 理5の 証 明

数 学 的 帰 納 法 で 示 す 。

ま ず,k=0の 時,(2① よ り

ECd*o*‐do)=ECzo‐zo‐wo)=0

っ ま り,定 理5が な りた つ 。

次 に,k=s;s≧0の 時E(d*s*-d、)=0が な りた つ とす る と,⑳ よ り

E(ds*1‐d9.1)=C1+g)(1-a)E<ds*‐d,)=0

す な わ ち,k=s+1に 対 し て も定 理5が な りた っ 。

以 上 よ り,

E(d*k*-dk)=Ok=0,1,… …

が 言 え た 。

ノ Ω.E.D.

4定 理6の 証 明

任 意 にt=1,2,… … を1っ 固 定 して,問 題(29)を考 え る。

まず,任 意 の α>1は,問 題(29)の解 で は ない 。 なぜ な ら,α=1と 比 較 す る

と,
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Vk(α)>o;k=o,1,… …forVα`R

に 注 意 す れ ば,⑳ よ り

(4.1)Vt(1)_Q2w<(1一 α)2[(1十g)2Vt_1(α)十a2u]十a2Qw=Ut(α)

で あ るか ら。

393

forVα>1

他 方,任 意 の α<0も,問 題(29)の 解 で は な い 。 な ぜ な ら,α=0と 比 較 す る

と,

(4.2)Vk(α)>Vk(0)forvα 〈0;k=1,2,… …,t,… …

と な る こ と が,数 学 的 帰 納 法 に よ っ て 確 か め られ る 。 実 際,k=1の 時 に は,

伽 よ り

V1(α)=(1一 α)2σ 羣。+a2a2w>a2Z。=v1(0)forvα<0

で あ る 。 そ し て,k=s:s≧1の 時Vs(α)>Vs(0)forvα 〈0が な りた っ

と 想 定 す る と,伽 よ り,k=s+1の 時 に も

Vs+1(α)=(1一 α)2[(1十9)2Vs(α)十Q2u]十a2Q2w

>(1十9)2Vs(α)十2Uu

>(1十9)2Vs(0)十a2u

=Vs+1(0)forVα<0

が 得 ら れ る か ら 。

以 上,(4.1)(4.2)よ り,聞 題 ⑳ の 解 は,存 在 す る と す れ ば,

(4・3)V・(・)。E[0
,1]→mi・

の 解 で あ る 。 と こ ろ が,関 数Vt(α)は,コ ン パ ク ト集 合[0,1]上 で 連 続 だ

か ら,(4.3)に は,解-X**Et[0,1]が 存 在 す る(高 木 〔26〕)。

最 後 に,上 で 存 在 が 保 証 き れ た 「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」a**cは,閉 区 間[0,

1]の 内 点 で あ る。 な ぜ な ら,伽 で
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V'k+1(α)=2[一(1一 α){(1+g)2Vk(α)十 〇2}u十aaW]

十(1一 α)2(1十g)2Vk(α)k=1,2,… …

よ り

(4.4)V'k(1)>0,V'k(0)〈Oke1,2,… …,t,… …

が 従 うか ら。 実 際,α=1に 対 し て は,V'k(1)=2aW>0で あ る 。 他 方,α=

0に 対 し て は,帰 納 的 に 示 さ れ る。 す な わ ち,k=1の 時 に は,(2'pよ りV'i(0)

=-2σ 羣
。<0で あ る 。 そ し て,k=s;s≧1の 時vs(0)<0が な りた っ と想

定 す る と,k=s+1の 時 に も

Vs+1(0)=-2{(1+g)VS(0)十au}+(1十g)2V5(0)<0

が 得 ら れ るか ら 。 こ う し て,(4.4)が 言 え る か ら,α 瞥 ≒0,1。 ゆ え に,0

<a**c<1で あ る 。

ノ Ω.E.D.

5定 理7の 証 明

定 理7を,必 要 性,十 分 性 の 順 に 証 明 す る 。

5-1… … 必 要 性 の 証 明

今,a**r=a**;t=1,2,… … で あ る と し よ う 。 こ の 時,必 要 条 件 と し

て,問 題 ㈱ に お い て,V't(a*t*)=0;t=1,2,… … が な りた た ね ば な ら な

い 。 こ こ に,⑫ ⑤よ り

V'1(α)=2[一(1一 α)Q2z。十aaW]

v(α)=2[一(1一 α){(1十g)2Vt_1(α)十Q2}u十aaW]

十Cl-a)2(1十g)2Vr-iCa)t>2

だ か ら
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Q2zo

a,*k*_

・。夛+・2w

(5.1)(1十9)2V
t_1(a**)十a2u

a**=t=2
,3,一 … ・(

1十9)2Vt_1(a**)十Q2u十a2W

が 必 要 で あ る。 必 要 条 件(5.1)の 第1式 と 第2式 を と りだ す と

a2

1//Za`12Cl+g)2Vil
22/+QuQ

yoaZU+UW

Q2z。+σ 葛 Q2z
o

(1・ ・)・V・(
」+Qu+Qｵ,

<1+g)2

σ餮。+a2w

σ餮。 σ葛

a2Z。+σ 誌

+02

22Q
zoQw

C1+g)2
aZO+aW

よ り,条 件 ⑲ が 導 か れ る。

+・ 鬢+・2w

395

ノ Ω.E.D.

5-2… … 十 分 性 の 証 明

今,条 件U9)が 満 た され て い る とす る。 この 時,

azZo

(5.2)a**=
a2Z。+σ 葛

に 対 し て,a**c=a***;t=1,2,… … と な る こ と を 示 す 。

ま ず,条 件 ⑲ の 下 で は,(5.2)は,a**c=媒*;t=1,2,… … の た め の

必 要 条 件(5.1)を 満 た す 。 な ぜ な ら,ま ず

(a25.・)琉(≠ 磯)一 爵

.v2w・ 一 … 〉 ・・… ・
00
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が,数 学 的 帰 納 法 で 示 さ れ る。 実 際,t=1の 時 に は,㈱ で,直 接 的 に

2_22

V・(σ 三〇

・2za+・2w)一 。ll°+㍗ ・一 れ ・・ 次 に ・ ・一 … ≧1の 時

VS(2Uy°)一 霧 がなりたつ ・想定すると・・=S+1に 対して も

aZ °aZ°zraZ°

aZo+aWaZo+aWaZo+aW

z
az°2

2/
w-}-Ia¥

aZO-FaW

e(1÷)2[(1・ ・)・
aZO-1-aW・(義)02w

2_2

-(1-

。 °Z°2+Z
o。2w)2・2zo・(。aZ°2Zp。2w・2w

22Q
zoaw

aZ O-1-aw

が な りた つ 。 ゆ え に,(5.3)が な り た つ 。 よ っ て,

2_26
zaQw

(1十g)2-一 十vu

aZO-6ZO-1-vW

a**‐ 一 一
Qzo+awQzoQw

(1+9)2+・2u+・2w
aZ O+aW

(1十9)2Vt(a***)十Q2u

(1十9)2Vt(a**)十Q2u十Q2w

っ ま り,必 要 条 件(5.1)が 満 た さ れ る 。
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次 に,(5.2)が,任 意 のt=1,2,… … に 対 して,確 か に 問 題(29)の 一 意

解 に な って い る こ とを,数 学 的帰 納 法 に よ って示 す 。

ま ず,te1の 時,V1(α)は 下 に 凸 な放 物 線 だ か ら,上 で(5.2)が 必 要 条

件(5.1)を 満 たす こ とが 示 され た こ とよ り,(5.2)は 問 題(29)の 一 意 解 で あ

る。

次 に,t=s;s≧1の 時,(5.2)が 問題(2s)の解 で あ る と して,t=s十1

の時 の 問題(2s)を考 え る。 この時,(5.2)を 用 い て 下 に凸 な放 物 線

Fg+iCa)=C1‐a)2CC1+g)2VS<a**)十Qu]+a2aW

ム

を定 義 す る と,こ の最 小 点 はa***で あ る。 なぜ な ら,Fs+1(α)の 最 小 点 を α と

す る と,必 要 条件

ム ババ

F's+1(α)=-2[(1一 α){(1十9)2Vs(a**)十QZ}u十 ασ勧=0

を 満 た さ ね ば な ら な い が,上 で(5.2)が 必 要 条 件(5。1)を 満 た す こ とが 示 さ

れ た か ら

(1+9)2Vs(a**)十a2Uハ
a= __=a**

C1十g)2VS(a**)十vu十vim,

で あ る 。 こ う し て,

(5.4)V,、 、(。紊・)一(1-。 柔・)・匚(1+9)・V。(。 黍・)+。 晝]+。 莱*2a2w

=Fs.1(a**)

<Fs+1(α)forVα キ α嵳*

で あ る 。 し か る に,帰 納 法 の 仮 定 に よ り

V、(a**)<Vs(α)forVα キ α業*

で あ る か ら,

(5.5)FS+iCa)=C1‐a)2CC1十g)2Vs(a**)十au]十a2aW

≦(1一 α)2[(1十9)2Vs(α)十62u]十a2azw

=Vs+1(α)forVα ∈R
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で あ る(等 号 は α=1の 時)。 以 上,(5.4)(5.5)よ り

Vs、1(a***)<Vs,1(α)forVα ≒ α粢*

つ ま り,t=s+1の 時 も,(5.2)は 問 題 ㈲ の 一 意 解 で あ る 。

以 上 で,十 分 性 が 示 さ れ た 。

ノ Ω.E.D.

6定 理8の 証 明

以 下 で は,定 理8-2)を 証 明 す る。 そ うす れ ば,定 理6に よ り,「t一 最 適

平 滑 化 定 数 」 の 列{a*t*t=1は 有 界数 列 だ か ら,単 調 性 が 収 束 を保 証 す る(高

木 〔26〕)。っ ま り,定 理8-1)が 従 う。 た だ し,次 の2点 に留 意 す る。

1)等 号 の ケ ー ス は定 理7に 他 な らな い か ら,不 等 号 の ケ ー ス の み を示 せ ば

よい 。

2)定 理6に よ り,問 題㈲ の 最 適 化 は,閉 区 間[0,1]で 行 な え ば よ い 。

zza
2aaw

6-1… … σ耋。〉(1+9)2 +a2の ケ ー ス

・2z
。+σ 急

条 件

22Q
zoQw

+a2u(6.1)a2Z。〉(1十g)2
σ耋

。+v2w

の下 で,「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 の 列 の単 調 減 少 性a**i>a*2*〉 ……>a**t>

a**1>… … を構 成 的 に示 す 。 構 成 は,t=1→2→3→4の 順 に進 む 。t≧

5に 対 して は,t=4に 対 す る手 続 きを く り返 せ ば よい 。

i)t=1

… …問 題

(6.2)V・(α)
。E[。,1]→min

は,下 に 凸 な放 物 線 の最 小 点 問題 に他 な らな い か ら,必 要 条 件
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V1(a)=2[‐(1‐a)aZ O十aaW]=O

a2Z
o

よ りai*=

。zZ。+。2wが 一 意 的 蠏 と な る ・

2)t=2

… … ま ず ,問 題

(6・3)V・(・)。E[0
,1]→min

の 必 要 条 件

V2Ca)=2C‐C1‐a){(1十g)2V1(a)-4-au}-FavW]

十(1一 α)2(1十g)2V1(α)eO

を考 察 す る 。 す る と,

222a
°a°a

aZ O+aWaZO-f-aW,

よ り,

V'2(a*i*)=2[一(1-a*i*){(1十g)2V1(a*i*)十Q2}u十a*i*azw]

十(1‐ai*)s(1十g)zVi(ai*)

aZa2aWaZ

ai o+aWaZO+aWalp+aW

>・[一(1-a2z°
aZ

O+aW)Q2zo・a2Z°aZO-1-awa2w](・(…)・ ・ よ り)

=0

他 方,定 理6の 証 明 中 で示 した よ うにVZ(0)<0。 ゆ え に,

　 バ バ

(6.4)aα2;V'2(α2)=0,0〈 α2<a*1*

で あ る 。



400研 究 年 報XXX

次 に,(6.4)な る パ ラ メ ー タ ー の 一 意 性 を 示 す 。 今,v,(α)は,a**1を

頂 点 とす る 下 に 凸 な 放 物 線 で あ る か ら

V'1(α)≦Ofortae[0,a*i*],V"i(α)>Ofortae[0・1コ

ゆ え に

V"2(α)=2[(1十g)2V1(α)十a2u十v2W]-4(1一 α)(1十g)2V生(α)

十(1一 α)2(1十9)2V1(α)>Oforvα ∈[0,α士*]

よ っ て,V2(α)は,[0,a*i*]で 厳 密 な 凸 関 数 で あ る。 ゆ え に,(6.4)

な るパ ラ メ ー タ ー の 一 意 性 が 言 え た 。

最 後 に,(6.4)な る パ ラ メ ー タ ー が 問 題(6.3)の 一 意 解 で あ る こ と,

バ

す な わ ち,a!a2*=a2を 言 う 。 今 示 し た,(6.4)な るパ ラ メ ー タ ー の 一

意 性,及 び,V2(α)が[0,a*i*]で 下 に 凸 で あ る こ と,よ り

ム ム

(6.5)V2(α2)<V2(α)fortae[0,a*1*];α ≒ α2

は 直 ち に 明 ら か で あ る。 そ こ で,ム
(6.6)V2(α2)〈V2(α)fortae(a**,1]

を 言 う 。 そ の た め に

F2(α)≡(1一 α)2[(1十g)2V1(a*i*)十az]十a2a2w

な る 放 物 線 を 考 え る 。 す る と,

F'sCai*)=2C-Cl-al*){(1+g)2V1(ai*)-tau}+al*aW]

ai°ai°awai°11

aZO+aWaZO+aWaZO+aW

>・[一(1-aZZ°
aZO-FaW)Q2zo・ 譜 鴫 剃(∵(6.・)に ・ り)

=0

だ か ら,放 物 線F2(α)の 軸 はa*1*の 左 側 にあ る こ とが わか るの で
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F2(a*i*)<F2(α)forVα ξ(a*i*,1]

よ って,

(6.7)UzCal*)=Cl-ai*)CCI十g)2V1(al*)-Fau]-f-ai*aW

=F2<ai*)

<F2(α)forVα ∈(a*i*,1]

で あ る 。 し か る に,問 題(6.2)の 一 意 解 がa*i*な の だ か ら

V1(α ま*)<V1(α)forVα ≒α士*

ゆ え に

(6.8)F2(a)=C1‐a)2CC1十g)2V1(al*)十au]十a2vW

GCI-a)2CC1十g)2V1(a)十au]十aZaW

=V2(a)forF'aF(al* ,1]

で あ る 。 以 上,(6.5)(6.7)(6,8)を 合 わ せ れ ば

ム
V2(α2)<V2(a*i*)<V2(α)forvα ∈(a*i*,1]

っ ま り,(6.6)が 言 え る 。 こ う し て,(6.5)(6.6)よ り

ハ ム

V2(α2)<V2(α)forVα ∈[0,1];α キ α2

バ

っ ま り,α2が 問 題(6.3)の 一 意 解 で あ る こ とが わ か っ た 。

3)t=3

… … ま ず ,問 題

(6.9)V・(・)。E[0
,1コ →mi・

の 必 要 条 件

V'sCa)=2[‐Cl‐a){(1-f-g)2V2(a)+au}一}-aaW]

十(1‐a)2(1十g)2V2(a)=0

を考 察 す る 。 そ の た め に,順 に 次 の こ と を言 う 。

i)(6.10)V2(a*2*)〈V1(a*2*)
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… … ∵ 今 ,問 題(6.2)(6.3)の 一 意 解 が 各 々,a*i*,a**2;a*2*<a*1*

だ か ら

V1(a*i*)<V1(a*2*),V2(a*2*)<V2(a*1*)

で あ る 。 他 方

V2(≪*i*)=(1-a*i*)2[(1十9)2V1(a*i*)十a2u]十a*i*2a2w

-(1-al*)・[(1・ ・)・誤 司 ・・**221Qw

<(1-al*)2Q2z。+a*i*2Q2w(∵(6.1)よ り)

=VICai*)

で あ る 。 以 上 を 合 わ せ る と,

V2(a*2*)<V2(a*i*)<V1(a*1*)<V1(a*2*)

っ ま り,(6.10)が 言 え る 。

ii)(6.11)一(1-a*2*)[(1+g)2V2(a*2*)+Q2u]十-X2*a2w>0

… … ∵ 今,(6 .10)よ り

(1+9)2V2(a*2*)+Q2u(1+9)2V1(α 莠*)+a2u

(1.、)・V、(。2・).。 若.。2w<(1.,)・V、(。2・).。 耆.。2w

で あ る 。 他 方,

V2Ca2*)=0,V'i(a*2*)<0(∵a*2*<a*i*よ り)

よ り,問 題(6.3)の 解 の 必 要 条 件 か ら

一(1-a*2*)[(1+g)2V1(a*2*)+σ 卻 十a*2*Q2
w>0

(1十9)2V1(a*2*)十a2u

∴<a*2*

(1十9)2V1(a*2*)+a2U十 σ影

で あ る 。 以 上 を 合 わ せ る と
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(1+9)2V2(a*2*)十Q2u(1十9)2V1(a*z*)+Q2u

<a*2*<

(1十9)2V2(a*2*)十a2U+a2w(1+9)2V1(a*2*)+Q2u十Q2w

ゆ え に,(6.11)が 言 え る 。

さ て,(6.11)が 言 え た の で

V'3(a*2*)=2[一(1-a2*){(1十g)2V2(a*2*)十 σ暑}十a*2*Q2w]

十(1-a2*)2(1十g)zV'sCa2*)

ニ2[一(1-a*2*){(1+g)2V2(a*2*)+Q2} u十a*2*a2w]

>o

他 方,定 理6の 証 明 中 で 示 し た よ うにV'3(0)<0。 ゆ え に,

バ ム ム
(6.12)ヨ α3;V'3(α3)=0,0<α3〈a*2*

で あ る 。

次 に,(6.12)な る パ ラ メ ー タ ー の 一 意 性 を 示 す 。 今,V2(α)は[0,a*1*]

に お い て 下 に 厳 密 に 凸 で あ る か ら

V'2(α)≦Ofortae[0,a*2*],V"2(α)>Oforvα ∈[0,a*1*]

ゆ え に

V"3(α)=2[(1+g)2V2(α)十Q2u十 σ茘]-4(1一 α)(1+g)2V2(α)

十(1一 α)2(1+9)2V2(α)>Ofortae[0,a*2*]

よ っ て,V3(α)は,[0,a*2*]で 厳 密 な 凸 関 数 で あ る 。 ゆ え に,(6.12)

な る パ ラ メ ー タ ー の 一 意 性 が 言 え た 。

最 後 に,(6.12)な るパ ラ メ ー タ ー が 問 題(6.9)の 一 意 解 で あ る こ と,

バ

す な わ ち,a!a*3*=α3を 言 う 。 そ の た め に,

F3(α)≡(1一 α)2[(1十9)2V2(a*2*)十a2u]十a2Q2w

な る放 物 線 を 考 え る と,(6.11)よ り

F'3(a*2*)e2[一(1-a2*){(1十9)2V2(a*2*)十a2u}十a*2*a2W]>0
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だ か ら,放 物 線F3(α)の 軸 はa*2*の 左 側 に あ る こ とが わ か る。 ゆ えに,

ハ

t=2の 場 合 とま った く同 じ手 続 きで,a!a*3*=α3が 導 か れ る。

4)t=4

… …t=3の 場 合 と対 応 して ,次 の2点 を示 す こ とが本 質 的 で あ る。

i)(6.13)V3(a*s*)<V2(a*3*)

… … ∵ 今,(6 .10)が あ る か ら,

V8(a*2*)=(1-a*2*)2[(1十9)2V2(a*2*)十Q2u]+a*2*2a2w 2
〈(1-a*2*)2[(1十9)2V1(a*2*)十a2u]十a*2*Q2w

=V2(a*2*)

が 言 え る 。 ゆ え に,(6.10)を 導 い た の と ま っ た く同 じ手 続
、

き に よ っ て,(6.13)が 言 え る 。

ii)(6.14)一(1-a*3*)[(1十g)2V3(a*3*)十Q2u]十a*3*σ 芻>0

… … ∵ 今 ,t=2の 場 合 か ら,V2(α)が[0,a*1*]に お い て 厳 密 に

凸 で あ る こ と が 知 られ て い る の で,0<a*3*<a*2*<a*i*と 合

わ せ て,V'2(a*3*)<0が 言 え る 。 ゆ え に,(6.11)を 導 い た

の と ま っ た く同 じ 手 続 き に よ っ て,(6.14)が 言 え る 。

こ こ に 得 た(6.14)か ら,t=3の 場 合 と ま っ た く 同 じ 手 続 き に よ っ て,

ム ハ 　
i)ヨ α4;V4(α4)=0,0<α4<a*3*

ii)v3(α)は[o,a*2*]に お い て 厳 密 に 下 に 凸 で あ る ゆ え に,パ ラ メ

ム

ー タ ー α4の 存 在 は 一意 的 で あ る。

ム
iii)a!a*4*=α4

が 言 え る 。

以 上 で,示 され た 。

ノ Ω.E.D.
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22Q
zoQw

6-2… …a2a。<(1十g)2+Q2uの ケ ー ス

QZU+Oｵ,

条 件

22Q
zoQw

(6.15)a2Z。<(1十g)2+Qu
Q2z。+σ 茘

の 下 で,「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 の列 の単 調増 加 性a*1*<a*2*<… …<a**r<

**a
c+i〈 … … を構 成 的 に示 す 。 た だ し,(6.1)の ケ ー ス とは異 な り,(6,15)の

ケ ー ス で は,t≧2に 対 して 「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 の一 意 性 は 保証 され な

い 。 しか し,「t一 最 適 平 滑 化定 数 」 の 任 意 の1つa**rと 「t+1一 最 適 平 滑

化 定 数 」 の任 意 の1っ**at+1に 対 してa**c<a**1,と い う意 味 にお いて,単 調

増 加 性 が な りた つ 。 以 下,こ の こ とを示 す 。

証 明 の準 備 と して,次 のLemmaを 示 してお く。

<Lemma4>

(6.15)の 時,関 数 列{Vk(α)}k°1は,単 調 増 加 で あ る 。 っ ま り,

Vk≧2,Vk _1(α)≦Vk(α)fortae[0,1]

で あ る(等 号 は,a=1の 時)。

(証 明)

数 学 的 帰 納 法 で 証 明 す る 。

k=2の 時 。 こ の 時

V2(α)-V1(α)=(1一 α)2[(1十9)2V1(α)十Q2u-Q2z。]

22Q
zoQw

と書 け る。 こ こ で,問 題(6.2)の 解a**‐i‐ に よ る と,

Q2z。+a2w

(1十9)ZV1(α)+a2u-Q2z。 ≧(1+9)2V1(a*1*)十Q2_Q2ua。fortae[0,1]
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か っ,(6.15)の 下 で は

2a
Z。 σ葛

+σ §〉 ・2z。(1十g)2V1(al*)十au=(1十g)2

σ餮。+Q2w

で あ る 。 ゆ え に

V2(α)-V1(α)>OforVα`[0,1)

つ ま り,Lemma4が な りた つ 。

次 に,k=s;s≧2の 時

Vs_1(α)<Vs(α)fortae[0,1)

が な りた つ と 想 定 し て,k=s+1の 時 を 考 え る と

Vs+1(α)-V、(α)=(1一 α)2(1十g)2[Vs(α)-Vs_1(α)]>O

forF'ae[0,1)

が な りた っ 。

以 上 よ り,示 さ れ た 。11

さ て,以 下,t=1→2→3→4の 順 に,「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 の 構 成 手

続 き を示 す 。t≧5に 対 し て は,t=4に 対 す る手 続 き を く り返 せ ぱ よ い 。

1)t=1

… … こ の 時 は
,(6.1)の ケ ー ス と ま っ た く同 様 で あ り,問 題(6.2)に 対

σ餮。a2w

し,一 意 的 な 解a**‐i‐ が 得 られ る。

σ覆。+σ 葛

2)t=2

… … ま ず ,問 題

(6.16)V・(α)。 、[o
,i]→min

の 必 要 条 件

V'2(α)e2[一(1一 α){(1十g)2V1(α)十Q2}u十 ασ茘]

十(1‐a)2(1十g)2Vi(a)°0
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を考察す る。す ると,

222a
sa°a

!ai
o+aw)aZa+aW,

よ り,

(6.17)V氛 α士*)ニ2匸 一(1-a**1){(1十g)2V1(a*1*)十v2}

十al*oW7十Cl‐ai*)2(1十g)2Vi(ai*)

一 ・[a2Zo(1

a2Z。+σ 葛){(1・ ・)・a2-F-a2zow・Q21u・Q2z° 」Q2w

〈・[一(1一義 瞬 謡 〆(・ ・15)…)

=0

他 方,定 理6の 証 明 中 で 示 した よ うFZ.V2(1)>0。 ゆ え に

(6.18)冨 α;V'2(α)eO,a*i*<α<1

で あ る 。

今,(6.18)な るパ ラ メ ー タ ー の 個 数 は,さ し あ た り不 明 で あ る 。 し か

し,V2(a)は α に 関 す る3次 多 項 式 だ か ら,(6.18)な るパ ラ メ ー タ ー

は,た か だ か3個 で あ る 。 こ れ を

α21<α22<α21(2);1≦1(2)≦3,

V2Ca2,)=0,al*<asl<11=1,2,102)

と お き,こ れ か ら,(6.18)な るパ ラ メ ー タ ー 群 の 中 で の 最 小 点

(6.・9)a・ ・V・(a・)-1≦mini<1(2)V・(…)

を 定 め る 。 た だ し,(6.19)な る パ ラ メ ー タ ー の 一 意 性 は 保 証 さ れ な い 。

さ て,(6.19)な る パ ラ メ ー タ ー が 問 題(6.16)の 解 で あ り,か っ,問

題(6。16)の 解 が(6.19)な るパ ラ メ ー タ ー で 尽 く さ れ る こ と,す な わ
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ム

ち,{(6.19)の α2}={a*2*1問 題(6.16)の 解}を 言 う 。 そ の た め に は,

次 の2っ を 言 え ば よ い 。バ
i)(6.20)V2(α2)≦v2(α)fortae[a*i*,1]

… … ∵ 背 理 法 で 示 す 。 今,か りに

の ぼ ム
ヨα([a*i* ,1];V2(α)<V2(α2)

で あ る と し よ う。 す る と,(6.19)な る パ ラ メ ー タ ー の 定 め

方 か ら,V'2(α)≒0で あ る。 よ っ て,v2(α)>0ま た はV'z

(α)<0の い ず れ か が な りた つ 。 も し,V2(a)>0と す る と,

(6.17)と と もに

aα;V'2(α)=0 ,a*i*<α<α

で あ る 。 こ の パ ラ メ ー タ ー の 個 数 は さ し あ た り 不 明 だ が,

ゑ

(6.18)の 場 合 と同様 に た かだ か3個 だ か ら,最 大 値 α≡max

α を定 め る こ とが で き る。 そ して,

バ リ 　 ゑ を
V2(α)<V2(α)<V2(α2),v2(α)=0,a*1*<α<1

とな る。 これ は,(6.19)な るパ ラ メ ー タ ー の定 め方 に矛 盾

す る。 同様 に,V2(a)<0と して も矛 盾 が 生 じ る 。ゆ えに,

(6.20)で な け れ ば な らな い 。バ
ii)(6.21)V2(α2)<V2(α)fortae[0,a*i*)

… … ∵ 今 ,任 意 にae匚0,a*i*)を 固 定 し て,放 物 線

F2(α)≡(1-a)2[(1+9)2V1(α)十Q2u]+a2Qw

を 考 え る 。 す る と,問 題(6.1)の 一 意 解 がa*i*で あ る か ら

(6.22)vl(a*i*)<V1(α)

と な る こ と に 注 意 す る と

F氛 α士*)=2匸 一(1-a*i*){(1十9)2V1(α)十a2}十 α登 σ切
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<2[一(1-a*i*){(1十g)2V1(a**i)十v2}u十a*1*σ 勧

22°
ZOQw

-・[一(1-ai*){(1・ ・)・ +・21u・ ・i・Q2w

Oyo+Uw

<2[一(1-ai*)Q2z。 十a*1*a2w](∵(6.15)Yこ よ り)

=ViCai*)

=0

ゆ え に,放 物 線F2(α)の 軸 は,a**の 右 側 に あ る こ と が わ か

る 。 よ っ て,F2(α)>F2(a*1*)。 ゆ え に,(6.22)と 合 わ せ て

V2(a**1)=(1-a**i)2[(1+g)2V1(a*1*)+σ 豹 十a*i*2Q2w

<Cl-al*)ZCC1十g)ZViCa)十Qu]十a*i*2QW

=Fatai*)

GFzCa)

e(1一 α)2[(1十9)2V1(α)十a2u]十a2Q2w

=V2(α)

ム
を得 る 。 よ っ て,(6.17)(6.20)と 合 わ せ て,V2(α2)<V2

(a*i*)<V2(α),っ ま り,(6.21)が 言 え た 。

以 上,(6.17)(6.21)よ り,問 題(6.16)の 解 は 開 区 間(≪i*,1)に

の み 存 在 す る 。 よ っ て,(6.19)な る パ ラ メ ー タ ー の 定 め 方 … … つ ま り,

問 題(6.16)の 解 の 必 要 条 件 を 満 足 す る も の の 中 で の 最 小 点 … … よ り,

バ バ

{a*2*}⊂{α2}で あ る。 し か る に,(6.20)は{α2}⊂{a2*}を 意 味 す る か

バ

ら,結 局,{α2}e{a*2*}が 得 られ た 。 た だ し,(6.19)な る パ ラ メ ー タ ー

バ

α2の 一意 性,し た が って,問 題(6.16)の 解a*2*の 一 意 性 は保 証 され な

バ

い 。 しか し,(6.19)な る パ ラ メ ー タ ー α2は た かだ か2個 だ か ら … …

(6.18)な るパ ラ メ ー タ ーが 最 大 数 の3個 あ る とす れ ば,2つ が 極 小 点
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で,1つ が極 大 点 で あ る… …,そ の 最 大 値

バ
(6.23)a2max=maxa2

を 定 め る こ と が で き る 。

3)t=3

… … ま ず,問 題

(6.24)Vasa)ae[0
,1]‐'min

の 必 要 条 件

V3(a)=2C‐(1‐a){(1十g)2V2(a)十au}十aaW]

十(1一 α)2(1十g)2V2(α)=0

を,(6.23)で 定 め た**a2m。xと の 関 係 で 考 察 す る 。 す る ζ,

V氛 α鑑 。x)eO,V'1(**a2max)>0(∵a*1*<**a2m。xに よ り)

よ り

一(1-**a2
max)[(1十g)2V1(**a2max)十 σ豹 十**2a2maxQw<0

(1十9)2V1(**a2max)十a2u

(6.25)**a2max<

(1十9)2V1(**a2max)十a2u十 σる

か っ,Lemma4を α=**a2m。.の 場 合 に 適 用 す る とV1(**a2m。x)<V2(**a2max),

よ り

(1十9)2V1(**a2max)+a2u(1+9)2v2(**a2max)十Q2u

(6.26)<

(1十9)2V1(**a2max)十a2u十Q2w(1十9)2V2(**a2max)十Q2u十 σる

で あ る 。(6.25)(6.26)を 合 わ せ る と

(1十9)2V1(**a2max)十a2u

(6.27)**a2max<

(1十9)2V1(**a2max)+a2u+σ る

..(1十9)2V2(**a2max)十a2u

<一(

1十9)2V2(**a2max)十62u十Q2w
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∴ 一(1-**a2max){(1十g)2V2(**a2max)十a2}十**2a2maxQw<0

が 言 え る 。 よ っ て,

(6.28)Vg(**a2max)=2[一(1-**a2max){(1十g)2V2(**a2max)

十Q2}U+**2a2maxaw]+(1-**a2max)2(1十g)2V2(**a2max)

=2[一(**1‐-X2max){(1十g)2V2(**a2max)十Q2 u}十**2a2maxQw]

〈o

で あ る。 他 方,定 理6の 証 明 中 で 示 し た よ う に,V'3(1)>0。 ゆ え に

(6.29)ヨ α;Vg(α)=0,**almax<α 〈1

で あ る 。

今,(6.29)な る パ ラ メ ー タ ー の 個 数 は,さ し あ た り不 明 で あ る 。 し か

し,V3(α)は α に 関 す る5次 多 項 式 だ か ら,(6.29)な る パ ラ メ ー タ ー

は,た か だ か5個 で あ る 。 こ れ を

α31<α32<…<α31(3);1≦1(3)≦5,v3(a3i)=0,

**a
2max<α3i〈1i=1,2,・ 一,1(3)

と お き,こ れ か ら,(6.29)な る パ ラ メ ー タmの 中 で の 最 小 点

(6.3・)a・ ・V・(a・)-1≦mmiGl(3)V・(…)

を定 め る 。 た だ し,(6.30)な る パ ラ メ ー タ ー の 一 意 性 は 保 証 きれ な い 。

さ て,t=2の 場 合 と 同 様,(6.30)な る パ ラ メ ー タ ー が 問 題(6.24)

の 解 で あ り,か つ,問 題(6,24)の 解 が(6.30)な る パ ラ メ ー タ ー で 尽

バ

く さ れ る こ と,す な わ ち,{(6.30)の α3}={a*3*1問 題(6.24)の 解}を

言 う 。 そ の た め に は,次 の2つ を言 え ば よ い 。ム
i)(6.31)V3(α3)≦V3(α)fortae[**almax,1]

… … ∵t=2の 場 合 に(6 .20)を 得 た の と ま っ た く同 様 に し て 言 え

る 。
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バ
ii)(6.32)V3(α3)<V3(α)fortae[0,**a2max)

… … ∵ 今 ,任 意 にae[0,**a2m。X)を 固 定 し て,放 物 線

F3(α)≡(1一 α)2匸(1十9)2V2(α)十 σ釦 十a2aw

を 考 え る 。 す る と,問 題(6.16)の1つ の 解 が**a2maxで あ る

か ら

(6.33)V2(**a2max)≦V2(α)

と な る こ と に 注 意 す れ ば,(6.27)か ら

(1十9)2V2(**a2max)十a2u
**a
2m。x〈(

1十9)2v2(**a2max)+a2+a2w

(1十9)2V2(α)十Q2u

G

(1十9)2V2(α)+a2十a2w

で あ る 。 こ れ は,**a2maxが 放 物 線F3(α)の 軸 の 左 側 に あ る と

い う こ とだ か ら,F3(α)>F3(**a2max)。 ゆ え に,(6.33)と 合

わ せ て

V3(**a2max)e(1-**a2max)2[(1十9)2V2(**a2max)十Q2u]

**22+Cr
2maxQw

≦(1-**a2max)2[(1十9)2V2(α)十a2u]十**2almaxQ2w

=F8(**a2max)

GFa<≪)

=C1-a)2CC1+g)2V2(a)-1-au]-1-a2aW

=V3<a)

ム
を 得 る 。 よ っ て,(6.28)(6,30)と 合 わ せ て,V3(α3)<V3

(**a2m。x)<V3(α),つ ま り,(6.32)が 言 え た 。

以 上,(6.28)(6.31)(6.32)よ り,t=2の 場 合 と ま っ た く 同 様 に し
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パ
て,{a*3*}={a3}⊂(**a2max,1)が 言 え る 。 し た が っ て,聞 題(6.16)

の 任 意 の 解a*2*と 問 題(6.24)の 任 意 の 解a*3*の 間 に は,a*2*≦**a2m。 、

ム

<a*3*な る関 係 が な りた つ 。 た だ し,(6.30)な るパ ラ メ ー タ ー α3の 一

意 性,し たが って,問 題(6,24)の 解a*3*の 一 意 性 は保 証 され な い 。 し

バ
か し,(6.30)な るパ ラメ ー タ ー α3は た か だ か3個 だ か ら… …(6.29)

な るパ ラメ ー タ ーが 最 大 数 の5個 あ る とす れ ば,3つ が 極小 点 で,2つ

が 極 大 点 で あ る… …,そ の 最大 値

ム
(6.34)asax=maxa3

を 定 め る こ と が で き る 。

4)t=4

… …t=3の 場 合 と 対 応 して ,(6.34)で 定 め た**aim。xに 対 して

(1+9)2V2(**a3max)十a2u

(6.35)**a3max<

(1十9)2V2(**a3max)十a2u十Q2w

を 言 う こ とが 本 質 的 で あ る 。 そ の た め に,次 の2つ のLemmaを 順 に 示

す 。

〈Lemma5>

ム ババ
a*1*<α2<1,V'2(α2)=0⇒V's(α2)<0

(証 明)

証 明 の 手順 は(6.28)を 示 した時 と同 じで あ る。今,与 え られ た

ム

α2に よ って,放 物 線 バ
H(α)≡(1-a)2[(1+g)2V1(α2)十a2u]十a2aW

を 考 え よ う。 す る と,想 定 か ら

ム ム バ

V'2(α2)eO,V'1(α2)>0(∵a*i*<α2よ り)
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だか ら
ム ムム

ー(1一 α2)[(1十g)2V1(α2)十a2
u]+a2aW<0

よ って

ム バヘ バ

H'(α2)=2[一(1一 α2){(1十g)2V1(α2)+a2}u十 α2σ勧 く0

ハ

で あ る。 これ は,放 物 線H(α)の 軸 が α2の 右側 に あ る とい う こ と

だ か ら,

(1+9)2V1(-X2)+a2バ
α2<、

(1+9)2V1(α2)+Q2u+σ 葛

ム バ

で あ る。 他 方,Lemma4を α=α2の 場 合 に 適用 す る とV1(α2)

ハ

〈V2(α2),よ り

ム バ
(1十9)2V1(α2)十Q2u(1十9)2V2(α2)十a2u

、<、

(1十9)2V1(α2)十a2u+a2w(1十9)2V2(α2)十a2+a2w

で あ る 。 以 上 を 合 わ せ る と

ム バ
(1+9)2V1(α2)+a2u(1+9)2V2(α2)+a2u

a2<^<、

(1十9)2V1(α2)十a2u十a2w(1十9)2V2(α2)十a2u十a2w

バ ババ
.'.一(1一 α2)[(1+g)2V2(α2)+a2u]十agaW<0

が 言 え る。 ゆ え に,

ハ バハ
V'3(α2)=2[一(1一 α2){(1十g)2V2(α2)+Q2u}

ム バ へ

十 α2a2w]十(1一 α2)2(1十9)2V2(α2)

ム ムバ

=2[一(1一 α2){(1十g)2V2(α2)十Q2J十 α2σ銅

くo

が 言 え る 。II
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<Lemma6>

ム バ へ
**a
2max<α3〈1,V'3(α3)=0⇒V'2(α3)>0

(証 明)

へ
背 理 法 で 示 す 。 今,Lemma6が な りた たず に,V'2(α3)≦0で

あ る と しよ う。 この 時,実 は

バ
(6.36)V'2(α3)<0

バ

で あ る 。 な ぜ な ら,VzCaa)=0と す る と,上 のLemma5よ り

ヘ バ

v3(α3)<0で な けれ ば な らない が,こ れ は,V'3(α3)=0と い う

想 定 に 反 す るか ら。

さて,(6.36)の 下 で は,定 理6の 証 明 中 で 示 した よ うにV'2(1)

>0で あ る こ と を考 え る と,

ゆ バ に の

(6.37)ヨ α;α3<α<1,v2(α)eO

で あ る 。(6.37)な る パ ラ メ ー タ ー の 個 数 は,き し あ た り不 明 だ

が,た か だ か3個 で あ る か ら,最 小 値

(6.38)a‐mina

を 定 義 で き る 。 そ し て,(6,38)の 定 め 方 か ら

バ ゑ タ ム

(6.39)α3〈 α,V2(α)<V2(α3)

で あ る 。

バ

ー 方 ,(6.36)の 下 で は,想 定V'3(α3)=0と 合 わ せ て

ム ム パ
ー(1一 α3)[(1十g)2V2(α3)十 σ卻 十 α3σ葛>0

バ
C1十g)2VaCas)十Qu

(6.40)α3>A

(1十9)2V2(α3)十Q2u十a2w

が 言 え る 。

以 上,(6.39)(6,40)よ り,(6.38)で 定 め た α に 対 し,
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バ ゑ
宍 、(1十9)2V2(α3)十Q2u(1十9)2V2(α)十Q2u

A/Rα〉 α3>

(1+9)2V2(α)十a2u十a2w(1十9)2V2(α3)十a2u十a2w

がミ ゑ バ

∴ 一(1一 α)匸(1十g)2V2(α)十a2U]十 ασ葛>0

が 言 え る 。 こ れ は,(6.37)と と もに

ゑ ゐ ジミ ベ

V'3(α)=2[一(1一 α){(1十g)2V2(α)十Q2}u十aaW]

ほ を
十(1‐a)2(1十g)2Vs(a)

ニミ づミ バ
=2[‐(1‐a){(1十g)2V2(a)十au}十aaw]

>o

を 与 え る 。 し か る に,(6.37)よ り

ゑ ム の
V2(a)=0,ai*GazmaXGasGa

バ

だ か ら,Lemma5が 適 用 で きてV'3(α)<0で な けれ ば な らな

い 。 これ らは 互 い に矛 盾 す る。 よ っ て,示 さ れ た。u

ハ

上 のLemma6で,特 に α3ニ α翻axに 選 べ ば,v2(aim。X)>0で あ

る 。 よ っ て,Vg(**a3max)=0と 考 え 合 わ せ れ ば

一(**1‐a3
max)[(1十g)2V2(**a3max)十Q2u]#*2十a3maxQw<0

ゆ え に,(6.35)が 導 か れ る 。

こ こ に 得 た(6.35)か ら,t=3の 場 合 と ま っ た く 同 じ 手 続 き に よ っ

て,問 題

V4<a)aeCO
,1]‐'min

の 任 意 の 解a**4が**aim。.<a4*<1の 範 囲 に 存 在 す る こ と が 言 え る 。

t≧5に 対 して は,上 のLemma5とLemma6が く り返 し 成 立 し て,t=4

の 場 合 と ま っ た く 同 じ 手 続 き で,「t一 最 適 平 滑 化 定 数 」 を 構 成 す る こ と が で

バ ム

き る(た だ し,Lemma5の 条 件a*i*<α2<1は,at*3max<αt_2<1に 置 き 換
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え られ る)。 こ こに,上 のLemma5の 証 明 で は,V1(α)が 下 に 凸 な放 物 線 で

へ

あ る こ とに も とつ い てV'1(α2)>0が 保証 され る こ とが 本 質 的で あ ったが,t

ム
=5の 時 に は,Lemma6に よ ってv2(α3)>0が 保 証 され て い るの で,V2(α)

の形 状 に っ い て の特 殊 な知 識 を必 要 とせず に

ム ム　
**a
2max<α3<1,V'3(α3)=0⇒V4(α3)<0

が 導 か れ る 。 こ の こ と の ゆ え に,t≧5に 対 し,Lemma5とLemma6が 交

互 に成 立 す る の で あ る 。

以 上 で,示 され た 。

ノ Ω.E.D.

7定 理9の 証 明

次 の3点 を,順 に証 明す る。

1)最 小 点 αの一 意 存 在

2)a=6*

E(d*k*-dk)2_

3)1im=limSk(α)=1
k→ °°E(d*

k-d・)2。=ak→ °°

7-1… … α の 一 意 存 在

9≧0の ケ ー ス につ い て,図2を 求 め る。 まず,㈱ でV*(1)=62wは 直 ちに

わ か る。 そ こで,次 に,V*(α)の 傾 き を求 め る と,定 理4-2)に お け る 「平

滑 化 パ ラ メー ター 」 の 収 束 値 θ*を 決 定 す る 圃 な る放 物 線

σ2σ2

f(・)一(1・ ・)2B2・{-u
a2w+1-(1+・)2}・'UQ2W

を 用 い て

2aWf(a)

V*(a)=C1 ‐(1‐a)2(1+g)2]2
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と書 け る。 こ こに,方 程 式f(α)=0の2根 θ*,毋 は,ApPendix2で 示 した よ

うに,0<θ*<1,B'<0で,さ らに,正 根 θ*は

f(g1+、)-g21+g-11+g
o2wQ2u<・

・ りg1+、<・ ・<・ に あ ・ … て ・

縄 煎
で あ る 。 ゆ え に,θ*が 我 々 の 求 め る α に 他 な ら な い 。 こ う し て 図2が 得 ら れ

た 。 よ っ て,α の 一 意 存 在 が 言 え た 。

9<0の 場 合 に も,ま っ た く 同 様 に し て α の 一 意 存 在 が 言 え る 。

ノ Ω.E.D.

7-2・ ・・…a=B*

上 で,α の 一 意 存 在 を 言 う時 に,同 時 に 示 さ れ た 。

ノQ.E.D.

7-3・ ・・…limSk(a)=1
k→ 。。

上 で 辺=θ*が 確 か め ら れ た か ら,数 列 ⑱Dに 対 し

(1十9)2V*(θ*)十a2十 σ葛

limSk(a)_
k→・・(1+9)・ ψ羣+・ 晝+・2

w

で あ る ・ よ ・ て ・V・(θ ・)一 幽 言 え ば ・1聖S・(・)=1が 言 え た こ と に な る ・

と こ ろ が,上 の 放 物 線 岡 に 対 しf(θ*)=0で あ る こ と,及 び,㈱ よ り

(1一 θ.)・・耆+BZ・2w一 θ*a2w+θ 。(1+9)・a2w+(θ 。-2)(1+9)222vWO*

V*(θ*)一 ρ菜=

1-(1一 θ*)2(1十g)2
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(1一 θ・)2Q2u+B2・2-Bw*σ 診 θ。(1+9)2a2w+(θ 。-2)[一{・ 書+[1-(1+9)2]・2w}θ 。+・2u]

1-(1一 θ*)2(1十g)2

eO

よ って,Tさ れ た 。

ノ Ω.E.D.

8定 理10の 証 明

以 下 で は,9>0の ケ ース につ い て証 明 す る。9≦0の 場 合 に も,ま った く

同様 に して証 明 で き る。

さて,定 理6よ り0<a**c<1;t=1,2,… …だ か ら,0≦a**≡lim
t→QO

a**t≦1と な る。 そ こで

(8.1)a**m*;0≦a***≦1

と想 定 して矛 盾 を導 け ば よ い 。 これ を,以 下 の 場 合 に分 けて,順 に検 討 す る。

・)g1+
、<・ 業*<・ ・の時

2)θ*〈a***≦1の 時

・)・ 粢*一 、拿,で ・ か つ

i)a**<… …<a*2*<a*i*の 時

ii)ai*<a*2*<… …<a**の 時

・)・ ≦ ・粢*〈1旱 、の 時

こ こ に,定 理8よ り数 列{罐*}t=1は 単 調 列 だ か ら,

i)a**〈 ・・… 。<a*2*<a*i*

ii)a*i*〈a*2*<… …<a**
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iii)a**=a,*k*t=1,2,・ ・・…

の い ず れ か が 起 こ る が,iii)の ケ ー ス で は,定 理4-5)及 び 定 理8-2)よ

り,a***=a**t=θt_1=θ*;t=1,2,… … だ か ら,(8.1)の ケ ー ス に 該 当

し な い 。 し た が っ て,上 掲3)の ケ ー ス は,i)とii)に つ い て 検 討 す れ ば 十

分 で あ る 。

8-・ … …g1+
、<・ 蒹*<・ ・ の 時

ま ず,準 備 と して,次 のLemmaを 示 す 。

<Lemma7>

臆 の ・・b・R・g1+、<・<b≦ ・な ・数 に よ ・て 駆 間 匚・・b]

を つ く る時,関 数 列 ㈲ を この 閉 区 間 の 上 に 制 限 して 得 られ る 関 数 列

{Vt(α)}客1;ae[a,b]の 収 束limVc(α)=V*(α)は,一 様 収 束 で あ る。
t→oo

(証 明)

今,閉 区 間 匸a,b]の 上 で

zc(a)=Vc(a)-V*(a)ac[a,b]

な る 関 数 を 定 義 し よ う 。 す る と,任 意 にaE匚a,b]を 固 定 し た 時,

数 列{Vt(α)}客1は 差 分 方 程 式 ⑫のに 従 うか ら,対 応 す る数 列{Zt(α)}客1

は

zc(a)=C1-a)2(1十g)2zt-iCa)t=2,3,......

な る差 分 方 程 式 に 従 う 。 よ っ て,

(8.2)IZt(α)1=(1一 α)2(1十g)21zレ1(α)lt=2,3,… …

で あ る 。

さ て,α の 関 数 と し て

lz1(α)1=lV1(α)-V*(α)1
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は コ ンパ ク ト集 合[a,b]上 で 連 続 だ か ら(二 階堂 〔27〕),C≡

。maxe[a,b]1・ ・(・)1が 存 在 す る・ こ こ に ・ 蹴 り

V1(α)-V*(α)=
C1-a)2[{1-(1-a)2(1+g)2}Qio

1-(1-a)2(1十g)2

-(1十9)ga2Q2
w-a2u]

よ っ て,V1(α)-V*(α)=0と な るae[a,b]は た か だ か3個 で あ る

か ら,C>0が 保 証 さ れ る 。 そ こ で,こ れ か ら

(8.3){ζt}c=i;ζt≡{(1一 α)2(1+g)2}t-1C>0な る 正 数 列 を 定

め る こ と が で き る 。 そ し て,aの 定 め 方 か ら0<(1m)(1+9)〈

1だ か ら,limζt=0。 ゆ え に,任 意 の 正 数 ε>0に 対 し,ε の み に
　　　

依 存 す る 番 号

(8.4)T1=T1(ε);t≧T1⇒0<ζt<ε

が と れ る 。

さ て,以 上 の2つ の 数 列(8.2)(8.3)を 比 較 す る 。 す る と,

(1-a)2(1十g)2<(1‐a)2(1十g)2,IziCa)1<CforF'ae[a,b]

だ か ら,

Izt(α)1={(1一 α)2(1十9)2}t-11Z1(α)1

≦{(1-a)2(1+9)2}t-1C

=ζtforVα ∈[a,b]te2 ,3,… …

で あ る 。 ゆ え に,(8.4)よ り

(8.5)t≧T1⇒ 亅Vt(α)-V*(α)トlzt(α)1≦ ζt<εforvα ∈[a,b]

で あ る 。 こ こ で,(8.4)の 番 号 は εの み に 依 存 し α に は 依 存 し な い

か ら,(8.5)は,1imvt(α)=V*(α)が[a,b]上 で 一 様 収 束 で
t→oo

あ る こ と を示 す 。n
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さて,以 上 の準 備 の下 で

(8.・)g1+,<・ 叢*<・ ・
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の時に矛盾を導 く。

**g

まず(8.・)・ り・一 ・の 閉 区 間[・ ・b]を ・ ・-1斈
、+≪*1+2・,

b=θ*に と る こ とが で き る 。 こ の 閉 区 間[a,b]上 で(2の 関 数 列{vt(α)}t=1

を 考 え る と,Lemma7に よ り,limVt(α)=V*(α)は[a,b]上 で 一 様 収 束
t→oo

で あ る。 よ って,任 意 の 正 数 ε>0に 対 し,ε の み に依 存 し αに 依 存 しな い 番 号

(8,7)T1=T1(ε);t≧T1⇒IVt(α)-V*(α)1〈 εforvα ξ[a,b]

が とれ る。

こ こで,(8.7)で 考 え られ て い る 正 数 εを,特 に 次 の よ うに と る。 今,

(8.6)よ り,正 数

(・ ・)・-min[a**‐*1+

2g・,**B*‐a*lzJ>・

を 定 め る こ と が で き る 。 こ れ か ら,V*(α ‡*+δ)=1imVt(a**+δ)を 考 え る 。
t→OQ

す る と,(8.8)な る 正 数 δ の 定 め 方 か ら

(8.9)a**十 δ 〈 θ*=α

だ か ら,図2よ りV*(a**+δ)>V*(θ*)で あ る 。 そ こ で,こ れ か ら,正 数

V*(a**十 δ)-V*(θ*)

ε=2>0を 定 め る 。 こ の 時,(&7)は

V*(a**十 δ)-V*(θ*)

(8.10)ヨT1;t≧T1⇒IVt(α)-V*(α)K2

fortae[a,b]

と書 け る 。

さ て,最 初 の[a,b]の 定 め 方 よ り θ*E[a,b]だ か ら,(8.10)で,特 に
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α=θ*に と る と,

V*(a**+δ)-V*(θ*)

(8.11)V・(θ ・)<V・(θ ・)+2f・ ・vt≧T・

で あ る 。

他 方,閉 区 間[a**一 δ,a**+δ]を 考 え る と,(8.8)な る 正 数 δ の 定 め 方

よ り[α 黍*一 δ,a**+δ コ ⊂[a,b]。 よ っ て,こ の 閉 区 間 の 任 意 の 点 に 対 し

(8.10)が な りた っ て

V*(a***十 δ)-V*(θ*)

ae[・ 崇*一 δ・a**+δ]⇒v・(・)-2

<Vt(α)forVt≧T1

と こ ろ が,さ ら に,(8.9)及 び 図2よ り

V*(α)≧V*(a**十 δ)forTae[a**一 δ,a**十 δ]

ゆ え に

V*(a**十 δ)-V*(θ*)

(8.12)・ ・[・粢*-8・ ・肇*+δ]⇒V・(・ 黍*+δ)-2

V*(a,*K*+8)-V・(θ ・)

<V*(a)‐2

<Vt(α)forVt≧T1

で あ る 。

以 上,(8.11)(8.12)を 合 わ せ る と

V*(a**十 δ)-V*(θ*)

(8.13)ae[a***-8,a**十 δ]⇒Vt(θ*)<V*(θ*)十2

V*(a**十 δ)-V*(θ*)

=v・(a***+δ)-2

<Vt(α)forVt≧T1

を 得 る 。 と こ ろ が,今lima**c=a**だ か ら,(8.8)で 定 め た 正 数 δ に 対 し,
t→oo
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番 号

(8.14)T2;t≧T2⇒1α 轡 一a***1<δ

が と れ る 。 そ こ で,(8.10)の 番 号T1と(8.14)の 番 号T2か らT≡max(T1,

T2)な る 番 号 を 定 め る と,(8.13)(8.14)よ り

t≧T⇒a**et匸a**一 δ,a**十 δ]⇒Vt(θ*)〈Vt(a**r)

と な る 。 こ れ は,t≧Tな る 番 号tに つ い て,問 題

V・(・)
。E[0,1]mi・

の 解 がa**cで あ る こ と に 矛 盾 す る 。 よ っ て,(8.6)は 否 定 さ れ ね ば な ら な い 。

ノ Ω.E.D.

8-2… … θ*<a**≦1の 時

・ の 時 …mm・7の 閉 区 間[・ ・b]を ・ 一 …b-・ に と れ ばg'1+g<・ 粢*

<θ*の 時 と ま っ た く 同 様 に 矛 盾 が 導 け る 。

ノ Ω.E.D.

8-3… …・叢・-b1+
,か つ ・粢・<… …<・z・ 〈 ・i・の ・寺

今,任 意 にV>V*(θ*)な る数Vを 固定 す る。想 定

(8.15)a**=1+g

の 下 で は,数 列{Vt(≪**)}客1は 収束 条件 ㈱ を満 た さな い か ら,1imVt(媒*)=
t→ ◎o

◎◎。 ゆ えに,番 号

(8.16)T;t≧T⇒Vt(a**)>V

が とれ る。

(8.16)の 番 号Tに 対 し,VT(α);0≦ α≦1な る関数 を考 え る。す る と,

次 の2つ の 数 を定 め る こ とが で き る。

・)V・(・)は 連 続 だ か ら,正 数V-V:2・(θ ・)〉 ・に対 ・,正 数
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(・ ・7)・ 〉 ・ ・1・一・粢・K・ ⇒IV・(・)-V・(・ 黍・)1<V-V;2*(θ*)

が とれ る。

・)左 糊 区 間(gl+g'・]に お い て ・ 関数

G(・)-V・(・)-V・(・)・E(g1+、 ・ ・]

を考 え ・・ そ して ・ ・れ ・・ら・黔B≡{・g1+、 〈 ・≦ ・・G(・)≦ ・}を

定 義 す る。

ここで ・V・(・)は 醗 だ ・・ら,・ ン ・・ ク ・集 合[g1+、 ・ ・]上 でV-

maxVT(α)が 存 在 す る。 この 数Vに 対 し,図2でlim

・E匸1旱 、・ ・]・-1旱 、
.。

V*(α)=◎oよ り,

g

1+,<・ ・<・ ・g1+、<・ 〈 ・・ ⇒V・(・)〉 ▽

な る数 αoが とれ る。 そ して,Vの 定 め方 か ら

g

1+、<・ 〈 ・・⇒G(・)≡V・(・)-V・(・)≧V・(・)一 ▽〉 ・

で あ る。 そ こで,こ の数 αoか ら,集 合Bo≡{α1αo≦ α≦1,G(α)≦0}

を定 義 す る と,B=Boで あ る。

集 合Boに 対 して は,G(α)が 閉 区 間[αo,1]上 で 連 続 で あ り,か っ,非

正 の 実 数 か らな る集 合R+={G(α)≦0}が 閉集 合 で あ る こ とよ り,コ ンパ

ク ト性 が 言 え る(菅 原 〔24〕)。よ って,Bも コ ンパ ク ト集 合 で あ る。 ゆ え

に

(…8一 騨 α:器1;

な る数 を定 め る こ とが で き る。 こ こ に,定 め方 か ら,αmi。>a**で あ る。
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以 上(8.17)(8.18)の2つ の 数 か ら,正 数 δ≡min(δ,αmi・ ‐a**)>0を 定

義 す る 。 す る と,(8.16)～(8.18)よ り

(8.・9)1・ 一 ・粢・1<5⇒V。(・)>V。(・ 耄・)・V-V*(B2・)>V-V-V*2(θ*)

(8.20)V*(α)>VT(α)forVα ∈(a**,a**+δ)

で あ る 。 こ こ で,数 列(8.2)を 得 た 時

Vc(a)‐V*(a)={C1-a)2(1-1-g)2}t-1{v1Ca)‐V*Ca)}

だ っ た か ら,lim{Vt(α)-V*(α)}=0の 収 束 は 単 調 で あ る 。 よ っ て,limVt(α)
toot‐!oo

=V*(α)の 収 束 も単 調 で あ る。 ゆ え に,

V*(α)>VT(α)〈=⇒V*(α)〉 … …>VT+1(α)>VT(α)

で あ る 。 よ っ て,(8.20)は

α∈(a**,a**+δ)⇒Vt(α)≧VT(α)forVt≧T

を 保 証 す る か ら,(8.19)よ り

(8.・・)・ ・(・柔・,・ 萋・+S)⇒V,(・)≧V・(・)>vv-一 一V*(B2・)…v・ ≧T

が 言 え る 。

一 方 で
,次 の2つ の 番 号 を定 め る こ と が で き る 。

1)今,}鵯V・(・ ・)=v・(・ ・)・ り・ 正V-V*2(θ*)〉 ・に対 し ・嗣

(&22)T'・t≧T'⇒IV,(・ 。)-V。(・ 。)KV-V:2*(θ ・)

が と れ る 。

2)想 定

(8.23)a**<… …<a*2*<a*1*

の 下 で は,番 号

(8.24)T";t≧T"⇒a***<a*t*<a**十 δ

が と れ る 。

以 上,(8.21)のT,(8.22)のT',(8.24)のT"な る番 号 に よ っ て,番
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号To≡max(T,T',T")を 定 め る と,

t≧To⇒a**<a*t*〈a***十 δ

⇒V・(a**c)>V-V-va*(θ*)-V。(・.)・V-V2*(θ*)>V・(・ 。)

と な る 。 こ れ は,t≧Toな る 番 号tに つ い て,問 題

Vr(a)aE[0
,]1min

の 解 がa**rで あ る こ と に 矛 盾 す る 。 よ っ て,(8.15)か つ(8.23)で あ っ て は

い け な い 。

ノQ.E.D.

., … … ・黍*-g
1+,か つ ・裘*〉 … … 〉 ・z*〉 ・物 時,あ ・ い は ・ ・ ≦ ・叢*<

g

1+、 の 時

ま ず,準 備 と し て,次 のLemmaを 示 す 。

<Lemma8>

閉 区 間[・ ・g1+、]上 で ・ 関 飆{V・(・)t=・ は 一 様 に 発 散 す ・ ・

(証 明)

今,・ ン パ ク ・A[・ ・g1+、]上 で ・ ・つ の 正 数

2_2°
zoQw

A≡minV1(α)≧>O

aF[Og]aZO+vW'1+
g

a2ua2w

B≡min[(1一 α)2Q2u十a2Q2w]≧>0

・E[q1拿 、コv2u+a2w

を 定 め る こ とが で き る 。 こ れ か ら,数 列

(8.25)ξ1=A,ξt=ξt_1+Bte2,3,… …
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を定 め る と

1imξtelim[A+(t-1)B]=Oo
t→oot→oo

ゆ え に,任 意 のVeIRに 対 し,番 号

(8.26)T1;t≧T1⇒ ξt>V

が とれ る。

さて ・臆 に ・E[・g'1+、]を 固定 した時 の数 列{V・(・)t=1と(8.25)

な る数 列 を 比 較 す る と,(1一 α)2(1+g)2≧1よ り,

Vt(α)={(1一 α)2(1十g)2}t-1V1(α)十[{(1一 α)2(1十g)2}t-2

+… …+(1-a)2(1+9)2+1]{(1一 α)2・ 鬢+α2・zW}

≧A十(t-1)B

=S"t

ゆ えに,(8.26)の 番 号T1が 適 用 で きて

(8.27)・ ≧T、 ⇒V・(・)≧ ξ・>V…v・E[o,、 旱。]

で あ る。 こ こ に,番 号T1はVに の み 依 存 し α に依 存 し な い か ら,

(&・7)は,麟 列{V・(・ 膵 、が 閉 区 間[・g'1+,]で 一 様 ・・発 散 す ・

とい う こ とで あ る。II

さて,今,任 意 にV>V*(θ*)な る数Vを 定 め る。 す る と,次 の こ とが 言

え る。

1)Lemma8を 適 用 す る と,番 号

(&28)T・ ・t≧T・ ⇒V・(・)>v…v・E[・ ・1羣,]

が とれ る。

2)今,limVt(θ*)=V*(θ*)だ か ら,正 数V-V*(θ*)>0に 対 し,番 号
t→oo

(8.29)T2;t≧T2⇒IVt(θ*)_V*(θ*)[<V_V*(θ*)
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が と れ る 。

他 方,数 列{a*c*}=iに 対 し て は,次 の こ と が 言 え る 。

1)想 定

(8.・・)・ 黍*-g1+、 ・ ・奈・〉 … ・一〉 ・2*〉 ・i*

の 下 で は ・ 常 に ・<・ ず・<b1+,・t-・ … … … で あ ・ ・

2)想 定

(8.31)・ ≦ ・柔・ 〈gl+g

の下では・}璽 ・一鵡 り証 数1旱。一・粢*〉・ に対・潘 号

T・ ・t≧T・ ⇒1・r・ 一 ・裘・1〈61+、 一 ・肇*

429

が と れ る 。 よ っ て,定 理6よ り0<a**t<1;t=1,2,… … で あ る こ

と と 合 わ せ て

・≧T・ ⇒ ・<・s・<g1+g

と な る 。

し た が っ て,(8,30)(8.31)の い ず れ の 場 合 に せ よ 、 番 号

(・32)T・ ・t≧T・ ⇒ ・<・t・<1旱g

が とれ る 。

以 上,(8,28)のT1,(8.29)のT2,(8.32)のT3な る 番 号 よ り,番 号

T≡max(T1,T2,T3)を 定 め る と

・≧T⇒ ・<・c・<g1+,⇒V・(・ ・)〈 ▽<V・(・t*)

と な る 。 こ れ は,t≧Tな る 番 号tに つ い て,問 題

V・(・)而 →min



430研 究 年 報XXX

の 解 がa**cで あ る こ と に矛 盾 す る。 よ っ て,(8.30)(8.31)の い ず れ で あ っ

て もい け な い。

ノ Ω.E.D.

9定 理11の 証 明

以 下,9>0の 場 合 に つ い て,定 理11を 示 す 。9≦0の 場 合 も ま っ た く 同 様

で あ る 。 数 列{ρ 毳}k=0の 時 間 経 路 は 定 理4で 得 られ た か ら,0≦ α ≦1な る α

の 値 に 応 じ た 数 列{Vk(α)}k°1の 時 間 経 路 を 示 せ ぱ よ い 。

9-・ … … ・ ≦ ・ ≦g1+、 の 時

想 定 され て い る α に 対 し て は(1一 α)2(1+g)2≧1だ か ら,⑳ よ り

Vk(α)・=(1一 α)2(1+g)2Vk-1(α)十(1一 α)2Q2u十a2a2w>Vk_1(α)

k-2,3,......

つ ま り,数 列{Vg(α)}k=1は 単 調増 加 で,図2よ り 垂豊Vk(α)ニ ○。で あ る。

ノ Ω,E.D.

9-2… …g1+,〈 ・≦ ・の 時

想 定 され て い る αに対 して は,数 列{Vk(α)}k=1の 収 東 条 件 圃 が 満 た され,

limVk(α)=v*(α)が 存 在 して,鋤 よ り
k→o。

Vk(a)‐V*(a)=[(1-a)2(1十g)z]k-i{V1(a)‐V*(a)}k=1,2>・ ・・…

と書 け る 。 よ っ て,lim[Vk(α)-V*(α)]ニ0の 収 束,し た が っ て,limVk(α)
k→o。k→。o

=V*(α)の 収 束 は 単 調 で あ る 。 ゆ え に,㈱ よ り

(9.1)V1(α)≡ ≡V2(α)≡ ≡・… ・・≡≡V*(α)く=⇒V1(α)≡ ≡V*(α)

(1‐a)Zau+a2aW

O(1-・)2・2z。+・2・ 撻 、 一(1-。)・(1+9)・

で あ る 。 そ こ で
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(1-a)ZaZO+a2aW一 昌 とll箒 、一 一 、C1‐a)ZQ(a)一(1-a)2(1+,),

;Q(α)≡(1+g)2(a2Z。+σ 葛)a2‐2(1+g)2σ 耋。α

+・2-{1-(1+9)2}・ 耋。

の 符 号 を 調 べ る 。 す る と,2次 方 程 式 Ω(α)=0の 判 別 式 が

2_2

ra"z°awl1D
=(1+g)2(aZ

O+aW)LaZO‐(1+g)2‐au」
aZO-}-aw

で あ る こ と よ り,次 の3つ の ケ ー ス が 分 け られ る 。

σ羣
。v2w

1>a=a>C1+g)2+Q2uの 時

azo-}-aw

… … こ の 時 ,2次 方 程 式Q(α)=0は2実 根 α1,α2;α1<α2を 持 つ 。 そ

し て,

z

Q'Ca)=2C1+g)2(22Qyo+Qw)[a‐a=o

oZ-t-vW
O

2σ
ZO一

よ り,放 物 線Q(α)の 頂 点 はBo= に 他 な らな い か ら,α1<θoZ

o-4-aW

<α2で あ る 。 ま た,α1≦ θ*で あ る 。 な ぜ な ら,か りに α1>θ*と 仮 定 す

る と,Q(θ*)>0。 よ っ て,(9.1)よ りV1(θ*)<V*(θ*)。 ゆ え に,

V1(α),V*(α)の 連 続 性 よ り

(9.2)ヨ δ>0;1α 一 θ*1<δ ⇒V1(α)<V*(α)

で あ る 。 と こ ろ が,定 理8・10及 び 定 理8の 証 明 か ら,θ*へ の 単 調 減 少

収 束 列

{a*c*}㍗.1;limα 皆*=a***=θ*,θ*<… …<a*2*<a*1*
t→oo

がとれて
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(9.3)Vt(a*t*)<vt-1(a*t*)t=2,3,… …

で あ る 。 よ っ て,(9.2)の 正 数 δ に 対 し,番 号

T;t≧T⇒1α 誉*一 θ*i<δ

が とれ て,(9.1)(9.3)よ り

t≧T⇒Vt(α 誉*)<Vt_1(a*c*>c=⇒V*(a*c*)<V1(a*c*)

で あ る。 これ は,(9.2)に 矛 盾 す る 。 よ っ て,α1≦ θ*で な け れ ば な ら

な い 。 こ う し て α1≦ θ*<θ0<α2が 言 え た か ら,

Q(a)<QforB*G`da<po

ゆ え に,(9.1)よ り

V1(a)>VZ(a)〉 ・・・…>V*(a)forB*<'da<Bo

で あ る 。

a2。 σる

2)・2z・=(1+・)2° ・

UZzo.。zw+v2uの 時

… … こ の 時,2次 方 程 式Q(α)eOは,放 物 線Q(α)の 頂 点 θoを 重 根 に 持

っ 。 よ っ て,(9.1)よ り

V、(・)<V・(・)<… …<V・(・)g1+、<・<1・ ・≒ ・・

V1(a)=VZ(a)=・ ・・…=V*(a)a=Boor1

で あ る 。

22Q
zoQw

3)・zZ・<(1+・)2

。睾。 哺+σ 言 の 時

… … こ の 時,任 意 の α に 対 しQ(α)>0だ か ら,(9.1)よ り

V、(・)<V・(・)<… …<V・(・)g1+、<・<1

V1(1)=Vz(1)=… …=V*(1)α=1
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で あ る 。

ノ Ω.E.D.

10定 理12の 証 明
T
ΣSk(α)

今 洛T-…,2… … ・こ対 し,(3① よ り・k=°T+、 は αの2T次 多項 式 だ

か ら,コ ンパ ク ト集 合[0,1]上 で 最 小 値 を持 つ 。 よ って,基 準1に よ る選
む り

択 が 常 に可 能 で あ る。 この最 小 点 を α(T)と お き,Iimα(T)=θ*を 示 す 。 以　　　

下,9〈0の 場 合 につ いて 示 す 。 こ の時 には,定 理10の 証 明(ApPendix8の

Lemma7)よ り,関 数 列{Vk(α)k=1;-XE[0,1]の 収 束 垂竪Vk(α)=V*(α),

し た が っ て,関 数 列{Sk(α)k=0;ae[0,1コ の 収 束1鸚Sk(α)eS*(α)≡

(1十9)2V*(α)十a2十 σ葛

は 一 様 収 束 で あ る 。

(1+9)2ψ 柔+・2u+・zW

さ て,今,任 意 に 正 数 ε>0を 与 え る と,定 理9よ り,S≡min[S*(θ*一 ε),

・。(・,+・)]〉 ・。(・。)な ・ 数 §・・と れ ・.・ の 数 §に よ 。 て 証 数 ・≡S-S*3(θ ・)

>0を 定 め る 。 す る と,関 数 列{Sk(α)}k.oの 一 様 収 束 性 に よ り,こ の 正 数 δ

に 対 し,α に 依 存 し な い 番 号

K;k≧K⇒Isk(α)-S*(α)1<δforO≦vα ≦1

が と れ る 。 こ こ で,再 び 定 理9よ り

1α一 θ*1≧ ε ⇒S*(α)≧S

だ か ら,こ の 番 号 に 対 し,結 局

_Sk(α)>S*(α)一 δ≧S一 δforF'ae[0,θ*-E]U[θ*+ε,1]

k>K⇒-S
k(θ*)<S*(θ*)+δ

で あ る 。 そ こ で,任 意 に αo∈[0,θ*一 ε]U[θ*+ε,1]な る数 αoを 固 定 す る

と,δ の 定 め 方 よ り,

(10.1)k≧K⇒Sk(αo)-Sk(θ*)〉 δ
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とな る。
り 　 　

次 に,(10.1)の 番 号Kに よ っ て,1ΣSk(α)一 ΣSk(θ*)1な る α の 関 数 を
k=ok=o

考 え る と,こ れ は,コ ン パ ク ト集 合 匚0,θ*-E]U[θ*+ε,1]上 で 連 続 だ か

ら(二 階 堂[27]),最 大 値c--XE[。max
,B*‐ 、]u[B*.、,1]Kk=o・ ・(・)Kk=o・ ・㈱1

が 存 在 す る。 この 数Cと(10.1)の 正 数 δに対 し,Nδ>Cな る 自然 数N∈Nを

と る こ とが で きる。 この 自然 数Nと(10.1)の 番 号Kか らK≡K+Nな る番 号

を定 め る。

以 上 よ り,

T≧K⇒T
k=o・ ・(・・)一、T=0・・(・・)一[Kk=0・ ・(・・)一 、K=0・・(・・)]

+[TESk<ao
k=K+1)㍉ 拏(B*)]

KK

>-C+NB

>o

　

だ か ら,T≧Kな る任 意 のTに 対 し て α(T)≒ αoで あ る 。 こ こ に,αoの と り

方 か ら,こ れ は,

T≧K⇒ α(T)任[0,θ*-e]U[θ*+ε,1]⇒ θ*-f<α(T)〈 θ*+ε

を 意 味 す る 。 こ う して,9<0の 時,limα(T)=θ*が 言 え た 。
T→ 。。

9≧0の 時 に も,関 数 列{Vk(α)席.1が 収 束 条 件 圃 を満 た さな い αの 値 に対

して 追 加 的 考 慮 を加 え るだ け で,ま った く同様 に証 明 で き る。

ノ Ω.E.D.

11図9・10の 導 出

今,定 理4-5)で,等 号 条 件 ⑲ が な りた って い る 場 合 を考 えよ う。 こ れ
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2_2Q
zaQw

は,X≡y≡ とお く と,X～y平 面 で
UZu,Q2u

(・1・・)・ 一(1・ ・)・x翠,・ … 〉 ・,・ 〉 ・

で あ る。 この グ ラ フは,次 の よ うに な る。

1)9≧0の 時

… … この時,任 意 のx>0に 対 して[(1+9)2-1]x+1>0だ か ら
,

(11.1)は

(11・・)・e[(1.美 羇 美+1・ 〉 ・

と書 け る 。 こ の グ ラ フ の 形 状 は,

dYJCx)(11
.3)dx‐{[(1+g)2 -1]x+1}z

J(x)一{(1十g)2-1}x2十2x-1

でJ(0)=-1<0,J(1)=(1十9)2>0よ り

・x…<・ ・<・ ,・ ≡ ・・⇒1戔 耄 ・

で あ る 。 ゆ え に,(11.1)の グ ラ フ は,図9の よ う に な る 。

2)9<0の 時

… … ・ の 時 ・1<1-(11+。)・ ・ご・・ら ・(・ …)は ・ ・ キ1-(11+、)・ に 対 し

て(11.2)の よ う に 書 け る 。 そ し て,Iimy=◎ ◎,

1X→

1-(1十g)2-O

limy=一 ◎Qで あ る。 ま た,こ の 時,(11.2)の グ ラ フ

1x
→1 -(1+9)2+0

の 形 状 は,(1+9)2-1<0よ り(11.3)のJ(x)が 上 に 凸 な 放 物 線

と な る こ と か ら



436 研 究 年 報XXX

ヨx士 ,X*2;0<X*1<1<X*2,

dY

dx

=0

<o

>o

X=Xi,X2

0<x<X*1,X*2<x

・i<・<・2・ ・ ≒1 -(11+、)・

で あ る。 ゆ え に,(11.1)の グ ラ フ は,図10の よ うに な る。

他 方,定 理4-5)で 不 等 号 の ケ ー ス は,(11.1)の 右 辺 が

a

a3r[(1+・)・Xyx+Y・ ・]一(1・ ・)・(XZx+Y)・ 〉 ・

よ り,(11.2)の グ ラ フ に 対 し

・C[(1.x(x-1)g)2-1]x.1-・ ≡(1・ ・)・XyX+y+・

ぐ==〉 θk≡≡ θ*k=0,1,… …

と な る 。

jQ.E.D.

12系3の 証 明

系3の1)2)を 順 に証 明す る。

12-1… …1)の 証 明

a2w

今,y≡ とお き,θ*を 決 定 す る㈲ の 放 物 線 を
σ耄

(12.1)f<By>=Ci+g>202+{y+i‐ ≪+g>2}e‐y

と表わす.す 婦 繝 一(1-・)1YZ・り÷ 上黜 して放物

線 ∫(・)は 下 図・2-・ の ・ うに シ ・ ・す ・・ 一 ・dB*Qzw
O2u)<° で あ ・・
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ノ Ω.E.D.

f(elYJ

図12-1

12-2… …2)の 証 明

ま∵ ゆ … ・・… 一

..

a2u

え る と

limf(・1・)一(1・ ・)・θ[・一{1-(11+、)・}]

(12.1)の 極 限 関数 を考

y→oo

な る放 物 線 とな る。 よ って,任 意 のy>0に 対 しo<θ*(y)<1で あ る こ と に
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注意 す れ ば,limf(θIy)=0の2根 θ=0,

で あ る。

次 に,

y→o◎

撫 州1-1C1+g)2

・一(,1

、)・ に 対 し

9>0

1

酬ll陣 ・・A-fr任一 数…<・<・ を与え
→0

・竈

る 。 こ の 時,y=ε に と る と,放 物 線(12.1)の θ=1一 εに お け る値 は

ノて1一 ε1ε)=一(1十9)2(1-E)ε 一 ε<0

と な る 。 よ っ て,1-f<θ*(ε)で あ る 。 こ う し て

0<vε<1,ay*(ε)=ε;0<y<y*(ε)⇒1θ*(y)-11<ε

が 言 え た か ら,limθ*(y)=1で あ る 。
y→0

ノ Ω,E.D.

13系4の 証 明

今,系2よ り,θoに 対 して は

a2W

(13.1)一 ≡≡1《 ≒==⇒ θo≡ ≡≡

σ羣。

で あ ・.他 方,・ 。に対 して は,・ ・()-1・ な ・た め の 嫖 条 件 ・糠

f(12)一 ・… てa2w
O2-2-u(21+g)zだ か ら・系 ・よ り

1

2

UZw

a2U
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a2w21

(、3.、)。zu≡ ・一(1・ ・)2ぐ⇒ θ・ ≡-2f° 「2>(1+9)2

・・>1…2≦(1+・)・

で あ る 。(13.1)(13.2)を 合 わ せ る と,下 表13-1の よ う に な る 。

表13-1

439

v2w

>1
Q2zo

a2W
=i
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・・1
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・・一.1<・ ・

1

2<・ ・…
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・・_12<・ ・

1<・ ・…

ゆ えに,定 理4よ り数 列{θk}k.oが θoか ら θ*に 単 調 に収 束す る こ と と合 わ せ

る と,系4を 得 る。

ノ Ω.E.D.

(1983.9.1)
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