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ベルンシュタイン多項式の一般化による関数近似法

Approximation Method by a Generalization of the Bernstein Polynomial 

影山康夫

Yasuo KAGEYAMA 

Abstract 

In this paper， we will summarize the former works ofthe author on generalization ofthe Bernstein 
polynomial， and present a new result withou七itsproof. 

1 はじめに

位数 ηεNのBernstein作用素 Bnは
n 、

ιf(← 2ン(~)C)ピ(1-x)…(J: [川→ R，xE [0，1]) 
ν=口、〆

と定義され，一方，Bnと同じ標本点の Lagrange(補間)作用素 Lnは

ふ/ハ (nx¥(n(l -x)¥ 
Lnf(x) = ) j (=-) ( .:~ J (..~- .~J J (J: [0， 1J-→R， xε[0，1]) 

ι..J ¥η/ ¥ V I ¥ n - VI  

と表現される. Bernstein作用素に関しては今までに多くの結果がある [1，2， 4， 5， 6， 7， 10， 11， 12， 

13， 14]. Bernstein多項式の列は，被近似関数が十分滑らかであっても，収束が非常に遅いことがよ

く知られている.このため，収束が加速されるように Bernstein多項式を修正する試みがいろいろと

なされてきた.しかし，それらの多くは，与えられた関数値 f(v/η)以外の余分なデータを必要とし

ている.(例えば， [3]とその中の文献を参照.)それらの試みの中で， Sablonni色re[15， 16， 17Jの研究

は注目すべきものである.彼は leftBernstein quαSトinte巾 olantという概念を導入した.それは，関

数値 f(ν/n)のみから構成され，それ以外のデータを一切必要としない.本論文では彼の出した結果

を一般化し，第 2章において，一般の Berns七einquasi-interpolantに関するある詳細な結果を与え

る.次に第 3章において，別穫の修正 Bernstein作用素を導入する.最後に第4章で，与えられた修

正 Bernstein多項式の値を計算するアルゴリズム用として，それの Ledendre展開を用意する.第2

章と第3章の内容は，それぞれ [8]と [9]に掲載されているが， 第4章は新しい内容である.

この論文全体を通して，以下の表記法を用いる.まず，空の和と積は，それぞれ 0，1と定義して

おく.

ε?=p zZ立123EP(P，Qが有限個の整数の集合のとき)

NO = NU{O}，すなわち非負の整数全体の集合

Pπ η 次以下の実係数多項式全体の集合

α(n) 二日;二6(α-k) (αε R，nεNOのとき)

(~)α(n) /n! (αε R，nεNOのとき)，すなわち一般化された 2項係数

η!! =H12)/勾(η -2k) (nεZ， n ~-1 のとき)
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f[n] = f(n) /n! (fが閣数で nεNOのとき)

11・ C[0，1]上の一様ノルム

en e2m(X) = (x(l -x))m， e2m+1(X) = (1 -2X)e2m(X)で定義される n次多項式

2 Le氏 BernsteinQuasi-Interpolantの一般化

この章の主要結果は次の4つの定理にまとめられる.その中で，定理 2.4が核心の部分である.

定理 2.1. nξNとし.Tを UIf: [0，1]→ R}上の作用素とする.このとき次の 2つの条件は

同値である.

(1) l'が Tf= L~=of(ν/n)T，μ (T，νε Pn ， f: [0，1]→ R)という形で表現されて.1'Prn c Pm 
(0ζm ~ n). 

(2) VkE Pk (0:>ミk~ n)が一意にして存在して，

1'f= ~二日(Bnf) [k] (f: [0，1]→ R) 
k=O 

ここで，以下の漸化式で求まる Vk，l(k，lεNo， k ζη， 1 ζn-k)を用いると Vk=九，0となる.

Ll，I = 0 (0ζ l~n-1) ， 

日，1(X)= 1'(. -x)l(x) =乞(附 -x)IT，ν(x) (xE [0，1]) (0 ~ 1 ~η) ， 
v=o 

(n -k)凡+1，1= n九，1+1-k(e1 Vk，l + e2凡-1，1) (0 ~ k ~η-1 ， 0 ζ l~ π - k -1). 

定理 2.2. 各 ηεNに対して.Ui: εPk (0ζ k ~ n)が一意に存在して，

Lnf = ~ Ui: (Bnf) [k] (f: [0，1]→ R) 
k=O 

となる.ここで.Ui:は次の漸化式で計算できる.

U~l = 0， Uo = 1， 

(n -k)Ur:十1= -k(e1U，!: + e2U'!:_1) (0 ζ k~ η- 1). 

定理 2.3. 各 nεN，kεNO (k ~ n)に対して，

U，!: = ~ uk，l(n)el 

展開しておく.すると，係数は各 k，IENO に対して，次のように漸近的に評価できる.

U2k，21+1(n) = 0 (n ~ 2k， 1 ~ k -1)， 

U2k，21(n) = O(nl-2k) (n→∞) 

lim nku2k，2k(n) = (-1)k(2k-1)!!; 
nー→00

U2k+1，21(n) = 0 (n ~ 2k + 1， 1 ~ k)， 

( 1ζ k -1)， 

U2k+1，21+1(n) = O(nl-2kー1) (n→∞) (lζk -1)， 

Jbonk+lu2M，2k+1(n)=3(-l)k+lk(2k+l)!1. 
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したがって，これらは大まかに

'Uk，l(n) = O(η[1/2]-k) (π→∞) (k， lεNo， l ~ k) 

と評価できる.さらに，

IIUk'11 = O(n[k/2J-k) (n→∞) (kε No) 

が成り立つ.

定理 2.4. {Tn}主1を UIf: [0 ， 1] → R} 上の作用素の列とし，各 nξN に対して Tn が 1~J = 

乞~=o f(ν/η)7;η，v (T，η，vεPn， f: [0，1]→ R)という形に表されていて九Pmc Pm (0 ~ rn ~ n)で

あると仮定する.定理 2，1にしたがって，

九f=乞vt(Bnf)[k] (J: [0，1]→ R) 

と展開し，さらに，
k 

vt=2ン州(η)el

としておく.αεNoとし，KεNo(K ;? 2α)が存在して各 k，lεNoに対して次の条件が満たされ

ていると仮定する.

(a) Vk
n = 0 (K < k ~ n); 

(b) vk，l(n) = O(n[l!2]-k) (n→∞ (l ~ k ζ K); 

(c) 11η -Uk'II=o(η一白 ) (n→∞ (k ~ K)， 

このとき， {1~}立1 は次の性質を持つ.

(1)任意の p，q，TεNoに対して，定数 M が存在して， 任意の nεNとfECr[O，l]に対して，

11巴2p(九f)(q+r)11~ Mnq-min{p，[q!2]}llf(r)ll; 

(2)任意の β，γεNo(s ~α) と fE C2s+"Y[0， 1]に対して，

11 (九f)("'f)-f("'f)11 = o(n一β) (η →∞) ; 

(3)一様ノルムの意味で limn→∞ポ+l(Vt一切)=品 (0~ k ~ 2α+ 2)であるとき，任意の

γεNoと fε C2a+"Y+2[0，1]に対して，一様ノルムの意味で
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この論文の表記法にしたがえば， Sablonni色reの作用素 BAK
)(KE No)は

{K，n} 

BF)f(z)=玄 U;:(Bnf)[kJ

q
t
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と表現できる.ここで，品。)=BnとBr)=Lnが成り立つことに注意.それゆえ，8~K) は Bernstein
および Lagra.nge作用素の中間物である. Tn = B~K) が定理 2.4の中のすべての前提条件を満たす
ことは容易に確かめられる.ゆえに，性質 (1)一(3)が成立する. そこでの Rkは定理 2.3から求め

られる.K=2α(αεNo)のとき，

10 

Rk = ~ (-1)臼K(K午1)!!eK+d3

1 (-l)"'(K + 1)!!eK+2 

(0ζk ζK)， 

(k = K + 1)， 

(k = K + 2) 

であり，K=2α+1のとき.

Rk = < 
1 (-1)白 K!!eK+l 

(0ζk ζK)， 

(k = K十 1). 

である.これらの事実から分かるように，定理 2.1-2.4は [15，16，23]にある今までのすべての結果

を含んでいるので，格段に一般性がある.

3 別種の修正 Bernstein作用素

St組 cu[18， 19，却， 21 ， 22] は，以下のように，各 ηεN と sεR(ただし TI~ヰ(1 +μs)ヂ0) に

対して，作用素 lす)を導入した.

ふ/ハ (n¥旧日(x+μs)][町二~-l(l-x+μs)J 
p~s) f(x) =アf(~)( :.)唱

会ZM/¥ν/ 日戸(1+μs)

(f: [0，1]→ R， xε[0，1]). 

この作用素は2つの恒等式
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を持つ.これは， Stancuの作用素が Bernsteinおよび Lagrange作用素を含んでいることを意味す

る. Stancu は特に正線形作用素として s~O の場合を探究したのだが，ここでは， Stancuの作用

素を全く違った観点で取り扱う.すなわち，それを用いて以下のように新しい作用素を導入するので

ある.

定義 3.1. 位数 ηεN，鋭度 αεNoU{∞}の修正 Bernstein作用素白Bnを

ι( -l)J ♂ p~s) f(x) 1 

"，Bnf(x) = ) :一一「一一一一一 (f:[O，lJ→ R， xE [0，1]) 
会1J71θsj 1.=0 

と定義する.すなわち，固定された f，xに対して，p~s) f(x)を sの関数と見て Ma配叫clau凶 n展開し，

それを次数 αで打ち切り， s = -l/nとおいたものを白Bnf(x)と定める.

ρ
b
 向。



注意 s についての関数 p~s)f(x)は (n-l)lsl < 1において解析的である.なぜなら，

11 +μsl ~ 1一μ181~ 1-(n -l)lsl > 0 (μ= 0， 1，...， n -1) 

だからである.そして， s = -1/η は領域 (n-l)lsl < 1に属している.

さて， oBn=RiO)=Bnと∞Bn=PJ-1/n)=Lnが成り立っていることに注意.したがって。Bn

は BnとLnの中間物であるが，この作用素は Sablonni色reのものとは本質的に異なる.

以下で，この作用素の 2種類の表現を与える.

定理 3.1. 修正 Bernstein作用素白Bπ は

aBnf=さ附kJ計=おさら(Bnf)阿(川→R)

と表現できる.ここで，Yj，kは次の漸化式で決まる(たかだか)k次の多項式である.

T7，ー1= 0 (j ~ 0)， Yo，o = 1， 1j，0 = 0 (j ~ 1)， YO，k = 0 (1 ~ k ~ n)， 

Yj，k+l = k(巧-1，k+1- e1Yj-1，k - e2Yj-1，k-1) (j ~ 1， 0 ~ k ζn -1). 

注意 巧，kは η に依存せず，しかも nはいくらでも大きく取れるから.Yj，kはすべての j，kζNo 

について定義されているものと見なすことができる.

定理 3.2.修正 Bernstein作用素白Bnは

aBnf(x) =まf(~)玄附-k(~) (ケ)e~::)) (~)a 
(f: [0，1]→ R， xε[0，1]) 

という直接的な表現を持つ.

この定理を用いると，臼Bnの定義をすべての非負の実数 α向けに拡張できることに注意.これは

驚くべき事実である.

さて.Tn = o.Bnは定理 2.4の中のすべての前提条件を満たしている.(K = 2α と取る.)ゆえに，

性質 (1)一(3)が成り立つ.その中で Rk=一九+l，k(0 ~ k ~ 2α+ 2)となる.

Sablonniereの作用素もここで導入した作用素も類似の性質を持つのだが，筆者は [9]の中で，こ

の作用素の利点をいくつか示すことによって.Sablonni色reのものよりも優れていることを主張した.

4 修正 Bernstein多項式の Legendre展開

この節では，与えられた f:[0，1]→ R とzε[0，1]に対して，修正 Bernstein多項式自B"f(x)の

値を計算する方法を考察する.結論を言えば.Legendre展開を用いるべきである.ここでは展開係数

を求める方法のみ示す.(詳細については，それを含んだ論文を適切な専門誌に投稿する予定である.)

この章の主要結果を示す前に，いくつか記号の定義を列挙する.

各 lEZとmεNoに対して，

Pよ(x)= Pm(2x -1)， 

G~(x) = C;:'+lj2)(2x -1)， 

飢 (ν)= 11 

Gぽ(x)b"，v(x)仇
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と定義する.ここで，Pmとcr)はそれぞれ m次の Legendreおよび Gegenbauer多項式である.

また，bn，v(x) = e)xν(l_x)n-vである.G~)(X) = P，ふ(x)が成り立っていることに注意.

各 k，lENOに対して，定数イ)を母関数

[可可ii=2dl)tk klt|<l) 

で定義する.

さらに，S(n，m) (η，mεNo， m";; n)で第2種 Stirling数を表すことにする.ただし，S(-l，-l) = 

1， S(η ， -l)=O(n~O) と規約する.

定理 4.1.修正 Bernstein作用素白Bη は，ずらし Legendre多項式を用いて次のように表現できる.

aBn的)=忍(2m+川 (x)芸f(~) (白Hn.m(ν)+ aKn，m(ν) ) 

ここで，

ん (ν)= Y L (ν) 
221) 

(ヤ
m
ぺ一で?;了ケ円

1+山「十什寸
2

う){古:;:;二コゴ;;;:::;;;:f;::f:!f}υ}
Aん m州=一j岩g川 ηn(k伏k)

(←い←
H同1り)パm

X γι出肌叫1己吋l
べ
(7の?つ)川(色S印(j-1ト一」叫1，k山，kトkトい一-1り) 

であり，さらに次の漸化式で求まる α'j，k，l，rそ用いて， αJ，l，r=α'j，O，l，rとおく.

円九一l，r=O (j~0， -1";;k ζ2j十1，0";; r ，，;; 2(j十 2))，

α3ムj+l，r=0 (j ~ 0， -1ζk ζ2j + 1， -2ζ r ，，;; 0)， 

αj，ー1，I，r=αj，2j+1，I，r = 0 (j ~ 0， 0";; 1 ，，;; j， -2";; r";; 2(j -1 + 1))， 

αj，kム 2=α3ム1，ー1=αj，kム2(jー1)+1=αjλ1，2(j-l+l) = 0 (j ~ 0， 0ζ k ，，;; 2j， 0 ~三 1 ，，;; j)， 

α0，0，0，0 = 1， α1，0，0，0 =α1，0，0，1 = 0， α1，0，0，2 = 1， α1，0，1，0 = 1， 

αj，k，l，r = (k-1)(r(r-1)αj-l，k-2，I，r-2 + 2r(r+k-3)αj-1，k-2，l，r-l + (r+k-2)(2)αj-l，k-2，I.r) 

一(r(r-1)町一l，k-l，l，r-2'+ 2r(r + k -2)αj-l，k-1，I，r-l + (r + k -1)(2)
町一l，k-l，l，r)

+ 2(21-吋k 仰 -1)(αj-l，k一山，r+ 2αj-l，k-2，1 山 +α川 2，1 山)

一(k-1+1)(αj-l.k-1，1-1け 2町-1，k-l，1一山 +α川一l.lーl，r+2)] 

(j ~ 1， 1 ，，;; k ，，;;勾，O";;l";;j，0";;r";;2(j-1))，

2(jー1)
唱

r 工戸別r(rー 1)αj-l，k，l，r-2+ 2r(r+k-1)α3山一1十(r-2)(r+2k+1)α1ーl.k.l.r
k=O 

+ 2(2l-卵 -1+2)(αj-l，k，l-I，r+ 2αj-l，k，l山十円一l.k.lーl，r+2)] 

(j~2， O";;Z";;j， 0";;r";;2(j-1)). 

qo 



また， OIL(ν)は3項漸化式

。~)-1(ν) = 0，ぬ(川=わ

(m+1)(n+m+2)δル+1(ν)=(2m十2l+1)(211ー n)â~:m(ν) 一 (m+2l)(n-m一 21+1)δiL-1(ν) 

で計算できて，さらに，定数イ)は漸化式

721=O (l》1)， (1) 
γ。=1， 

Z，k1+1) = (lー k)イ)+ (lー k+ 1)γと1

で計算できる.

証明は今後の論文の中で与える.
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