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1 は じ め に

現代の計量経済学・統計学において, ブートストラップ (bootstrap) 法は非常に重要な手

法の一つである｡ 計量経済学・統計学においては様々な推定法および検定法が提案されてい

るが, その多くについては漸近的な性質しか知られていない｡ したがって, 実際の分析では,

漸近的な近似が行えるほど大きな標本ではないのにもかかわらず, 漸近的な性質に基づいて,

近似的な推定・検定が行われている場合が少なくない｡ このような状況においては, 得られ

た推定量・検定統計量の小標本における分布が漸近分布から大きくかけ離れてしまい, 望ま

れる精度の推定・検定が行うことができない可能性がある｡ このような場合に, 統計量の分

布を, 従来の漸近理論よりも正確に近似することができる可能性がある方法として注目され

ているのが, Efron (1979) により提案されたブートストラップ法である｡

通常の推定・検定が, 統計量の分布表を用いて行われるのに対して, ブートストラップ法
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では, 手元にある標本から無作為標本を再度抽出 (リサンプリング) し, 得られた標本 (ブー

トストラップ標本) を用いて計算した統計量の分布を用いて統計量の分布を近似する｡ ブー

トストラップ標本を用いた統計量の分布は, リサンプリングを何度も繰り返し, 得られた統

計量の経験分布を用いて求めることになる｡ したがって, ブートストラップ法においては,

リサンプリングによって得られる標本を用いた統計量の反復計算が必要となる｡

ブートストラップ法による分布の近似が, 従来の漸近理論による近似よりも正確になるた

めの重要な条件が, 統計量が漸近的にピボット (pivot) であるということである｡ ピボッ

トとは, 統計量の分布が未知パラメータに依存しないということを意味する｡ 漸近的にピボッ

トである統計量として特に良く用いられるのが, �統計量である｡ �統計量の分布は, 標本

が大きくなるにしたがって標準正規分布に近づいていくので, �統計量が漸近的にピボット

であることは容易に確認できる｡ Beran (1987, 1988) は, 統計量が漸近的にピボットである

場合に, ブートストラップ法を用いることにより, 漸近理論に基づく信頼区間や検定の精度

を改善できる可能性があることを示している｡
1)

Beran (1988) は, 通常のブートストラップ法において得られたブートストラップ標本か

ら再度リサンプリングを行い, 検定を行う方法を提案した｡ この方法では, P値 (p-value)

が検定統計量として用いられることになるが, 任意の連続型検定統計量の P値は, 帰無仮

説の下で �����上の一様分布に従うので, P値はピボットであるといえる｡ この方法は,

リサンプリングが二段階に行われるので, ダブル・ブートストラップ (double bootstrap)

法と呼ばれている｡ ダブル・ブートストラップ法においては, 第一段階のリサンプリングを

�回, 第二段階のリサンプリングを�回行うとすると, 全体で���回のリサンプリング

を行わなければならないので, 非常に多くの反復計算が必要ということになる｡

Davidson and MacKinnon (2002) は, ダブル・ブートストラップ法における反復計算を軽

減する方法として, ファスト・ダブル・ブートストラップ (fast double bootstrap) 法を提案

した｡ ダブル・ブートストラップ法においては, 第二段階のリサンプリングが�回行われ

るのに対して (�は十分に大きな自然数), ファスト・ダブル・ブートストラップ法では,

第二段階のリサンプリングは 1回しか行われないので (つまり���), 全体では��回の反

復計算を行えば良いということになる｡

通常のブートストラップ法については, 多くの理論的研究が行われ, 実証分析においても

多数の応用が行われている｡ ダブル・ブートストラップ法およびファスト・ダブル・ブート

ストラップ法についても, 通常のブートストラップ法についてではないにせよ, 様々な研究

が行われているが (Caers and Dyck (1998), DiCiccio et al. (1992), Hinkley and Shi (1989),

McKnight et al. (2000), Letson and McCullough (1998), McCullough and Vinod (1998),

Nankervis (2005), Vinod (1995), Vinod and McCullough (1995) 等を参照), 未知の部分も多
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い｡ そこで本稿では, いくつかの分布の平均に関する検定にダブル・ブートストラップ法お

よびファスト・ダブル・ブートストラップ法を応用し, その小標本特性をコンピューターを

用いたシミュレーションにより分析する｡ 本稿の構成は以下の通りである｡ 第 2節では, 通

常のブートストラップ法, ダブル・ブートストラップ法およびファスト・ダブル・ブートス

トラップ法を用いた検定について簡単に説明する｡ 第 3節ではそれぞれの検定の検定力をシ

ミュレーションにより比較する｡ 第 4節では, 得られた結果および今後の展望を簡単に述べ

る｡

2 検 定 方 法

2.1 漸近理論に基づく検定

����������を平均�, 分散��の母集団から得られた互いに独立な標本とする｡ 本稿

では, 帰無仮説��：���を対立仮説��：���に対して検定することを考えよう｡ 帰無仮

説 ��：��������を検定したい場合には, ��������として, ��の平均が 0 であるとい

う帰無仮説を検定すれば良いので, 平均が 0であるという帰無仮説のみを考えることにより

一般性は失われない｡

��を検定するために�統計量

	�
�


	�

( 1 )

を考えよう｡ ただし ��
�

�
�
�

���
���
��

�

���
�
�

���
�������, 
は
�の正の平方根である｡ ��の

下で��のとき	→
�

������となり, 	の漸近分布は未知パラメータに依存しないので,

�統計量は漸近的にピボットであるといえる｡

�を正規分布の上側�����％点とすると, 	の実現値が�より大きいとき, 帰無仮説

��は有意水準�����％で棄却されることになる｡ この検定は次のように行うこともでき

る｡ Zを標準正規分布に従う確率変数とし, P値を��P���	�で定義する｡
2)

���であれ

ば��は有意水準�����％で棄却される｡ 上記の P値は, �	���を帰無仮説の下での�統

計量の分布関数とすると, �����	�	�と定義される｡ したがって, 帰無仮説が正しいと

き, �は �����上の一様分布に従い, �の分布は未知パラメータに依存しないので, �はピ

ボットである｡

以上の検定は	が漸近的に標準正規分布に従うことを利用している｡ しかしながら, 標

本の大きさが有限の場合は, 	の分布は厳密には正規分布ではないので, この検定は近似的

なものである｡
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2.2 ブートストラップ法

上記の漸近理論に基づく検定が正規分布表を用いて行われるのに対し, ブートストラップ

法では, 統計分布表を用いず, 手元にある標本からのリサンプリングにより検定を行う｡ 具

体的な手順は以下の通りである｡

A1. ����������から大きさ�の標本を復元抽出する｡ この過程をリサンプリングと

呼び, 得られた標本��
����

������
�はブートストラップ標本と呼ばれる｡ つまり,

リサンプリングは P���
�����������������������という分布から無作為標本

を抽出することと同じことである｡

A2. ��������������を所与としたときのブートストラップ標本の期待値は

E	��
�
���

�

�
�
�

���
����

であり, 平均 0 という帰無仮説を満たさないので, ������
��������������と

変換する｡ この変換はリセンタリング (recentering) と呼ばれる｡ 明らかに �	���
��

��であるから, ���は帰無仮説を満たす｡

A3. ���を用いて	統計量


��
��

�����

を計算する｡ ただし, ���
�

�
�
�

���
������

��
�

��
�
�

���
��������, ��は��

�の正の平方根で

ある｡

A4. A1.�A3.を�回繰り返す｡ �は何回目の反復計算かを表す添字であるとする (つまり

���������)｡ 得られた�個の
�の経験分布を用いて	統計量の帰無仮説の下で

の分布を近似し, 検定を行う｡ そのために, ブートストラップ法による P値として

��
��

�����
��
�

�
( 2 )

を計算する｡ ただし����は事象�が起こったとき 1, それ以外では 0 をとる指示

関数 (indicator function) であり
は通常の	統計量の実現値である｡ 通常のブート

ストラップ法による検定では, ���であれば, 有意水準�����％で帰無仮説を棄

却する｡

実際の手順においては, A1. のリサンプリングと A2. のセンタリングを同時に行うために,

���������������からリサンプリングを行えば良い｡ ��� のときに 
�
�→
�
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N�����となるので, �の漸近分布を�を所与とした��の漸近分布で近似できることから,

ブートストラップ法が漸近的に有効であることが分かる｡ �回の繰り返し計算は, ��の分

布をシミュレーションするために行っていると考えることができる｡ このようなブートスト

ラップ法による検定は, 漸近的にピボットである�の分布を近似しているために, 漸近理

論に基づく通常の検定よりも高い精度を持つことが Beran (1987) により示されている｡

2.3 ダブル・ブートストラップ法

ダブル・ブートストラップ法においては, 通常のブートストラップ法における�回の繰

り返しのそれぞれのステップにおいて得られたブートストラップ標本に対して, さらに �

回のリサンプリングを行うことになる｡ 具体的には, ダブル・ブートストラップ法による検

定は以下のように行われる｡

B1. 通常のブートストラップ法の A1.�A2. と同様に����������をリセンタリングし

た上でリサンプリングを行い, ��	��	���������を得る｡ 得られた��	を用いて

��を計算する｡

B2. ��	��	���������にリセンタリングを行った上でリサンプリングを行う｡ つまり,

��	�����	���������から大きさ�の無作為標本を復元抽出する｡ 得られた標本

を��
	��	���������とする｡

B3. ��
	を用いて�統計量

��
�
��


��
���
( 3 )

を計算する｡ ただし, ��
�
�

�
	
�

	��
��
	���

�
�
�

���
	
�

	��
���
	���
��, ��
は��

�
の正の平方

根である｡

B4. B2.�B4. を�回繰り返し (つまり 
��������), 得られた�個の��
の値を用い

て, ��の P値の推定値

���
	�


������

���

�
( 4 )

を求める｡

B5. B1.�B4. を�回繰り返し, ダブル・ブートストラップ法による P値

��
	�

����������

�
( 5 )

を求める｡ ���であれば帰無仮説��を有意水準�����％で棄却する｡
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ダブル・ブートストラップ法においては, ピボットである P値の値を近似していることに

なるため, 通常の正規分布による近似より精度の高い検定を行うことができることが Beran

(1988) により示されている｡

2.4 ファスト・ダブル・ブートストラップ法

前述のステップからも分かるように, ダブル・ブートストラップ法においては, ���回

のリサンプリングが必要になる｡ 一般に第二段階のリサンプリングの回数�は第一段階の

リサンプリングの回数�より小さくて良いといわれているが (Booth and Hall (1994) を参

照), 全体としてかなりの計算時間が必要になる｡ ダブル・ブートストラップ法における計

算時間の問題を解決するために提案されたのが, Davidson and MacKinnon (2002) によるファ

スト・ダブル・ブートストラップ法である｡ ファスト・ダブル・ブートストラップ法は, 第

二段階のリサンプリングを 1回しか行わないという点でダブル・ブートストラップ法と異な

る｡ ファスト・ダブル・ブートストラップ法による検定は以下のように行われる｡

C1. 通常のブートストラップ法の A1.�A2. と同様に����������をリセンタリング上

でリサンプリングを行い, ���������������を得る｡ 得られた���を用いて��を

計算する｡

C2. ���������������にリセンタリングを行った上で 1回のリサンプリングを行う｡

つまり, ������������������から大きさ�の無作為標本を復元抽出する｡ 得ら

れた標本を����������������とする｡

C3. ����を用いて	統計量

����
���


����	
( 6 )

を計算する｡

C4. C1.�C3. を �回繰り返し, �個の ���の ��分位点 �を求める｡ 言い換えれば, �

は

���

�

�����������

�
( 7 )

を満たす��の値である｡

C5. ファスト・ダブル・ブートストラップ法による P値

��

�

���������

�
( 8 )

を求める｡ ���であれば帰無仮説��を有意水準�����％で棄却する｡
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C4. における��の値は, �������������であれば, 100個の���を降順に並べたときの�

番目の値となるので, ����が整数となる場合には, �個の ���を降順に並べたときの

������番目の値を用いれば良い｡

以上の手順から分かるように, ダブル・ブートストラップ法においては���回の繰り返

し計算が必要であるのに対し, ファスト・ダブル・ブートストラップ法では, 第二段階のリ

サンプリングを 1回しか行わないために, 全体で��回の繰り返し計算を行うだけで良い｡

ダブル・ブートストラップ法では, 第二段階のリサンプリングを利用して��の P値を推定

しているのに対し, ファスト・ダブル・ブートストラップ法では��の分位点を推定して P

値の分布を近似していることになる｡

3 シミュレーション分析

本節では, 前節で紹介した検定方法の検定力をシミュレーションにより分析する｡ シミュ

レーションの設定は以下の通りである｡ 前節において説明したように, 帰無仮説 	�：	��

を対立仮説 	�：	�	�に対して検定することを考える｡ 分析対象となる分布としては, 正

規分布 (N), 一様分布 (U), 自由度 1のカイ 2乗分布 (X), 自由度 3の
分布 (T3) および

自由度 4の
分布 (T4) の乱数を用い,
3)
すべての分布について, 平均が	�, 分散が 1になる

ように調整を行った｡ すべての分布について右側検定を行うことを考え, 	�については, 0,

0.1, 0.2, 0.4, 0.8を用いた｡ また, カイ 2乗分布については, 左右対称の分布ではないので,

	�として 0, －0.1, －0.2, －0.4, －0.8を用い, 左側検定も行った �X ��｡ 標本の大きさ�は

15, 20, 30, 50, 100, 200とした｡ ブートストラップ法における繰り返し回数は, 第一段階の

繰り返し回数�については �����, 第二段階の繰り返し回数�については ��
��とした｡

検定の有意水準は10％ (0.10), 5％ (0.05), 1％ (0.01) を用い, 10,000回の繰り返し計算を

行い, 帰無仮説	�が棄却される割合を計算することにより, 検定力を求めた｡ なお, 第 2

節で説明した漸近理論に基づく検定では, 正規分布を用いて棄却点を求めているが, 標本抽

出が行われた分布が正規分布の場合には
統計量は厳密に
分布に従うので, シミュレーショ

ンにおいてはすべての分布に対して
分布の棄却点を用いた (表中では Normal Approxima-

tionと表記する)｡ 標本の大きさが大きくなれば, 
分布と正規分布のどちらの棄却点を用い

てもほとんど差はない｡ 対立仮説として 	�：	�	���を用いた場合には, 検定のサイズが

検定力として求められていることになるため, この場合の検定力の値が有意水準に近い検定

が, サイズ・ディストーションが少ないという意味で, 正確な検定であるといえる｡ そこで,

シミュレーションによって得られた検定のサイズが有意水準に等しいという帰無仮説を, 2

項分布の正規近似を用いて検定を行った｡ 表中の＊, †, ‡はこの帰無仮説がそれぞれ10

％, 5 ％, 1 ％で棄却されたことを表している (つまり, これらの記号が全くついていない
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検定方法が理想的な方法である)｡ ここでは ����と �����の場合の結果のみを示すが,

他の場合についても同様の傾向が得られる｡

まず, 正規分布において ����の場合には, 正規近似および通常のブートストラップ法

により, 正確なサイズの検定が行われていることが分かる｡ これに対し, ダブル・ブートス

トラップ法およびファスト・ダブル・ブートストラップ法による検定は, 有意水準が 1％の

ときにあまり正確でない｡ しかしながら, 標本が大きくなり, �����の場合には, このよ

うな不正確さはなくなり, ダブル・ブートストラップ法もファスト・ダブル・ブートストラッ

プ法も正確なサイズの検定が行われるようになることが分かる｡ 検定力については, どの方

法でも大きな差はないものの, ファスト・ダブル・ブートストラップ法による検定力は, 他

の方法よりも若干低いように見える｡

次に, 一様分布において ����の場合は, 正規近似による検定のサイズは正確であるが,

通常のブートストラップ法による検定はあまり正確でないという結果になっている｡ しかし

ながら, ダブル・ブートストラップ法およびファスト・ダブル・ブートストラップ法を用い

ることにより, 検定の精度は改善している｡ �����の場合には, すべての方法において検

定精度の改善が見られ, 正確なサイズの検定が行えることが分かる｡ この場合も, ファスト・

ダブル・ブートストラップ法による検定力は, 他の方法のものよりも若干低いようである｡

自由度 1のカイ 2乗分布の右側検定では, ����の場合, 正規近似による検定のサイズは

全く正確ではない｡ 通常のブートストラップ法を用いることによりこの不正確さはある程度

解消されているものの, 正確なサイズが得られているとはいえない｡ 以上の結果は �����

の場合でも同様である｡ これに対し, ダブル・ブートストラップ法による検定のサイズは

����の場合でも正確である｡ また, ファスト・ダブル・ブートストラップ法による検定は,

����の場合にはあまり正確でないものの, 正規近似および通常のブートストラップ法の検

定よりも正確であり, �����の場合には正確なサイズの検定が行えることになる｡ 検定力

に関しては, ダブル・ブートストラップ法の検定力は非常に高く, ファスト・ダブル・ブー

トストラップ法による検定力はこの場合にも若干低い傾向にあるようである｡

自由度 1のカイ 2乗分布において左側検定を行ったとき, ����の場合は, 正規近似によ

る検定のサイズは正確でない｡ 右側検定の場合と同様に, 通常のブートストラップ法を利用

することで, かなりサイズの改善は見られるものの, 正確なサイズを得ることはできない｡

また, この場合に関しては, ダブル・ブートストラップ法およびファスト・ダブル・ブート

ストラップ法に関しても, 検定の精度は通常のブートストラップ法と同等である｡ しかし,

�����の場合は, 正規近似は依然として正確でないものの, 他の三つの方法については,

かなりの改善が見られる｡ 特に, ダブル・ブートストラップ法による検定の精度はかなり高

いようである｡ 検定力については, 正規近似に基づく検定以外のものについてはほぼ同等で
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ある｡

自由度 3の�分布の場合については, 正規近似以外の検定のサイズはあまり正確ではない｡

標本の大きさが �����の場合でも, 検定のサイズが有意水準に等しいとは言いがたい｡ こ

れは, ブートストラップ法による近似が正規近似よりも正確であるためには, 高次のモーメ

ントが存在することが必要であるのにもかかわらず, 自由度 3の�分布では 3次以上のモー

メントが存在しないという理論的な側面から生じていると考えられる｡ しかしながら, 標本

が ����から �����へと大きくになるにつれて, 検定のサイズはある程度改善している

ようである｡ また, �����の場合について見ると, ファスト・ダブル・ブートストラップ

法による検定は, 帰無仮説が正しい場合に過大に棄却する傾向があるにもかかわらず, 検定

力はあまり高くないようである｡

自由度 4の�分布に場合には, ����の場合には正規近似以外の検定のサイズは正確では

ないが, �����に標本数が増加した場合には, 正規近似以外の検定の精度も改善している

ことが分かる｡ 特に, ダブル・ブートストラップ法による検定は, �����の場合には正確

なサイズが得られる｡ また, ファスト・ダブル・ブートストラップ法に関しては, この場合

についても, 帰無仮説を過大に棄却する傾向があるにもかかわらず, 検定力は若干低いよう

である｡

以上の結果を要約すると以下の通りである｡

1. ダブル・ブートストラップ法およびファスト・ダブル・ブートストラップ法による検

定は, 標本の大きさが大きくなるにつれて精度の高いものとなる｡

2. 正規近似や通常のブートストラップ法による検定が正確でない場合でも, ダブル・ブー

トストラップ法およびファスト・ダブル・ブートストラップ法を用いることにより,

検定の精度がかなり改善する場合がある｡ 特に, 標本が大きいとき, ダブル・ブート

ストラップ法による検定は, 他の方法と比べて高い精度を持つケースが多い｡

3. ファスト・ダブル・ブートストラップ法による検定は, サイズの精度が高い場合でも,

検定力は他の方法に比べて低いことが多いようである｡

以上のことを踏まえると, 標本がある程度大きく, 繰り返し計算に要する時間が現実的なも

のである場合には, ダブル・ブートストラップ法を用いる利点があるように思われる｡

4 結 論

本稿では, ダブル・ブートストラップ法およびファスト・ダブル・ブートストラップ法を

用いた検定の検定力を, 漸近理論に基づいた正規近似による検定および通常のブートストラッ
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プ法に基づく検定の検定力とシミュレーションにより比較した｡ シミュレーションの結果か

ら, 標本がある程度大きい場合, ダブル・ブートストラップ法による検定は良好なパフォー

マンスを持つことが示された｡ 特に, 通常のブートストラップ法による検定や正規近似によ

る検定があまり正確でない場合でも, ダブル・ブートストラップ法を用いることにより検定

サイズの改善が期待できることが示された｡ このことから, 標本がある程度大きく, 反復計

算に要する時間が現実的である場合のダブル・ブートストラップ法の有効性が示唆される｡

また, ダブル・ブートストラップ法の反復計算に要する時間が現実的でない場合でも, ダブ

ル・ブートストラップ法ほどには正確な検定サイズや高い検定力は得られないかもしれない

が, ファスト・ダブル・ブートストラップ法を用いることにより, 既存の方法より正確な検

定が行える可能性がある｡

以上の結果から, 既存の方法による検定があまり正確でない場合や, 検定統計量の漸近分

布が標準的でない場合, あるいは局外母数 (nuisance parameter) に依存する場合等に対し

てダブル・ブートストラップ法やファスト・ダブル・ブートストラップ法を応用するのは非

常に興味深いことであるといえよう｡ このような課題については, 今後更なる研究が待たれ

るところである｡

注

本研究は JSPS科研費23243038の助成を受けている｡

1) Hall (1992) にも詳細な説明がある｡

2) 統計学に関する書物の多くでは, アルファベットの大文字が確率変数, 小文字がその実現値と

して用いられているが, 表記が煩雑になるのを防ぐため, 本稿ではこのような区別は行わない｡

文中で用いられる記号が確率変数とその実現値のどちらを表すかは, 文脈から明らかであろう｡

3) ブートストラップ法の理論的分析においては, エッジワース展開を用いるために, 高次のモー

メントの存在が必要とされる｡ 本稿で扱う片側検定においては, ブートストラップ法が正規近似

よりも正確であるという結論を解析的に得るには, 3 次のモーメントの存在が必要である｡ 自由

度 3 および自由度 4 の�分布を用いたのは, �分布は自由度より小さい次数のモーメントしか存

在しないという性質を利用して, 3 次のモーメントの存在の影響を見るためである｡
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