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位取り記数法に基づく整数有限領域上の

制約充足問題のコンパクトかつ効率的なSAT符号化

丹生 智也　田村 直之　番原 睦則

本論文では，整数有限領域上の制約充足問題に現れる算術的な制約を SATに符号化する新しい方法としてコンパク
ト順序符号化を提案する．コンパクト順序符号化の基本アイデアは，各整数変数を位取り基数法 (すなわち B 進法)

で表現することと，各桁を順序符号化を用いて SATに符号化することである (B ≥ 2，B を基底と呼ぶ)．コンパク
ト順序符号化は B = 2 の場合には対数符号化と等価であり，B が整数変数のドメインサイズ以上の時には順序符号
化と等価である．その意味で，コンパクト順序符号化は両方の符号化の一般化であるとみなせる．また，典型的な制
約充足問題であるオープンショップ・スケジューリング問題とグラフ彩色問題とを用いた比較実験により，コンパク
ト順序符号化が小規模 (変数のドメインサイズが 102 未満) から大規模 (変数のドメインサイズが 107 程度) までの
広い範囲の問題に適用可能であり，順序符号化および対数符号化，また既存の制約ソルバーよりも高性能であること
が確認できた．今後，基底 B の選び方に関する網羅的な実験が必要と考えられるが，現時点でコンパクト順序符号
化は，様々な規模の制約充足問題に適用可能かつ効率的な SAT 符号化の 1 つであるといえる．

This paper proposes a new SAT encoding method, named compact order encoding, which encodes arith-

metic constraints used in Constraint Satisfaction Problems on finite integer domains. The basic idea of the

compact order encoding is the use of a numeral system of some base B ≥ 2 to represent integer variables,

and each digit of variables is encoded by using the order encoding. It is equivalent the log encoding when

B = 2, and it is equivalent to the order encoding when B is larger than the domain size of integer variables.

Therefore, it can be seen as a generalization of the log and order encodings. We confirmed that the compact

order encoding is applicable to wide range of problems from small-scale (where domain size of variables is

less than 102) to large-scale (where domain size of variables is about 107), and shows better performance

than log encoding, order encoding, and existing constraint solvers through experimental comparisons on

Open- Shop Scheduling and Graph Coloring which are typical constraint satisfaction problems. From those

results, although further comprehensive experiments will be necessary for selecting base B, it can be said

that the compact order encoding is one of the effective SAT encodings at the current moment applicable to

wide range of problems in various scales.

1 はじめに

命題論理式の充足可能性判定問題 (Boolean satis-

fiability testing; SAT) は，与えられた命題論理式
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を真にする値割り当てを探す組み合わせ問題であ

る [6] [24] [51]．また SAT型システムは，与えられた

問題を SATに符号化し，高速な SATソルバーを用

いて元の問題の解を探索するシステムである (図 1)．

近年，有界モデル検査 [5] [4]，プランニング [28] [38]，

スケジューリング [10] [44]，自動テストパターン生

成 [15]，ソフトウェア検証 [29] 等の分野において，

SAT型システムは他の方法より優れた性能を示して

おり，問題解決の有望な方法として研究が行われてい

る [6]．

特に制約充足の分野において，SAT符号化に順序



212 コンピュータソフトウェア

図 1 SAT 型システム

符号化を用いた SAT型制約ソルバー Sugar†1 [3] は，

2008年度と 2009年度の国際制約ソルバー競技会†2の
複数部門で優勝しており，既存の制約ソルバーと比較

しても，SAT型システムが有効であることを示してい

る．また制約ソルバーと類似の擬ブール制約ソルバー，

背景理論付き SAT (Satisfiability Modulo Theories;

SMT)ソルバーにおいても，それぞれMinisat+ [17]，

MiniSmt [53]といった SAT 型システムが成功を収め

ている．

制約充足問題 (Constraint Satisfaction Prob-

lems; CSP) [39] から SAT への符号化は直接符号

化 [13] [52] [45]，支持符号化 [27] [19] [45]，対数符号

化 [25] [18] [45]，順序符号化 [43] [44] [45] 等数多く提案

されているが，既存の符号化にはそれぞれ欠点があ

る．例えば，直接符号化と支持符号化は変数のドメ

インサイズを d とすると，各 3項制約は O(d3) 個の

節に符号化されるため，ドメインサイズが 102 以上

あるような問題に対しては多くの節数が必要になり，

実用上適用できない．また第 4. 1節で述べるように，

順序符号化は SATソルバーの単位伝播によって制約

ソルバーの範囲伝播を実現することができるため，少

ない決定変数の選択回数で矛盾を検出することが期

待できる．しかし，各 3項制約が O(d2) 個の節に符

号化されるため，直接符号化，支持符号化と同様に

ドメインサイズが 104 以上あるような問題に対して

は実用上適用できない．対数符号化は整数の表現に 2

進法を用いるため，制約を非常に少ない節数に符号化

することができる (加算制約の場合は log d に比例)．

しかし単位伝播によって最上位ビットの範囲伝播しか

実現できず，矛盾の検出に，桁数 log2 d に比例する

†1 http://bach.istc.kobe-u.ac.jp/sugar/

†2 http://www.cril.univ-artois.fr/CPAI09/

回数の決定変数を選択する必要があるため，一般に順

序符号化と比較して効率が悪くなる可能性が高いと

いう問題がある．

そこで本論文では，SAT型制約ソルバーの実装で

生じる上記の問題を解決するため，コンパクトかつ効

率的な新しい SAT符号化であるコンパクト順序符号

化を提案する．コンパクト順序符号化は整数有限領

域上の CSP に適用可能な SAT符号化であり，各整

数変数を位取り基数法 (すなわち B 進法)で表現する

(B ≥ 2，B を基底と呼ぶ)．また各桁を順序符号化を

用いて符号化する．したがって，コンパクト順序符号

化は基底 B = 2 の場合には対数符号化と等価であり，

B ≥ d の場合には順序符号化と等価となる．その意

味で，コンパクト順序符号化は両方の符号化の一般化

であるとみなせる．

筆者らはコンパクト順序符号化を，各変数のドメイ

ンサイズが 102 未満の小規模な問題から，ドメイン

サイズが 107 程度の大規模な問題までの広い範囲の

問題に適用可能であることを目指して設計した．ここ

で，CSP中の制約の個数は 103 程度を想定し，SAT

ソルバーは 107 以下の節を取り扱えると想定してい

る．以下ではこの想定の上で，コンパクト順序符号化

の設計方針について議論する．

本論文の構成は以下のようになる．まず第 2 節で

SATおよび SATソルバーについて述べた後，第 3

節で制約充足問題について述べる．第 4 節で既存の

SAT符号化である順序符号化，直接符号化，支持符

号化，対数符号化の概要を述べ，その問題点を指摘

した後で，第 5 節でコンパクト順序符号化の提案を

行う．第 6 節では様々なドメインサイズのオープン

ショップ・スケジューリング問題やグラフ彩色問題を

用いて，コンパクト順序符号化の有効性を検証する性

能評価を行う．第 7節で関連研究について述べた後，

第 8節で結論を述べる．

2 SATと SATソルバー

2. 1 SAT

SAT は通常，連言標準形 (Conjunctive Normal

Form; CNF) の論理式で与えられる．CNF 式は節の

連言であり，節の集合として表される．節はリテラル
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の選言であり，リテラルは命題変数 p またはその否

定 ¬p を表す．各命題変数は 1 または 0 の値をとり，

それぞれ真と偽を表す．節がある割り当てのもとで単

位節であるとは，節中の 1 つのリテラルの値が未割

り当てで，他のリテラルの値が 0である場合をいう．

以下では，SATの各インスタンスを SAT問題と

呼ぶ．ある SAT問題の論理式を充足する値割り当て

が存在するとき，その SAT問題は充足可能であると

いい，そのときの値割り当てをその SAT問題の解と

いう．値割り当てが存在しないとき，その SAT問題

は充足不能であるという．

2. 2 SATソルバーの発展とDPLLアルゴリズム

近年，SAT ソルバーの高速化技術の発展により，

DPLLアルゴリズム [12] に基づいた系統的 SATソル

バーの性能が著しく向上している [11] [41] [34] [33] [36]．

この節では，多くの近代的な SATソルバーが採用

している DPLL アルゴリズムを以下の例を用いて説

明する．

C1 : p1

C2 : ¬p1 ∨ ¬p2

C3 : p2 ∨ p3

C4 : ¬p3 ∨ p4 ∨ ¬p5

C5 : ¬p4 ∨ p6

C6 : ¬p4 ∨ ¬p6

DPLL アルゴリズムの初期状態では，すべての命題

変数が未割り当ての状態である．まず，SAT問題の

節中に単位節がもしあれば，その単位節の未割り当

てのリテラルに 1 を割り当てる．この例では C1 が

単位節なので，p1 に 1を割り当てる．この単位節に

よる値の割り当てを単位伝播という．単位節がなく

なるまで，DPLL アルゴリズムは単位伝播を繰り返

す．この例では p1 に 1を割り当てたあと，単位伝播

により ¬p2 に 1，p3 に 1 を割り当てる．単位節が

なくなると，変数選択ヒューリスティックスに基づき

未割り当ての変数を選択し，1か 0を割り当てて単位

伝播を繰り返す．この時に選択した変数を決定変数と

いう．この例では，決定変数に p4 を選び，この変数

に 1 を割り当てるとする．その結果，単位伝播によ

り p6 と ¬p6 を含む単位節が同時に発生する．これ

を矛盾という．p6 に 0 と 1 のどちらを割り当てても

この SAT問題は充足しないため，バックトラックが

起こる．この例では，決定変数 p4 を選んだ時点まで

バックトラックし，p4 に 0 を割り当てて探索を続け

る．これを，すべての変数に値を割り当てるか (充足

可能な場合)，バックトラック先がなくなる (充足不能

な場合)まで繰り返す．

単位伝播は DPLL アルゴリズムの基本的な処理で

あり，全処理時間の 7割から 9割を占めている [32]．

また決定変数を数多く選択すると，探索中に行われる

バックトラックの回数が多くなってしまうために，実

行速度が低下すると考えられる．このため DPLL ア

ルゴリズムを採用している SATソルバーを用いて高

速な求解を行うためには，決定変数の選択回数を少な

くすることが重要である．

また近代的な SATソルバーは DPLL に加え以下

のような多くの高速化技術を用いており，106 個の変

数と 107 個の節を含む巨大な SAT問題であっても扱

うことが可能である [42]．

• CDCL (Conflict Driven Clause Learning) [41]

[31]

• 変数選択ヒューリスティックス [32]

• 非時間順バックトラック [31]

• 監視リテラル [32]

• リスタート戦略 [20]

以下では，DPLL アルゴリズムと上記の高速化技

術を採用している近代的 SATソルバーを単に SAT

ソルバーと呼ぶ．

3 制約充足問題 (CSP)

(整数有限領域上の) CSP は，与えられた制約を充

足する変数への値割り当てを探索する組み合わせ問

題であり，本論文では以下のように定義する．

定義 1 (制約充足問題). (整数有限領域上の)CSPは，

以下を満たす組 (X, l, u, P, C) である．

• X は，整数変数の有限集合である．

• l はX から整数 Z への写像であり，整数変数の

下限を表す．

• u は X から整数 Z への写像であり，整数変数

の上限を表す．
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• P は，命題変数の有限集合である．

• C は，X と P 上の制約の有限集合であり，制

約の連言を表す．各制約は，整数上の加減乗除お

よび論理比較，∨,∧,¬ 等の論理演算を用いて記
述されている．

以下では整数有限領域上の CSP を単に CSP と呼

ぶ．CSPの制約を満たす値割り当てが存在するとき，

その CSP は充足可能であるといい，その時の値割り

当てを解という．解が存在しないとき，その CSPは

充足不能であるという．

CSPの各算術制約に関して，部分式に対して新し

い変数を導入することで，CSP に含まれる算術制約

をすべて 3項制約 (2項，単項を含む) に制限するこ

とができる．例えば制約 x + y + z = w は，新しい

変数 vを導入することで，(v = x + y)∧ (w = v + z)

と表すことができる．また，除算制約は，乗算と加

算を含む算術制約で置き換えることができる．例え

ば制約 z = x/y は，新しい変数 w, r を導入すること

で，(x = yw + r) ∧ (0 ≤ r) ∧ (r < y) と表すことが

できる．一般に n項制約は，O(n) 個の 3項制約に還

元できる．また部分式を新しい変数で置き換えても，

制約伝播の結果には影響を与えないと考えられる．

また，整数変数 x の下限が 0 でない場合には，

x′ = x − l(x) を満たす新しい整数変数 x′ で x を置

き換えることで，CSPに含まれる全ての整数変数の

下限を 0 に固定することができる．この処理は，変

数のドメインサイズを変更することなく行うことが

できる．以下では簡単化のため，すべての算術制約が

除算を含まない 3 項制約で，整数変数の下限が 0 の

CSPについてのみ考える．

また第 4節で各 SAT符号化の評価基準として用い

るため，上記の変換により得られる 3 項制約のみか

らなる CSP の規模を，変数のドメインサイズを元に

4種類に分類して議論する．なお第 1節で述べたよう

に，想定する制約数は 103 程度である．

• 小規模: ∼ 102 程度

2009年度の国際制約ソルバー競技会で用いられ

た問題のうち，約 82% がこのドメインサイズの

変数を含む問題であり，多くの制約ソルバーに

とって標準的な規模であると考えられる．

• 中規模: 102 ∼ 104 程度

同競技会において，約 16%がこの大きさのドメ

インサイズの変数を含んでおり，これらは制約ソ

ルバーにとって比較的中規模な問題だと考えら

れる．

• 大規模: 104 ∼ 107 程度

同競技会において，この大きさのドメインサイズ

の変数を含む問題は約 2% しかないため，既存

の制約ソルバーにとっても大規模な問題であると

考えられる．

4 既存の SAT符号化の概要

以下では主な SAT符号化である順序符号化，直接

符号化，支持符号化，対数符号化の概要を述べ，それ

ぞれの利点と欠点を説明する．例として，整数変数

x, y ∈ {0..4} 上の制約集合 {x + 1 ≤ y, x ≥ 2, y ≤ 2}
を用いる．これらの制約からなる CSP は充足不能で

ある．また各符号化において，SATソルバーの単位

伝播が矛盾を検出するまでの流れを示す．さらに，以

下の点について各符号化の違いを考察する．

符号化後のサイズ:

各整数変数を符号化するのに必要な命題変数と節の

数および，2項制約，3項制約を符号化するのに必要

な節数を示す．また小規模，中規模，大規模な CSP

(制約数は 103 とする) を SAT符号化し，符号化後の

節数と SATソルバーが扱える節数の上限として想定

している 107 を比較する．

制約ソルバーの伝播アルゴリズムとの関係:

SATソルバーでの単位伝播と，制約ソルバーの伝

播アルゴリズムとの関係について述べる．また，2項

制約間の矛盾を検出するのに必要な決定変数の選択

回数について考察する．

4. 1 順序符号化

順序符号化は，各整数変数 x とそのドメインの値 a

に対して，x ≤ a を表す命題変数 p(x ≤ a) を導入す

る [43] [44] [45]．すなわち，各整数変数 x に対して命

題変数 p(x ≤ 0)，p(x ≤ 1)，. . .，p(x ≤ u(x)− 1) を

導入する．x ≤ u(x) は恒真であるため，p(x ≤ u(x))

は不要である．また，各命題変数の順序関係を表す以



Vol. 30 No. 1 Feb. 2013 215

表 1 充足する値割り当て

p(x ≤ 0) p(x ≤ 1) p(x ≤ 2) p(x ≤ 3) 解釈
1 1 1 1 x = 0

0 1 1 1 x = 1

0 0 1 1 x = 2

0 0 0 1 x = 3

0 0 0 0 x = 4

下の節を追加する．

¬p(x ≤ i) ∨ p(x ≤ i + 1) (0 ≤ i < u(x) − 1)

例えば，整数変数 x ∈ {0..4} は，命題変数
p(x ≤ 0), p(x ≤ 1), p(x ≤ 2), p(x ≤ 3) で表さ

れる．x ≤ 4 は恒真であるため，p(x ≤ 4) は不要で

ある．また，各命題変数の順序関係を表す以下の節を

追加する．

¬p(x ≤ 0) ∨ p(x ≤ 1)

¬p(x ≤ 1) ∨ p(x ≤ 2)

¬p(x ≤ 2) ∨ p(x ≤ 3)

例えば，¬p(x ≤ 0) ∨ p(x ≤ 1) は，x が 0 以下であ

れば x が 1 以下であることを表している．また，上

の節を充足可能にする値割り当ては表 1 の 5通りの

みであり，それぞれ x = 0 から x = 4 に対応して

いる．

制約については，制約に違反する範囲を符号化す

る．すなわち，a1 < x1 ≤ b1，a2 < x2 ≤ b2，. . .，

an < xn ≤ bn 内のすべての点 (x1, x2, . . . , xn)が制

約を違反している時，以下の節を追加する．

p(x1 ≤ a1) ∨ ¬p(x1 ≤ b1)

∨ p(x2 ≤ a2) ∨ ¬p(x2 ≤ b2)

∨ . . .

∨ p(xn ≤ an) ∨ ¬p(xn ≤ bn)

線形式を用いた線形制約については，より簡潔な符

号化が可能である [44]．ai を非零の整数定数，c を整

数定数，xi を整数変数とすると，制約
∑n

i=1 aixi ≤ c

は以下のように符号化される．
∧
bi

∨
i

(aixi ≤ bi)
#

ここで bi は
∑n

i=1 bi = c−n+1と −1 ≤ bi ≤ u(aixi)

を満たすように動くとする．また変換 ()# は以下の

ように定義する．

図 2 x + 1 ≤ y の違反点

(ax ≤ b)# ≡



p(x ≤ �b/a	) (a > 0)

¬p(x ≤ 
b/a� − 1) (a < 0)

ただし，a < 0 の場合には p(x ≤ a) を 0 に変換し，

最大値 u(x)以上については 1 に変換する．x = y の

形の制約は，(x ≤ y)∧ (y ≤ x) に置き換えることで，

上の線形式に還元することができる．また非線形制約

についても，上で述べた制約に違反する範囲を列挙す

る方法を用いて符号化できる．

例えば，制約 x + 1 ≤ y は，以下の 5つの節に符

号化される (図 2参照)．

¬p(y ≤ 0)

p(x ≤ 0) ∨ ¬p(y ≤ 1)

p(x ≤ 1) ∨ ¬p(y ≤ 2)

p(x ≤ 2) ∨ ¬p(y ≤ 3)

p(x ≤ 3)

例えば p(x ≤ 0) ∨ ¬p(y ≤ 1) は，(x > 0) ∧ (y ≤ 1)

が制約に違反する領域であることを表している．

また x ≥ 2 と y ≤ 2 は，以下の節に符号化される．

¬p(x ≤ 1) p(y ≤ 2)

これらの節から単位伝播により ¬p(x ≤ 1)，¬p(y ≤
2)，p(y ≤ 2) が導出されるため，新たに決定変数を

選択せずに制約集合 {x + 1 ≤ y, x ≥ 2, y ≤ 2}の矛
盾が検出される．

符号化後のサイズ:

ドメインサイズを d とすると，各整数変数ごとに

O(d) 個の変数が導入される．また順序符号化では，

加算，乗算等の制約の種類に関係なく，各 2項制約は
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O(d) 個の節に，各 3 項制約は O(d2) 個の節に符号

化される．したがって，小規模および中規模な問題に

対しては適用可能であるが，それより大規模な問題に

対しては 107 個を超える節が必要となるため，実質

的に適用できないという問題がある．

制約ソルバーの伝播アルゴリズムとの関係:

SATソルバーでの単位伝播が制約ソルバーでの範

囲伝播に対応しており，少ない決定変数の選択回数で

矛盾を検出することが期待できる．さらに，直接符号

化や対数符号化では実現できない tractable CSP (多

項式時間で求解可能な CSP) から tractable SAT (多

項式時間で求解可能な SAT) への符号化が順序符号

化では可能であり，他の符号化よりも優れていること

が理論的に示されている [37]．

なお，整数変数の符号化に p(x ≤ a) を用いるもの

には unary 符号化 [2] や regular 符号化 [1]がある．

unary符号化は，一般の線形制約ではなく，
∑

xi ≥ a

(xi のドメインは {0, 1}) 等の形に限定された制約
のみを対象としている点で順序符号化とは異なる．

regular 符号化では，整数変数の符号化において，後

述する直接符号化を用いた場合に必要となる節数を

減らす目的で p(x ≤ a) を用いている．しかし，制約

の符号化自体は直接符号化で行っており順序符号化と

は大きく異なる．p(x ≤ a)を制約の符号化に用いた

研究としては，ジョブショップ・スケジューリング問

題への適用例がある [10] [23] [35]．順序符号化は，これ

を CSPに適用可能なように一般化したものである．

4. 2 直接符号化，支持符号化

直接符号化は最も広く用いられている SAT符号化

である．直接符号化は各整数変数 x とそのドメイン

の値 a に対して，x = a を表す命題変数 p(x = a) を

用いる [13] [52] [45]．制約については，制約を違反点

集合として表し，各点を禁止する節を追加する．支

持符号化は変数の表現方法は直接符号化と同様だが，

各制約の支持点集合に着目する点が異なる [27] [19]．

また支持符号化は 2項制約に対してのみ適用できる．

これらの方法は，加算や乗算等の制約の種類に関係な

く適用できる．

まず，CSP の各整数変数は O(d) 個の命題変数で

表される．また，これらの符号化は，各 2項制約を符

号化するのに O(d2) 個の節が必要である．また直接

符号化は，各 3項制約を符号化するのに O(d3)個の

節が必要であるため，小規模な問題にしか適用でき

ない．

直接符号化では，SATソルバーでの単位伝播によ

り制約ソルバーでのフォワードチェック法が実現でき

る [52]が，これは範囲伝播よりも弱い制約伝播アル

ゴリズムである．支持符号化では単位伝播によりアー

ク性能維持法が実現できる [19]．これは範囲伝播より

も強いアルゴリズムである [8]が，支持符号化は順序

符号化と比較して経験的に性能が良くないことが知

られている [45]．

4. 3 対数符号化

対数符号化は，整数の 2進法表記に着目した SAT

符号化である [25] [18] [45]．各整数変数 x の i 桁目

(LSB を 0桁目とする) が 1 であることを表す命題変

数 p(x(i) = 1) を導入する．

例えば，整数変数 x ∈ {0..4} に対して，命題変数
p(x(0) = 1), p(x(1) = 1), p(x(2) = 1) を導入する．

また，x ≤ 4 を表す以下の節を追加する．

¬p(x(2) = 1) ∨ ¬p(x(1) = 1)

¬p(x(2) = 1) ∨ ¬p(x(0) = 1)

各節はそれぞれ，「x(2) が 1ならば x(1) は 0」，「x(2)

が 1 ならば x(0) は 0」を表している．

制約については，各桁ごとの制約を考え，各桁の制

約に相当する論理回路を考えることで SATに符号化

する．例えば制約 x + 1 ≤ y に関して，各桁での制

約は以下のように表される．ここで，c1，c2 はそれ

ぞれ x + 1の 1 桁目と 2桁目の値からの桁上がりを

表す新しい整数変数である．

x(2) + c2 ≤ y(2)

x(2) + c2 ≤ y(2) − 1 ∨ x(1) + c1 ≤ y(1) + 2c2

. . .

各制約はそれぞれ，「x+1の 2桁目の値は y(2)以下で

ある」，「x+1の 2桁目の値が y(2)以上ならば，x+1

の 1桁目の値は y(1) 以下である」ことを表している．

この制約をそのまま SATに符号化し，分配則等を

用いて CNF 式に変換すると，節数が元の制約数に対
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して指数関数的に増加してしまう．そこで，以下のよ

うに Tseitin 変換 [45]を行うことで，符号化後の節

数を，元の制約数に比例した数に抑えることができる

(q, r は新しい命題変数)．

x(2) + c2 ≤ y(2)

q ∨ r

¬q ∨ x(2) + c2 ≤ y(2) − 1

¬r ∨ x(1) + c1 ≤ y(1) + 2c2

. . .

各制約に相当する論理回路を考えることで，x+1 ≤ y

を表す以下の節が得られる．

¬p(y(2) =1) ∨ p(c2 =1) p(x(2) =1) ∨ ¬p(y(2) =1)

p(x(2) =1) ∨ p(c2 =1) q ∨ r

¬q ∨ ¬p(y(2) =1) ¬q ∨ p(c2 =1)

¬q ∨ p(x(2) =1) . . .

また x ≥ 2 と y ≤ 2 は，以下の節に符号化される．

p(x(2) = 1) ∨ p(x(1) = 1)

¬p(y(2) = 1)

¬p(y(1) = 1) ∨ ¬p(y(0) = 1)

この例では単位伝播により，¬p(y(2) = 1) が導出さ

れるが，それ以上の伝播は起こらない．一般に，各制

約間の矛盾の検出にはビット数に比例する数の決定変

数を選択する必要がある．

乗算制約に関しても同様に，制約を表す論理回路を

考えることで符号化できる．

符号化後のサイズ:

ドメインサイズを d とすると，各整数変数ごと

に O(log d) 個の変数が導入される．各加算制約は

O(log d) 個の節に符号化される．また乗算制約は

O(log2 d) 個の節に符号化される．したがって，大規

模な問題に対しても 104 個の節しか必要としない．

制約ソルバーの伝播アルゴリズムとの関係:

SATソルバーでの単位伝播は，フォワード・チェッ

ク法よりも弱い制約伝播となり [52]，最上位ビット

(Most Significant Bit; MSB) での範囲伝播に対応す

る．したがって，各制約間の矛盾を検出するためには，

log2 d に比例する回数の決定変数の選択が必要とな

り，順序符号化よりも効率が悪くなると考えられる．

4. 4 既存の符号化の特徴およびその問題点

後述の表 2に，各符号化のサイズと実現できる伝播

アルゴリズムをまとめたものを示す．“2項”，“3項”

は，整数変数のドメインサイズを d としたとき，各

2 項制約および各 3 項制約を符号化するのに必要な

節数を表しており，“制約伝播”は，SATソルバーの

単位伝播で制約ソルバーのどのような伝播アルゴリ

ズムが実現できるかを示している．また，“対数 (加

算)”および “対数 (乗算)”は対数符号化で加算制約，

乗算制約を符号化した時の節数をそれぞれ表してい

る．支持符号化は 2 項制約にのみ適用可能であるた

め，“3項”の欄を “-” で表している．

5 コンパクト順序符号化

この節では，上記の問題を解決する新しい SAT

符号化であるコンパクト順序符号化を提案し，その

概要について述べる．第 1 節で述べたように，コン

パクト順序符号化の基本アイデアは以下の 2 点であ

る [47] [48] [46] [49]．

• 各整数変数を位取り基数法を用いて表現する．
すなわち，各整数変数 x を

∑m−1
i=0 Bixi で表

す (B ≥ 2，m = 
logB d�，すべての xi に対し

0 ≤ xi < B)．以下では B を基底，m を桁数と

呼ぶ．

• 各桁 xi を順序符号化を用いて符号化する．

これにより，サイズと速度に関して以下の効果が期

待できる．

符号化後のサイズ:

• ドメインサイズを d とすると，基底 B (すなわ

ち，桁数 m = 
logB d�) を選んだ場合，各整数
変数ごとに O(B logB d) 個の変数が導入される．

また後述のように，各 2項制約は O(B logB d)個

の節に，各加算制約，乗算制約は O(B2 logB d)

個と O(B3 logB d + B2 log2
B d) 個の節にそれぞ

れ符号化される．このため，変数同士の乗算制約

を含まない大規模な問題に対しては m = 3 を，

乗算制約を含む場合でも m = 6 を選べば，符号

化後の節数が約 104 ∼ 107 個となり，SATソル

バーで十分取り扱えるサイズに収まる．

• また中規模な問題に関しては，乗算を含まない
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場合にはm = 2 を，含む場合でもm = 3を選べ

ば符号化後の節数が約 104 ∼ 107 個となり，順

序符号化よりドメインサイズが大きい問題へ適

用可能である．

• ドメインサイズが 1010 という超大規模な問題に

対しても，乗算を含まない場合には m = 5，含

む場合であってもm = 10などを桁数として選ぶ

ことで約 107 個の節で済むため，SATソルバー

で十分取り扱うことができると考えられる．

制約ソルバーの伝播アルゴリズムとの関係:

• SAT ソルバーでの単位伝播により，最上位桁

(Most Significant Digit; MSD)での範囲伝播を

実現できる．

• コンパクト順序符号化は各整数変数を m =


logB d� 桁で表現する．B > 2 を選んだ場合，

これは 対数符号化の 
log2 d� 桁よりも少なくな
る．このため，矛盾を検出するために必要な決定

変数の選択回数が少なく，より効率的である．

第 1 節でも述べたように，コンパクト順序符号化

は基底 B = 2 の場合には対数符号化と等価であり，

B ≥ dの場合には順序符号化と等価となる．その意

味で，コンパクト順序符号化は，両方の符号化の一般

化となっている．

5. 1 整数変数の符号化

上で述べたようにコンパクト順序符号化では，各

整数変数 x ∈ {0..d− 1} を∑m−1
i=0 Bix(i) で表し，各

x(i) を順序符号化を用いて SAT に符号化する．

例えば基底 B = 3 の場合，整数変数 x ∈ {0..4} は，
x の 0桁目と 1桁目を表す変数 x(1), x(0) ∈ {0..2} を
考え，各桁をそれぞれ順序符号化することで以下の命

題変数で表される．

p(x(1) ≤ 0) p(x(1) ≤ 1)

p(x(0) ≤ 0) p(x(0) ≤ 1)

また，各桁の順序符号化により以下の節が追加される．

¬p(x(1) ≤ 0) ∨ p(x(1) ≤ 1)

¬p(x(0) ≤ 0) ∨ p(x(0) ≤ 1)

5. 2 制約の符号化

コンパクト順序符号化では，各制約を以下の 2 つ

の手順で符号化する．

• 桁ごとの制約に還元する．
• 桁ごとの制約を順序符号化する．
整数有限領域上の任意の算術制約は比較，加算，

乗算の組み合わせで表現可能である．例えば，制約

3x = y − z は，新しい変数 w を導入することで，

(w = 3x) ∧ (y = w + z) のように置き換えることが

できる．定数倍 z = ay の形の制約は，変数同士の乗

算と同様の方法で符号化できる．従って以下では比較

制約 x ≤ y，加算制約 z = x + yと変数同士の乗算制

約 z = xy についてのみ説明し，基底に B = 10 を選

択した場合のコンパクト順序符号化の例を示す．

5. 2. 1 比較の符号化

比較は各桁ごとの比較を考えることで符号化でき

る．例えば，x, y ∈ {0..99} 上の制約 x ≤ y は，まず

整数 x, y を x(1)，x(0), y(1)，y(0) でそれぞれ置き換

えた制約を考え，以下のような桁ごとの比較を表す制

約に還元する．

x(1) ≤ y(1)

x(1) ≤ y(1) − 1 ∨ x(0) ≤ y(0)

各制約はそれぞれ，「x(1) は y(1) 以下である」，「x(1)

が y(1) 以上ならば，x(0) は y(0) 以下である」ことを

表している．

次に対数符号化の場合と同様に，Tseitin 変換を行

い以下の制約に還元する (q, r は新しい命題変数)．

x(1) ≤ y(1)

q ∨ r

¬q ∨ x(1) ≤ y(1) − 1

¬r ∨ x(0) ≤ y(0)

最後に，各制約を第 4. 1 節で述べた方法で順序符

号化する．

p(x(1) ≤ 0) ∨ ¬p(y(1) ≤ 0)

p(x(1) ≤ 1) ∨ ¬p(y(1) ≤ 1)

. . .

p(x(1) ≤ 9) ∨ ¬p(y(1) ≤ 9)

q ∨ r

¬q ∨ ¬p(y(1) ≤ 0)

¬q ∨ p(x(1) ≤ 0) ∨ ¬p(y(1) ≤ 1)

. . .

¬q ∨ p(x(1) ≤ 7) ∨ ¬p(y(1) ≤ 8)
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¬q ∨ p(x(1) ≤ 8)

¬r ∨ p(x(0) ≤ 0) ∨ ¬p(y(0) ≤ 0)

¬r ∨ p(x(0) ≤ 1) ∨ ¬p(y(0) ≤ 1)

. . .

¬r ∨ p(x(0) ≤ 9) ∨ ¬p(y(0) ≤ 9)

5. 2. 2 加算の符号化

加算は各桁ごとの加算を考えることで符号化でき

る．例えば，x, z ∈ {0..99} 上の制約 z = x + 26 は，

まず整数 x, z を x(1)，x(0)，z(1)，z(0) でそれぞれ置

き換えた制約を考え，以下のような桁ごとの加算を表

す制約に還元する．

z(1) = x(1) + 2 + c 10c + z(0) = x(0) + 6

c ≤ 0 ∨ x(0) + 6 ≥ 10 c ≥ 1 ∨ x(0) + 6 ≤ 9

ここで c は，x(0) + 6 の桁上がりを表す整数変数であ

る．上 2つの制約はそれぞれ，「z(1) は x + 26 の 1桁

目と等しい」，「z(0) は x + 26 の 0桁目と等しい」こ

とを表している．下 2つの制約は，「x(0) + 6 ≥ 10 か

つその時に限り c ≥ 1」を表している．これらの制約

をそれぞれ第 4. 1 節で述べた方法で順序符号化する

ことで，z = x + 26をコンパクト順序符号化できる．

5. 2. 3 乗算の符号化

乗算は各桁ごとの乗算を考えることで符号化でき

る．例えば，z, x, y ∈ {0..99} 上の制約 z = xyは，x

の各桁に関する乗算を考えることで，以下の制約で表

現できる．ここで，wi は x(i)y を表す新しい整数変

数である．

w1 = x(1)y w0 = x(0)y

z = 10w1 + w0

また各 x(i) は 0 から 9 までの値しか取らないため，

各 wi = x(i)y は以下のように表すことができる．
9∧

a=0

(
(x(i) ≤ a − 1) ∨ (x(i) ≥ a + 1) ∨ (wi = ay)

)

また，ayの計算は各 i に対して何度も行われるため，

各 ay に対して新しい整数変数 ya を導入する．これ

により，z = xy は，以下のように表現できる．
9∧

a=0

(
(x(1) ≤ a − 1) ∨ (x(1) ≥ a + 1) ∨ (w1 = ya)

)

∧
9∧

a=0

(
(x(0) ≤ a − 1) ∨ (x(0) ≥ a + 1) ∨ (w0 = ya)

)

y(1) y(0)

× 9

v01 v00

v11 v10

y9
(2) y9

(1) y9
(0)

図 3 100y9
(2) +10y9

(1) +y9
(0) = 9(10y(1) +y(0))

の筆算

∧ z=10w1 + w0 ∧
9∧

a=0

ya = ay

各 ya = ay (0 ≤ a < B) に関しては筆算を考え，各

計算を制約として表せばよい．例えば，y9 = 9y は以

下の制約で表される (図 3参照)．ここで，vij は部分

積の各桁を表す新しい整数変数，cは v01 + v10 から

の桁上がりを表す整数変数である．

10v11 + v10 = 9y(1) 10v01 + v00 = 9y(0)

y9
(2) = v11 + c 10c + y9

(1) = v01 + v10

y9
(0) = v00

それぞれの制約を順序符号化することで，制約 z =

xy をコンパクト順序符号化できる．z = 10w1 + w0

に関しては，各桁の左シフトと第 5. 2. 2 節で説明し

た方法を組み合わせることで符号化できる．

5. 3 コンパクト順序符号化での単位伝播の例

第 4節で用いた例 x + 1 ≤ y，x ≥ 2 と y ≤ 2 を

用いて，コンパクト順序符号化が矛盾を検出するまで

の単位伝播の流れを説明する．基底 B = 3 を選んだ

時，例 x+1 ≤ y は，第 5. 2. 1節の比較と加算の符号

化を組み合わせることで，以下の節に符号化される．

p(c ≤ 0) は，x(0) +1 からの桁上がりを表す整数変数

c が 0以下であることを表す新しい命題変数である．

p(x(1) ≤ 0) ∨ ¬p(y(1) ≤ 0)

p(x(1) ≤ 0) ∨ p(c ≤ 0)

¬p(y(1) ≤ 0) ∨ p(c ≤ 0)

q ∨ r

¬q ∨ p(x(1) ≤ 0)

¬q ∨ ¬p(y(1) ≤ 0)

¬q ∨ p(c ≤ 0)

¬r ∨ p(x(0) ≤ 0) ∨ ¬p(c ≤ 0)

¬r ∨ p(x(0) ≤ 1) ∨ ¬p(c ≤ 0)
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表 2 既存の符号化の特徴

符号化 2 項 3 項
直接 O(d2) O(d3)

支持 O(d2) -

対数 (加算) O(log d) O(log d)

対数 (乗算)†3 O(log2 d) O(log2 d)

順序 O(d) O(d2)

符号化 制約伝播
直接 フォワードチェック法
支持 アーク整合維持法
対数 MSB での範囲伝播
順序 範囲伝播

表 3 コンパクト順序符号化と既存の符号化との特徴の比較

符号化 2 項 3 項
直接 O(d2) O(d3)

支持 O(d2) -

対数 (加算) O(log d) O(log d)

対数 (乗算) O(log2 d) O(log2 d)

順序 O(d) O(d2)

提案 (加算) O(B logB d) O(B2 logB d)

提案 (乗算) O(B2 log2
B d) O(B3 logB d + B2 log2

B d)

符号化 制約伝播
直接 フォワードチェック法
支持 アーク整合維持法
対数 MSB での範囲伝播
順序 範囲伝播
提案 MSD での範囲伝播

¬r ∨ ¬p(y(0) ≤ 0) ∨ ¬p(c ≤ 0)

¬p(x(0) ≤ 1) ∨ p(c ≤ 0)

p(x(0) ≤ 1) ∨ ¬p(c ≤ 0)

また x ≥ 2 と y ≤ 2 は，以下の節に符号化される．

¬p(x(1) ≤ 0) ∨ ¬p(x(0) ≤ 1) p(y(1) ≤ 0)

この例の場合は，単位伝播により p(y(1) ≤ 0)，

p(c ≤ 0)，p(x(1) ≤ 0)，¬p(x(0) ≤ 1)，¬p(c ≤ 0)

が導出されるため，決定変数を選択せずに矛盾を検出

できる．また前述のように，一般的に各制約間の矛盾

の検出には，logB d に比例する回数の決定変数の選

択しか必要としない．これは対数符号化の log2 d 回

より少なく効率的であると考えられる．

5. 4 コンパクト順序符号化と他の符号化の比較

表 2にコンパクト順序符号化を追加したものが表 3

である．“提案 (加算)” および “提案 (乗算)” はコン

パクト順序符号化で加算制約，乗算制約を符号化した

時の節数をそれぞれ表している．ここで B は基底を

表す．

コンパクト順序符号化では，加算制約 z = x + y

は O(B2 logB d) 個の節に，乗算制約 z = xy は

O(B3 logB d + B2 log2
B d) 個の節に符号化される．

†3 表では，筆算を符号化する方法での計算量を示してい
る．FFT を用いることで，節数を O(m log m) まで
減らすことができる．

特殊な場合として，B ≥ d の場合には z = xy は

O(d2) 個の節に符号化される．例えば m = 2 (すなわ

ち B =
√

d) の場合 ，加算制約と乗算制約は O(d)，

O(d
3
2 ) 個の節にそれぞれ符号化され，これは直接符

号化，支持符号化，順序符号化の節数より少ない．

また SATソルバーの単位伝播により，MSD での

範囲伝播を実現できる．例えば d = 104 の時，コン

パクト順序符号化で B =
√

d を基底に選んだ場合，

各整数変数は 2桁となるが，これは対数符号化の 14

桁よりはるかに少なく，矛盾の検出に必要な決定変数

の選択回数が少なくなると期待できる．

6 性能評価

コンパクト順序符号化の有効性を検証するため，

CSPの典型的な問題を用いた以下のベンチマークに

対する性能評価を行った．

• 中規模かつ実際的な問題に対する性能評価:

2006 年に SAT型システムにより解かれるまで

未解決であった問題を含むオープンショップ・ス

ケジューリング問題 (OSS) を用いた．コンパク

ト順序符号化 (m ∈ {2, 3})と既存の SAT符号化

の順序符号化，対数符号化，国際制約ソルバー競

技会上位ソルバーである choco，Mistral の求解

数および求解 CPU時間を比較した．
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表 4 OSS ベンチマークにおける求解 CPU 時間の比較 (単位: 秒)

問題 サイズ 順序 コンパクト順序 対数 choco Mistral

m = 2 m = 3

j7-per0-0 7x7 T.O. T.O. T.O. T.O. T.O. T.O.

j7-per0-1 7x7 56.16 11.18 16.06 119.52 T.O. 27.10

j7-per0-2 7x7 36.15 8.35 11.78 85.39 T.O. 49.92

j7-per10-0 7x7 56.01 15.47 17.88 100.07 T.O. 76.81

j7-per10-1 7x7 24.98 7.74 6.82 66.32 0.53 0.97

j7-per10-2 7x7 497.15 298.91 253.07 2804.06 T.O. 546.06

j7-per20-0 7x7 4.43 4.17 3.09 5.18 0.54 0.12

j7-per20-1 7x7 13.38 5.54 7.54 19.80 T.O. 16.82

j7-per20-2 7x7 24.38 7.91 9.61 32.37 T.O. 26.76

j8-per0-1 8x8 T.O. T.O. T.O. T.O. T.O. T.O.

j8-per0-2 8x8 161.73 42.61 119.35 478.10 T.O. 142.14

j8-per10-0 8x8 345.09 157.60 276.06 T.O. T.O. 308.73

j8-per10-1 8x8 10.20 T.O. 17.76 10.65 0.69 1.38

j8-per10-2 8x8 T.O. 2305.73 T.O. T.O. T.O. T.O.

j8-per20-0 8x8 3.14 3.06 14.16 13.83 0.69 1.53

j8-per20-1 8x8 3.05 15.35 7.75 21.64 0.70 1.30

j8-per20-2 8x8 3.83 2.95 22.43 17.61 0.68 1.43

#Solved 14 14 14 13 6 14

• 大規模かつ実際的な問題に対する性能評価:

上の OSS から生成した大規模な OSS を用い

て，コンパクト順序符号化 (m ∈ {2, 3}) と上
記と同じ各ソルバーについて求解数および求解

CPU時間を比較した．またコンパクト順序符号

化 (m ∈ {2, 3}) と順序符号化，対数符号化につ
いて，矛盾が起きるまでに決定変数を選択した

回数を比較した．さらに，コンパクト順序符号化

(m = 5) と 対数符号化について，ドメインサイ

ズが 1010 程度の超大規模な OSSを用いて，求

解 CPU時間を比較した．

• 小規模かつコンパクト順序符号化が有効でない
と考えられる問題:

各制約が変数間の順序関係を考慮しない制約で

表されており，コンパクト順序符号化が有効でな

いと考えられるグラフ彩色問題を用いた．コンパ

クト順序符号化 (m ∈ {2, 3})と既存の SAT符号

化の 順序符号化，対数符号化，直接符号化，支

持符号化の求解数を比較した．

6. 1 オープンショップ・スケジューリング問題

オープンショップ・スケジューリング問題 (Open-

Shop Scheduling Problem; OSS)は n個のジョブ J1，

J2，. . .，Jn と n 個のマシンM1，M2，. . .，Mn か

ら構成される．また，各ジョブ Ji は n 個のオペレー

ションOi1，Oi2，. . .，Oin から構成される．オペレー

ション Oij はマシン Mj で実行され，処理時間が pij

かかる (pij は正の整数)．満たすべき制約としては，

ジョブ Ji 上の任意の異なる 2 つのオペレーション

Oij と Oik は，同時には処理できない，マシンMj

上の任意の異なる 2 つのオペレーション Oij と Okj

は，同時には処理できない，の 2 種類がある．決定

問題としての OSSの目的は，与えられた総所要時間

(makespan) 内にすべてのジョブが完了できるか否か
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表 5 OSS ベンチマークにおける各係数 c ごとの求解数の比較

係数 c ドメイン 問題数 順序 コンパクト順序 対数 choco Mistral

サイズ d m = 2 m = 3

1 103 17 14 14 14 13 6 14

10 104 17 12 13 13 13 6 12

102 105 17 8 13 13 12 7 7

103 106 17 0 14 13 12 7 4

104 107 17 0 12 13 13 7 2

Total 85 34 66 66 63 33 39

を決定することである．

ベンチマーク問題として，Brucker et al. [7]の中で

最も大きな問題である “j7”(全 9問)，“j8”(全 8問)

の全 17問を用いた．これは，2006年まで最適値が未

知であった問題である “j7-per0-0”，“j8-per0-1”，

“j8-per10-2” の 3問を含んでいる．各問題はそれぞ

れ 7ジョブ・7マシン，8ジョブ・8マシンで構成さ

れる．各問題の総所要時間として，最も難しい場合で

ある最適値から 1を引いたものを用いた (充足不能)．

また各問題は，x + a ≤ z と x ≤ y の形の制約を用

いて CSP で表現される．

コンパクト順序符号化 (m ∈ {2, 3}) と順序符号
化，対数符号化について，SATソルバーが問題を解

く (充足不能を証明する)までにかかった CPU 時間

を比較した．また最先端の制約ソルバーである choco

2.11 [50]とMistral 1.550 [21] とも比較を行った．

表 4 に制限時間 1 時間 (3600 秒)，MiniSat 2.0

core [16] ソルバーが求解にかかった時間を示す (単

位は秒)．実行環境として Intel Xeon 3.0 GHz, メ

モリ 16GB のマシンを用いた．表中の “T.O.” は問

題が 1 時間以内に解けなかったことを表す．表下の

“#solved” は，解けた問題数を表す．各問題で最も

速く解けたものを太字で表す．

コンパクト順序符号化 (m ∈ {2, 3}) は，順序符号
化，Mistral と同様に，17 問中最も多い 14 問を解い

た．またコンパクト順序符号化 (m = 2)は全 17問中

8問に関して，最も速く問題を解いている．更に，コ

ンパクト順序符号化 (m = 2) のみが，2006年まで未

解決だった難しい問題である “j8-per10-2” の求解に

成功している．

以上から中規模かつ実際的な問題の一例としてオー

プンショップ・スケジューリング問題について比較実

験を行った結果，コンパクト順序符号化は順序符号

化，対数符号化および既存の制約ソルバーと比較して

高速に求解が行えることを示した．

6. 2 大規模な OSS

大規模かつ実際的な問題でのコンパクト順序符号化

の有効性を検証するため，先ほど用いた各 OSS 問題

の処理時間を c 倍して生成した 102問を用いて性能評

価を行った (cは定数)．係数 c には 10n (n ∈ {0..4})
を用いた．先ほどの実験と同様に，4種類の符号化と

choco，Mistral を比較した．

表 5に各ソルバーの求解問題数を示す．表中の “ド

メインサイズ d”は，各問題の大まかなドメインサイ

ズを表し，各 c に対して最も解けた問題数が多いもの

を太字で示している．また図 4 に，各ソルバーでの求

解 CPU時間の比較を示す．横軸は求解問題数，縦軸

に求解 CPU時間を表している．コンパクト順序符号

化 (m = 2) を細い実線で示し，コンパクト順序符号

化 (m = 3) の場合を太い点線で示している．表 6に，

各 cでの各符号化での平均求解時間を示す．c ≤ 102

の場合には全ての符号化で解けた問題の平均求解時

間，c ≥ 103 の場合には順序符号化以外の全ての符号

化で解けた問題の平均求解時間を示している．第 3

節で述べたように，ドメインサイズが 103 ≤ d < 104

の問題は中規模であり，104 ≤ d ≤ 107 の問題は大規

模である．
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図 4 OSS ベンチマークにおける求解 CPU 時間の比較

表 6 OSS ベンチマークにおけるドメインサイズごとの平均求解時間 (単位: 秒)

係数 c ドメイン 問題数 順序 コンパクト順序 対数

サイズ d m = 2 m = 3

1 103 12 73.70 35.27 40.80 313.66

10 104 11 347.98 21.47 16.44 189.13

102 105 7 12276.30 43.49 17.08 53.08

103 106 11 - 93.48 33.46 203.41

104 107 11 - 704.43 77.66 398.60

コンパクト順序符号化 (m ∈ {2, 3}) が 85 問中最

も多い 66 問を解いた．またほとんどの制限時間にお

いて，コンパクト順序符号化 (m = 3) が最も求解数

が多くなっている．例えば制限時間が 600秒の場合，

コンパクト順序符号化 (m = 3)は 61問であり，対数

符号化の 53問を含め他ソルバーより多くの問題を解

いている．

以下では，コンパクト順序符号化 (m = 3) と各

SAT符号化および既存の制約ソルバーを比較する．

コンパクト順序符号化 (m = 3) と順序符号化を比

較すると，コンパクト順序符号化 (m = 3) は順序符

号化よりも 30問近く多くの問題を解いた．また順序

符号化は d ≈ 103 の場合には求解数および平均求解

CPU 時間はコンパクト順序符号化 (m = 3) の数倍

程度であるが，それより大きな d では求解数および

求解 CPU 時間が悪化し，d ≥ 106 の場合にはメモ

リ不足が原因で問題を 1 問も解くことができなかっ

た．それに対してコンパクト順序符号化 (m = 3) は，

d ≈ 107 の場合でも d ≈ 103 の場合と比べてほとん

ど性能が落ちていない．このことから，コンパクト順

序符号化 (m = 3) は順序符号化には適用できない大

規模な問題に対しても適用可能である．

コンパクト順序符号化 (m = 3) と対数符号化を比

較すると，すべての c についてコンパクト順序符号化
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表 7 OSS ベンチマークにおける矛盾が起きるまでに
選択した決定変数の数　　　　　　　　　　

係数 c ドメイン 順序 コンパクト順序 対数

サイズ d m = 2 m = 3

1 103 1.19 1.66 3.60 8.92

10 104 1.22 1.46 3.37 10.08

102 105 1.29 1.57 2.33 11.34

103 106 - 1.27 1.61 11.37

104 107 - 1.68 1.76 9.95

(m = 3) は対数符号化より求解数が多い．求解 CPU

時間の面に関しても，すべての c についてコンパク

ト順序符号化 (m = 3)のほうが速い．例えば c = 104

(d ≈ 107) の時，コンパクト順序符号化 (m = 3) は

対数符号化の約 5倍高速である．

次にコンパクト順序符号化 (m = 3) と choco を

比較すると，コンパクト順序符号化 (m = 3)はすべ

ての c について 6問以上求解数が多い．また図 4か

ら，求解 CPU時間に関してもコンパクト順序符号化

(m = 3)のほうが高速である．このことから，中規模

から大規模の問題ではコンパクト順序符号化 (m = 3)

は chocoよりも優れているといえる．

コンパクト順序符号化 (m = 3) と Mistral を比較

すると，コンパクト順序符号化 (m = 3)はすべての

cについて Mistral より多くの問題を解いている．ま

た図 4から，求解 CPU時間に関してもコンパクト順

序符号化 (m = 3)はMistralよりも高速である．この

ことから，中規模から大規模の問題ではコンパクト順

序符号化 (m = 3) は Mistral よりも優れているとい

える．

次に各符号化の矛盾の検出能力を調べるため，表 7

に，各符号化での 1 つの矛盾を検出するまでに選択

された決定変数の個数の平均値 (decision数/conflict

数) を示す．c ≤ 102 の場合にはいずれかの符号化で

解けた問題に関する平均を示し，c ≥ 103 の場合には

順序符号化を除くいずれかの符号化で解けた問題に関

して平均を示した．“-” は，1問も問題を解けなかっ

たものを表す．

いずれの c においても，桁数 m が少ないほど，矛

盾が起きるまでに決定変数を選択する回数が少ない．

特に c = 103 の場合，コンパクト順序符号化 (m = 2)

での決定変数を選択する回数は，対数符号化の約 10

分の 1 であり，コンパクト順序符号化 (m = 2)が対

数符号化よりも矛盾の検出を早期に行えることがわ

かる．

以下にコンパクト順序符号化に関して，符号化に

かかった時間と符号化後のサイズについて簡単に述

べる．OSS に関して，コンパクト順序符号化の各イ

ンスタンスは，c = 104 のときでも全て 15秒以内に

符号化できた．生成される SAT問題のファイルサイ

ズは，順序符号化は c = 103 の時点で 16GB 以上の

SAT問題を生成したのに対し，コンパクト順序符号化

(m = 3)は c = 104 の場合でも 650MB 程度だった．

また，c = 10i 以外のいくつかの係数についても性

能評価を行い，求解数や求解 CPU時間等に関して同

様の結果となることを確認した．

最後に，OSSベンチマークの “j7-per0-1” の各処

理時間を 107 倍して超大規模の OSSを作成した．こ

の OSSは，順序符号化は符号化後の SAT問題のサ

イズが大きすぎて解くことができず，choco および

Mistral は 1010 のドメインサイズの整数変数を扱え

ないため，この問題を解くことができない．第 4 節

で用いたのと同じ目安だと，m = 5を選択した場合

は節数が 107 個以下になる．コンパクト順序符号化

(m = 5) と対数符号化を用いて求解し，求解 CPU時

間を比較した．結果，コンパクト順序符号化 (m = 5)

は約 1 分以内に求解できたが，対数符号化は求解に

約 10分とコンパクト順序符号化 (m = 5)の 10倍の

時間が掛かった．

以上のように，大規模かつ実際的な問題の一例とし
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表 8 GCP ベンチマークにおける求解数の比較

問題数 直接 支持 順序 コンパクト順序 対数

m = 2 m = 3

求解数 104 88 85 91 89 90 90

て，オープンショップ・スケジューリング問題につい

て比較実験を行った結果，コンパクト順序符号化が対

数符号化，順序符号化よりも優れた結果となることが

わかった．特に，ドメインサイズが 1010 程度の超大

規模な問題に対してもコンパクト順序符号化が適用

可能であり，対数符号化よりも高速な求解が行えるこ

とを示した．

6. 3 グラフ彩色問題

最後に小規模グラフ彩色問題を用いて，コンパクト

順序符号化 (m ∈ {2, 3}) と既存の SAT符号化の 順

序符号化，対数符号化，直接符号化，支持符号化を求

解数に関して比較した．

グラフ彩色問題 (Graph Coloring Problem; GCP)

は，頂点の有限集合 V と辺の有限集合 E からなるグ

ラフ G(V, E) で構成される．決定問題としての GCP

の目的は，色数 k が与えられたときに各辺の両端が

異なるように頂点を k 色で彩色できるかを判定する

問題である．グラフが k 色以下で彩色可能なとき，

そのグラフは k-彩色可能であるといい，この時の k

を彩色数という．この問題は，ドメインサイズ k の

整数変数が |V | 個，x �= y の形の制約 |E| 個からな
る CSP で表現される．GCP は変数間の順序関係を

考慮しない制約からなる問題であり，コンパクト順序

符号化に不向きな問題だと考えられる．

ベンチマーク問題として，Graph Coloring and its

Generalization †4で公開されているGCP 全 119問の

うち，彩色数 (最小色数)が既知の 52問を用いた †5．こ
れらの問題の頂点数は 11∼1085，辺数は 20∼121275，

彩色数は 4∼63 である．52問のベンチマーク問題に

対して，コンパクト順序符号化 (m ∈ {2, 3})，直接符
号化，支持符号化，順序符号化，対数符号化，直接符

†4 http://mat.gsia.cmu.edu/COLOR04/

†5 各符号化による予備実験で最適値が決定できたものを
含む．

号化を用いて，k=彩色数 の場合 (充足可能) と k=

彩色数 −1 の場合 (充足不能) の 2 種類の SAT問題

を生成した．

生成した SAT問題全 728問を MiniSat 2.0 core を

用いて求解し，求解数を比較した．制限時間は 30分

(1800秒)で，実行環境は OSS の時と同様である．

表 8 に求解数を示す．順序関係のない問題であっ

ても，順序符号化は 104問中最も多い 91問を解いた．

コンパクト順序符号化 (m ∈ {2, 3}) も，順序符号化
との求解数の差は 2問程度に収まっており，直接符号

化や支持符号化よりも多くの問題を求解している．

また順序符号化，コンパクト順序符号化 (m ∈
{2, 3}) と対数符号化で解けた問題のうち，コンパク
ト順序符号化 (m = 3) と対数符号化の符号化の結果

が異なる 20 問について平均 CPU 時間を比較した．

コンパクト順序符号化 (m = 2) の平均 CPU時間は

約 60.07 秒で，順序符号化の約 9.44 秒よりも約 6倍

遅く，コンパクト順序符号化 (m = 3) の約 132.14秒，

対数符号化の約 149.23秒よりも 2倍以上高速だった．

これは第 5. 4 節で述べたように，桁数が少ないほう

が，矛盾を検出するのに必要な決定変数の選択回数が

少なくなるためだと考えられる．また順序符号化が直

接符号化より求解数が多いのは，SATソルバーの学

習節による効果だと考えられる．符号化後の問題サ

イズは，順序符号化が最大で約 300MB であったのに

対して，コンパクト順序符号化はm = 2の場合でも，

高々 83MB 程度であった．

以上から，小規模かつコンパクト順序符号化が有効

でないと考えられるグラフ彩色問題についても，コン

パクト順序符号化の性能がそれほど悪化しないこと

が確認できた．

6. 4 考察

上記の実験結果から，一部の制約充足問題について

ではあるが，コンパクト順序符号化が小規模から大
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規模の広い範囲の問題に適用可能であることがわかっ

た．特に，ドメインサイズが 1010 程度の超大規模な

問題 1 問について，コンパクト順序符号化は対数符

号化よりも 10倍程度高速だった．また，小規模かつ

コンパクト順序符号化が有効でないと考えられるグ

ラフ彩色問題についても，コンパクト順序符号化の性

能がそれほど悪化しないことが確認できた．

コンパクト順序符号化の桁数 m (あるいは基底 B)

の選び方については，中規模な問題に関しては桁数

m = 2，大規模な問題に関しては桁数m = 3とする基

底が最も良い結果であった．したがって，1 ≤ m ≤ 3

の範囲からの選択で，小規模から大規模までの広い範

囲の問題に適用可能だと考えている．ただし，このこ

とはより広範な実験により確認する必要がある．

7 関連研究

Sugar以外の SAT型制約ソルバーとしては，Fzn-

Tini [22] と SAT4J CSP [30]がある．FznTini は対数

符号化を，SAT4J CSPは直接符号化と支持符号化の

変種を用いている．

また，制約ソルバーと類似のものとして擬ブール

制約ソルバーと SMT ソルバーがある．擬ブール制

約は，各変数のドメインが {0, 1} に制限された CSP

の一種であり [40]，各整数変数を対数符号化と同様

に 2進法で表現することで，整数上の制約も表現可能

である．Eén と Sörensson は，擬ブール制約の SAT

符号化に基数を可変にした位取り基数法を用い，各桁

の表現に順序符号化と同様の 1 進法を用いる方法を

提案している [17]．また，最適な基底を選択するアル

ゴリズムが Codish らにより提案されている [9]．こ

れらの方法は，個々の制約において コンパクト順序

符号化と同様の最上位桁での範囲伝播が期待できる．

しかし，各変数は 2進法で表現されるため，複数の制

約にまたがった変数についての範囲伝播が実現できな

い．例えば，制約 x+50 ≤ y，y +100 ≤ z，z ≤ 149

(x, y, z ∈ {0..200}) において，コンパクト順序符号化
は第 5. 3 節で示したように単位伝播のみで矛盾を検

出できるが，Eénと Codish らの符号化方法の場合，

矛盾を検出するには 2 進法の桁数に比例する個数の

決定変数を選択する必要が生じ，この点がコンパクト

順序符号化とは異なる．

SMT ソルバーは，SATソルバーを算術や配列等を

取り扱う背景理論上のソルバーを組み合わせ，整数上

の線形および非線形制約の問題を高速に解くことを実

現している [26] [51]．特にMiniSmtは，制約式を単純

に対数符号化する SAT型のソルバーであるが，SMT

ソルバー競技会の整数上の非線形制約部門 (QF NIA)

の問題に対し良い成績を示し [53]，2010 年度の競技

会では QF NIA を含む複数部門で優勝している．そ

こで，QF NIA 部門の calypto 問題全 138問のうち，

ドメインサイズが 263 (約 1019)以下である 129 問を

用いて比較実験を行った．コンパクト順序符号化を

用いてドメインサイズが 107 個を大きく超える問題

を解く場合，m = 3 よりも大きな mを選ぶことで，

符号化後の節数を 107 個以下に抑えることができる．

例えば calypto 問題に対しては，m = 15を選択した

場合には節数が 107 個以下になる．比較実験の結果，

求解数に関してはコンパクト順序符号化 (m = 15) は

103問，MiniSmtは 116問と 13問少なく，求解 CPU

時間に関してはコンパクト順序符号化 (m = 15) は

約 6.14秒，MiniSmt は約 1秒と約 6倍程度遅いとい

う結果となった．また，他の SMTソルバーとの性能

を比べるため，2011年度 SMT ソルバー競技会中の

オープンショップ・スケジューリング問題 (QF IDL

部門)での結果との比較を行った．表 4中と同一の問

題である “j8-per-0-2”において，コンパクト順序符号

化 (m = 2)は 2位相当の結果となった (CPUクロッ

ク数の補正後)．また，MiniSmt と第 6. 1 節の OSS

を用いた比較実験では，MiniSmtは 3600秒以内に 1

問も解くことができなかった．

次に，QF IDLおよび QF NIA 部門を含めた複数

部門で優勝した Z3 [14]とコンパクト順序符号化を同

一の実行環境で比較実験を行った．第 6. 1 節で用い

られた OSSによる性能評価では，また，Z3は与えら

れた 17問全ての問題の求解に成功し，コンパクト順

序符号化よりも良い性能を示した．しかし，15 ジョ

ブ・15マシンのジョブショップ・スケジューリング問

題 5 問を用いた性能比較実験の結果では，コンパク

ト順序符号化 (m = 2) は平均求解 CPU時間は 40.20

秒と，Z3 の 1032.53 秒よりも 25 倍以上高速であっ
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た．これらの結果から，非線形制約を含む問題での性

能については課題が残されているが，オープンショッ

プ・スケジューリング問題およびジョブショップ・ス

ケジューリング問題を用いた比較実験の結果について

は，コンパクト順序符号化は最新の SMT ソルバー

と比較しても遜色ない性能であると言える．

8 結論

本論文では，整数有限領域上の制約充足問題のコン

パクトかつ効率的な新しい SAT符号化であるコンパ

クト順序符号化を提案した．コンパクト順序符号化の

基本アイデアは，各整数変数を位取り基数法 (すなわ

ち B 進法) で表現することと，各桁を順序符号化を

用いて SATに符号化することである (B ≥ 2，B を

基底と呼ぶ)．コンパクト順序符号化は B = 2 の場合

には対数符号化と等価であり，B がドメインサイズ

以上の時には順序符号化と等価である．その意味で，

コンパクト順序符号化は両方の符号化の一般化であ

るとみなせる．

コンパクト順序符号化は小規模 (変数のドメインサ

イズが 102 未満)から大規模 (ドメインサイズが 107

程度) までの広い範囲の問題に適用可能である．この

ことを，限定的なベンチマークではあるが，様々なド

メインサイズのオープンショップ・スケジューリング

問題による実験結果により確認した．またオープン

ショップ・スケジューリング問題 1問を用いた実験結

果により，ドメインサイズが 1010 程度の超大規模な

問題に対しても，コンパクト順序符号化が適用できる

ことを示した．

コンパクト順序符号化の基底 B (あるいは桁数 m)

に関しては，CSPに含まれる各変数のドメインサイ

ズや制約数等から自動的に選択が可能であり，そのよ

うに B (あるいは m) を選んだ場合でも，順序符号

化および対数符号化，また既存の制約ソルバーと比

較しても十分優れた性能が実現可能であることがわ

かった．

既存の SAT符号化である順序符号化，対数符号化，

最先端の制約ソルバーである choco，Mistral と比較

した結果，コンパクト順序符号化は中規模な問題では

m = 2，大規模な問題では m = 3 で優れた性能を示

した．例えば中規模および大規模な問題 85問中，コ

ンパクト順序符号化 (m ∈ {2, 3}) は 66問を解いたの

に対し，順序符号化，choco，Mistralは 40問以下で

あった．対数符号化の求解数は 63問だが，平均求解

時間を比較するとコンパクト順序符号化 (m = 3) の

ほうが約 5倍高速であった．また，制限時間を 600秒

にすると，コンパクト順序符号化 (m = 3) は 61問，

対数符号化は 53問とコンパクト順序符号化のほうが

より多くの問題を解いた．

また，詳細についてはより広範な実験により確認

する必要があるが，コンパクト順序符号化の桁数 m

(あるいは基底 B) の選び方については，1 ≤ m ≤ 3

が小規模から大規模までの広い範囲の問題に有効だ

と考えている．

最後に，コンパクト順序符号化は大規模なドメイン

サイズの制約充足問題に対して適用可能かつ効率的

な SAT符号化であり，これにより SAT型システム

の適用範囲を更に広げることができると考えている．

今後の課題としては，非線形制約を含む問題における

性能改善や，擬ブール制約ソルバー，SMT ソルバー

との性能比較，桁数 m (あるいは基底 B)の選択方法

についての検証を行うことが挙げられる．
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