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Mu1 七i−MaxSAT ：ラ グラ ン ジ ュ 分解 ・調整法を用 い た Weighted　Max −SAT

問題 の解法
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Multi−MaxSAT ：Weighted　Ma 薩｛
−SAT 　Solving　with 　the 　Lagrangian　Decomposition

and 　Coordina七ion　Me 七hod

Akiyuki　KURODA †＊

and 　Katsutoshi　HIRAYAMA ††a ）

　あ ら ま し　Weighted 　Max −SAT 問題 とは，　 SAT 問 題 にお け る 各節 に 重み を与え，満足 で きな い 節 の 重み 和を

最小 に する よ うな論理変数へ の 真偽値 の 割当を求め る最 適化 問題 で あ る．SAT 問題 に 関す る研究が近 年劇 的 に進

展 した こ と を受 け て，SAT 問題 の 最適化版で あ る Weighted 　Max −SAT 問題へ の 関心 も最近高まりつ つ ある．本

論文で は，複数の 部分問題 （節集合）が 互 い に 緩く結合する こ とに よ り構成 され る Weighted　Max −SAT 問題 に

対 して 特 に 有効 な新 しい 解法 と して Mlllti−MaxSAT を提案す る．評価実験 に よれ ば，部 分 問題 間 で 共有 され る

変数 の 数が比 較的少な い とき，Multi−MaxSAT は，最新の 代表的な厳密解法 や発見 的 解法 よ りも処理 時間や発

見で きる解 の 質 の 面 で 優れ てい る．

　キー
ワ
ード　Weighted 　Max −SAT ，疎結 合 な 問題 ，ラ グ ラ ン ジュ 分解

1．　 ま え が き

　充足可能性判定問題 （Satisfiability　Problem ：SAT

問題）と は，与え られ た CNF 形 式 の 命題論 理 式を真

にする よ うな論理 変数へ の真偽値の割当が存在す るか

否か を問 う問題 で あ り，計算機科学 の 分野 で も古 くか

ら研究 され
，
NP 完全 で ある こ とが示された最初 の 問

題 と し て も有名 で あ る．

　SAT 問題 を厳密に解 く効率的な ア ル ゴ リ ズ ム の 存

在 はほぼ絶望視 され て い たが，1990 年代に バ ッ ク ト

ラ ッ ク探 索法に学習 メ カ ニ ズ ム を組み込ん だ手法 ［41

や 局所探索法に 基 づ く手法 ［24］が提 案され た こ と を

きっ か け に
， そ の 後 ， 活発 に研究 が 行わ れ ，現在で は

か な りの 規模の 問題 で も現実 的な時 間 で 解 ける こ と

が 示 さ れ て い る ．更 に
，

プ ラ ン ニ ン グ や ス ケ ジ ュ
ー
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リ ン グ ［5］， ［13］， ［20］，［26］，回路 や ソ フ トウェ ア の 設計

検 証 ［23］な ど の 実用 的な問題を SAT 問題 に 変換 し，

SAT ア ル ゴ リズ ム で 解 くとい うア プ ロ ー
チが成功 を

収め て お り，SAT 問題 に関する研究は近年劇的な進展

を見せ て い る．

　
一

方 ，Max −SAT 問題 は SAT 問題の最適化版 とみ

なす こ と が で きる．SAT 問題の 目的が，与え られ た

節集合の すべ て の 節 を満足する こ とで ある の に対 し，

Max −SAT 問題 の 目的 は ，満足で きない 節 の 数 を最小

にする こ とで あ る．また，各節 に重みを与え，満足 で

きない 節の 重 み 和 を 最小 にす る ように Max −SAT 問題

を
一一

般化 し たもの を Weighted　Max −SAT 問題 と呼ぶ ．

　Weighted　Max −SAT 問題 の 厳密解法に関す る研究

に は
， 長 ら く目立 っ た進展が なか っ たが ，国際 会議

SAT −2006 に お い て Max −SAT ア ル ゴ リ ズ ム に 関す

る第 1 回競技会 （First　Max −SAT 　evaluation ），続

く SAT −2007 にお い て第 2 回競技会 （Second　Max −

SAT 　evaluation ）が 開催さ れ，分枝限定法 に 基 づ く

洗練さ れ た厳密解法が最近提案 され つ つ あ る ［2］，［7］
〜

［9］，［15］，［161．

　本論文で は，複数の部分問題 （節集合）が互 い に緩 く

結合 す る こ と に よ り構成 さ れ る Weighted　Max −SAT
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問題 （疎結合な Weighted　Max −SAT 問題）に対 し て

特に有効な新 しい 解法 と して Multi−MaxSAT を提案

する．評価 実験 に よれば，部分問題 間 で 共有され る 変

数の 数が 比較的少ない と き，Multi−MaxSAT は
， 最新

の代表的な厳密解法や発見的解法よ りも処理時…聞や発

見 で きる解 の 質の 面 で優れ て い る ．

　 Multi−MaxSAT の 意義 は次 の 2 点 で あ る．

　 ・　従来の Weighted　Max −SAT ア ル ゴ リズ ム の 多

くが分枝 限定法や局所探索法に基づ い て設計 され て い

る の に対 し
，
Multi−MaxSAFr は，ラ グ ラ ン ジ ュ 分解 ・

調整法 とい うア イ デ ア に基づ く解法で ある ，筆者 の 知

る 限 り，Weighted 　Max −SAT 問 題 に対 し て こ の ア イ

デ ア を適用 した 既存研 究 は存在 しない ．

　 ・　 ま た ，疎 結 合 な SAT 問 題 や Wdghted 　Max −

SAT 問題 は実用 E有用 な問題 で しば しば現れ る．例 え

ば，複数 の 異 なる知識 ベ
ー

ス を用い た分散推論 エ ン ジ

ン を設計す る際，［1］で は，各知識 ベ ー
ス が もつ 知識を

節集合で表現 した上 で ，系全体 の 問題 を，
一

部 の 変数

を 共有す る 節集合 の 集合 と して モ デ ル 化 して い る ．ま

た，時間とともに変動する 問題 を扱 う Dynamic 　SAT

問題 ［12］や Dynamic 　Max −SAT 問題 ［22｝で は
， 時 間

軸．ヒで連続する 二 つ の SA「丁 問題／Max −SAT 問題 は，

そ の 時点で 変更 不 可 能 な
一

部 の 変 数を 共有 す る 節 集

合 の集合 とみ なすこ と が で きる．こ の よ う に 空 間的

あ る い は時間的 に分割 さ れ
，

互 い に 緩 く結 合 した 節

集合か らなる問題 の 充足 ロ∫能性 を判定 した り，あ る い

は，最適 な真偽値の割当を求め た い とい う要求は 少 な

か らず存在する．こ の ような特別な構造を もつ 問題に

Mlllti−MaxSAT は非常に有効で ある．

　以 下 ， 本 論 文 は 次 の よ うに 構成 さ れ る ．2．で

Weighted　Max −SAT 問題 とそ の 節 分 割記述 を導 入

し， 3．で 提案手法で あ る Multi−MaxSAT の 詳細 を 述

べ る．4．で は今回行 っ た 評価実験 の 結果 を報告 し，5．

で 本論文 の まとめ を示す．

2． Weighted 　Max −SAT 問題

　 2．1　SAT 問題

　SAT 問題 と は，例 えば次 の ような GNF 形式の 命題

論理式

（X ・ 〉 匐 〈 （・万2 ＞ X3 ）〈 ＠・ ＞ x
・
2・V ・，T3 ）〈 （．T・）

が与え られ た とき，こ れ を真 に する 論理変数 皿 、（i ＝

1，2，3）へ の 真偽値 の 割当が存在する か舎か を判定す

る問題で ある．こ こ で ，各 x ，は真 （1）また は偽 （0）

を値 に と る 変数 で，fz は Xi の 否定を表す．な お
，
．T

、

及 び 島 を総称 して リテ ラ ル と呼 ぶ ．また，リテ ラ ル

の 選言 を節と呼ぶ ．上 の 命題論理式 は 四つ の 節 か らな

り，
こ の 命題論理式を真に す る とは，こ の 四 つ の節す

べ て を真にする （充足する） こ とに ほ かならな い ．

22Weighted 　Max −SAT 問題

　
一

方，Max −SAT 問題 と は，節集合が 与え ら れ た と

き，充足 され ない 節の 数を最小 にす るような変数 へ の

真偽値の 割当 を求める問題 で あ る．また，各節に 重 み

を与 え，充足 されな い 節 の 重 み利 を最小 にす る ような

変数へ の真偽値の 割当を求め る 問題を Weighted 　Mat（−

SAT 問題 と呼ぶ ，先 の SAT 問題の 例で ，例えば次 の

よ うな重み を各節 に 与 える と，Wdghted　Max −SAT

問題 の 例 と な る ．

［例 1］　 Weightcd　Mavc−SAT 問題

1 ：　 ：Vl ＞ x3 （weight ＝2）

2 ； 壽2 ＞ X3 （weight ＝3）

3 ： x ⊥ ＞ a∫2 ＞ M3 （weight ＝ 1）

4 ： M1 （weight ＝ 2）

こ こ で ，各節の 先頭の数字は節に付け ら れ た番号 で あ

る．例 1 で は，変数へ の 真偽値 の 割 当が （Xlx2x3 ）＝

（001 ）の とき，充足されない 節の 重み和 が最小値 1 と

な る．した が っ て ，こ の 割当が こ の 問題例の最適解 と

な る．

　容易 に分か る とお り，Weighted　Max −SAT 問題 を

解 くア ル ゴ リズ ム は
， 各節 の 重 み を 1 とす る こ と に よ

り Max −SAT 問題 を解 くこ とが で きる．また，各節の

重 み を任意 の 正 の 値 と し，充足 さ れ ない 節 の 重 み 和 の

最小値が   かそれよ り大かを判定す る こ とに よ りSAT

問題 も解 くこ とが で きる．

　以 下 ，各節 の リ テ ラ ル の 数が た か だ か k 個 で あ

る Weighted　Max −SAT 問題 を特 に Weighted　Max 一

鯔 AT 問題 と呼 ぶ ，例 1 は Wcighted　Max −3SAT 問

題 の 例 で あ る．

　2、3　節 分 割記 述

　本論文 で は，Weighted　Max −SAT 問題 に お ける節

集合 が 複数の 部分節集合に分割 され た 状況 を 記述す る

た めに ， Weighted　Max −SAT 問題 の 節分割記述 を与一

え る．例 えば，例 1 に お い て ，節 1 と節 2 は サイ ト 1

に ， 節 3 と節 4 はサ イ ト2 に存在する とすれば，次の

ような “’
cighted 　Max −SAT 問題 の 節分割が得 られ る．
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［例 2ユ　 Weighted　Max −SAT 問題の節分割記述

At　Site　1

At　Site　2

1 ： Xl ＞ x3 （weight ＝2）

2 ： X’2 ＞ X’3 （weight ＝3）

3 ： x1 ＞ ：：2 ＞ z
’
3 （weight ＝1）

4 ： Xl （weight ；2）

1．で 述 べ た とお り，こ の ような状況 は，分散推論 ［1］
や Dynamic 　SAT 問題 ［12］，　 Dynamic 　Max −SAT 問

題 ［221など実用 ヒ有用な問題に お い て しば しば現れ る．

　 こ の 節分割記述 で は，　 般 に，複数の 部分節集合同

士 で 変数が 一
部 共有され る こ と に注意さ れ た い ．例え

ば，例 2 で は変数 鋤 ，
M2

，
x3 （すなわちすべ て の変数）

が 両サイ トの 節集合間で 共有 され て い る．なお，共有

さ れ て い る 変数 に は
， 通常 ， 同 じ値 を割 り当 て な け れ

ばならな い とい う制約が存在する．本論文で は，こ れ

を 共有変数に 関す る一致制約 と呼ぶ ．こ の ような節分

割され た Weighted　Max −SArr問題の 目的は，すべ て

の
一

致制約 を満 た し，か つ ，充足 さ れ ない 節 の 重 み 和

を最小 にする変数 へ の 真偽値 の 割 当を求 め る こ と で

ある．

3． Multi−MaxSAT

　本論文 で は
， 節分割 され た 、〜めigllted　Max −SAT 臣

一i

題 を効率良く解 くこ とを目指 して ，Multi−MaxSAT と

い う新 し い 解法 を提案す る．Multi −MaxSAT は
， 後述

するパ ラ メ ータ を
．
調整 しなが ら部分節集合を順 に繰 り

返 し解 く逐次 型解法で あ る ，言い 換 える と，節分割 で

得 ら れ た部分節集合を
一．・

つ の 操作単位 とみ な した解法

で あ り，そ の 点が従来 の Weighted　Max −SA 「
⊥

1

ア ル ゴ

リズ ム に な い Multi−MaxSAT の 大きな特徴で あ る．

　Multi−MaxSAT で は，ラ グ ラ ン ジ ュ 分解 と呼ばれ る

ア イ デ ア を利用する た め T 本章で は まず，節分割され

た Weightcd　Max −SAT 問題 の ラ グ ラ ン ジュ 分解 に つ

い て例 を川 い て 説明す る，

　 3．1　 ラ グ ラ ン ジュ 分解

　節分割 さ れ た Weighted 　Max −SAT 問題 の 目的 は
，

共有変数に関する すべ て の
一

致制約 を満た し，か つ ，

充足 され ない 節の 重み和 を最小 にする こ と で ある．例

2 に お い て，こ の こ とを明確に記述する と以 ドの最小

化問題 P が 得 られ る．

P

Inlll ．

s．t．

201（ml ）
一
ト302 （xl ）

一ト03（m2 ）
一ト204（x2 ）

ユ　　　　 2m1− x1 ； 0
，

エ　　 　 ユ

M2
−

・ x2 ＝0
，

鱸 一耀＝0，

m1 − （
111

Xl 餌 2 卯 3）∈ ｛0，
1｝

3
，

♂ ＝ （君 錫 毋 彗）∈ ｛o，1｝
3 ．

こ こ で
， 変数ベ ク トル xte はサ イ トk， に おけ る変数の

組で ，こ の 場合 ， そ の 要素は 貯 ， コg釜， 確 の 三 つ で あ

り，そ れ ぞ れ変数 π’1 ，
：t；2，x3 に対応する．共有変数

：，i に関する
一

致制約は，こ の例の場合，婦 一
」考；O

とい う等式制約 で 表現 され て い る．また
， 0 ゴ（♂ ）は

，

変数 ベ ク トル xle があ る値をとる とき，節 ゴが 充足さ

れ る な ら 0，充足されな い な ら 1 を返す関数 とす る．

　こ の 最小化問題 P の すべ て の 等式制約 を緩和 した ラ

グ ラ ン ジ ュ 緩和問題を作る ．そ の 結果，以下 の 最小化

問題 P （μ）が得 ら才しる．

P （μ）

min ．　2Ci（m1 ）十 3C2（x1 ）

　　　 十 （ヲ3（x2 ）十 204（x2 ）

　　　 ＋ μ｝
2
（コ・｝一励

　　　 十 Ptl　
2
（
　 1　 　　 2
× 2

− X2 ）

　　　 ＋ μd2（　 1　　 　2x3一
置 3）

s．t．　 m
’ 一（毋 極弼 ）∈ ｛0，

1｝
3

，

　　　 x2 − （置鑓 諮 §）∈ ｛0，
1｝

3．

なお ，μ
＝ （μ12続2

廰
2
）は

， サ イ ト 1 と 2 の 問 の

各共有変数の
一

致制約に対する ラ グ ラ ン ジュ 乗数 を要

素とする実数値ベ ク トル で あ り， ラ グ ラ ン ジ ュ 乗数 ベ

ク トル と呼ばれ る ．μ の任意の値に対 して ，ラ グ ラ ン

ジ ュ 緩和問題 P （μ）の 最適値は原 問題 P の 最適値 の 下

界 と なる ［1gj．

　問 題 P （μ）は ，実質的 に は 無 制約 の 最小化 問題で あ

る．よ っ て 目的関数 の み に 注 目 し，そ の 項 をサ イ ト 1

に 由来する もの と，サ イ ト 2 に 由来す る もの に 分 け，

次 の 二 つ の 最小化 問題 P1（μ）と P2 （μ）を作る ．

pl （μ）

P2（μ）

IIIIn ．

S．t．

mln ．

s．L．

2σ 1（ml ）
一ト302（xl ）

　 　 　 　　 　　 12　 　　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 12　 ユ　 　 12
十 ’志1　詔1　十 μ2　∬ 2 十 μ3　×3

x
’ 一呵 竭   ∈ ｛OJ ｝

3．

σ，（の ＋ 2σ・ （ 
2
）

　 　 12　2 　　　 12 　2 　　 　 12 　2一
μ1Xl

｝
μ2 毋 2

一
μ3 エ 3

m2 − （
222

皿 1 ¢ 2 餌 3）∈ ｛o， ⊥｝
3．
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なお ， μ の 任意 の 値 に つ い て ， P1（μ）と P2（μ）の最

適値 の 和は P （μ）の 最適値で あり，か つ ，原問題 P の

最適値の 下界とな る．こ こ で ，P1（μ）と P2（μ ）は ，そ

れ ぞ れ次の よ うな Weighted 　Max −SAT 問題 と解釈 で

きる ．

At　Site　1

At　Site　2

1 ： 耐 〉 龜 （weight ＝2）

2 ： 諺弖V 履 （weight ＝3）

　 xl （weight ＝
μ｝

2
）

　 錫 （weight ＝
μ｝

2
）

　 鎗 （weight ＝
μき

2
）

3 ： x 呈〉 錫 〉 耀（weight ＝ 1）

4 ・ ml （w ・ight＝ 2）

　 君 （w ・ight ＝ 一
μ12）

　 溝 （weight ＝ 一
μ豈

2

）

　選 （w ・ight＝ 一
μ12）

なお ， 各 Weighted　Max −SAT 問題 に は ， 緩和 された

一
致制約に対応す る単位節が含まれ て お り，そ の 重み

は ラ グ ラ ン ジ ュ 乗数の 値に よ り決ま る （
一一・

方は ＋ 1倍，

他方は 一1倍さ れ た値が重み とな る）．した が っ て ，ラ

グ ラ ン ジ ュ 乗数 の 値が決まれば，P1（μ）と P2（μ）の

最適解と最適値は任意の Weighted　Max −SAT ア ル ゴ

リズ ム に よ り求 め られ る．

　以 上 の 要領 で ，原 問題 P か ら部分 問題 P1（μ）と

P2 （μ）を作 る操作 は，
一

般 に ラ グ ラ ン ジ ュ 分解 ［17］と

呼ばれ て い る．

　ラ グ ラ ン ジ ュ 分解後 の 部分 問題群 ｛pk（μ）lk ＝

1，
．．．， m ｝と原問題 P の 関係 に 関す る 以 下 の命題 は，

原問題 P に対応する Weighted 　MaX −SAT 問題 を解 く

上 で 重要な役割 を果たす．本論文で 提案する Multi−

MaxSAT は
，

こ の 命題 を基本 設計 原理 とす る解法 で

あ る ．

［命題 1］　 ラ グ ラ ン ジ ュ 乗数 ベ ク トル μ の あ る値 の

も と で ラ グ ラ ン ジ ュ 分 解 後 の す べ て の 部 分 問 題 群

｛pk（pa）陵 ＝ 1，．．．，m ，｝の 最適解 がす べ て の
一

致制

約を満た して い る とき，そ れ ら の 最適解は 原問題 P に

対応す る Weighted　Max −SAT 問題 の 最適解 を構成 し

て い る ．

　なお ， 最適化問題 に 対 しラ グ ラ ン ジ ュ 分解を適用 し

た研究が ，近年，い くつ か報告され て い る．例えば
， 非

線形計画問題 ［3］，ス ケジ ュ
ー

リン グ問題 ［14］，サプ ラ

イ チ ェ
ー

ン 最適化問題 ［21】に対 し，同様 の 解法が提案

され て い る．また，［10］， ［11］で は，ラ グ ラ ン ジュ 分解 と

分散制約充足 の 手法を用 い て，
一
般化相互 割当問題に

対する ピア ツ
ーピア型 の 分散型解法が提案 されて い る．

　 3．2　基本的 なア イデ ァ

　前節で 示 し た とお り，
ラ グ ラ ン ジ ュ 分 解後 の 各部

分問題 P 气μ ）は，ラ グ ラ ン ジ ュ 乗数ベ ク トル μ の値

が決 まれば Weighted　Max −SAT 問題 とな り，任意 の

Weighted　MEpc−SAT ア ル ゴ 1丿ズム で 解 くこ とが で き

る．一
方，μ の 値が変わ れ ば，ph（Pt）は 節の 重み が

異 なる 別 の Weighted　Max −SAT 問題 と な り，そ の 最

適解や 最適値が 変わ る．Multi−MaxSAT の 基本 的な

ア イ デ ア は，最適解がすべ て の
一

致制約を充足する ま

で ，ラ グラ ン ジ ュ 乗数ベ ク トル μ の 値 を変化 させ な

が ら部分問題群 ｛pll（μ）I　k ＝ 1
，
＿ tm ｝を Weighted

Max −SAT ア ル ゴ リズ ム で 繰り返 し解 くとい うもの で

あ る．

　μ の あ る 値 の も と で
， 部分問題群 の 最適解がすべ て

の
一

致制約 を満た して い れば，先の 命題 1 よ り原問題

P に対応す る Weighted　Max −SAT 問題 の 最適解が得

られて い る．一
方，そ の 最適解が

一
部 の

一
致制約を満

た して い ない 場合 で も，そ の とき得 られて い る最適値

の和は ，前述の とお り．原 問題 P の 最適値の 下界 と な

る．また，こ の 場合，ある共有変数の一致制約が満た

され て い な い （すな わ ち，ある部分 問題 の 最適解 で は

そ の 共有変数 の 値 は 0，別 の 部分 問 題 の 最適解 で は 1

に なっ て い る）わ け だ が，例えば多数決 な ど の 何 らか

の 規準 で そ の 共有変数 の 値を 0 また は 1 に 強制 的 に 揃

える こ とが可能 で ある．こ の ヒ ュ
ー

リス テ ィッ クな操

作に よ り，
一
致制約を満た して い ない 実行不可能解か

ら ， 最適解 で はな い か もしれな い が
一

致制約 をす べ て

満た し て い る実行可能解を生成する こ と が で きる．

　す な わ ち，Multi −MaxSAT で は ，ラ グ ラ ン ジ ュ 乗

数ベ ク トル μ の 任意の値に対 して ，常 に，原問題 P

に対応す る Weighted　Max −SAT 問題 の 最適値の 上界

値と下界値，及 び，上 界値 に 対応す る 実行可能解 を 生

成す る こ とがで きる ．一
般 に，WalkSAT ［25］な どの

ヒ ュ
ーリス テ ィ ッ ク な解法で は

，
上 界値 と そ れ に 対応

す る 実行可 能解が得られ る が ，Multi−MaxSAT で は

そ れ らに加えて 下界値が得 られ る．

　3 ．3　詳　　　細

　Multi−MaxSAT の手続 きの詳細を以下 に示す．
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INPUT ： 原 問 題 P，部 分 問 題 群 ｛pk（μ）l　 h ＝

1，．．．，M ｝，．ヒ限時間 TM

OUTPUT ： P の実行可 能解 F

VARIABLES ： ラ グ ラ ン ジ ュ 乗数ベ ク トル μ，（最

小 の ）上界値 UB ，（最大の 〉下 界値 LB

Step1 ： μ
＝ O

，
　UB ＝ oo

，
LB ＝ −

oo と初期化

す る．

Step2 ： 部分 問 題 群 ｛pk （ls）I　 k ＝ 1
，
＿

，
m ｝を

Weighted　Max −SAT 問題 に 対す る厳密解 法 で す べ

て 解 く．

Step3 ： Step2 で得 られ た最適解が P の すべ て の
一

致制約 を満た して い れば，それ を P の 最適解 と して 出

力 し終了する．

Step4 ： Step2で得 られたすべ て の最適値の和が LB

より大きければ，それ を新 しい LB とする．

Step5 ： Step2 で 得 ら れ た 最適解 に対 し ヒ ュ
ーリ ス

テ ィッ クス を用 い て
一

致制約 を充足 させ，P の 実行可

能解．を 生 成す る．

Step6 ； Step5 の 実行可能解の 目的関数値が UB 未

満 で あ れ ば，そ れ を新 しい UB と し ， そ の 実行可能解

を F とする．

Step7 ： LB と UB の 値 が 等 しけ れ ば
，
　 F を P の 最

適解 と し て出力 し終了する ．

Step8： 経過時聞が TM を越 えれば，　 F を P の 実行

可能解 として出力 し終了する．そ うで なけれ ば μ の値

を更新 して Step2に 戻 る．

　以 下
，
Multi−MaxSAT の 主 な ス テ ッ プ を説明する．

　Step2で ，各部分問題 pk（μ）を解 く際 には，　Lazy ［21

や Toolbar ［7］， ［8］， ［15］， ［16］な ど既存 の 任意 の 厳密解

法を利用す る．なお，後述する評価実験 で は，実装が

容易な Lazy を利用 した ．

　 Step5 で ，
・．・
致制約を充足 させ る ため の ヒ ュ

ー
リス

テ ィッ ク ス に は多数決を用 い る ．すな わ ち ，

一致制約

を満た して い ない あ る共有変数に つ い て ，1 が割 り当

て られ た 部分問題 の 数 と 0 が割 り当て られ た 部分問題

の 数を求め ，多 い 方の 値に
一

致さ せ る．こ こ で ，部分

問題 の 数が 同数と な る 場合 に は，1 で そ ろ えた 場合 と

0 で そ ろ えた場合の そ れ ぞ れ に つ い て 原問題 P の 目 的

関数値 を計算 し，その 値が小 さい 方 を採用す る．

　 Step7 で は
，

上 記 の ヒ ュ
ーリ ス テ ィ ッ ク な操作で 得

られた実行可能解 の 目的関数値 （すなわち上界値）が

下界値に
一

致すれ ば，得ら れ た実行可能解は原問題 P

の 最 適解で あ るため ， 結果 を出力 して終了する．

　Step8 で ，μ の 各ラ グ ラ ン ジ ュ 乗数 の 値更新 には 劣

こ う配法を用 い る．劣 こ う配法とは
，

ラ グ ラ ン ジュ 乗

数の初期値か ら組織的に値を生成する繰返 し手続 きで

あ る．そ の 目的は，ラ グ ラ ン ジュ 乗数 の 値 を適切 に選

択 する こ とによ り，

．．
ド界値 を最 大化する こ とで ある．

具体的に は，次 の 手順で ラ グ ラ ン ジ ュ 乗数の値を更新

する．

　部分問題 pk （pa）と部分問題 pk
’
（pa）が 変tw　Xi を共

有 し て い る場合，まず，そ の
一

致制約 雌 一雌
’

＝0 に

対 する劣 こ う配 σ弊
’

を次式で計算する．

σξ
パ ＝諺 ＿ず

すなわち，劣 こ う配 G 弊
’
は，変数 nti に関す る 両問題

問 の
一

致制約 が 満 た さ れ て い れ ば O
， 満た さ れ て い な

けれ ば ＋ 1 また は 一1 とな る，こ の計算を，各共有変

数に つ い て ，そ の
一

致制約が明示的 に 定義 さ れ た す べ

て の 部分 問題 の ペ ア に つ い て行う．

　次 に ，こ れ らの 劣 こ う配 と，現 時点で の 上 界値 UB ，

下界値 LB
， 及び

， 初期値が 2 で時間経過 とともに次

第に減少する外部パ ラ メ
ー

タ π を用 い て ，ス テ ッ プ長

（ラ グ ラ ン ジュ 乗数 の 更新幅）T を次式で計算する．

　　 π （UB − LB ）T ＝

　　Σ尉 1（σ鱈
2

直感的に は，
一

般に 上界値 と下界値 の 差が大きい 探索

の 序盤 で は ス テ ッ プ 長 を大きくして ラ グ ラ ン ジ ュ 乗数

を 「大胆に」更新 し，そ の差が小 さい 終盤 で は ス テ ッ

プ長 を小 さ くして ラグラ ン ジ ュ 乗数を 「慎重に」更新

する ．な お ，ス テ ッ プ長を こ の式で計算 した場合，最

適解に収束する理論的 な保証 は ない が，実際には 多く

の 問題 で非常に有効で ある こ とが 知ら れ て い る ［17］．

　最後 に，劣 こ う配 G 弊
’

とス テ ッ プ長 T を用 い て ，

ラ グ ラ ン ジ ュ 乗数 μダ （pk（μ）と ph
’

（LL）の 間の 共有

変lft　Xi の
一
致制約に対応する ラ グ ラ ン ジ ュ 乗数）を ，

次の よ うに 更新する ．

μ弊
’

←
μ〆 − T ・G〆

すなわ ち，
互 い に共有変数の 値が

一
致 して い る場合に

は劣 こ う配 G 砂
’
は 0 で あり，ラ グ ラ ン ジ ュ 乗数の 値は

その まま維持 され る が，G弊
’

が ＋ 1 の と き （pk（pa）で

は 雌 ＝／，P パ
（μ）で は コpゲ＝ 0 と割 り当て られたと

き），ラ グラ ン ジ ュ 乗数 の 値 は ス テ ッ プ 長 丁 だ け減少す

る．3 ．1 の ラ グ ラ ン ジ ュ 分解後の各サ イ トの Weightcd

Max −SAT 問題 の 例 で 示 した と お り，ラ グ ラ ン ジ ュ 乗
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数は 一致制約 に 由来 す る単位節 の 重 み に 相 当す る た

め ，こ の 結果，pk（μ）の 単位節 xl の 重 みが減 少 し，

P枚μ）の 単位節 犀 の 重 み が増加す る．そ の 結果 ， 次

の 部分間題 を解 く際 に は
， pk（μ）で は x／／＝1 とす る

こ とが相対的に 重視され なくな り，
一

方，pk
ノ
（μ）で は

毋ダ＝0 とする こ とが相対的 に重視 されな くな る．す

なわち，「互 い に歩み 寄る方向」 に 調整され る ．一
方，

σ〆 が 一1の とき （pk（pa）で は 罅 ＝ O，　pk
’

（μ）で は

毋ゲ； 1 と割 り当て られた とき）には，ラ グ ラ ン ジュ

乗数の値は ス テ ッ プ長 丁 だけ増加 し， 結果 ， ph（pa）の

単位節 塒 の 重みが増加 し，ph
’
（ge）の 単位節 置ゲの 重

み が 減少す る ．そ の 結果 ， 次 の 部分問題 を解 く際に ，

先 と同様の 調整 が行われ る こ とに な る．

　な お
，

ラ グ ラ ン ジ ュ 乗数ベ ク トル μ の サイ ズ は，共

有変数に 対する
一

致制約 を部分 問題 間 で ど う定義す

る か に よ る，例 えば，あ る 共有 変数が 7TL個の 部分問

題に共有 され て い る 場合 ，す べ て の 部分 問題 の ペ ア

問 に
一

致 制約 を定 義す れ ば （m （m
− 1）12）個 の ラ グ

ラ ン ジ ュ 乗数 が 必要 で あ り，

一
方 ， 最小 限 の ペ ア 間 で

定義す る こ とに す れば （m − 1）個の 乗数が必要に な

る ．今 ， 問題が m 個 の 部分問題 か らな り， 共有変数

が n 個 あ る とす る と，μ の サ イズ は，前者 の 定義方

法で は 0 （π ↓
2
π
一mn ）で あ り，後者 の 定義方法 で は

0 （mn
− n ）とな る ．共有変数の値 をで きる だけ

・
致

さ せ る た め に は 前者 の 定義方法が望 ま しい と思 われ る

が，後者に 比べ
μ の サ イズが 大きくな る とい う欠点が

あ る．

4． 評 価 実 験

　Mlllti−MaxSAT の性能を評価する た め に，本論 文

で は 2 種類 の 実験 を行 う．まず，最初 の 実験 で は ，問

題 の他の 設定 は 固定 した まま，部分問題 間で共有 され

る 変数の割合を変化 させ た 場合の Multi−MaxSAT 及

び比 較対象の 解法 の 性能 を計測す る．また ， 次 の 実験

で は，同 じく問題 の 他の 設定は固定 した まま，部分問

題 の 数 を変化 させ た場合 の それぞれ の 解法 の 性能 を計

測する．なお，今回の 実験 で は，簡単化 の た め ，各共

有 変数 は す べ て の 部分 問題 間で 共有 され る もの と し，

そ の
一

致制約はすべ て の 部分問題 の ペ ア 問で 定義 され

る もの と した．

　比較対象は
，
2006 年の First　Max −SAT 　evalllatiQn

の Weighted　Max −SAT 部 門 で 最 も良 い 成 績をあげ た

厳密解法で ある Toolbar ［7］，［8］，卩5］，［161，及 び ，代

表 的な ヒ ュ
ー

リ ス テ ィ ッ ク解 法で あ る WalkSAT ［25］

で ある ．Toolbar に つ い て は
， 開発者 の サ イ ト

（劇

よ り上記 の evaluation で 利用 された Version　3．0 の

C ソ
ー

ス コ ー
ドを入手 し，Athlon643500＋，メ モ リ

1GB ，　 Linux とい う環境で gcc4 ．LO を用 い て コ ン パ

イル し実行 した．一
方，Multi−MaxSAT と WalkSAT

に つ い て は
， そ れ ぞれ Javaで 実 装 し，同 じ環 境 で

JDK1 ．5．0−12 を用 い て コ ン パ イル し実行 した ．なお ，

Multi−MaxSAT で は，各部分問題 を解 く際に任意 の

Weighted 　Max −SAT ア ル ゴ リ ズ ム を利用 で きる が
， 今

回 の 実験 で は，実装が比較的容易な Lazy ［2］を利用

した ．

　 4．1　共有変数の 割合に 関す る性 能比較

　 こ の実験で は ，次の 二 つ の ケ ー
ス

　 ●　 ケ
ー

ス 1

　 一　部分問題 の 数 10

　 一　各部分問題に含まれ る変数の 数 10

　 一　各部分問題 に 含 まれ る 節 の 数 100

　 ● 　 ケ ース 2

　 一　部分問題 の 数 10

　 一　各部分問題に含まれ る変数の 数 10

　 一　各部分間題 に含 まれる節 の ta　50

を考え，そ れ ぞ れ の ケー
ス に つ い て

， 各部分問題 の 10

個 の 変数 の うち，1個がす べ て の 部分 問題 で 共有され

て い る （共有変数の 割合が O．1），
2 個 が すべ て の 部分

問題 で共有 され て い る （共有変数の割合が O．2），．．，

と い う要領 で
， 共有変数の 割合 が 0．1 か ら 1．0 まで 計

10 個の 問題設定を用意 し，各設定に つ い て節分割さ れ

た Weighted 　Max −3SAT の 問題例 を ラ ン ダ ム に 10 問

作成 した，ケ
ー

ス 1 で は，各部分問題は 10個 の 変数

とそ れ に 関する 100 個 の 節 か らな り，
一

方，ケ
ー

ス 2

で は，各部分問題 は 10個の変数とそ れ に 関する 50 個

の 節か らなる．したが っ て，ケ
ー

ス 1 の 方が，部分問

題ご との 「節の ク ラ ス ター」が よ り密な問題 とみ なす

こ とが で きる．

　な お
，

こ の 問題設定で は
， 共有 変数 の 割合 が多くな

る ほ ど全体 の Weighted　Max −3SAT 問題 に おけ る実質

的 な 変数の 数が 少 な くな る．した が っ て
， 節分割記述

を用 い ず に 全体 の 問題 を
一
つ の Weighted　Ma 」（

−3SAT

問題と し て 解くToolbar や wa ！kSAT に とっ て は，共

有変数 の 割合が多 くな る ほど探索空 間は小 さくな る．

　図 1 は ，ケ ー
ス 1 の 問題例 に 対 し て ，各解法 に よ

（注 1）；http ；／／mulcyber 、touLousc ．inra．fr／9Udownload ／frsrelense〆
ll3 ／ISsftooLbar ・tar ・gz
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り 30 分以内に得 られ た実行 口∫能解の質を示 して い る．

解の 質とは得られた実行可能解 の 目的関数値を 最適値

で割 っ た もの で ある ．横軸は共有変数の 割合で あ り，

割合 の 各値 ご と に ラ ン ダ ム に 生 成 した 10 問 の 平均値

をプ ロ ッ トし た．また，デ
ー

タ の ば らつ きを示す ため

に乎均値 の 上下 に最悪値 と最良値を表す エ ラ
ーバ ーを
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t 囎一wal
a

嶽toolbar … 　ratio 　ofsh

ed 　 variables 　 　図

@ 解の質の平均 （ ケ ース 2） Fig ．2　 Average 　solution　 qual

y 　 for 　 case 　 2 ． 表示している．図に

す と お り， 共
有

変 数の割合が小 さいと き には，Multi
MaxSAT では最 適 解 あ るい は

そ れに近い解が求

って いる ， ．一 方 ， 共 有変数の割 合 が大 き いと きには Mu

ti − MaxSAT の 解の 質は やや劣 る．なお，厳密解

で あるToolbar は 共 有 変数の割 合 が〔〕ユの

き以外

す
べ

て 30
分 以 内に

最 適 解 を発見 した ． 　 一

， 図 2 はケース 2 の 結果である ． 図1 と定 性 的
に

同 様の 結果 だ が， 部 分問題ごとの 節 のクラス ター

あ ま り密でない場 合 ， 共有変 数 の割合が大 きいとき のMul

− MaxSAT の性 能は あ まり良 くない． し か し ，

､ 有変 数の割 合 が小

い と き に は最 適
解 か そ れに 近 い 解 が得 られている

　表1は ， ケース1の問題 例 に対して ， Multi −

xSAT と Toolbar のそれ ぞ れで最 適解が得 ら れる ま

に かかった処 理時 間 （ 単位はms ）である．　Multi

MaxSAT に つ いては，30 分 以 内に 最 適 解の 発 見

成 功 し た 問題例の 割合 をratio 欄に示 し ， そ

成功した 問題例のみの処 理時 間 を 示 し て いる ． な

， すべ て の 問題例 で 最 適 解の
発 見 に失敗した と ころはN ／ A

し た． この表 よ り明 らか な とお り ， Multi
−

xSAT は ， 常 に 最適解 を発見で き る と は限 ら ないが ，

有変数の 割 合 が 小さいときにはToo ］ bar に

べ 非常 に効率良く 最適 解 を発見し て い る．特に 共有変数の

合が 0ユの と き には， Toolbar よりも平均

約 8000 倍高速に最 適解を 発 見 している， 一方

共有 変数の 割
合が大きい と きには， 実質的な変 数の数 が減

て 探索空間が小 さ くな る ため， Toolbar で は効率良

最 適解 が 求

る が ， Multi − MaxSATで は最適解の 発 見に 失敗する機

が 多くなる ． 　表2 は ，ケ ー ス2 での Mul

− MaxSAT と Toolbar の処理時 間 を 示してい

．部分 問 題ご との 節の クラス タ ーが

対的に疎な問題では，Toolbar の性能が劇 的 　　表1 処理時 間 ［ ms ］（

ス 1 ） Ta 　 l　Processingme ［ms
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　　 表 2　処理時 間 ［ms ］（ケース 2）
Table 　2　Processing 　time ［ms ｝for　case 　2．

共有 変数

の割合

TQolbar Mult レMaxSAT

bestmcanworstbestmeanWDrstra 七io

822142724662005 ．64186
．4

　 2722

4090555429780，10
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．0

250350100805

 

5050405050
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NIANIAN
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／AN

／AN

／AN

／A

1．00
．50
，2

　 0

　 0
　 0

　 0

　0
　 0

　 0

に 改善され る こ とが分か る．Toolbar は，ラ ン ダム で

節 の 数が 少 ない 問題 に対 して特に有効で ある と 報告 さ

れ て い る が ，ケ
ー

ス 2 の 設定 はそ の よ うな問題 に 近

い ．一
方，Multi−MaxSAT で は

， 節 の クラ ス タが疎に

なる と最適解 の 発見 に 失敗する こ とが多 くな り性能は

劣化する．しか し， 共有変数の 割合が小 さい ときに は

Toolbar と 同オ
ー

ダの 処 理 時 間 で 最適解 を 発見 で き て

い る．

　 4．2　部分問題 の数に 関する性能比較

　次の 実験 で は，問題 の 他 の設定を固定 した ま ま
， 部

分問題の数を変化 させ た場合 の 各解法の性能を比較す

る ．今 回 の 実験 で は，

　 ●　 ケ ー
ス 3

　 一　共有変数 の 割合 0，1

　
一
　各部分問題 に 含 まれ る変数の 数 10

　 一　各部分問題 に含まれ る節の 数 1〔〕0

　 ●　 ケ ー
ス 4

　 一　共有変数の割合 0．2

　 一　各部分問題 に含 まれ る変数の数 10

　
一
　各部分問題 に含 まれ る節 の 数 100

の 二 つ の ケ
ー

ス に つ い て，そ れ ぞ れ の 部分 問題 の 数 を

5 か ら 50 ま で 5 刻 みで 変化 させ て ，計 10個の問題設

定 を用 意 し，各設 定に つ い て 節分割 さ れ た Weighted

Max −3SAT の 問題例 を ラ ン ダム に 10 間作成 し た．

　図 3 は，ケ
ー

ス 3 の 各設定に対応する問題例 に お い

て ， それぞれ の 解法 に よ り 30 分以 内で得 られ た実行

可 能解 の 質の 平均を表 して い る．図 よ り明 らかな とお

り， 共有変数 の 割合が 0．1 の ときに は，部分問題 の 数

が 増加 し て も，Mu 工ti−MaxSAT で は 最適解 を発 見す

る こ とが で きる．一
方，他の 二 つ の 解法で は

， 部分問

題 の 数が 増加す る と得 られる解 の 質が徐 々 に劣化する．

　図 4 はケース 4 の結果 で ある ．な お
， 共有変数 の 割

。iヨ
書
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　　 図 3　解 の 質 の 平均 （ケ
ース 3）

Fig ，3　Average 　solution 　quality　for　catsc 　3．
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　　　図 4　解の 質の 平均 （ケ
ー

ス 4）
Fig ．4　Average 　solution 　quality　for　case 　4．

合が 0，2 の とき に は，問 題 例 に よ っ て は い ずれ の 解法

で も制限時間内 に最適解が得られな い 場合がある．そ

の 場合 に は，それぞれ の 解法に よ る実行可能解 の 質 を

計算す る際 に ， Multi−MaxSAT で得 られ た 最良 の 下

界値 を最適値の 代わ りに 用 い た 。前述 した とお り，共

有変数の 割合が大 きくな る と実質的な変数の数が減少

し探索空間 が小 さ くな る た め，Toolbar や WalkSAT

で は ケ
ー

ス 3 に 比 べ 解の質が 少 し改 善 され る ．一一
方 ，

Multi−MaxSAT で は 逆 に ケ
ー

ス 3 よ りも解の 質が 劣

化す る．

5． む　す　び

　本論文 で は，節分割された Weighted　Max −SAT 問

題 を解 く新 しい 解法と して Multi −MaxSAT を提案 し

た．Mu ！ti−MaxSAT は，ラ グ ラ ン ジ ュ 分解 ・
調整法に

基 づ く解法 で あ り，Weighted　Max −SAT 問題 に対す

る 従来の ヒ ュ
ー

リス テ ィ ッ ク解法と異な り， 最適値 の
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上界 を与 える 実行 可能解 だ けで な く下界 も求め る こ と

が で きる ．実験 に よる評価に よれば，個々 の 部分問題

内の節数が多 く，かつ ，部分問題間で 共有 され る変数

の 割合が小 さ い 場合，既存の 解 法であ る Toolbarや

WalkSAT よ りも Multi−MaxSAT は 圧倒的に効率良

く質の 高い 解を発見する こ とが で きる．一
方で，共有

変数の 割合が大 き くな る と，Toolbar や Wa1kSAT で

は探索空間が 実質的に縮小する た め性能が 大幅に改善

され る が ，Multi−MaxSAT で は逆に性能が劣化する ．

　 ク ラ ス タ度 の 高い 密 な部分 問題 が 互 い に疎結合 さ

れ た SAT 問題 や Weighted　Max −SAT 問題 は
， 分散

推論や Dynamic 　SAT 問題，及び，　 Dynamic 　Max −

SAT 問題 な ど実用上有用 な問題 に お い て しば しば 現

れ る．Multi−MaxSAT は，こ の よ うな問題に対 し非常

に有効な解法で ある とい える ．今後の課題は，Multi−

MaxSAT を分散型 の 解法に拡張す る こ と，及び，値

変更 コ ス トを 伴 う Dynamic 　weighted 　Max −SAT 問題

に Multi−MaxSAT を適用する こ とで ある．
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