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Summary
The dynamic constraint satisfaction problem (DynCSP) is a sequence of CSP instances. By introducing a

notion of decision transition costs, one natural optimization problem results, where we search for a sequence of
solutions that minimizes a total sum of decision transition costs. We will refer to this problem as the dynamic
constraint satisfaction problem with decision transition costs (DynCSP-DTC). Previously, Hatano and Hirayama
have presented an integer linear programming formulation to apply Lagrangian decomposition to the SAT-version of
the problem called Dynamic SAT with decision change costs (DynSAT-DCC). However, since their linear encoding of
decision change costs was specially designed for DynSAT, a new encoding method is required when we try to extend
Lagrangian decomposition to solve general DynCSP-DTC. In this paper, we will introduce the quadratic encoding of
decision transition costs that enables Lagrangian decomposition to work on general DynCSP-DTC including DynSAT-
DCC. Furthermore, we empirically show that, even on DynSAT-DCC, Lagrangian decomposition with quadratic
encoding performs more efficiently than other methods.

1. は じ め に

動的制約充足問題 (Dynamic Constraint Satisfaction Prob-
lem: 動的 CSP)は，実世界の動的な性質をモデル化する
ために提案された問題である．入力は，時間軸上に並べ
られた CSPの系列であり，解法は，過去に解いた問題例
の情報から次の問題例の解を求める reactiveアプローチ
[Verfaillie 94, Bessière 91, Schiex 93]と，問題例の系列
が予め得られている状態から解の系列を求める proactive
アプローチ [Fargier 96, Wallace 98, Walsh 02, Freuder
91, Ginsberg 98, Bofill 10,波多野 11]に大別できる．
近年，動的 SAT（動的 CSPの一種）に対して値変更コ
ストを導入した，値変更コスト付き動的 SAT（DynSAT
with decision change costs）という新たな問題が提案され
た [波多野 11]．この問題は，値変更コストの総和が最小
となるような解の系列を求めることを目的とする．波多
野と平山は，値変更コスト付き動的 SATに対して，重み
付き部分MaxSATに変換して解く方法とラグランジュ分
解法を用いた方法を提案した．特に後者のラグランジュ
分解法は，値変更コストを線形の整数計画問題に符号化
（線形符号化）して緩和することにより，全体の問題を部
分問題の集合に分解することを特徴とする．評価実験に
よれば，ラグランジュ分解を用いた方法は系列の各部分
問題の実行可能領域が比較的小さい密な問題例に対して

経験的に良い結果を与えることが分かっている．このよ
うに，値変更コスト付き動的 SAT とその解法は，ター
ゲット追跡問題 [波多野 11]，貨物の積み付け問題，ナー
ススケジューリング問題 [服部 05]などのある種の動的
環境におけるプランニング／スケジューリング問題をモ
デル化し，良質な解を与えるものとして期待されている．

一方で，値変更コスト付き動的 SATとその解法には，
多値変数を扱うことができない，また，値を維持するコ
ストを扱うことができないという 2つの課題がある．そ
こで本研究では，これらの課題を解決するために値推移
コスト付き動的 CSPとその解法を提案する．
解法としては，値変更コスト付き動的 SATの場合と同

様に，ラグランジュ分解法を用いた解法を提案する．本
解法の特徴は，多値変数における値推移コスト（値変更
コストと値維持コストを一般化したもの）を記述する新
たな符号化法として 2次符号化法を用いる点である．2
次符号化法では，ある多値変数（値域サイズは |D|）の値
を |D|次元単位ベクトル，値を変更／維持するコストを
|D| × |D|の行列で表現し，値推移コスト付き動的 CSP
を離散 2次計画問題として定式化する．これにより，値
変更コスト付き動的 SATの場合と同様に，値推移コスト
付き動的 CSPに対してもラグランジュ分解が適用可能と
なる．

評価実験によれば，2次符号化法を用いたラグランジュ
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分解法は，従来の線形符号化法を用いたラグランジュ分
解法よりも値変更コスト付き動的 SATに対して質の良い
解を発見できることがわかった．また，値推移コスト付
き動的 CSPに対しても，2次符号化法を用いたラグラン
ジュ分解法は重み付き CSPに対する最新の厳密解法と比
較して質の良い解を発見できることがわかった．

以下，本論文は次のように構成される．まず，2章で
は関連研究を概観し，3章で本研究の動機を例題を用い
て説明する．その後，4章で値推移コスト付き動的 CSP
の定義を述べ，5章では 2次符号化法の詳細とラグラン
ジュ分解を用いた解法を説明する．そして，6章では実
験によりラグランジュ分解を用いた方法と他の解法の性
能を比較し，最後に 7章で本研究をまとめる．

2. 関 連 研 究

動的CSPに対する解法は，過去に解いた問題例の情報か
ら次の問題例の解を求める reactiveアプローチ [Verfaillie
94, Bessière 91, Schiex 93]と，問題例の系列が予め得ら
れている状態から解の系列を求める proactiveアプローチ
[Fargier 96, Wallace 98, Walsh 02, Freuder 91, Ginsberg
98, Bofill 10,波多野 11]に大別できる．

proactiveアプローチに関して，[Walsh 02]では，確率
が付与された変数が存在する決定問題が提案されている．
また，[Wallace 98]では，割り当てが一時的に変化して
も制約を満たすような解（安定解）を効率的に求める方
法が提案され，[Fargier 96]では，操作可能な変数と操作
不可能な変数が存在する mixed CSPが提案されている．
さらに，[波多野 11]では，動的 SATに値変更コストを
導入した問題である値変更コスト付き動的 SATが提案さ
れている．筆者らの知る限り，proactiveアプローチの既
存研究で，[波多野 11]以外に意思決定の変化に対するコ
ストという概念を導入した事例はない．

一方，本研究に類似した既存研究として動的重み付き
最大制約充足問題 [服部 05]がある．そこでは，意思決
定の変更をなるべく少なくするために，与えられた重み
付き最大制約充足問題に対して，変数の値を変更する場
合にコストを課す暫定制約が導入される．本研究で提案
する値推移コスト付き動的CSPと動的重み付き最大制約
充足問題は，系列内の問題が前者は CSP，後者は重み付
き最大制約充足問題（Weighted MaxCSP）という違いは
あるが，基本的な考え方は類似している．しかしながら，
[服部 05]では，暫定制約を導入する効果に焦点を当てて
おり，新たな独自解法の提案には至っていない．また，値
推移コスト付き動的 CSPに対する解法は，環境の変化に
関する情報を十分集めた後に解の系列を求める proactive
アプローチに分類されるが，動的重み付き制約充足問題
に対して [服部 05]で提案されている解法は，環境の変
化に対して即座に解を求める reactiveアプローチに近い．

：ターゲット
x1 x2 x3

x4 x5 x6

x7 x8

x9

1
2 NW NE

SW SE

OFF
旋回カメラ：

図 1 ターゲット追跡問題

3. 動 機

値変更コスト付き動的 SATでは，値変更コストを新た
に定義することによりある種の動的環境におけるプラン
ニング／スケジューリング問題を表現できるが，値変更
コストだけでは表現できない問題設定が存在する．例え
ば，図 1のような旋回カメラを用いたターゲット追跡問
題に対して，カメラの旋回度に応じてコストが変わるよ
うな問題を考えてみよう．このターゲット追跡問題では，
グリッド上に配置された旋回カメラを用いて幾つかの動
くターゲットを追跡する．各カメラは 4つの領域，北東
(NE)と北西 (NW), 南西 (SW),南東 (SE)を監視できる．
各ターゲットは少なくとも 2つのカメラに捕捉される必
要があり，そのターゲットが位置する領域の四隅にある
カメラのみがそのターゲットを捕捉可能となる．例えば，
図 1のターゲット 1を捕捉するためには，x1，x2，x4，
x5 の 4 つのカメラのうち少なくとも 2 つがターゲット
1が位置する領域を監視する必要がある．また，この問
題にはエネルギーを節約するための制約がある．それは，
各カメラはターゲットがいない領域に対して監視しない
という制約である．これらの制約を満たした上で，予測
されたターゲットの位置情報の系列に対して，カメラの
切り替えにかかるコストが最小となるようなスケジュー
ルを作ることが目的である．

従来の値変更コスト付き動的 SATでは，4つの各領域
{NE, NW, SW, SE}に対してカメラを向ける (真)か否か
(偽)の 2値を取る変数を割り当てていた．そのため，カ
メラを NEから SWへ変更するコストは NEの値を ON
から OFFに変更するコストと SWの値を OFFから ON
に変更するコストで表される．しかし，このコストには
カメラの旋回にかかるコストは考慮されていない．この
問題点を解決するためには，センサーステーションを値
{OFF, NE, NW, SW, SE}を持つ 1つの変数とする必要が
ある．そうすることにより，カメラの旋回コストを設定
できる．このように多値変数を扱うことで表現できる問
題設定がある．また，カメラを ONにし続けた場合は維
持コストがかかるが，OFFにし続けた場合は維持コスト
がかからないと考えられるが，従来の方法では，ONと
OFFを切り替えた場合にしかコストを定義できない．上
記のような問題設定を表現するために，多値変数と維持
コストを扱えるように値変更コスト付き動的 SATを拡張
したい．そこで，維持コストと変更コストを含む新たな
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概念である値推移コストを動的 CSPに導入し，値推移コ
スト付き動的 CSPを定式化する．

4. 値推移コスト付き動的 CSP

CSPの問題例は 3つ組 (X ,D,C)で書ける．X は変数
の集合 {x1, . . . ,xn}で，Dはこれらの変数集合に対する
値域の集合 {D1, . . . ,Dn}である．また，Cは制約の集合
{C1, . . . ,Cm}を示す．各制約 Cj には変数のある部分集
合に対して，選択可能もしくは選択不可能な値の組み合
わせが記述されている．CSPの目的はすべての制約が充
足可能か否かを決定し，もし可能であれば，少なくとも
1つの値の組み合わせを返すことである．

動的 CSPの問題例は時間軸に対する CSPの系列とし
て表現でき，動的な環境における決定問題を表現したい
場合に使用される．動的 CSPの問題例は 2つ組 (X ,φ)
で表現できる．X は変数の集合で，φは非負整数値 T 上
の関数である．関数 φはある時刻 s ∈ T を与えると，時
刻 sの CSP問題例 (X ,Ds,Cs)を返す．本論文では，系
列のサイズを kに制限した k-stage動的 CSPに焦点をあ
てる．k-stage動的 CSPは (k,X ,φ)で表記でき，その目
的は k 個の CSP問題例すべてが制約を満たす解を持つ
かどうかを判定し，もし解を持つならばその時の解の系
列を少なくとも 1つ見つけることである．

動的 CSPに導入する値推移コストは，値を変更したと
きのコストだけでなく維持したときのコストも含んでお
り，次のように定義される．

【定義 1】（値推移コスト）ある時刻 sにおける変数 xi

の値推移コストは関数 fi,s : Di×Di→R+ で与えられ
る．Di は変数 xi の値域を表し，R+ は非負実数の集合
を表す．

例えば，変数xiの値域Diが{1,2,3}とすると，fi,s(1,2)
は変更コスト ci,s

1,2 を返す．この変更コスト ci,s
1,2 は時刻

s− 1で 1の値をもつ変数 xiの値を時刻 sで 2に変更し
たときのコストである．同様に fi,s(1,1)は変数 xi が時
刻 s− 1と sの間で値を 1に維持した場合にかかる維持コ
スト ci,s

1,1を返す．ここで，値変更コスト付き動的 SAT[波
多野 11]とは異なり，維持コストを 0にする必要はない．

次に，時刻 s− 1，sにおける X への値の割り当てを
それぞれ A(s− 1)，A(s)とすると，X の要素である変
数 xi の値推移コストは関数 fi,s を使用して計算できる．
このようなコストを costi(A(s− 1),A(s))と書くものと
する．２つの連続した解A(s− 1)と A(s)の間の値推移
コストは以下のように定義される．

cost(A(s− 1),A(s))≡
n∑

i=1

costi(A(s− 1),A(s)).

さらに，{A(0),A(1), . . . ,A(k− 1)}をk-stage動的CSP
問題例の解の系列Aとすると，この系列の値推移コスト

は以下のとおりとなる．

cost(A) ≡
k−1∑
s=1

cost(A(s− 1),A(s)). (1)

最後に，値推移コスト付き k-stage動的 CSPを次のよ
うな最適化問題として定義する．
【定義 2】（値推移コスト付き k-stage動的 CSP）値推
移コスト付きk-stage動的CSPの問題例は (k,X ,φ,F)で
定義される．ここで，X は変数集合で，φはある時刻にお
ける変数集合に対する CSP問題例を返す関数である．さ
らに，F は関数の集合 {fi,s|i = 1, ...,n,s = 1, ...,k− 1}
である．ここで，fi,s はある時刻 sにおける変数 xiの値
推移コストを返す関数である．
ある値推移コスト付き (k-stage)動的 CSPの問題例が与
えられたとき，式 (1)で定義される値推移コストが最小
となるような解の系列を探すことが目的となる．以後，
値推移コスト付き動的 CSPの最適な解の系列をA∗と表
現し，そのとき得られる最適な値推移コストの合計値を
cost(A∗)とする．

5. 解 法

波多野と平山は値変更コスト付き動的 SATに対して 2
つの解法を提案している．1つは重み付き部分MaxSAT
解法で，もう 1つはラグランジュ分解を用いた解法であ
る．これらの解法のうち，ラグランジュ分解を用いた解法
は系列の各部分問題の実行可能領域が比較的小さい密な
問題例に対して経験的に良い性能をもつことが示されて
いる [波多野 11]．彼らはラグランジュ分解法を適用する
ために，変数がもつ値変更コストを 0-1整数計画問題に
符号化している．しかし，この線形符号化法は動的 SAT
のような 2値変数を持つ問題に特化されたものであるた
め，値推移コスト付き動的 CSPに直接適用することはで
きない．したがって，本論文では，値推移コストに対す
る新たな符号化法である 2次符号化法を導入する．

5 ·1 線形符号化法

次のような値変更コスト付き動的 SATの問題例を考え
る．変数の値域がすべて真 (1)と偽 (0)の 2値であり，時
刻 sにおいて，変数 xi の値を 1から 0に変えたときの
変更コストを ci,s

1,0，0から 1に変更した時の変更コスト

を ci,s
0,1 とする．波多野と平山はこれらのコストを以下の

ような 0-1整数計画問題に符号化した [波多野 11]:

min. ci,s
1,0y

i,s
1,0 + ci,s

0,1y
i,s
0,1

s. t. xs−1
i − xs

i − yi,s
1,0 + yi,s

0,1 = 0， (2)

xs−1
i ,xs

i , y
i,s
1,0, y

i,s
0,1 ∈ {0,1}.

ここで，xs−1
i と xs

i はそれぞれ時刻 s− 1と sの変数 xi

で変数 yi,s
1,0 と yi,s

0,1 はともに 0か 1の値をとる補助変数



値推移コスト付き動的制約充足問題とその解法 37

である．例えば，xs−1
i = 1かつ xs

i = 0であるとき，補
助変数の値は yi,s

1,0 = 1と yi,s
0,1 = 0となり，その時の目的

関数値は ci,s
1,0 となる．

線形符号化法には 2つの欠点がある．まず，この符号化
法を用いると変数の変更コストは記述できるが，維持コ
ストは記述できない点である．なぜなら，0-1整数計画問
題上で変更コストを表現するために xs−1と xsの差が一
意であることを利用しているからである．つまり，維持コ
ストがかかる場合である (xs−1

i = 1,xs
i = 1) と (xs−1

i =
0,xs

i = 0)は共に差が 0となり区別ができない．2つ目の
欠点は線形符号化法を値推移コスト付き動的CSPのよう
に多値変数を持つ問題に適用することは難しいという点
である．その理由は，1つ目の欠点と同様である．例え
ば，変数 xiの値域Diが {1,2,3}のように 3つ以上ある
場合，(xs−1

i = 1,xs
i = 2)と (xs−1

i = 2,xs
i = 3)は共に差

が 1となり区別できない．この問題点を回避するための
単純な方法は，どの 2つの値の差を取っても他の値と重
ならないように値域を設定することである．例えば，ゴ
ロム定規や指数関数を値域に用いる方法は解決方法の 1
つであるが，その性能は経験的にはあまり良くない．ま
た，この解決方法では維持コストを表現することはでき
ない．

5 ·2 2次符号化法
これらの欠点を補うために，2次符号化法を新たに導

入する．
時刻 sの変数 xi の値推移コストをコスト行列

F i,s =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

ci,s
1,1 ci,s

1,2 · · · ci,s
1,|Di|

ci,s
2,1 ci,s

2,2 · · · ci,s
2,|Di|

...
...

. . .
...

ci,s
|Di|,1 ci,s

|Di|,2 · · · ci,s
|Di|,|Di|

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
，

として表現する．このコスト行列では，例えば，コスト
行列の (1,2)の要素 ci,s

1,2 は変数 xi の値を 1から 2に変
えたときにかかるコストと一致する．一方，コスト行列
の (2,2)の要素 ci,s

2,2 は変数 xi の値を 2に維持した時に
得られるコストと一致する．このコスト行列を用いて以
下の 2次計画問題を生成する．

min. xT
i,s−1 ·F i,s ·xi,s

s. t. xi,s−1,xi,s ∈ {e1,e2, . . . ,e|Di|}.

ここで，ej は |Di|次元の単位列ベクトルで，j番目の要
素が 1，他の要素がすべて 0である．xi,s と xi,s−1はそ
れぞれ時刻 s,s− 1の決定変数で，値 ej を変数 xi,sに割
り当てることは変数 xs

i に値 j を割り当てることに相当
する．また，各決定変数の右肩にある’T’はベクトル転
置を表す．得られた問題の変数 xi,s と xi,s−1 にある値
を代入すると，その値の時のコストを計算できる．例え
ば，変数 xiが時刻 s− 1において値 1を選択した時のコ

ストは，xi,s−1 = e1かつ xi,s = e2を代入した結果得ら
れる目的関数値 ci,s

1,2 である．

この表現を用いると，値推移コスト付き k-stage 動的
CSP(k,X ,φ,F)は以下の通りになる．

min.

k−1∑
s=1

n∑
i=1

(xT
i,s−1 ·F i,s ·xi,s)

s. t. xi,s−1,xi,s ∈ {e1,e2, . . . ,e|Di|},
i = 1, . . . ,n, s = 1, . . . ,k− 1,

φ(s), s = 0, . . . ,k− 1. (3)

ここで，式 (3)の φ(s)は時刻 sの CSP問題例を返す関
数で，この問題例に含まれる決定変数は xi,s(i = 1, ...,n)
のみで構成される．また，この関数 φ(s)が返す値である
時刻 sの CSP問題例は制約式に置き換わることに注意さ
れたい．

この問題を解くことで値推移コスト付き k-stage 動的
CSP(k,X ,φ,F)の最適解を得られるが，直接解くことは
難しいのでラグランジュ緩和・分解を適用することを考
える．目的関数の値推移コストに関する項には異なる時
刻における変数 xi,s−1 と xi,s が含まれているため，こ
の項を分解できれば，問題を時刻毎の部分問題に分解で
きることがわかる．そこで，変数 xi,s−1,xi,s のコピー
としてそれぞれ補助変数 αi,s,βi,s を新たに導入し，こ
れら 2つの変数の値が一致するようにコピー制約を追加
する．これらの補助変数 αi,s,βi,s が持つ値域は，それ
ぞれ対応する変数 xi,s−1,xi,s が持つ値域と同じである．
さらに，目的関数の値推移コストに関する項の決定変数
xi,s−1,xi,s をそれぞれ補助変数 αi,s,βi,s に置き換える
と以下の問題が得られる．

P : min.

k−1∑
s=1

n∑
i=1

(αT
i,s ·F i,s ·βi,s)

s. t. xi,s−1−αi,s = 0,

i = 1, . . . ,n, s = 1, . . . ,k− 1, (4)

xi,s−βi,s = 0,

i = 1, . . . ,n, s = 1, . . . ,k− 1, (5)

φ(s), s = 0, . . . ,k− 1,

xi,s,xi,s−1,αi,s,βi,s ∈ {e1,e2, . . . ,e|Di|},
i = 1, . . . ,n, s = 1, . . . ,k− 1.

コピー制約 (4)，(5)の導入により，値推移コストに関
する項と各時刻の CSP問題例の決定変数が互いに独立す
るため，コピー制約をラグランジュ緩和すれば値推移コ
ストに関する項と各時刻の CSP問題例を分解できる．以
下では，各決定変数の値域に関する下 2つの制約を省略
する．
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5 ·3 分 解

問題P を解くために，波多野，平山の方法 [波多野 11]
と同様にラグランジュ分解法を適用する．
まず，コピー制約 (4)と (5)を緩和し，以下のようなラ
グランジュ緩和問題を生成する．

L : L(μ) = min.
k−1∑
s=1

n∑
i=1

(αT
i,s ·F i,s ·βi,s)

+
k−1∑
s=1

n∑
i=1

μT
α,i,s(xi,s−1−αi,s)

+
k−1∑
s=1

n∑
i=1

μT
β,i,s(xi,s−βi,s),

s. t. φ(s), s = 0, . . . ,k− 1.

ここで，μα,i,s と μβ,i,s は緩和問題を生成するときに導
入されるラグランジュ乗数ベクトルで，ともに |Di|次元
の実数値を持つ列ベクトルである．
また，μはμα,1,1, . . . ,μα,n,k−1,μβ,1,1, . . . ,μβ,n,k−1の
集合とする．ラグランジュ緩和問題Lの最適値L(μ)は，
μα,i,s と μβ,i,s の値により変化する．さらに，L(μ)は，
原問題 P に対する双対問題であるため，弱双対定理によ
り，任意のμα,i,sとμβ,i,sの値に対して，常にP の最適
値に対する下界値となる [Bertsekas 99]．
次に，ラグランジュ緩和問題Lを以下の k + 1個の部分
問題に分解する．その結果，まず，補助変数αi,sと βi,s

に関する部分問題

Laux(μ) = min.
k−1∑
s=1

n∑
i=1

(αT
i,s ·F i,s ·βi,s)

−
k−1∑
s=1

n∑
i=1

(μT
α,i,sαi,s + μT

β,i,sβi,s),

(6)

が得られ，次に，時刻 0の決定変数に関する部分問題

L0(μ) = min.
n∑

i=1

μT
α,i,1xi,0

s. t. φ(0), (7)

が得られる．さらに，s ∈ {1, ...,k− 2}の各時刻の決定
変数に関する部分問題

Ls(μ) = min.

n∑
i=1

(μT
β,i,s + μT

α,i,s+1)xi,s

s. t. φ(s), (8)

がそれぞれ得られ，最後に，時刻 k− 1の決定変数に関
する部分問題

Lk−1(μ) = min.

n∑
i=1

μT
β,i,k−1xi,k−1

s. t. φ(k− 1)， (9)

が得られる．
ある μの値における (7)から (9)の部分問題は，対応

する重み付き CSPを解くことで最小化できる．例えば，
式 (9) では，φ(k− 1) 内のすべての制約を満たしつつ，
μβ,i,k−1の重みをもつ単項制約（unary constraint）のコス
トの合計値を最小とするような値を変数x1,k−1, . . . ,xn,k−1

に割り当てる．一方，式 (6) の最小化は αi,s と βi,s の
値を i と s に関してすべて列挙するだけである．値域
のサイズを d とするとき，列挙にかかる計算コストは
O((k− 1)nd2)であるが，他の部分問題を解くコストと
比較すると取るに足らない計算量である．

5 ·4 ラグランジュ双対問題

5 ·3節で議論したように，あるμの値のもとで部分問題
Laux(μ),L0(μ), . . . ,Lk−1(μ)の最適値が得られる．明ら
かに，これらの最適値の合計が全体のラグランジュ緩和
問題 Lの最適値 L(μ)と一致している．つまり，

L(μ) = Laux(μ) +
k−1∑
s=0

Ls(μ)，

といえる．
L(μ)はいかなる μの値においても原問題 P の最適解

に対する下界値を与えることから，その下界値を最大化
し，P の最適値へと近づくようなμの値を探索すること
が次の目的となる．この問題はラグランジュ双対問題と
呼ばれ，以下のように定義される．

D : max. Laux(μ) +
k−1∑
s=0

Ls(μ). (10)

この問題は無制約の最大化問題で，その決定変数は μで
ある．
ラグランジュ双対問題を解く一般的な方法として劣勾

配法 [Bertsekas 99]がある．この方法は山登り法の一種
であり，(10)の目的関数値を利用する．以下は，ラグラ
ンジュ双対問題に対する劣勾配法の概要である．
Step 1: μのすべての要素に 0を代入する.
Step 2: すべての部分問題 (6)から (9)を解く．特に部

分問題 (7)から (9)に関しては既存の重み付き CSP
ソルバーを用いて解く.

Step 3: 原問題Pの最適値に対する最も低い上界値BestUB
と最も高い下界値BestLBおよび BestUBを与えるP
の実行可能解M を求める．

Step 4: もし終了条件を満たすなら，BestLB，BestUB，
M を返す．満たしていなければ，μ の値を更新し，
Step 2へ戻る．

この手順は終了条件を満たすまで Step 2から Step 4を
繰り返す．また，各繰り返しにおいて，求めた実行可能
解に対応した上界値と下界値を求めることができる．

Step3では，あるμの値のもとでの部分問題 Laux(μ),
L0(μ), . . . ,Lk−1(μ)の最適値の合計を計算することによ
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り下界値が得られる．一方，上界値は原問題 P の実行可
能解Mから得られる．この実行可能解は，緩和された (4)
と (5) の制約式を満たすように αi,s の値を xi,s−1 の値
に，βi,sの値を xi,sの値に置き換えることにより得られ
る．この上界値は系列 {φ(0),φ(1), . . . ,φ(k− 1)}に対す
る解から得られる値推移コストの合計値と一致する．上
界値，下界値がそれ以前の値よりもよい場合はこれらの
値をそれぞれ BestLB，BestUBとして記録する．

Step 4では，Pの最適解が発見された場合，手順を終了
する．明らかに，BestLBと BestUBが共に同じ値に収束
する場合，そのBestUBを与える実行可能解が最適解であ
る．一方，最適解が発見できない場合でも，ある制限時間
を超えた場合は手順を終了することができる．制限時間
を超えた場合でも，上界の質であるBestUB/BestLB を
与える実行可能解を得ることができる．動的な問題では，
一般的にある制限時間内に困難な問題を解くことが求め
られているため，この性質は重要であると考えられる．

Step 4において，もし終了条件を満たさない場合はμ

の値を更新し，Step 2へと戻る．μの更新時には，以下
のような慣習的な計算式を用いる．この方法では，Step
2の部分問題の解を用いて，まず全ての iと sに対する
劣勾配ベクトルGα,i,s とGβ,i,s を以下のように求める．

Gα,i,s = xi,s−1−αi,s,

Gβ,i,s = xi,s−βi,s.

これらの値はそれぞれLの目的関数にあるμT
α,i,sとμT

β,i,s

の係数と一致する．求めた劣勾配ベクトルを用いて，S
任意の iと sに対する μα,i,s と μβ,i,s を以下のように更
新する．

μα,i,s← μα,i,s + D ·Gα,i,s,

μβ,i,s← μβ,i,s + D ·Gβ,i,s.

ここで，Dはステップ長と呼ばれるスカラ値であり，以
下の式で求める．

D =
π(BestUB −BestLB)∑

i,s GT
α,i,s ·Gα,i,s +

∑
i,s GT

β,i,s ·Gβ,i,s

.

上式の πもまたスカラ値であり，初期値を 2として繰り
返しが進む毎に徐々に減少していく．

これらの式は，劣勾配ベクトルが正（負）であれば，
次回の μα,i,s，μβ,i,s を増加（減少）させることを意味
する．つまり，劣勾配ベクトルの値はLの目的関数内の
(xi,s−1−αi,s)，(xi,s−βi,s)と一致するため，この値が
もし正（負）であれば，対応するμα,i,s，μβ,i,sを増加（減
少）させることにより，次回に得られる目的関数値が増加
することが期待できる．このようにμα,i,sとμβ,i,sの値を
更新することで，Step2における (6)から (9)の部分問題の
単項制約にかかる重みが μα,i,s から μα,i,s + D ·Gα,i,s，
また，μβ,i,s から μβ,i,s + D ·Gβ,i,s へと変化する．

6. 実 験

提案手法を評価するために，幾つかの実験を行った．

6 ·1 線形符号化法との比較

まず，線形符号化後にラグランジュ分解を適用する方
法 (LD(L)と表記)と 2次符号化後にラグランジュ分解を
適用する方法 (LD(Q)と表記)の 2つを比較した．比較に
使用する問題は [波多野 11]で使用されている問題であ
るランダムな値変更コスト付き動的 SATを使用し，その
問題例 (k,X ,φ,F)を以下のように生成した．
•系列サイズ kの範囲は {10,15, . . . ,35}である．
• X は 100個のブール変数の集合 {x1,x2, . . . ,x100}で
ある．
•各時刻 sにおけるφは，SATLIB[Hoos 00]のuf100

-430 からランダムに選択された部分問題を返す．
この部分問題は 100変数，430節を持つ充足可能な
3SATの CNF論理式である．
• F の各要素 fi,s は，時刻 sにおける変数 xi の値変
更コストとして {1,2, . . . ,106}からランダムに選択
された整数値を返し，維持コストとして 0を返す.

つまり，系列サイズが k の問題例は，変数の数が 100k，
ハード節の数が 430k，ソフト節の数が 100(k− 1)とな
る．この問題は 2値変数からなり，維持コストが 0であ
るため，その問題例はどちらの符号化法でも解くことが
できる．なお，実験では各系列サイズ kに対して，30個
の問題例を生成した．

2 つの符号化法では，部分問題を解くために SAT4J

[Berre 10] の SAT 2011 competition バージョンを用い
た．各部分問題の節はハード節であるため，SAT4Jのよ
うな”SATベース”のソルバーが適切である．さらに，線
形符号化法においては，ラグランジュ分解法と局所探索法
を組み合わせた．つまり，Step 3で発見した実行可能解を
局所探索法を用いて 10万回変数の値を変化させることに
より改良した．この局所探索法による改善は，下界値が改
善したときに IROTS[Smyth 03]を用いて行った．IROTS

は確率的局所探索法に基づくソルバーでタブーサーチを
実装している．実験では， IROTSを含む幾つかの SATに
関する発見的解法が実装された UBCSATのバージョン
1.1[Tompkins 05]をダウンロードし，重みつき最大 SAT
を解くためのオプションである’-w’をつけて IROTSを実
行した．

この実験は Intel Corei7-2600@3.4GHz (4 cores, 8GB
memory)の Ubuntu 10.10 (64bit)を用いて行われた．ま
た，ソースコードは JAVAで書かれ，JDK1.6.0 20でコ
ンパイルされた．

実験では，評価指標として，制限時間と系列サイズを
変化させたときの解の質（BestUB/BestLB）を用いた．
プランニング等の時系列に関するアプリケーションが多
い動的 CSP では，どの程度の時間でどの程度の解が得
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図 2 ランダムな値変更コスト付き動的 SAT に対する LD(L) と
LD(Q) の比較: (a)系列サイズを変化させ，制限時間を 5分に
固定したときの解の質の平均．(b) 制限時間を変化させ，系
列のサイズを 35 に固定したときの解の質の平均

られるかを測ることは重要であるため，評価指標として，
制限時間を用いることは理にかなっていると考えられる．
また，問題サイズに対して頑健性を測る指標として，系
列サイズを用いた．

図 2は，(a)系列サイズを変化させ，制限時間を 5分に固
定した場合と (b)系列サイズを 35に固定し，制限時間を変
化させた場合のエラーバー付きの解の質 (BestUB/BestLB)
の平均値を表している．明らかに，解の質は 1に近いほ
ど，性能が良いことを示している．この図からわかるよ
うに，局所探索法による解の改善を行わなくても，2次符
号化法は線形符号化法よりも平均的に質の良い解が得ら
れていることがわかる．その理由として，ラグランジュ
乗数の数の増加が挙げられる．一般的には，ラグランジュ
乗数の数の増加は緩和した制約の数の増加を意味するた
め，下界値の精度を下げてしまうと考えられる．しかし，
線形符号化法と 2次符号化法を比較すると，緩和される
制約 (2)と (4)，(5)は表記が異なるが本質的には同じで
ある．一方，ラグランジュ乗数の数を比較すると，線形
符号化法は各時刻間の変数に対して 1つのラグランジュ
乗数が導入される．例えば，k 系列で各時刻が n 変数，
値域サイズが dである値変更コスト付き動的 SATであ
れば，導入されるラグランジュ乗数の数は n(k− 1)とな
る．それに対して，2次符号化法では，各変数の値域の
各値ごとに 1つのラグランジュ乗数が導入される．つま
り，先ほどの例だとその数は 2n(k− 1)dとなる．このラ
グランジュ乗数の数の増加は，値域の各値に対して，劣
勾配法における細かな方向決めを可能とするため，より
良い上界値と下界値を求めることに繋がると考えられる．

6 ·2 一般的な重み付き CSPソルバーとの比較
次に，2次符号化法を用いたラグランジュ分解法と一
般的な重み付き CSPソルバーとの比較を行った．[波多
野 11]で提案された重み付き部分MaxSATに変換する方
法と同様に，値推移コスト付き動的CSPの問題例は，あ
る変数の値推移コストをその変数のコピー変数との間の
ソフト制約とみなすことにより，1つの大きな重み付き
CSPに変換できる．実験では，厳密解法のソルバーとし
て CSP competition 等で活躍している TOULBAR2 を使

用した．一方，Weighted CSP の発見的解法は問題の構
造に依存しやすいことから，DynCSPの構造に合わせて
自身で作成した LOCALSEARCHを使用した．このうち，
TOULBAR2は，深さ優先の分枝限定法とロシアンドール
探索法を用いている．開発者のページから TOULBAR2の
バージョン 0.9.5.0をダウンロードし，1つ目の実験と同様
の実験環境においてデフォルトの設定で実験した．さらに，
ラグランジュ分解法における (6)から (9)の部分問題を解
く場合にも同様のソルバーを用いた．LOCALSEARCHは
WALKSAT[Selman 95]と同様の発見的解法を実装した確
率的局所探索ソルバーで，初期解として系列の各 CSPを
別々に解くことにより得られた解を用いているため，制限
時間内に初期解が得られれば必ず実行可能解が得られる．

比較に使用した問題例は，ランダムバイナリ値推移コ
スト付き動的CSPと，実問題に近いターゲット追跡問題
の 2 つである．ランダムバイナリ 値推移コスト付き動
的 CSPでは，各問題例 (k,X ,φ,F)を以下のように生成
した．
•系列のサイズ kの範囲は {10,15, . . . ,35}である．
• X は 30個の変数の集合 {x1,x2, . . . ,x30}とし,各変
数の値域は 15である．
•各時刻 sにおける φはModel RB [Xu 07]に基づい
て生成した充足可能な部分問題で，各部分問題は 30
変数，値域サイズは 15，284のハード制約を持つ．
• F の各要素 fi,s は {1,2, . . . ,106}からランダムに選
択された整数値を推移コストとして返す.

つまり，系列サイズが k の問題例は，変数の数が 30k，
ハード制約の数が 284k，ソフト制約の数が 30(k− 1)と
なる．ランダムバイナリ値推移コスト付き動的 CSPに関
しても，系列サイズ k毎に 30の問題例を生成した．
重み付き CSP の問題例は Model RB の問題例を部分

問題として一部含んでいるため，TOULBAR2が解くのに
時間がかかることから，TOULBAR2の各実行毎の制限時
間を 15分に延長した．図 3(a)からこの問題においては，
LD(Q) は一般的に TOULBAR2 よりも質の良い解が得ら
れていることがわかる．図 3(b) では，TOULBAR2 の 1
分，5分の結果がないが，これは全 30問のうち，ある問
題例に対して，制限時間内に実行可能解が得られなかっ
たことを意味する．

一方，LD(Q) は，1分の時点で実行可能解を発見して
いる．この違いは系列サイズが増加するほど顕著に表れ
る．なぜなら，LD(Q)は系列の各部分問題を個別に解く
ことができ，かつその解が実行可能解となっているが，
TOULBAR2は全体の問題を解く必要があるためである．

次に，3章で説明したターゲット追跡問題を使用する．
この問題は容易に値推移コスト付き動的 CSP にモデル
化できる．具体的には，ターゲット追跡問題の問題例
(k,X ,φ,F)を以下のように生成した．
•系列サイズ kの範囲は {10,15, . . . ,35}である．
• X は 25個の変数の集合 {x1,x2, . . . ,x25}とし,各変
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図 3 ランダムバイナリ値推移コスト付き動的CSPに関する LD(Q)
と TOULBAR2 の比較：(a)系列サイズを変化させ，制限時間
を 15分に固定したときの解の質の平均．(b)制限時間を変化
させ，系列のサイズを 35 に固定したときの解の質の平均

数の値域は {NE,NW,SW,SE,OFF}である．
•各時刻 sにおける φはターゲットのスナップショット
から得られる位置をもとに生成した部分問題で，各
部分問題は 25変数，値域サイズ 5，約 75のハード
制約を持つ．
• F の各要素 fi,s を以下のように設定する．
◦もしセンサが次の時刻で反対側の領域に移動した
場合，変更コスト 200,000を返す．
◦もしセンサが次の時刻で隣接する領域に移動した
場合，変更コスト 100,000を返す．
◦もしセンサを ON にし続けた場合，維持コスト

50,000を返す．
◦もしセンサをOFFにし続けた場合，維持コスト 0
を返す．
◦もしセンサを ON から OFF に変更した場合，変
更コスト 0を返す．
◦もしセンサを OFF から ONに変更した場合，変
更コスト 100,000を返す．

つまり，系列サイズが k の問題例は，変数の数が 25k，
ハード制約の数が約 75k，ソフト制約の数が 25(k− 1)
となる．ターゲット追跡問題に関しても同様に，系列サ
イズ k毎に 30問の問題例を生成した．
また，ターゲット追跡問題では，ラグランジュ分解法

の部分問題を解くソルバーとして TOULBAR2のバージョ
ン 0.9.5.0を用いた．
実験結果を図 4に示した．明らかに，ターゲット追跡

問題においても LD(Q)は他のソルバーよりも質の良い解
を与えていることがわかる．特に図 4(b)からわかるよう
に，短い時間で質の良い解に収束している．この結果は，
動的な性質を持つ問題を解く上で重要である．

一方，TOULBAR2はランダムな問題に強いソルバーで
あるが，ターゲット追跡問題だけではなく，部分問題が
ランダムな問題であるランダムバイナリ CSP において
も，制限時間の増加に対してあまり解の質が改善されて
いない．なぜなら，動的 CSPは各部分問題が値推移コス
トにより緩く結合された問題であるため，全体としては
構造を持つ問題となるためである．次に，2つの問題の
実験結果を比較すると，ランダムバイナリ CSP とター
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図 4 ターゲット追跡問題における LD(Q) と，TOULBAR2 と LO-
CALSEARCH との比較: (a) 系列サイズを変化させ，制限時間
を 5分に固定したときの解の質の平均． (b)系列サイズを 35
に固定し，制限時間を変化させたときの解の質の平均．

ゲット追跡問題で同等程度の解の質が得られている．し
かし，ランダムバイナリ CSPの作成に用いたModel RB
は相転移領域の問題であるため，求解に時間がかかると
いうことを考慮すると，提案手法も値変更コスト付き動
的 SATと同様，系列の個々の部分問題が相転移領域であ
る問題に対して強いといえる．一方，LD(Q)は部分問題
が相転移領域から離れた問題，つまり，実行可能領域が
小さい問題に対して弱いと考えられる．

7. お わ り に

本論文では，まず値変更コスト付き動的 SATに対して，
実世界の動的な問題の問題設定を表現するためにCSPへ
の拡張と維持コストの導入を提起し，これらの問題提起
をふまえて値変更コスト付き動的 SATを拡張した値推移
コスト付き動的CSPを定式化した．次に，値推移コスト
付き動的 CSPに 2次符号化法を導入した．この 2次符
号化法は，値推移コストを 2次計画問題へ符号化し，ラ
グランジュ分解の適用を可能とした．実験では，2次符
号化法の導入により，値変更コスト付き動的 SATに関し
て解の質を改善できた．また，2次符号化法を用いたラ
グランジュ分解法は他の重み付き CSPソルバーより良質
な解をより早く得られており，特に実世界の問題に近い
ターゲット追跡問題に関しては短い時間で質の良い解に
収束していることがわかった．この性質は動的な問題に
おいて，非常に重要であると考えられる．
今後は，提案方法をCSP問題例の系列のみならず，CSP

問題例の”木”も解くことができるように拡張したい．例
えば，ターゲット追跡問題において，ターゲットの動き
がいくつか予測される場合，その CSP問題例は時刻 1の
CSPを根とした複数の系列を持つ”木”として表現できる．
このような問題では，各系列（予測）に対して確率が付
与されており，その目的は値推移コストの合計値の期待
値を最小化することであると考えられる．この問題に対
してラグランジュ分解法に基づいた解法を適用するため
には，確率への対応と，CSPの木を解くことが可能な符
号化の導入を考える必要がある．
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