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Painlev6方 程 式 の対 称性

野 海 正 俊

山 田 泰 彦

筆者等は1997年 半ばか らPainlev6方 程式の対称性 とそれに関連する可積分系についての共同研

究 を行 ってきた.こ の論説 は,そ の内容についての現状報告である.

Painlev6方 程式 とは,P, RII,...,RVIと 書かれる6個 の2階 非線形常微分方程式の総称である

(表1).「 微分方程式で定義 され る新 しい超越函数」を目指 して,Painlev6が 動 く分岐点をもたない

2階 の有理的常微分方程式の分類 を遂行 し,こ れ らの方程式 に遭遇 したのは,ち ょうど時代が19

世紀か ら20世 紀に変わる頃であった.1970年 代 に入 り,Wu等 のIsing模 型の研究の中でPain-

lev6方 程式RIIが 現れ,Painlev6方 程式は新 しい時代を迎えることになる.こ の後の四半世紀 に

わたって,数 学的基礎の面で も,数 理物理への応用において もPainlev6方 程式 に関連 したさまざ

まな展開があった.Painlev6方 程式研究の歴史や背景については,こ こで論 じることはできない

ので,講 義録[31]や 論説[30],[40],[41],[42]等 を参考にして頂 きたい.相 次いで出版された教

科書[6],[14]も,Painlev6方 程式に関連する貴重な文献である.Painlev6方 程式は数学や数理物

理のさまざまな問題 と結びついてお り,研 究の動機 も方法論 も多岐にわたる.そ のような現在の状

況を理解するには[3]が 役立つ.ま た,最 近の研究の進展については,報 告集[11],[36]等 を参照

して頂 きたい.

§1.Backlund変 換

この論説で考察 したいのは,Painlev6方 程式の対称性の問題である.「対称性」 という表現は曖

昧なので,も う少 し詳 しく述べよう.BIIか らPVIの5個 の方程式 はパラメータを含んでいる.方

程式PJの 従属変数の微分有理式による変換であって,パ ラメータを動かすことは許 して,方 程式

の形 を不変に保つ ものをPJのBacklund変 換 と呼ぶ.以 下で考察する 「対称性」とはBacklund変

換の作 る変換群の構造のことである.PIIの 場合を例にとる.

ここで,1が 独立変数,y=y(t)が 従属変数であ り′=d/dt,ま たbは パ ラメータである.い ま
y=y+b/(y′+y2+t/2)と お くと,yがPII(b)の 一般の解ならば 多は 君1(一b)の 解 となることが

検証できる.つ まりyは,上 の方程式でyを 多に,bをb=-bに 置 き換えた ものを満たす こと

が分か る.こ の意味でy→y, b→bはPIIのBacklund変 換 を定 める.(bを 座標 とするパ ラメ_

タ空間で見ると,こ の変換 は原点b=0に 関する鏡映であり,従 属変数の変換 としても2回 合成す

ると恒等変換になる.)こ の変換をSと 呼び,簡 単に
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表1:6個 のPainlev6方 程 式

y=y(の は従 属変 数(未 知 函 数),′=d/dtは 独 立 変数tに つ い て の微 分 を表 す.ま た

α,β,...は パ ラ メー タで あ る.

と表 そ う.PIIに は も う一 つ 基 本 的 なBacklund変 換 が あ る:

(パラメータ空間ではbを1だ け平行移動す る操作 にあたる.)こ の二つの変換S,Tを 組みあわせ

て得 られるBacklund変 換の全体<S,T>はA(1)1型 のアフィンWey1群 をなす.bを 座標 とするパ

ラメータ空間にアフィンWeyl群 の標準的な作用があり,こ れをPIIの 従属変数の変換 に持 ち上 げ

た ものになっている訳である.(PIIのBncklund変 換が上記のアフィンWeyl群 で尽 くされるかど

うかは,問 題の定式化に依存する.坂 井[34]に よれば,初 期値空間のCremona変 換群の意味では

そう言ってよい.)

商本和夫氏は,80年 代の「Painlev6方 程式研究」と題する一連の論文[29]の 中で,PIIか らPVIの

パラメータ空間 はそれぞれある半単純Lie環 のCartan部 分環 と同一視で き,上 と同様の意味で,

Painlev6方 程式PJに は対応するアフィンWeyl群 がBdcklund変 換群 として作用することを発見

した. Painlev6方 程式がこのように大 きな対称性 をもつことは,全 く非 自明なことである.対 応

す るLie環 にせよ,Backlund変 換にせ よ,も とのPainlev6方 程式から自然 に読み取れる性格の

ものではない.岡 本氏は,各Painlev6方 程式のHamilton表 示を構成 し,そ の τ函数の微分方程

式 を解析することにより,Painlev6方 程式のアフィンWey1群 対称性を認識 したのである.

方程式の対称性 は,解 の超越性の問題 と深 く関係 している.「Painlev6方 程式の解 として得 られ

る函数が どの程度に超越的であるか」という 問題 はPainlev6方 程式発見の当初か ら熾烈な論争をひ

き起 こした とい う歴史的経緯がある.こ の問題 に現代的な定式化 を与 え,Painlev6方 程式の還元

不能性の問題 を解決したのは,80年 代後半の梅村浩氏の功績である([38],[40]).梅 村氏 に従っ

て,有 理函数が ら出発 して,既 知函数の加減乗除 と微分,既 知函数を係数 とす る代数方程式を解

く,既 知函数を係数 とす る線形常微分方程式を解 く,ア ーベル函数に既知函数 を代入するといった

操作 を有限回繰 り返 して得 られる函数を古典函数 と呼ぼう.期 待 される主張 は, Painlev6方 程式

の一般の解は古典的でない ということである.こ のような解の超越性についての梅村氏の議論の要

点は,超 越古典解(古 典函数ではあるが,代 数函数ではない解)を 決定す る問題は,「不変因子」の決
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定 に帰着 するとい うことであった.Painlev6方 程式の不変因子 は,パ ラメータがアフィンWeyl

群の鏡映面の上にあるときにのみ現れるというのが,そ の大 まかな描像である.

ここで言 う不変因子 とは,従 属変数yの 微分多項式/で あって,微 分/が 再び/で 割 り切れ る

もののことでああ.上 のPainlev6方 程式 君1の例では,b=0の ときに現れるf=y′+y2+t/2が 不

変因子の典型である./に ついての微分方程式を書 くと

(y′+y2+t/2)′=2y(y′+y2+t/2)+b即 ちf′=2yf+b

と な る.b=0と す る と,方 程 式 はf′=2yfで 右 辺 が/で 割 り切 れ る
.こ れはb=0の と きPIIが

f=y′+y2+t/2=0と い う特 殊 化 を許 す こ とを意 味 す る
.f=0はRiccati方 程 式 だ か ら線 形 化 さ れ

て,対 応す る線形方程式はAiryの 微分 方程式 となる.こ の ことか らb=0の ときには
,PIIが,

 Airy函 数の微分有理式で表 されるような解の1パ ラメータ族 をもつ ことが分かる
.こ こでBack-

1und変 換Sを 見 ると, S(y)=y+b/fの ように,鏡 映面の定義方程式bと 不変因子fが 組になっ

て現れていることに注目してほしい.有 理的な変換で古典解は古典解に移 されなければな らない訳

だから.Bncklund変 換 と不変因子が不可分の ものと考えるのは自然であろう
.こ のことが次節以

降の議論のひとつの出発点であった.

ここで,Backlund変 換 をどう扱 うかについて,我 々の立場を明確 にしてお こう
.Painlev6型 の

微分方程式を考える際には,パ ラメータもパラメータ空間上の函数 と見 なし,方 程式の変数 と一一緒

に取 り込んだ微分体を考えて, Backlund変 換 とはその微分体の自己同型のことと考えるのが
,合

理的である. PIIの 例で述べ ると,方 程式PIIは 微分体K=C(t;y , y′;b)を 定義す る.こ こで,

bは パ ラメータ空間上の函数 と見なし,b′=0な る変数 として従属変数 と同じ枠組みで考えるので

ある.こ うすれば.Backlund変 換S, Tは,上 の定 義で この体の微分 と可換であり ,　A(1)1型のア

フィンWeyl群 が微分体K=C(t;y , y′;b)に微分自己同型群 として作用 していることになる。

Backlund変 換 を解の変換 として扱 う場合 とは,変 換の合成 の順序が逆になるので注意が必要だ

が,こ れによってBacklund変 換の取 り扱いが見通 し良 くなることの利点は大 きい
.

§2.Painlev6方 程式の対称形式

岡本和夫氏 によれば, Painlev6方 程式PII, PII, PIV, PV, PVIにはそれぞれ, A(1)1, C(1)2, A(1)2, A(1)3,

 D(1)4型のアフィンWeyl群 がBacklund変 換群 として作用 している.(Bourbaki流[2]だ とA1, B2,

 A2,...,と いうことになるが,Kac-MoodyLie環 と対比 したいこともあるので
,Kac[9]の 記号

を用いた.)Backlund変 換 と不変因子 と関連が深いことは既 に注意したが,単 純ルー トに対応する

不変因子を従属変数に選ぶ ことで,Painleve方 程式自身 もBacklund変 換 も対称性の高い ものに

なる.こ のような表示を「対称形式」と呼ぶ.以 下PIV(A(1)2)型)の場合を中心に,Painlev6方 程式の

対称形式について述べる.(注 釈:PIIIのBacklund変 換群については,A(1)1㊦A(1)1と見なす方が良

い こともある.Backlund変 換群 として現れるアフィンWeyl群 は,正 確 には適当なDynkin図 形

の自己同型群で拡大 したものである.C(1)2型 とA(1)1〓A(1)1型のアフィンWeyl群 は両方を適当に拡

大すると同型な群にな り, PIIIのBacklund変 換群は2通 りに理解す ることができるという事情で

ある.)

Bvの 対称形式 とは,次 の微分方程式である.
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こ こ でf0, f1, f2が 未 知 函 数,α0, α1, α2は パ ラ メ ー タ で α0+α1+α2=1を 満 た す も の と し, ′=d/dx

とす る.(f0+f1+f2)′=1な の で,上 のNIVは 実 質 的 に は2階 の 方 程 式 で あ る.実 際, f0+f1+f2=

xと規 格 化 し てf2を 消 去 す れ ば

とも書 ける.(こ の表示 は岡本氏のHamilton系 とほぼ同じである.)五 も消去す るとy=f0に つい

ての2階 の方程式

を得 る. x, yを 適 当 に ス ケ ー ル 変 換 す れ ば,通 常 のPIVと 書 か れ る方程 式 に な る.上 の1脳 は も と

も と,PIVのHamilton表 示 をA(1)2の 単 純 ル ー ト α0, α1,  α3に対 応 す る3つ の不 変 因 子f0, f1, f2を

用 い て 書 き直 し て得 られ た もの で あ る([16]を 参 照).

対 称 形 式NIVは 微 分 体K=C(α0,α1,α2;f0, f1, f2)を定 義 す る.そ こでKの 自 己 同 型S0, S1, S2, π

を

で定める(但 し添字はZ/3Zの 元 と見る).こ の とき,こ れ らの 自己同型 はKの 微分 と可換であ

り,次 の基本関係式を満たす ことが分かる.

即 ちW=<S0, S1, S2>はA(1)2型 の ア フ ィ ンWeyl群, W=<S0, S1, S2, π〉は そ れ をDynkin図 形 の 回 転

に よ っ て拡 大 した ア フ ィ ンWeyl群 の 表 現 を 定 め る.こ の 意 味 で,対 称 形 式NIVに はA(1)2型 の ア

フ ィ ンWeyl群 がBacklund変 換 群 とし て作 用 す る訳 で あ る.

岡 本 氏 のHamiltonianや τ函 数 も対 称 形 式 に合 わ せ て定 式 化 す る と,τ 函 数 の 満 た す 微 分 方 程

式 の意 味 が 明確 に な る.一 言 で 言 え ばPainlev6方 程 式PIVは,3-reduced modified KP hierarchy

のsimilarity reductionと 見 な す こ とが で き る.こ の こ とか う例 え ば, PIVの 有 理 解 の τ函 数 か ら

き ま る い わ ゆ る 岡 本 多 項 式 が,3-reduced Schur函 数 の あ る1変 数 化 と して 表 さ れ る こ と も従 う

([20]).こ こ で 述 べ た よ う な,対 称 形 式 に よ るPIVのBacklund変 換 群 の 記 述 は[20]に よ る.PIV

がNIVの 形 に表 わ さ れ る こ とに つ い て は,そ れ 以 前 にV.E.Adler[1]に よ っ て 指 摘 さ れ て い る こ

とを後 に な っ て 知 っ た.

他 のPainlev6方 程 式(B以 外 の)に 対 し て も対 称 形 式 を定 式 化 す る こ とが 可 能 で あ る.例 え ば

PVの対 称 形 式 は次 の よ う に な る.
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この場合には(f0+f2)′=(f0+f2)/2,(f1+f3)′=(f1+f3)/2な る2個 の自明な関係式が あるので,1W

もまた実質的に2階 の方程式である。f0+f2=f1+f3=x1/2, ′=xd/dxと 規格化して 砥 をf0の 単独

方程式 に書 き直す と,変 数変換f0=x1/2(1-y)一1に よ り,通 常のPVが 得 られる(パ ラメータは適当

に読み替 える).こ の方程式NVに は,.Al1)型 のアフィンWeyl群 がBacklund変 換群 として作用

する.S0, S1, S2, S3,πの作用はNIVの 場合 と同様 に定義される.

アフィンWeyl群 がBacklund変 換群 として作用する ということは,Painlev6方 程式の解がパ

ラメータに関して離散的な時間発展の構造 をもつことを意味する.こ れはアフィンWeyl群 が有限

のWey1群 と格子(自 由アーベル群)の 半直積に分解 し,そ の格子の部分の表現から離散 ・多次元的

な時間をもつ力学系が生ずるからである.独 立変数に関しては連続的で,パ ラメータに関しては離

散的な構造 をもち両者が共存 してい るということは,超 幾何函数 においてそ うであるように,

Painlev6超 越函数 を特殊函数た らしめる一つの根拠になってい ると言えるのではないだ ろうか.

しかも,Painlev6方 程式の解がパ ラメータについて満たす非線形差分方程式 自身が 「多次元的離散

Painleve系 」 と呼ぶべきものになっているという事実は注目に値す る.(こ の ような観点は既 に神

保 ・三輪 ・上野[7],[8]に もある.離 散Fainlevε 方程式 につ いて は,[32],[33],[15]等 を参

照.)次 の二つの節で は,Backlund変 換群からくる離散可積分系の構造 について,一 般のWeyl

群 の双有理変換群 としての実現の観点か ら論 じる.

§3.双 有理変換群 としてのWeyl群

Painlev6方 程式PIV, PV, PVIの 対称形式を定式化 し,そ のBacklund変 換 を調べる と,ア フィン

Weyl群 の表現 としては共通の構造 をもっていることが分かる.こ れは一般Cartan行 列(ル ー トの

データ)の言葉で定式化で き,そ れ を拡張することによって,一 般 のWey1群 を双有理変換群 とし

ての実現する一つの系統的な方法が得 られ る([22]).(現 在の観点から見 ると,こ こで述べるのは

「単純な」バージョンである.PII等 も含むようなより普遍的な方法 については[26]を 参照.)次 の節

では,ア フィンルー ト系の場合 に,そ の実現か ら得 られる離散可積分系について考察す る.

一般Cartan行 列(以 下GCMと 呼ぶ)A=(aij)i , j∈Iを考える.(1は 有限集合 とするが,局 所有限

で もよい.)定 義により,各aijは 整数で次の条件を満たす ものである:

以下,Aは 対称化可能,即 ちaij∈j=aij∈iを満たすような正の有理数∈j(j∈1)が 存在するもの と仮

定 してお く.こ の とき,GCM Aに 付随す るWeyl群W=W(A)は 生成元si(i∈1)と その間の基

本関係
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で 定 義 さ れ る.こ こでmijはaijaij=0,1,2,3,≧4な る値 に応 じ てmij=2,3,4,6,∞ と定 義 さ れ る

自然 数 で あ る.(Aに 付 随 す るCoxeter群 と呼 ぶ 方 が 良 い か も知 れ な い が,対 応 す るKac-Moody

Lie環 のWey1群 な の で 単 にWeyl群 と呼 ぶ.)

GCMAに 対 応 す る単 純 ル ー トの 集 合 αi(i∈1)を 考 え る と,こ れ ら の 文 字 か ら生 成 さ れ る体

0(α)=C(αi;i∈1)に は,W=W(A)が 標 準 的 な や り方

で 作 用 し,こ れ に よ ってWがC(α)の 自己 同 型 群 と し て 実 現 さ れ る.Painlev6方 程 式 の 文 脈 で

は,C(α)は パ ラ メ ー タ空 間 の有 理 函 数 体 で あ る.そ こで,従 属 変 数fi(i∈I)を 用 意 して,有 理 函

数 体C(α;f)=C(αi,fi;i∈1)を 考 え,Wの 作 用 を この体 まで 拡 張 す る こ と を考 え る.そ の た め

の デ ー タ と し て定 数 行 列 σ=(Uij)i, j∈Iで 次 の条 件 を満 た す もの を と る.

(Aが 対称化可能 としたので,σ は交代化可能である。)

定理A.上 の条件 を満たすU=(uij)i, j∈Iに 対 して,W(A)のC(α;f)へ の自己同型群 として

の作用で,次 の条件を満たす ものが一意的に定 まる.

A(1)lの ア フ ィ ン ル ー ト系 の場 合 を例 に とっ て,こ の 表 現 を書 き下 して お く.

例:A(1)l(l:≧2)型 の 場 合.

と と る と,ア フ ィ ンWeyl群W=W(A)=<s0, s1,...,sl>の 作 用 は 次 の よ う に な る 。

こ こで 添 字 はZ/(1+l)Zの 元 と見 な す.σ はDynkin図 形 の 回 転 π:i→i+1で 不 変 な の で,

π(aj)=aj+1,π(fi)=fi+1に よ り,Wの 作 用 が 拡 大 され た ア フ ィ ンWeyl群W=<s0, s1,...,sl,π>

ま で延 長 さ れ る.

定 理Aで 用 い た 定 数 行 列U=(uij)i, j∈Iは, Poisson構 造 と関 連 し て い る こ と を 注 意 し て お こ

う. uij=∈-1iuijと お く とV=(uij)i,j∈Iは 交 代 行 列 な の で,

に よ り,体C(α;f)上 にPoisson括 弧 が 定 義 さ れ る.こ こで 言 うPoisson括 弧 とは,歪 対 称 な 双

一 次 形 式 で
,両 方 の 成 分 に つ い て 微 分 で あ り,Jacobi律 を 満 た す も の とい う意 味 で あ る.こ の

Poisson括 弧 は
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で 定 ま り,行 列 γ は,こ のPoisson括 弧 のf変 数 で の 値 を 行 列 に 表 わ し た も の に な っ て い る
.

従 っ てBacklund変 換 は

と表 わ さ れ る.こ の作 用 で,Poisson括 弧 はW(A)不 変 で あ る.言 い 換 え る と,各w∈W(A)は

こ のPoisson構 造 に 関 して双 有 理 的 な 正 準 変 換 を与 え て い る.

§4.ア フ ィ ン ル ー ト系 に 付 随 す る 離 散 可 積 分 系

A=(aij)li, j=0が ア フ ィ ン型 のGCMの と き に は,ア フ ィ ンWeyl群W=<S0, Sl,...,Sl>が,適 当

な格 子Mと そ の上 に作 用 す る有 限Weyl群W0=<S1,...,Sl>と の 半 直 積 に分 解 す る:W〓M〓W0.

格 子 の 各 点v∈Mに 対 し て,対 応 す るWの 元 をtvと 書 け ば,

なる有理函数の族Fuj(α;f)が 決まる.(こ の表示では,null rootδ を定数函数1と 同一視 した.)

これはMで パ ラメータ付けられた双有理変換の可換族であり,Mを 離散 ・多次元的な時間を指定

する格子 と見なせば,賜 共変な離散可積分系を定義している.こ のや り方で一般 のアフィンルー

ト系に対 して離散可積分系が定義 された ことになる.

A(1)2の場合 を例 にとって,こ の離散可積分系 を差分方程式 として書 き下 してみよう.(Painlev6

方程式の文脈 では,PIVの パ ラメータに関する離散構造 を考 えていることになる.)拡 大されたア

フィンWey1群W=<S0, S1, S2,π>は, .A2型 のウェイ ト格子 と3次 の対称群W0=<S1,S2>と の半直

積である.

とお く と,こ れ ら は互 い に可 換 でTl7>7b=1を 満 た し, T1, T2を 格 子 に対 応 す る ア ー ベ ル 群 の 基

底 に とれ る.T1の 作 用 を見 る と

ま たf0, f1, f2へ の作 用 は

で与えられ る.T2の 作用 も同様に表され,T1, T2が2次 元の離散可積分系を定める.こ のように

偽 とfjに ついての連分数が自然に現れることが我々の離散可積分系の一つの特徴である.f0+f1+

f2がWの作用で不変なので,こ れをf+f1+f2=cと 書き, T-1(f0)=f2+α1/f1に 注意すると,上 の

方程式は次の方程式 と等価である.

実 は この 離 散 系 は離 散Painlev6方 程 式dPII(の 一つ)に ほ か な ら な い.fi[n]=Tn1(fi)(n∈Z)と お
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いて, nを 変数 と考 えれば差分方程式としては次の ものである.

作 用 素T1=πS2S1は,2個 の 鏡 映r0=S0S1S0, r1=S2と 可 換 な の で,こ の 差 分 方 程 式dPIIに は ア フ ィ

ンWeyl群W(Ail))=<r0,r1〉 がBacklund変 換 群 と し て 作 用 す る こ とが 分 か る.(対 応 す る単 純

ルー トは β0=α0+α1,β1=α2 .)

通 常 のPainlev6方 程 式PIIは こ の 差 分 系 の 連 続 極 限 と し て 得 ら れ,そ の 極 限 操 作 でdPIIの

W(A(1)1)対 称 性 が遺 伝 し て,君1のW(A(1)1)対 称 性 が 生 じ る.実 際,ス ケ ー ル の た め の パ ラ メ ー タ

εを導 入 して

と読 み替 え,ε →0で の極限を考 えるとψ0,ψ1,ψに対する次の微分方程式を得 る.

(但 し1=d/dt.)こ れ は ψ に対 す るPainlev6方 程 式PII

と等 価 で あ り,同 時 に ψ に対 す るBacklund変 換

(但 しb0=α0+a1=1-b1)が 得 られ る.(変 数 を適 当 に ス ケ ー ル し直 せ ば,方 程 式 とBacklund変 換

が 第1節 で述 べ た もの に な る.)

§5.τ 函 数 と特 殊 多 項 式

Painlev6方 程 式 に お け るPainleve propertyや 離 散Painlev6方 程 式 に お け るsingularity

 confinementと い った 性 質 は,τ 函 数 の存 在 ・そ の 正 則 性 と深 い 関 係 が あ る. Painleve方 程 式PIV, PV

, PVIの 対 称 形 式 のBdcklund変 換 の構 造 を 基 礎 と し て,ア フ ィ ンル ー ト系 に 付 随 す る離 散 可 積

分 系 が 定 義 され る こ と は前 節 で 述 べ た.PIV, PV, PVIに お い て,岡 本 氏 のHamiltonianか ら決 ま る

τ函 数 を対 称 形 式 に 合 わ せ て定 式 化 す る と,τ 函 数 がBacklund変 換 に関 し て規 則 的 な 振 る 舞い を

し,そ の 様 子 が ア フ ィ ンル ー ト系 に よ っ て 記 述 で き る こ とが 分 か る.こ の 節 で は,そ れ に基 づ い て

定 理AのWey1群 の 実 現 に対 して τ函 数 を導入 し,τ 函 数 の 変 換 を記 述 す る コ サ イ ク ル を考 察 す る.

第3節 で は,対 称 化 可 能 なGCMAと,そ れ と両 立 す る 行 列 σ の デ ー タ を 用 い てWeyl群

W(A)を 体C(α;f)の 自己 同 型 群 とし て実 現 す る方 法 を述 べ た.こ の 節 で は さ ら に,τ 函 数(τ 変

数)の 族 τi(i∈1)を 導 入 し てW(A)の 表 現 をC(α;f;τ)=C(αi, fi, τi;i∈I)ま で 拡 大 す る こ と

を考 え る.

定 理B.定 数 行 列U=(uij)i, j∈Iが 前 節 の 条 件(*)を 満 た す と き,W(A)のC(α;f;τ)へ の 自

己 同 型 群 と し て の 作 用 で,次 の 条 件 を 満 た す も の が 一 意 的 に 定 ま る:W(A)の 表 現 と し て
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C(α;/;τ)はC(α;f)の 拡 大 で あ っ て

この定理の τ函数 は,fjを τ函数で乗法的に表す公式

を先取 りして定義 した ものである.Painlev6方 程式PII,...,PVIの 対称形式の τ函数 については,

この形の乗法公式が普遍的 に成立 している.乗 法公式の因子の現れ方が,Cartan行 列で指定 され

ているのである.こ の事実は我々にとっては非常な驚 きであったし,そ れが後述するような一般の

「アフィンWeyl群 対称性 をもつ非線形微分方程式」を探索するmotifと なった.ま た,こ の種の乗

法公式 は,離 散戸田方程式[12]やT-system[13]と も共通 していて,離 散可積分系の特徴的な性質

と考えられる.

変数 五は単純ルー トαiに対応 しているのに対比 して,τ 函数 るは基本 ウェイ トAiに 対応 して

い ると考 えるのが 自然である.今,コ ルー ト格子QV=〓i∈IZhiの 双対格子 をL=Homz(QV, Z)

とおいて,{hi}i∈Iの 双対基底 を{Ai}i∈Iで表そ う.こ のときW(A)はLに 自然に作用し,そ の作

用は

で 与 え られ る.定 理Bの 表 現 は, fjの 因 子 を除 く と,こ の 関 係 式 を乗 法 的 に書 い た も の に ほ か な

らな い.λ ∈Lで λ=Σi∈IλiAi(λi=<hi,λ 〉)の とき簡 単 にτλ=〓i∈Iτλiiと書 く こ と に し よ う.こ の と

き,定 理Bの 関 係 式 は

と表 せ る.こ の こ とか ら,一 般 のw∈W(A)と λ∈Lに 対 し て 有 理 函 数 φw(λ)∈C(α;f)で あ っ

て

を満たす ものが定まる.つ まり,τ 函数の 「Backlund変 換」は,初 期点の るか ら自明に決定される

因子 と,初 期点でのfiの 有理函数で表 される非自明な因子の積 に分解す る。その非自明な因子を

取 り出したのが φw(λ)である.こ の定義か ら有理函数の族{φw(λ)}w∈W,λ∈Lは次の1コ サイクルの

条件を満たす:

(W(A)-両 側加群Homz(L, C(α;f)×)に 値 をもっHochschild1-コ サイクルである.)実 は,こ の

コサイクルは著 しい正則性 をもつことが分かっている.

定理C.定 数行列Uは 前節の条件(*)を 満たし,さ らにuij∈Z(i, j∈1)と する.こ の とき,任

意のw∈W(A)とj∈Iに 対 して φw(∧j)はαi, fi(i∈I)のZ係 数多項式である.

Painlev6方 程式 との関連では,こ の φw(∧j)はいわゆる「特殊多項式」のルー ト系による拡張であ

る。与 えられた一般解の τのBacklund変 換の非自明な因子を記述する 「一般解の特殊多項式」で

あり,超 幾何解や代数函数解の 「梅村多項式」はその特殊化 として得 られる.梅 村多項式について

は,種 々の神秘的な組合せ論的性質が観察 されている([39],[18],[37]).一 般のルー ト系で も

φw(∧j)の組合せ論的構造 を明 らかにすることは興味深い問題である.(定 理Cは,論 文[22]の 時点

70



Painlev6方 程 式 の対 称性 71

では予想であったが,そ の後証明が得 られた.)

この φw(∧j)を用いると,τ 函数 とf変 数へのW(A)の 作用め 「明示公式」

が得 られる.

アフィンルー ト系に付随する離散可積分系の観点から言えば,こ れは時間発展 した従属変数を初

期値で明示的に表す公式であり,φw(∧j)が 差分系 を 「解いて」いることになる.A∞ 型および.411)

型の場合,τ 函数 のレベルの離散可積分系 は,本 質的 に広田 ・三輪方程式で あ り,こ の場合の

φw(∧j)については,更 に詳 しくJacobi-Trudi型 の行列式による明示公式 も得 られている([44]

,[17]).

§6.W(A(1)l)対 称性をもつ高階Painlev6方 程式

定理A,Bでf変 数 と τ函数へのアフィンWeyl群 の作用－ アフィ ンWey1群 対称性一 の一 つ

のprototypeを 示した.し か もこれがPainlev6方 程式のBdcklund変 換群 をモデルにした もので

あることも述べた.こ れを踏まえて,筆 者等 は次のような一般的な問題を考察 した.

問題.与 えられたアフィンルー ト系(あ るいは一般 のGCM)に 対 して,W(A)をBacklund変

換群にもつ ような微分方程式(ま たは差分方程式)を構成せよ.

このような 「アフィンWeyl群 対称性をもつ非線形微分方程式」 は,Painlevる 方程式 と同様 に,

豊かな数学的構造をもつ ことが期待される.定 理A,Bの ように予めW(A)の 体C(α;f;τ)上 で

の表現を指定すれば,上 の問題 は 「W(A)不 変な微分体の構造を決定せよ」あるいは 「(fi)i∈Iを座

標系 とするアフィン空間上のW(A)不 変なベ クトル場 を決定せ よ」とい う実際的な問題である.こ

の節では,A(1)l型 の場合について,ア フィンWeyl群 対称性 をもつ微分方程式の例 を取 り上げる.

これは 「A(1)l型の高階Painlev6方 程式」と呼ぶべ きもので,A(1)2の ときのPIV, A(1)3のときのPVの

高階化の系列を与 える.(詳 しくは[23,24]を 参照のこと.)

以下l≧2と するが,考 えるのはf0,f1,...,五 を従属変数 とし,A(1)l型 アフィンルー ト系の単純

ルー トに対応す るパ ラメータα0, α1,...,αl(但しα0+α1+…+αl=1)を もつ1階 連立形の非線形方

程式である。1の 偶奇数性 に応 じて2つ の系列を考える.l=2nの とき

l =4の 場合を陽に書 くと

で あ る.こ の 場 合(f0+f1…+f4)′=1な の で′=d/dx, f0+f1+…+f4=xと 規 格 化 す れ ば,4階 の

方 程 式 で あ る.同 様 にA(1)2nの 方 程 式 は2n階 で あ る.l=2n+1の と き は,
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A(1)2n+lの場 合 も類 的 に は2賭 の 方 程 式 で あ る.こ の 場 合, f0+f2…+f2n=x/2, f1+f3+…+

f2n+1=x/2, ′=1/2xd/dx で規 格 化 す る.こ の二 つ の 系 列 の 方 程 式 は 時3節 で述 べ たA(1)l型 の拡 大 ア

フ ィ ンWeyl群W=<S0, S1,...,Sl,π>の 表 現 でW不 変 な方 程 式 と な っ て い る 。 従 っ て 特 に,パ ラ

メ ー タ に 関 して は第4節 で述 べ た 離 散 可 積 分 系 の構 造 を有 して い る.

上 記 のA(1)l型 の 方 程 式 に お い て も,1+1個 のHamiltonian ho,...,hlを し か る べ く定 義 し,

1+1の τ函 数τ0,...,τlを

な る従 属 変 数 と し て 導 入 す る こ とが で き る.各hjは,α0,...,α1お よ びf0,...,flの 多 項 式(1=2n

の と き は3次,1=2n+1の と き は4次)で あ る.(具 体 的 な定 義 に つ い て は[23]を 参 照.)Bdcklund

変 換 群Wは τ函 数 の レベ ル まで 持 ち上 が り,

ここでN=1+1と 記 した.後 の式の 瓦 は広田の双線形作用素である .こ うすると,f変 数 は

で τ函数から回復 される.τ 函数の微分方程式は広田型双線形方程式で与えられ る.例 えば1=2n

の ときは

で あ る(こ こ でcjは α0,...,α1の1次 式).こ の 形 の 双 線 形 方 程 式 か ら,.411)型 の 方 程 式 が1V-

reducedmodified KP hierarchyのsimilarity reductionに 由来 す る もの で あ る こ と も分 か る.

な お,第3節 で 注 意 し た よ う に,行 列U=(uij)li.j=0か らC(α;f)にPoisson括 弧 が 定 義 さ れ

る。 このPoisson構 造 は 退 化 し て い る が,独 立 変 数xと{pi,qj}=δij, {qi, qj}={pi, pj}=0(i,j=

1,...,n)な る正 準 座 標 系 を選 ぶ と,A(1)l型 の 方 程 式 はH=h0をHarniltobianと す るHamilton系

とな っ て い る。

定 理A,Bの よ う なWeyl群 の 実 現 を得 た 後,筆 者 等 は ア フ ィ ンWeyl群 対 称 性 を もつ 常 微 分 方

程 式 を探 す た め に組 織 的 な計 算 機 実 験 を行 い,幾 つ か の 結 果 を得 た.し か し,一 つ の 目標 で あ った

.4五1)型の新 し い微 分 方 程 式 に は,な か な か 到 達 で き な か っ た。 計 算 機 実 験 で 見 つ か らな か っ た の

は,微 分 方 程 式 の 次 数 を間 違 え た た め で あ る.A(1)2型 のPIV対 称 形 式 で は右 辺 はfjに つ い そ2次,

 A(1)3≦1)型のPVの 対 称 形 式 で は3次 な の で,.4五1)型 で は4次 とい う思 い 込 み が あ った.と こ ろ が,4

次,5次 とい くら 次 数 を上 げ て もW(A(1)4)不 変 な 微 分 方 程 式 は 見 つ か らな い.結 論 か ら 言 え ば,

.Al1)型 の ア フ ィ ンWeyl群 対 称 性 を もつ 常 微 分 方 程 式 は,も っ と小 さ い 次 数 の と こ ろ(1が 偶 数 の

と きは2次,1が 奇 数 の と き は3次)に 存 在 した の で あ る.

この 節 で 述 べ たA(1)4型(お よ び 縄2型)の 微 分 方 程 式 は,別 の 経 路 で 見 つ か っ た も の で あ る.第
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4節 で述べたように,A(1)2型 の離散可積分系において,71方 向の差分方程式は,離 散Painlev6方

程式dPIIの 一種 であって,そ の連続極限 としてPIIが 得 られ る.そ の まま時 数を上げ て考 えれ

ば,A(1)3型 のW=<S0, S1, S2, S3,π>でT1=πS3S2S1方 向の差分方程式 は,離 散Painlev6方 程式dPIV

と見なせ,そ の連続極限 として得 られるW(A(1)2))対 称性 をもつ微分方程式がRvで あると考える

のは自然であろう.実 際,第4節 で述べたA(1)2n+1の離散可積分系においてT1=πS2n+1S2n…s1方 向

の差分方程式 を考 え,その 連続極限の計算 を実行 して得 られたのが,こ の節のW(A(1)2n)対 称性 を

もつ高階Painleve方 程式である。

ここで取 り上げた.411)型 の高階Painlev6方 程式は,N-reduced modified KP hierarchyに 由来

するものであることを,τ 函数の双線形方程式のレベルで見た.可 積分系か らのreductionで ある

ことを,端 的に表わすのはLax形 式である.Plの 非斉次座標 をzと し,次 のような線形方程式を

考 えよう.

こ こで ψ=[ψ1,...,ψN]t, ψi=ψi(z,x)で,M,Lは 次 の行 列 で あ る.

こ こで, εj∈Cは 定 数, fj=fj(x), gj=gj(x)はxの み の 函 数 でg1+…+gN=0と す る.こ の 線 形

問題 の両 立 条 件 か ら得 ら れ るf0, f1,...,fN-1の 非 線 形 方 程 式 が 適 当 な 規 格 化 の下 でAl1)型 の 方

程 式 と等 価 と な る。 パ ラ メ ー タ は α0=1-ε1+εN, αj=εj-εj+1(j=1,...,N-1)で 対 応 す る.こ の

意 味 で,我 々 の 高 階Painlev6方 程 式 は,g=0に 確 定 特 異 点,z=∞ に不 確 定 特異 点 を もつ 常 微 分

方 程 式 の モ ノ ドロ ミー 保 存 変 形 と も見 な せ る.ま た,こ の 形 式 でBacklund変 換 を ψに 持 ち 上 げ

る と

となる.(Ei, jは 行列単位 但 し,i=0の ときはE1, 0=1/zE1, Nと する.こ れか らも伊 単純ルー ト

αiに対応する変数であることが読 み取れる.)Lax形 式の言葉でsimilarity reductionを どう定式化

するかを理解すれば,こ れをアフィンLie環 に付随する可積分系の場合 に拡張するのは困難ではな

その後ゐ研究で,定 理A,Bで 述べた ようなWey1群 の双有理変換群の実現 を,「高次のf変 数」

を含む,よ り普遍的 なものに一般化で きることが分かってい る.(定 数行列 σの代 わ りにベキ零

Poisson代 数 を基 礎 と して 用 い る構 成 法 で,そ れ に よ っ て双 有 理 変 換 群 のLie理 論 的 背 景 も明 らか

に な る.)ア フ ィ ンル ー ト系 の 場 合 に は,modified型 のDrinfeld-Soko1ov hierarchyにsimilarity

の条 件 を課 す こ と に よ っ て,Painlev6的 非 線 形(偏)微 分 方 程 式 の ク ラ ス を 定 義 す る こ とが で き る.

我 々 の 構 成 し たWeyl群 の 双 有 理 変 換 群 と し て の 実 現 は,そ の よ うな 非 線 形 微 分 方 程 式 のBack-

lund変 換 群 に もな っ て い る.こ の よ うな 議 論 の詳 細 につ い て は,現 在 論 文 を準 備 中 で あ る.(概 要

は報 告 集[25],[26],[27]に 書 い た の で,興 味 の あ る方 は参 照 し て頂 きた い.)
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