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Abstract. Let D = (wy)n>0 be the multiplicative semi-group generated by the
coprime integers qi,...,q, arranged in increasing order. If f is a real-valued 1-
periodic function, we consider the sums S, f(t) = > (<, f(wit). For a large
class of functions, we prove the existence of a limiting variance o2 for the sequence
{Sn f//n }, we give a function characterisation for the case when o = 0 and finally
we prove a central limit theorem.

Introduction
n—1

Le probléme du comportement asymptotique des sommes > f(wgt) (ol f est une

fonction réelle 1-périodique de moyenne nulle présentant certaines propriétés de
régularité et ou (wk) >0
a fait, depuis de nombreuses années, I’'objet de multiples études. Sans évidemment
prétendre a l’exhaustivité, nous pouvons citer, pour mémoire :
e [K1] pour wy = a”
e [K2] pour wy € N et kli_)n;owk+1/wk = 400,

est une suite strictement croissante non bornée de réels > 1)

, a entier > 2,

et, pour le cas ou les wy ne sont plus nécessairement entiers,

o [Bel] et [Be2] pour wy41/wy > g > 1,

o [F], [Pel] et [Pe2] pour une étude détaillée du cas wy, = 0% ou 0§ est réel > 1.

Récemment, W. Philipp (cf. [Ph]) s’est intéressé aux suites de R.C. Baker,
i.e. aux suites d’entiers de la forme ¢7* ... ¢%" (q1,..., ¢- étant des entiers donnés
deux & deux premiers entre eux) en établissant, par des méthodes de martingales,
une estimation du type logarithme itéré lorsque f est une fonction indicatrice
d’intervalle. Le probleme du théoreme limite central était jusqu’ici sans réponse
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2 K. Fukuyama & B. Petit

complete, et il nous est apparu intéressant de nous y attacher compte tenu des
résultats rappelés ci-dessus. Nous nous proposons donc d’établir, pour les suites
de R. C. Baker, un théoreme limite central valable pour une tres large classe de
fonctions comprenant notamment les fonctions héldériennes.

Ce travail est divisé en quatre parties. Dans la premiere, nous fixons quelques
notations et énoncons nos résultats. La deuxieme est consacrée a quelques

propriétés de nature arithmétique de la suite (wk) Dans la troisieme, nous

k>0
nous intéressons aux questions de normalisation : détermination de la variance
limite et caractérisation des fonctions “singuliéres”, c’est-a-dire de variance limite

nulle. Enfin, dans la derniere, le théoréeme limite central est établi.

1. Notations et résultats
On note Z l'ensemble des entiers, Z* =Z \ {0}, N=ZN[0,00) et N* =N\ {0}.
On se donne q1,..., ¢, des entiers > 1 deux a deux premiers entre eux et on
note D = (wk)k>0
forme ¢ ...¢" . Nous notons Zg l’ensemble des entiers relatifs premiers & chacun
des q;.
Si f est une fonction réelle 1-périodique, localement intégrable, de moyenne nulle,

I’ensemble, ordonné selon I'ordre naturel de N, des entiers de la

f(n) (n € Z) désigne son coefficient de Fourier d’indice n et, pour n € N* :

snf(t) = Z f(p) exp(2impt)
Ip|<n—1
sa somme partielle de Fourier d’indice n.

Nous poserons S, f(t) = >,  f(wgt). Voici alors les quatre résultats que
0<k<n—1
nous nous proposons de démontrer dans la suite. Le premier de ces résultats permet

d’exprimer la variance limite.

THEOREME 1. Soit f une fonction réelle I1-périodique localement intégrable de
moyenne nulle vérifiant

ﬂﬁ:§X§]ﬂm0twm. (1)

r€Zo ‘a€D

Alors
2

>

r€&Zo

> f(ra)

a€D

D

(a,b)eD?, anb=1

n—oo n

1t 2 2
— Sh, =0
lim /0 (Snf(t))” dt

/01 Flat)f(bt) dt’ < 400,

o~

Si la fonction f est & variation bornée sur [0, 1], on sait que |f(n)| < C/|n| ou
C' est une constante ([Z] p. 48) : elle vérifie donc I’hypothese (1.1). Parmi les
fonctions & variation bornée, on peut considérer les fonctions fu o = 1y,») — (v —u)
ou 0 <u < wv <1 (naturellement prolongée par 1-périodicité sur R) et chercher des
conditions sur u et v pour qu’une telle fonction ait un o2 > 0. La réponse complete
a ce probleme semble difficile ; nous n’y apportons qu’une solution partielle :
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Le théoréme limite central 3

THEOREME 2. Si o2,
suivants :

1. u=0.

2. uw ou v est irrationnel.

est la variance limite de fy o, o? >0 dans chacun des cas

v u,v

Le troisieme résultat permet de donner une caractérisation fonctionnelle des
fonctions de variance limite nulle :

THEOREME 3. Soit f une fonction réelle 1-périodique localement intégrable de
moyenne nulle vérifiant

> 0TI f = san fll2 < oo (1.2)
n>1
Alors (1.1) est satisfaite et o = 0 si, et seulement s’il existe f1, ..., fr € L*([0,1])

telles que chaque g; (g:(t) = fi(t) — fi(qit)) vérifie la condition (1.1) et que

F&)y= > (fi(t) - filait))

1<i<r
pour presque tout t € [0,1].

(N.B. La norme || ||z fait naturellement référence & l'intervalle [0,1] muni de la
mesure de Lebesgue.)
Enfin, notre dernier résultat est le théoreme limite central :

THEOREME 4. Soit f une fonction réelle 1-périodique localement intégrable de
moyenne nulle vérifiant (1.1) et telle que o > 0, alors, pour tout owvert U C [0,1]
et tout ¢ € R:

i n({rev| Zosur <a}) = D [ ep(-) du

o0

ot m désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1].

Remarques. 1. Des arguments classiques permettent évidemment de généraliser le
Théoreme 4 au cas ou U est seulement Lebesgue-mesurable.

2. Du fait que (1.2) implique (1.1), il est évident que toute fonction holdérienne
obéit & cette derniére condition. Plus précisément, la condition (1.2) équivaut a

/01(_1]03:)7_17712%(1:) dr < oo ou my(r) = sup (/01 |f(t+h) = f(t))? dt)1/2.

|h|<z

Cette équivalence peut étre prouvée en utilisant les résultats de Zygmund ([Z],
p. 241, (3.3)) et Bari ([Bal, p. 160, (2.6)).

Comme nous l'avons annoncé plus haut nous commengons par quelques
propriétés de D.
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4 K. Fukuyama & B. Petit

2.  Quelques propriétés de répartition
Il s’agit pour nous ici de prouver quelques propriétés de cardinalité, somme toute
assez intuitives, mais qui joueront, néanmoins, un role essentiel dans la suite.

LEMME 1. Il existe des constantes co et ¢y telles que, pour tout x > 1 :
‘card ({k: ‘ Inwy < x}) — coxT‘ < ecpz™ N

Démonstration.  Ce résultat est facile et peut se prouver, par exemple, par
récurrence sur 7 en constatant que {k | lhw, < ;v} est en bijection avec

{(xl,...,xr) e N7 ‘ > ozilng < x} On obtient alors la formule ci-dessus
1<i<T
avec ¢g = (7!lngqy ...Ing,)~1, la valeur de ¢; présentant peu d’intérét. O

COROLLAIRE 1. 1. [n—coIn" wy,| < c;In" tw,.
2. 1l existe une constante co telle que pour tout x > 1 et tout y >0 :

|card ({k |z <lnwp <z +y}) —co((+y)" —a7)| < calz+y) .

Démonstration. Pour le premier point il suffit d’appliquer le Lemme 1 avec
z = Inw,. Pour le second on applique ce méme lemme avec x+y et x successivement
et on procede par soustraction. O

LEMME 2. Pour tout couple (a,b) € D?, il existe une constante C(a,b) telle que
pour tout couple d’entiers (p,q) avec 0 <p < q :

|card ({(k,1) | p < k,1 < q,awy, — bwy = 0}) — (¢ —p)| < C(a,b)g™= /7.

-
Démonstration. Soit T = {(xl,...,xT) € R | Inw, < Zlmz Ing; < lan}. Si
i=

on pose a = ¢f'...¢%" et b = qfl ...q% on voit que l'ensemble {awk | p <
kE < q} est en bijection avec ’ensemble des points a coordonnées entieres de
T =T+(ay,...,a,), translaté de T par (o, ..., a,) ; de méme, {bw;€ | p<k< q}
est en bijection avec T NN™ o T =T + (B4, ..., 3-). Par conséquent :

card ({(k,1) | p < k,l <q, awy —bw, =0}) = card (T'NT" NN").

-
T N T" est le trapeze limité par les plans x; = max(ay, ), > x;lng =
i=1
-
Inwy,+max(lna,Inb) et > x;Ing; = Inw,+min(lna,Inbd). Une évaluation, conduite
i=1
comme au Lemme 1, du nombre de points a coordonnées entieres de cet ensemble
donne alors :

‘card (T"NT" NN") — ¢o(In" wg — In” wp)‘ < c(a,b)In" "t w,

ou ¢(a, b) ne dépend que de a et b. Compte tenu du point 2 du Corollaire précédent,
on conclut facilement. a
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Le théoréme limite central 5

Rappelons maintenant un résultat, a savoir le théoreme de van der Poorten -
Schlickewei - Evertse (cf. [EGST] p. 116-117, [E] ou [PS] par exemple):
Le nombre de n-uplets (wy,ws, ..., w,) € (D U (—D))n tels que

n

1. Z o.)j = 0,

j=1
2. Pour toute partie stricte, J, de {1,...n}, > w; #0,

n jeJ
3.et \Nwj=1,
j=1
est fini.

Nous en déduisons :

LEMME 3. [l existe une constante C' ne dépendant que de D telle que, pour toute
partie finie E C D :

o(E) := card ({(w17w2aw3,w4)

< C card (E).

w1, Wo, W3, Wq € f?U(—E‘)7
witwetws+ws=0, wj+wy #0(j#7)

4
Démonstration Soit S 'ensemble des solutions (w1, we, w3, wy) de 'équation Z w; =
0 pour lesquelles aucune sous-somme stricte n’est nulle ; notons Sy l’ensemble decrlt
dans le théoréme rappelé ci-dessus. Soit @ : (EU (— )) x Sy — Q* définie par

q)(w7w17w27w37w4) = (w,ﬂw,ﬂ w4w)
w1 w1 w1

I est clair que @ ((EU(—E)) xSp) D S ; par suite card (S) < card ((EU(—E)) xSo)
et la conclusion en découle facilement. O

3. La normalisation

Nous poserons A := {(a,b) € D? | a Ab=1}.
LEMME 4. Si la condition (1.1) est satisfaite, / f(at) f(bt) dt’ < +o0.
(a,b)eA

=

Démonstration. On a clairement fol flat)fbt)dt = X Flap)f(bp), ce qui peut
PEL*
encore s’écrire:

/fat fot)d ZZfrca

r€Zo ceD

L’application (r, ¢, a,b) — (r, ac, be) est clairement une bijection de Zg x D x A sur
Zo x D?. La condition (1.1) impliquant 1’absolue convergence des séries écrites, il

/fat (ot dt] Z((Z Forl Fan)l ) =507, o

r€Zo ~ (p,q)€ED?

vient :

(a,b)eA
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6 K. Fukuyama & B. Petit

LEMME 5. Pour toute partie finie de N, P :

[ (S ren) i< s

i€P

2
Démonstration. Soit A = fol ( > f(wit)) dt. On a :

1€eP
Z flwit) f(wjt
(w)ePQ/ ’
—card(P) I3+ 3 /fwt (wit)

(i,§)€P2i#j

=B

Pour (i,7) € P?:
1 .
| fensena= 3 Fof.

0 (r,8)E€EL*2 rw; —sw;=0

Si (r,s) € Z*? et rw; — sw; = 0, on peut écrire, de manitre unique, r = pa, s = pb
avec p € Zg et (a,b) € D?. On a donc :

/ fotfwnd=3% 3 Fpa)fp),

PEZo (a,b)eD?,aw;=bw;

ce qui nous donne :

Bl<>, > > [Fpa)] 17 (p)].

pEZo (a,b)eD?,a#b (i,j)€P? aw;=bw;

=S(p,a,b)
Mais
S(p,a,b) = | f(pa)||f(pb)| )| card ({(i,5) € P* | aw; — bw; = 0})
< |f(pa)||F(pb)| card (P).
En observant enfin que ||f]|3= Y. > | f(pa)|?, on conclut facilement. 0
pEZo a€ED
-2
Démonstration du Théoreme 1. Posons T(f) = > .z (> f(ra)‘ . La
a€D

démonstration se fait en deux temps.
1. On suppose d’abord que f est un polynéme trigonométrique : f(t) =

> f(p)e%”pt. Alors, en reprenant la démarche du Lemme 5 :
0<|p|<K

_ Z Z F(ra)f(rb) Cy(r,a,b)

r€%Zo (a,b)€D?
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Le théoréme limite central 7

ou Cy(r,a,b) = card ({(z, ) € N2 | 0<4,7<n—1, aw; —bw; = O}) En vertu du

J
1
Lemme 2, lim —C,(r,a,b) = 1, et, puisqu’il n’y a qu'un nombre fini de triplets
n—oo N,

o~ =

(r,a,b) pour lesquels f(ra)f(rb) # 0, il vient clairement

T s, B =Y Y fra)frn) =7().

r€Zo (a,b)eD?

2. Passons maintenant au cas général. On suppose donc que f vérifie la condition

(1.1) ; par suite, il est clair que T'(f) < +o0. Considérons fi(t) = > f(p)ezi’”’t.
Ipl<k
Alors, grace au Lemme 5 :

1
vn
Par application du théoreme de la convergence dominée pour les séries, on a bien
clairement klim S(f — fr) = 0. Etant donné € > 0, on peut donc choisir k pour que

— 00

(S(f - fk))1/2 < €. On a alors :

1 1 1
—_— —e < — < — .
\/ﬁHSnkaQ €= \/ﬁ”snf”Q = \/ﬁ”Sn.kaZ—’_E

1/2

%mwm USufilla] € “SSu(f — fi)ll2 < (S(F — £)

En faisant tendre n vers 400, on obtient
1
vn
Toujours en appliquant le théoreme de la convergence dominée, on voit que
klim T(fr) =T(f), et la conclusion s’ensuit alors aisément. O
— 00

1
(T(f1))""* — e < minf =[S < Hmsup =[5, fll2 < (T(f)"* +2.

Désormais, nous noterons T(f) = o2, (o > 0).
Remarque. Compte tenu du Lemme 4, il n’est pas difficile de prouver que :

o= > /O f(at) f(bt) dt.

(a,b)eD2, anb=1

—2imax
e
Démonstration du Théoréme 2. Soit F(z) = Y, Il est parfaitement
a€D a
évident que, compte tenu des résultats du Théoreme 1, aﬁﬂ, = 0 équivaut a

F(ru) = F(rv) pour tout r € Zo.
1. Lorsque u = 0, ceci conduirait a

Z 1 — cos2marv

a
a€D

pour tout r € Zg, qui est clairement impossible lorsque 0 < v < 1.

2. a. Supposons maintenant que 1, v et v soient algébriquement indépendants
(i.e. indépendants sur Q). Soit ¢ = qig2...¢-. Alors 1, qu et qv sont encore
algébriquement indépendants. Sion pose r, = ng+1, le théoreme d’équidistribution
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8 K. Fukuyama & B. Petit

de Weyl prouve que la suite {r,(u,v)},>o0 est dense dans (R/Z)?. L’égalité
F(rpu) = F(rpv) pour tout n implique donc que F(z) = F(y) pour tout couple
(z,y) € (R/Z)?* ; F serait donc constante, ce qui est évidemment absurde.

2.b. Passons maintenant au cas ou 1, u et v sont dépendants sur Q et placons-
nous dans le cas ou u est irrationnel (rappelons qu’on suppose que l'un au moins
des nombres u et v 'est). On peut alors écrire

l l
o= 2
my mao

l l
ouly >0, my, mo > 0, et les rationnels —2, ot —— lorsque 1 > 0, sont irréductibles.
mo mq
Posons r, = ngmims + 1. Alors
T (u,v) = ngma(myu, liu) + (0,ngmyls) + (u,v)
= ngma(mu, liu) + (u,v) mod. Z?

= (Cns M)

Si on suppose an =0, on voit que F((,) = F(n,) pour tout n. Le couple ((,, 1)
appartient & la droite L d’équation Iy (z — u) = ma(y — v). Comme l; et mgo sont
des entiers, L/Z? est une courbe de longueur finie dans (R/Z)?. Sil; > 0, les suites
{¢n} et {n,} sont denses dans R/Z et, par conséquent, la suite {((,,7,)} est dense
dans L/Z?. On en déduit que F(z) = F(y) pour tout (z,y) € L/Z*. Nous allons
maintenant examiner plusieurs cas.

e Sily = 0, alors 7,(u,v) = (rpu,v) mod. Z?. On en déduit que F(z) = F(v)
pour tout réel x : F serait constante, ce qui est absurde.

e 0 < Iy < m. Siax € R, on définit la suite récurrente o = x et

l

Ty = —l(xn_l —u) 4+ v pour n > 1. Il est clair que (z,—1,2,) € L pour tout
my

n. La fonction F serait donc constante le long de la suite {x,} : F(z,) = F(x).

L. . . liu—mv . . .
Mais il est évident que cette suite converge vers a = T limite qui est
1—m
indépendante de x. On voit, cette fois encore, que F' serait constante.
e my < Il;. A partir de z, on définit la suite récurrente {z,} par z, =
“L(zn_1—v)4u (cette opération consiste en fait & “remonter” la suite précédente).

L

Dans ce cas, chaque (z,,z,—1) € L. On conclut comme ci-dessus en constatant
que cette suite converge vers .

e Enfin, dans le cas l; = my, on voit que, pour tout z, F(x) = F(z + la/m2).
Comme [y Amg = 1 et comme F' est 1-périodique, on voit que F(z) = F(xz+1/msg)
pour tout x : F admettrait 1/mo pour période. De 'expression qui définit F', et
qui est aussi son développement en série de Fourier, on pourrait en conclure que
me divise tout a € D, et en particulier tous les ¢;. Par hypothese, ces entiers
sont premiers entre eux : on en déduit que my = 1. Cette conclusion est absurde
puisqu’elle impliquerait v = v mod. 1. O

Démonstration du Théoréme 3. On commence par un lemme. Nous noterons:

Di(f) = S K Mlspeer f —sonfll (1) et 6(k) = speesf — s fllz (k> 1).

k>1
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Le théoréme limite central 9

LEMME 6. Lemme 6 Il existe une constante absolue C' telle que:

S(f) < CDo(f)D-(f).
En particulier (1.2) = (1.1).
Démonstration. 1l est d’abord clair, par définition de S(f), que
s=Y( X Il [Fu)
r€Zo “(a,b)eD?

Si on définit ® : Zg x D? — Z* x A par ®(r,a,b) = (rd,a’,b') lorsque d = a A b,
a=a'det b="0d, il est facile de voir que ® est bijective. Il en découle que :

SH= Y S 1iwa)l [F@d)l.

(a,b)eA peZ*

Adoptons maintenant les notations suivantes : si n = (ng,...,n,) € N7 et
n = (nf,...,n.) € N", on pose q" = ¢{"...¢"" et n-n' = (nn},...,n.n).
On a alors :

sH= Y (Z|f<pq">||f<pqn’>|)

n,n’eN” n-n’=0 “peZ*

2 Y (XX Ifeaniifea))

n,n’eN” n-n’'=0 “k>0 2k<p<2k+1

2 ¥ ¥ ¥ |f<pq">|2)1/2( ) f(pq“/ﬂ?)l/?-

n,n’eN” nn’'=0k>0 *2k<p<2k+1 2k <p<2k+1

Pour n € N7, notons ¢(n) Pentier vérifiant 29 < g® < 2¢™+1 On voit que :

S(Hr<2 Y > (6(k+p(m))+5(k+p(m)+1)) (6(k+p(n')+(k+p(n')+1)).

n,n’eN” n-n’=0 k>0

Evaluons alors T = > S 0(k 4+ )ik + p(n’)). Si pn) = i et

n,n’eN” n-n’'=0 k>0
(n') = j, 2717 < @t < 2147+2 ; en vertu du Corollaire du Lemme 1, le nombre
de m satisfaisant les inégalités 2”3 < q™ < 20H9%2 est majoré par C(i + )71 :
le nombre de couples (n,n’) satisfaisant les inégalités précédentes et n-n’ = 0 est
donc du méme ordre. On a par conséquent :

T<CZZ (i+4)" 125k+z (k+4)-

1=0 5=0

Comme ¢ + 7 <2(k+1i)sij<i,ona:

T <027 150350:5 (k + 7) Z (k+i)(k+i)""
7=0k

=0
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10 K. Fukuyama & B. Petit

Or S8k + i) (k + i)™ < Dy (f), donc
1=0

T<C27'D ()Y 6k +4) <CT'DA(f) D 56(H)
j=0 k=0 j=

En raisonnant de la méme fagon avec les trois autres termes on a bien :

S(f) < CDa(f) D-(f)-
Enfin, comme Dy (f) < D.(f), il est clair que (1.2) = (1.1). i

Passons maintenant a la démonstration du Théoreme 3. On se donne f
satisfaisant (1.2). En vertu du Lemme 6, f satisfait (1.1). Commengons par montrer

que la condition est suffisante. On suppose f = > g; ou g;(t) = fi(¢t) — fi(at),
1<i<r

fi € L? et g; vérifiant (1.1). Pour r € Zg, on a :

Y fra)=3" %" Gilra™)

a€D i=1 neNT

avec absolue convergence en vertu de (1.1). Pour chaque 7, on a :

> Gi(rq) Zngq ") =0

neNT n; n;=0
oun; = (n1,...,ni-1,0,n41,...,n,7). On a donc > f(ra) = 0, et, par suite
a€D
o=0.
Inversement, si on suppose o = 0, on a, pour tout r € Zg, ». f(ra) = 0. Pour

a€D
0 < < 7, considérons D; = {ae D ’ an(qr...q) = 1} (Dy = D et D, ={1}).

On définit alors, ho = f et, pour 1 <i < 7etreZy,

R Z f(q?l ...q;"ar) si a € D;
hi(ar) = (n1,...,n;)EN?
0 sinon.

Il est clair que B: = 0. Nous allons prouver que chaque i?, € 2. Pour N € N* soit

M;(N) = ( ;N V/L\i(n)|2)1/2. Alors :

M- ¥ |f;<ar>2)1/2

r€Zo a€D,ar>N

-z =

r€Zo a€D;,ar>N

(R4, ENE

D’ot, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
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M(N)< > (Z > f(ql“---qZ”a?")I2>1/2

(n1,...,n;)EN? “r€Zo a€D;,ar>N

< Z I1f = sgnitetns n fll2-

(n1,...,n;) EN?

Donc, pour tout k> 0, on a :

Mi(25) < O ST RTYF — ol

k>0

qui montre que chaque f?z (1 <i < 7)€ > Sion note h; la fonction de L?
correspondante, on a de plus :

D i = sgehalls < CFY K| f = 5o fll2 < +00.

k>0 k>0

Posant alors g; = h;—1 — h; (1 <i < 7), il est clair que f = > g¢;. Comme pour
1<i<r
h;, on observe que

> llgi — sargill2 < +oo.
k>0

En outre, par construction, on voit que, pour pAg; =1, > gi(pg?) =0 ; alors, en
n>0

vertu d’un résultat prouvé dans [F], il existe f; € L? telle que, pour presque tout ¢,

gi(t) = fi(t) — fi(git). Enfin, on peut observer que chaque h; (et donc chaque g;)

vérifie aussi la condition (1.1) :

> (Z Ii?i(m))z =Y (Z |zi(ra)|>2

r€Zo ‘a€D r€Zo “a€D;

- (T

r€Zo “a€D;

> flar . qfar)

(n1,...,n;)ENE

-2 (Z |f<m>|)2

r€Zo ~a€D

y

qui prouve notre affirmation puisque (1.2) implique (1.1). O

4. Le théoréme limite central.
Nous allons d’abord réduire le probleme aux polynoémes trigonométriques. Nous

montrerons ensuite comment le théoréeme limite central peut se déduire d’un résultat
de Murai ([M]).
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12 K. Fukuyama & B. Petit

4.1.  Réduction auz polynomes trigonométriques

LEMME 7. Si le Théoréme 8 est vrai pour tout polynome trigonométrique, il est
vrai pour toute fonction f satisfaisant o > 0 et la condition (1.1).

Démonstration. On se donne f satisfaisant (1.1) et 0 = 1 (on peut toujours s’y

ramener) et on considére Py(t) = 3. f(k)e% ™. Le théoreme de la convergence
KZN
dominée prouve que o(Py) — 1 lorsque N — oo. Soit oy = o(Pn) et

Qn = UX,lPN. On a alors :

[ (ep(i=5.00) ~esp (05,050 ) ] < 1l Yo, - @l

Mais, en vertu du Lemme 5,

2
152/ — QW)E <0 ST~ Q) =n 3 (Z (F- ®<m>|) |

r€Zo “a€D

Par défuition de Qu, F(p) ~ Qw(p) = (1= =) Flp) si o] < V. et f(p) s o] > .

~ ~

Des que N est assez grand, on voit que |f(p) — é;(p)\ < 2|f(p)| pour tout p, et
le théoreme de la convergence dominée prouve donc que Nlim S(f—Qn)=0. On
— 00

peut donc, pour tout € > 0, choisir N de telle fagon que, pour tout n :

Aexp(iaz%é}f(t)) dt — /Uexp(ia:%SnQN(t)) dt‘ <e.

La conclusion s’ensuit alors de maniere élémentaire. O

4.2.  Une version du théoréme de Murai. Commencons par quelques notations.
Si E C N, on notera E(n) = EN[l,n], E™ = E(¢") (ou ¢ est donné > 1), et
OE™ = E™\ E"!. Soit R, la famille des sous-ensembles E C N tels que
card (OE™)
Sup ————— 4 < +00
n (card (E™))

On pose R = Up<a<i1Raq et, pour toute partie finie de N, E :

o(E) = card <{(n1,n2,n3,n4) € (Eu(-E))

n1+n2+n3+n420,}>
nj+ny #0:(G#4) J)

Le théoreme de Murai s’énonce alors ainsi :

THEOREME 5 (MURAI [M]) Si E € R vérifie o(E(n)) = o(|E(n)|?) quand n —
+oo et si la suite de réels {am tmer vérifie 0 < b < |am| < B pour m € E, pour
tout borélien U C [0,1], tout vy € [0,27] et tout x € R :

lirrlnm({t c U‘ Aizn(t) < x}) - n:/(%)/r /2 g,
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ot m désigne la mesure de Lebesgue sur [0, 1] et

Z aZ, et () = Z A, cos(2mmt + 7).
meE(n) meE(n)

Murai a démontré ce théoréeme pour a,, = 1 et U intervalle ouvert. Mais il est
clair que des arguments élémentaires et le fait que A2 < card (E(n)) permettent
d’énoncer la version ci-dessus. C’est donc de cette version du résultat de Murai que
nous allons maintenant déduire la preuve de notre théoréeme limite central.

4.3.  Démonstration du Théoréme 4.  Nous savons déjé que

limi H Z flm (4.1)

"y card ( meD(n)

et nous voulons prouver la convergence en loi
) — N(0,0%). (4.2)

\/ card mezD:n) J(m

Si 0 = 0, (4.1) impliquant la convergence vers 0 dans L2, on a, a fortiori, (4.2)
(NM(0,0) = dp). Nous supposons donc, dans toute la suite, que o > 0. Ecrivons la

somme formelle > f(m-) en série trigonométrique : si f(t) = > f( ) eZikmt,
meD Ip|<K
Z fim-)= Z A, €08 2 (t + Ym)
meD meF

avec a;, # 0 et F C {pwk | 0<p< K, wg € D}. Ceci est possible puisque, pour
tout m, il n’y a qu’un nombre fini de termes de fréquence m ; en outre, puisque f
est un polynome trigo,ométrique, les a,, ne prennent qu’un nombre fini de valeurs :
il existe donc b et B tels que, pour tout m, 0 < b < |a,,| < B < +00. Posons alors

Sa(t) = > amcos2rm(t +ym) et Ay =[Syl
meF(n)
Nous allons prouver que

meD(n)

Soit z |f(p) = M. On a

= 0( card (D(n)) (4.3)

[ 2 o

meF(n)

<M2 card ({mj | m € D(n), 1< j < K, mj > n})

< M?card ({k ’ n/K <Ilnwy < n})

En vertu du Corollaire du Lemme 1, on a alors

‘Enf S f(m ” < C(lnn) L.
meF(n)
Mais le Lemme 1 prouvant que card (D(n)) ~ co(Inn)7, on a (4.3).
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14 K. Fukuyama & B. Petit
(4.1) et (4.3) impliquent alors

1
lim ———=||Z,|2 = 0 > 0,
ny/card (D(n))

et par suite

A = ||Zn]l2 ~ oy/card (D(n)). (4.4)

Du fait de I’encadrement des a,,, on voit que

by/card (F(n)) < A,v2 < By/card (F(n)).

Autrement dit : card (F(n)) =< card(D(n)) quand n — +oo. Du fait que
D € Ri_1/;, ou encore card (a(an)) = O((Card (D”))lfl/T) pour tout 7, si F' =
U (D), on voit que F C F’ et donc que card ((F")) = O((card (F”))lfl/T>,
1<j<K

cest-a-dire que F € R. Enfin, en vertu du Lemme 3, card (¢(F(n))) =
O(card (F(n)) = o((card (F(n)))z) Toutes les hypotheses du théoréeme de Murai

sont donc satisfaites : (4.4) implique donc (4.2), ce qui achéve notre preuve. O
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