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特集●プログラミングおよびプログラミング言語

解　説

SATソルバーの最新動向と利用技術

宋 剛秀　番原 睦則　田村 直之　鍋島 英知

命題論理式の充足可能性判定 (SAT)問題を解くプログラムである SATソルバーは，2000年以降その性能面におい
て飛躍的に進化した．それに伴い，解きたい問題を SAT符号化により SAT問題へと変換し，SATソルバーを用い
て解く SAT 型システムが，プランニング，ソフトウェア・ハードウェア検証，スケジューリング問題など様々な分
野で成功を収めるようになった．本稿では，まず SAT ソルバーの最新動向として，性能面と機能面における進化を
その要因の 1 つである SAT ソルバーの国際競技会の視点から説明を行う．次に SAT ソルバーの利用技術の視点か
ら，SAT ソルバーの機能面の進化と符号化技術を組み合わせることで，複雑な問題を解くことが可能になることの
説明を行う．そのような例として多目的最適化問題のパレート解を SATソルバーを利用して求める方法を説明する．

Since 2000, SAT solvers that are programs solving SAT instances has enormously progressed in performance.

Due to the performance improvement, SAT-based systems that encode problems into SAT instances and

solve them by SAT solvers have succeeded in various research fields such as planning, software/hardware

verification, scheduling problems, etc. In this paper, as recent advances in SAT solvers, we first explain the

progress of their performance and functions from the viewpoint of the international competition of SAT

solvers which is a factor of their progress. Then, from the viewpoint of utilization technologies, we explain

that we can solve more complex problems by combining progressive functions of SAT solvers with encoding

methods. As an example, we explain a solving method for the multiobjective optimization problems by

using SAT solvers.

1 はじめに

命題論理式の充足可能性を判定する充足可能性判
定 (SAT)問題は，1960年代から多くの研究が蓄積さ
れてきた．特に 2000年以降 SAT問題を解くプログ
ラムである SATソルバーが性能面において飛躍的に
進化し，SAT技術は様々な応用分野における推論の
基盤技術として注目を集めている．
SATに関する最新の話題としては，2015年 12月に

Recent Advances in SAT Solvers and their Utilization

Technologies.

Takehide Soh, Mutsunori Banbara, Naoyuki Tamura,

神戸大学情報基盤センター, Information Science and

Technology Center, Kobe University.

Hidetomo Nabeshima, 山梨大学大学院医学工学総合研
究部, Interdisciplinary Graduate School of Medicine

and Engineering, University of Yamanashi.

コンピュータソフトウェア, Vol.35, No.4(2018), pp.72–92.

[解説論文] 2017 年 6 月 19 日受付.

チューリング賞受賞者 Donald E. Knuthによる著名
な教科書 “The Art of Computer Programming” の
4巻の最新分冊 [45] が出版されたことが挙げられる．
この分冊では 300 ページ以上もの分量が SAT ソル
バーとその応用の説明に割かれ，序文の一節には “The

SAT problem is evidently a killer app, because it is

key to the solution of so many other problems.” と
SAT の重要性が killer app という言葉を用いて述
べられている．2016 年 5 月には，30 年以上未解決
だった Boolean Pythagorean Triples 問題が SATソ
ルバーを用いて証明 [33] されたことも Nature で取
り上げられ話題になった [50]. また 2017年 2月には，
Googleとオランダ国立数学・計算機科学研究センター
(CWI) のチームで，同一の SHA-1 (Security Hash

Algorithm 1) ハッシュ値をもつ 2つのファイルが実
際に作成されたことが報告された †1．このハッシュ
値の作成の過程で必要な near-collision ブロックペア
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を見つける計算の一部でも SATソルバーが利用され
ている．
SAT型システム とは与えられた問題を SAT符号

化 により SAT問題へと変換し，SATソルバーを用
いて解くシステムである．SATソルバーの求解性能
の飛躍的な進歩を背景に，以下のような分野において
成功をおさめている．
• 自動テストパターン生成 [51]

• プランニング (SATPLAN, Blackbox) [44] †2

• ジョブショップスケジューリング [18] [49]

• 有界モデル検査 [16]

• ソフトウェア検証 (Alloy) [40] †3

• 書換えシステム (AProVE) [27] †4

• インテル社の i7プロセッサの検証 [42] (SMTソ
ルバーによる検証)

• Eclipse のコンポーネント間の依存解析 [52] †5

• 解集合プログラミング (clasp) [25] †6

• Linux のパッケージマネージャである DNF の
依存性解決 †7

• 制約充足問題 (Sugar) [85] [88] †8

• パッキング配列問題 [68]

この他にも，ペトリネットの検証 [69]，システム生物
学 [82]，グラフ理論の問題 [81]，多目的最適化問題 [80]

などにも応用されている．
本稿では，SAT ソルバーの最新動向として，国際

競技会における評価部門の変遷過程の視点から SAT

ソルバーの性能面と機能面における進化について説明
を行う．次に SAT ソルバーの利用技術の視点から，
SAT ソルバーの機能面の進化と符号化技術を組み合
わせることで，複雑な問題を解くことが可能になるこ
との説明を行う．そのような例として多目的最適化問
題のパレート解を SATソルバーを利用して求める方

†1 https://shattered.io

†2 https://www.cs.rochester.edu/u/kautz/satplan/

blackbox/

†3 http://alloy.mit.edu/alloy/

†4 http://aprove.informatik.rwth-aachen.de/index.

asp?subform=home.html

†5 https://wiki.eclipse.org/Equinox P2 Resolution

†6 https://potassco.org

†7 https://fedoraproject.org/wiki/Features/DNF

†8 http://bach.istc.kobe-u.ac.jp/sugar/

法を説明する．
SATソルバーや周辺技術については，人工知能学

会・情報処理学会の 2つの特集号やコンピュータ・ソ
フトウェアでもいくつかの解説がある (7節を参照)．
特に，解説論文 [11] [64] では，SATソルバーの性能面
における進化が説明されており，解説論文 [79] では，
制約プログラミングシステムへの応用の視点で SAT

技術が説明されている．
しかし，SATソルバー，特にその機能と利用技術

については，その後も様々な発展と進化が遂げられて
いる．本稿の特に新しい点は上述した視点から，以下
の点について説明を行っていることである．
• SATソルバーの最新動向について

– 国際競技会が SAT ソルバーの性能面と機
能面の進化におよぼした影響

– Certified UNSAT：SAT問題が与えられ充
足不能と判定された時に証明を出力する機能

– 極小 UNSATサブセット (Minimal Unsat-

isfiable Subset; MUS)：充足不能である SAT

問題における，充足不能である部分節集合の
中で極小のものを 1 つ出力 (もしくは列挙)

する機能
• SATソルバーの利用技術について

– ハイブリッド符号化：それぞれ異なる性質
を持つ順序符号化と対数符号化を統合した
符号化

– 多目的最適化の解法：順序符号化・ハイブ
リッド符号化などの符号化技術とインクリメ
ンタル SAT・MUS などの SATソルバーの
進化した機能を組み合わせることによる解法

以降では，まず 2節で SAT問題と SATソルバー
の定義を説明する．次に SATソルバーの最新動向を
3, 4, 5節で説明する．3節では，性能面における進化
を取り上げ，初期から最新の SATソルバーに至るま
での高速化技術を説明する．4節では，SATソルバー
の継続的な進化を支えている SATソルバーの国際競
技会の説明を行い，最新の SATソルバーの性能面や
機能面の進化に与えた影響について説明する．5節で
は，SATソルバーの機能面における進化について説
明する．SATソルバーの利用技術については，6 節
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で様々な問題を解く際に必要となる技術の 1 つであ
る符号化技術について説明する．さらに符号化技術と
SATソルバーの進化した機能を組み合わせることで，
複雑な問題を解くことが可能になることを多目的最適
化問題を例にとって説明する．最後に 7 節で，SAT

に関する教科書および解説論文をまとめて紹介する．

2 SAT問題と SATソルバー

SAT問題 (SAT problems) は，命題論理式の充足
可能性を判定する問題である．通常，問題の入力は
連言標準形 (Conjunctive Normal Form; CNF) の命
題論理式で与えられる．この CNF式 は 1つ以上の
節の論理積 (連言) であり，節 (clause) は 1つ以上の
リテラルの論理和 (選言) である．リテラル (literal)

は，命題変数かあるいはその否定である．命題変数は
真または偽の値をとる．例を以下に示す．

(¬p1 ∨ ¬p2) ∧ (¬p1 ∨ ¬p3) ∧ (¬p2 ∨ ¬p3)∧
(p1 ∨ p2 ∨ p3)

この例では，p1 に真，p2 と p3 に偽が割当てられた
時，与えられた CNF式が真になる．SAT問題が 充
足可能 であるとは，このように与えられた CNF 式
を真にする値割当てが存在することを意味する．一
方，そのような値割当てが存在しない時に，SAT問
題は 充足不能と呼ばれる．
SATソルバー は，与えられた SAT問題が充足可

能か充足不能かを判定するプログラムである．通常，
充足可能であればその値割当てを解として出力する．
充足可能あるいは充足不能の両方を判定可能である系
統的な探索を行う SATソルバーは，DPLL (提案者で
あるDavis, Putnam, Logemann, Lovelandの頭文字
からなる) [19]と呼ばれるアルゴリズムを実装したソ
ルバー，および，DPLLに節学習を組合せた CDCL

(Conflict Driven Clause Learning) [14] [57] と呼ばれ
るアルゴリズムを実装したソルバーに大別される．ま
た並列ソルバーも活発に開発されている．次節から，
その進化について説明を行う．

3 SATソルバーの性能面における進化

本節では SAT ソルバーの性能面における進化につ
いて説明する．本節の内容は既存の解説論文 [11] [64]

にも詳しく記載されているので，興味のある読者はこ
れらの論文も参照されたい．また，本稿とこれらの解
説論文との差分は 7 節に記載されているので，既に
上記の解説論文を読んでいる読者は，差分を確認して
から読まれると幸いである．
まず 2000年以降 SATソルバーがどのように進化

したのか，2つの図を用いて説明する．
図 1は，SATソルバーの進化を表した系統樹であ

る．左側の逐次ソルバーの系統樹をみると，DPLLソ
ルバーから始まり，CDCLソルバー Chaff, MiniSat,

Glucoseを経て多岐にわたる SATソルバーが開発さ
れていることが分かる．また右側の並列ソルバーの多
くは，逐次ソルバーから派生していることがわかる．
星印 (★) は 2016年に開催された SATソルバーの

国際競技会 (以下，SAT 競技会と呼ぶ) の Main ト
ラック (逐次) あるいは Parallel トラック (並列) で
入賞したソルバーであることを表している．なお図に
含まれない他のソルバーについても，多くは MiniSat,

Glucoseを基に開発が行われている．
図 2は，図 1の SATソルバーの中で Satz (2001年

まで開発)，Chaff (2007年まで開発)，MiniSat (2012

年まで開発)，MapleCOMSPS (2016 年に公開) の求
解性能を比較したグラフである．比較は，2016年に
開催された SAT 競技会 の Main トラックで使われ
たベンチマーク 500 問を用いて，著者の計算機上で
行った．
グラフはカクタスプロットと呼ばれるもので，縦

軸がベンチマーク 1 問あたりの制限時間を表し，横
軸はその 1 問あたりの制限時間が与えられた時に
500 問中何問の問題が解けたかを表している．例え
ば，1 問あたりの制限時間を 100 秒とすると，Satz

は約 20 問，Chaff は約 40 問，MiniSat は約 60 問，
MapleCOMSPSは約 80問解けていることになる．ど
の制限時間で見ても，古い SATソルバーより新しい
SATソルバーが，多くの問題を解いており，SATソ
ルバーが性能面において継続して進化していること
がわかる．
以降の節では，SATソルバーの性能面における進

化がどのような技術によって実現されたかについて，
Satz等の歴史的な DPLLソルバーから MiniSatまで
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★
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図 1 代表的な SAT ソルバーの系統樹．
星印 (★) は 2016 年に開催された SAT 競技会 の Main/Parallel トラック (逐次，並列) で入賞したソルバー．
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図 2 代表的な SAT ソルバーの求解性能の比較．
2016 年に開催された SAT 競技会 の Main トラックのベンチマーク 500 問を使用．
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(3. 1節) とそれ以降 (3. 2節) に分けて説明する．

3. 1 DPLLソルバーから MiniSat までの技術
DPLL [19] と呼ばれる 1962年に提案されたアルゴ

リズムが現在の系統的探索を行う SATソルバーの基
礎になっている．その後，以下のアルゴリズム，実装
技術，ヒューリスティクスが DPLL と組合わされ最
新 SATソルバーの基となっている MiniSat [21]が登
場した．
• CDCL [14] [57]. 探索過程で矛盾が発生した際に
その原因を解析・記録することで同様の矛盾の発
生を防ぐ節学習とそれに基づくバックジャンプ法
を DPLL と組合せたアルゴリズム.

• 2リテラルウォッチ [59]. 効率の良い単位節検出
のためのアルゴリズムおよびデータ構造．CPU

データキャッシュのミスヒット率を低減する効果
もある．

• 変数選択ヒューリスティック VSIDS (Variable

State Independent Decaying Sum) [59]. 変数 (も
しくはリテラル)の学習節への出現回数を基に優
先度を決める低計算コストのヒューリスティクス．

• リスタート [54] [76] [21]．矛盾の発生回数がある
閾値を超えた場合に，全ての部分値割当てをキャ
ンセルし，探索を最初からやり直すことで，局所
的な探索に陥ることを防ぎ，安定した性能を獲得
する手法．

• 値割当てのキャッシュ (Phase Saving) [73]．変
数へ割当てられた値を保存しておき，次回値割当
てされる時の初期値として利用する手法．

上に述べた 5つの技術の効果について説明する．図
3の上下 2つのグラフは，論文 [43]の発表スライド資
料に記載されたグラフを著者の許可を得て 2 つに分
けて記述したものである．図 3の上のグラフは，もっ
とも基礎的な DPLL アルゴリズムに，上述の各々の
技術を 1 つ追加したソルバーの求解性能を示してい
る．もっとも大きく性能向上が見られるのは，DPLL

に CDCL を追加したソルバーであり，次にDPLL に
VSIDS を追加したソルバーの性能向上が大きいこと
が分かる．
図 3の下のグラフは，上述の技術を全て実装した代

表的な SATソルバーである MiniSatから，逆に各々
の技術を 1 つ削除したソルバーの求解性能を示して
いる．このグラフからも CDCL を削除した時に性能
劣化がもっとも顕著であり，CDCLが現在の SATソ
ルバーのコア技術となっていることがわかる．

3. 2 最新 SATソルバーの高速化技術
MiniSat以降の最新の SATソルバーに実装されて

いる高速化技術について説明する．
学習節の評価尺度. CDCL は，SATソルバーで矛

盾が発生した際に，その矛盾の原因を解析し，学習
節として元の CNF式に追加することで以後同様の矛
盾が起こることを防ぐ．しかし，学習節の過度の増加
は，探索速度の低下をまねくため，“良い”学習節の
みを保持していくことが望ましい．そのため学習節の
良さを測るための評価尺度が研究されており，中でも
LBD (literal block distance) と呼ばれる評価尺度が
Glucose以降の SATソルバーに取り入れられている
[3] [62]．この他に，学習節がどれぐらい探索に使われ
たかというカバレッジを用いた評価尺度も 2017年に
提案されている [61]．
簡単化. 問題として与えられた CNF式には，冗長

な変数や節が含まれることがあり，簡単化を行うこと
でより少ない変数や節をもつ充足同値な CNF 式に変
換できることがある．SATソルバーが問題を解く前に
行う静的な簡単化技術として，Subsumption elimina-

tion, Variable elimination, Probing 等の技術が研究
されている [55] [84] [20]. 例えば，Subsumption elimi-

nation では，2つの節 c と c′ があり，c → c′ が成り
立つならば節 c′ を削除するという簡単化を行う．ま
た SATソルバーが SAT問題を求解中に行う動的な簡
単化技術として，Hyper binary resolution [5], Clause

elimination [31] [41], Equivalent literal substitution

[15] [6], Unhiding [32], Self-subsumption resolution

[29] [28], Lazy clause simplification [63] などが提案
されている．
変数選択ヒューリスティクス．ほとんどのソルバー

は，前述した VSIDS (Variable State Independent

Decaying Sum) [59] を変数選択ヒューリスティクス
として採用している．2016年の SAT競技会の Main
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図 3 2 リテラルウォッチ, リスタート, 値割当てのキャッシュ, VSIDS, CDCL を DPLL に
追加したソルバー (図上) と代表的な CDCL ソルバー MiniSat から削除したソルバー (図下)

の性能比較．論文 [43] の発表スライド資料に掲載されたグラフを著者の許可を得て上下 2 つに
分けて記載．

トラックで優勝した MapleCOMSPS では Learning

Rate Based Branching Heuristic (LRB) [53] と呼
ばれる強化学習を使ったヒューリスティクスが提案さ
れ， 逐次的に VSIDS と切り替えて使用されている．
並列化．SATソルバーの実行時間の大部分 (80%～

90%) は，単位伝播と呼ばれる値割当ての伝播処理で

占められることが知られている．この処理は逐次性
の高い処理で並列化が難しい．そのため，複数の逐次
SATソルバーを並列実行する並列 SATソルバーがこ
れまで提案されている．この並列 SATソルバーは主
に 2種類に大別される．探索空間分割型は，一部の命
題変数の真理値を仮定することで複数の部分問題を生
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成し，それぞれの部分問題を複数の SATソルバーで
解く並列ソルバーである [56] [2]．与えられた SAT問
題が充足可能であることは，1つの部分問題で充足解
が発見されれば良い．一方，充足不能であることは，
全ての部分問題が充足不能であることを示さなけれ
ばならない．ポートフォリオ型は，同一の問題を複数
の異なる SAT ソルバーで並行して解く並列ソルバー
である [9] [4]．SATソルバーは，複数の異なる種類の
ソルバーを選択することもあれば，同一の SATソル
バーの探索パラメータを変更して，並列実行すること
もある．どれか 1つの SATソルバーが充足可能もし
くは充足不能を返せば，直ちに計算が完了する．

4 SAT競技会

SATソルバーの高速化技術の継続的な発展を支え
た 1つの要因は，SATソルバーの国際競技会 (SAT

競技会) の存在である．本節では，SAT 競技会の説
明を通して，SATソルバーの進化に与えた影響を明
らかにする．また 2016年の SAT競技会の結果を通
して，最新の動向を説明する．

4. 1 競技会の概要
SATソルバーの競技会 (SAT競技会) は，古くは

1990年代に数回開催され，2002 年からは継続して毎
年開催されている．
SAT競技会は基本的に，“参加者が自分のソルバー

を指定されたサーバにアップロードし，参加者による
テスト期間後，最終版がオーガナイザ側で実行され
て，SAT 国際会議の時に結果が公表される” という
流れで進められる．
SAT競技会の大きな特長は，参加ソルバーのシス

テム記述の提出や，ソースコードの公開が義務付けら
れていることである．つまり，最新の技術・実装を誰
でも入手でき，自分のアイデアを上乗せして試すこ
とができる．このことは，新規参入の敷居を低くし，
ソルバー開発競争を激しくし，ほぼ毎年優勝ソルバー
が変わり，何らかの新しいアイデアが優勝ソルバーに
入っている，という循環を促し，SATソルバーの性
能面における継続した進化に大きく貢献していると
考えられる．

4. 2 競技会の変遷と SATソルバーに与えた影響
SAT競技会で出題されるベンチマーク問題や評価

の方法の変遷を辿ると，SATソルバーにどういった
性能や機能が求められてきて，どのように影響した
のかが分かってくる．以下に特に大きな変化を説明
する．
コアソルバーの定義. ポートフォリオ型の SATソ

ルバーは，複数種類の既存 SATソルバーを問題に応
じて使分ける (もしくは一定時間で切替える)ことで，
1つの CPU上であっても比較的容易に競技会での成
績を向上することができる．しかし，このような傾向
はポートフォリオ型の計算能力の源泉でもある逐次
ソルバー (単一戦略のソルバー)の進化を阻害するこ
とになる．このことから 2013年の競技会から，逐次
ソルバーの競技部門に出場できるソルバー (コアソル
バーと呼ばれる)が，“高々 2つまでの SATソルバー
で構成されるソルバー”と定義された．ポートフォリ
オ型に頼らない逐次ソルバーの高速化技術が引き続
き求められていることが分かる．
特別トラックの追加. いくつかの SAT競技会では，

CNF式の充足可能性判定以外の機能の性能を競う競
技部門が設けられており，充足可能性判定のみを計
算するという単一機能の SATソルバーからの進化を
促してきた．特に Certified UNSAT トラック, 極小
UNSATサブセット (Minimal Unsatisfiable Subset;

MUS) トラック, インクリメンタル SATトラックで
必要となる機能は，SATソルバーの応用で使われる
ことが多く，これらの機能が SATソルバーに求めら
れていることがわかる．SATソルバーの機能面にお
ける進化については，5節でもう少し詳しく解説する．
Agile トラックの追加. 2016年に Agile トラック

と呼ばれる競技部門が新たに設定された．Agile ト
ラックでは，比較的簡単に解けるベンチマーク問題
を 1問あたり制限時間 1分で何問解けるかを競う．問
題は 5000 問用意されており，Main トラックが 500

問のベンチマークを 1 問あたり 5000 秒の制限時間
で解く設定になっていることを考慮すると，Agile ト
ラックは立ち上がりが早い，低いオーバーヘッドを
持つ SAT ソルバーを評価するために設けられた部
門だといえる．CEGAR (Counterexample Guided
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Abstraction Refinement), SMTソルバー, 最適化問
題などの SATソルバーの応用・拡張では，SATソル
バーが数千から何十万回も呼び出されることがある
ため，このような使い方に適したソルバーの開発が求
められていることが分かる．実際に 2016年は SMT

ソルバーの探索から得られた CNF 式が問題として使
用された．
MiniSat/Glucose Hack トラックの追加. 上述

した定義やトラックの他に，SATソルバー開発を促
したものとして 2009年に追加された Minisat Hack

(2016 年からは Glucose Hack) トラックがある．こ
のトラックは，当時 SATソルバーの代表的な実装に
なりつつあった MiniSat に 125行以内の変更のみを
行った SAT ソルバーが参加できるトラックである．
主催者の意図は，SAT競技会参加の敷居を低くするこ
とと，このような小さな変更でどれくらい大きく性能
を向上出来るのかを確認することであった．MiniSat

Hackトラックには毎年多くの SATソルバーが参加し
ており，また (制限なしの) Main トラックで入賞する
ソルバーも珍しくない．例えば 2011年には, MiniSat

Hack トラックで優勝した Cir Minisat Hack という
ソルバーが Main トラック の SAT部門で準優勝を果
たしている．このような事実は，若い研究者の参入を
さらに促すことになり，結果として SAT ソルバーの
性能面での継続的な進化を支えていると考えられる．

4. 3 2016年の SAT競技会の結果
表 1 は，2016 年 SAT 競技会の Main トラック，

Parallel トラックの結果である．両トラックは，ソフ
トウェア・ハードウェア検証，プランニング・スケ
ジューリング等の人工知能分野の問題，定理証明など
の問題で構成されており，実問題における各 SATソ
ルバーの性能が分かるもっとも重要な部門である．
Main トラックは逐次ソルバーのみ参加可能であ

り，逐次ソルバーの性能は並列ソルバーの土台となる
ため，毎年もっとも重要視されている．2016 年に 1

位だった MapleCOMSPS は，MiniSatから派生した
SATソルバーであり (図 1参照)，強化学習を取り入
れた変数選択ヒューリスティック [53]と既存の VSIDS

を両方使うソルバーである．図 2 に示した 2001年か

らの SATソルバーと MapleCOMSPS の比較からも
わかるように，性能が年を経るごとに向上しており，
SAT 競技会の Main トラックが支えた逐次ソルバー
の性能面における進化を確認することができる．こ
の他に入賞した Riss と Lingeling も MiniSat から派
生したソルバーであり，SATソルバー開発における
MiniSatの影響の大きさをうかがうことができる．
Parallel トラックでは 24 コア (48 スレッド) と

メモリ 64GB (逐次は 24GB) の共有メモリ環境上で，
Main トラックの逐次ソルバーと同じベンチマークを
使って並列 SATソルバーの性能が評価される．Main

トラックで 3位だった Lingelingを使った探索空間分
割型の並列 SATソルバーである Treengeling と，同
じく Lingelingを使ったポートフォリオ型の並列 SAT

ソルバーである Plingeling が 1位と 2位を獲得した．
逐次ソルバーの結果と比較すると約 1.5倍の数の問題
が解けるようになっており，大幅に性能が向上してい
ることが分かる．Parallel トラックには毎年 10以上
のソルバーが参加しており (2016年も 11のソルバー
が参加)，継続してその性能が競われている．
図 4は，逐次ソルバーである Lingelingとその並列

版である Treengeling と Plingeling の性能を比較した
カクタスプロットである．パラメータが異なる複数の
逐次ソルバーを並列実行する素朴なポートフォリオ型
でも大幅に性能が向上している．問題を部分問題に分
割して解く探索空間分割型ではさらに求解性能の伸
びが見られる．
SAT競技会に参加したソルバーのシステム記述や

結果の詳細は，2016年度の競技会ウェブページから
誰でも取得することができる †9．もしくは，競技会
のオーガナイザが 3 ページのサマリ版を公開してい
るので，概要を知りたい方はこちらを読むことをお勧
めする †10．

5 SATソルバーの機能面における進化

通常の SATソルバーは，2節で述べたように，与
えられた SAT問題の充足可能性を判定する単一機能

†9 http://baldur.iti.kit.edu/sat-competition-2016/

†10 http://www.cs.utexas.edu/∼marijn/

publications/hot2017.pdf
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表 1 2016 年 SAT 競技会の結果 (逐次，並列)

トラック名 1位 2位 3位
Main トラック (500) MapleCOMSPS (203) Riss (202) Lingeling (201)

Parellel トラック (500) Treengeling (315) Plingeling (302) CryptoMiniSat (297)
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図 4 逐次ソルバー Lingeling と並列ソルバー Plingeling (ポートフォリオ型)，Treengeling (探索空間分割型) の比較.

のプログラムであった．しかし，SATソルバーが性
能面において進化し，応用の需要が増えるのに従っ
て，SATソルバーは単一ではなく複数の機能をもつ
ように進化してきた．本節では，SATソルバーの充
足可能性判定以外の機能を紹介する．

5. 1 Certified UNSAT

通常の SATソルバーの場合，与えられた問題が充
足不能なら単に充足不能と回答するだけで，利用者
にはなぜ充足不能になったのかの理由はわからない．
Certified UNSAT 機能は，SAT問題が与えられ充足
不能と判定された時に証明を出力する機能である．通
常，証明を出力するだけでなく，検証ツールで証明の
検証も行われるため，検証が容易になるよう簡潔な証
明を出力することが要求される．その原理は反駁に至
る導出木が正しいか検証することであるが，効率的な
検証のために，ソルバーが探索過程で獲得する各学習
節が正しいかを順に調べる手法が利用されている [94]．
Certified UNSAT 機能は現在多くの SATソルバー

で利用可能である．これらのソルバーでは，問題が
充足不能の時に判定結果だけでなく, その証明を出力
し，検証することができる [94]．
実際に SAT ソルバーが使われた Erdös discrep-

ancy 予想の C = 2 の場合の解決 [46] や Boolean

Pythagorean Triple 問題の解決 [33] といった未解
決問題の解決については，Certified UNSAT機能を
使うことで証明が正しいことが確認されている．特に
後者は証明が 200 テラバイト †11 になったことから
Nature [50] に “Two-hundred-terabyte maths proof

is largest ever”と題して取り上げられて話題になった．

5. 2 極小UNSATサブセット
与えられた問題が充足不能であるときに，具体的に

問題のどの部分が充足不能なのかが分かると，SATソ
ルバーを使って最適化問題などを解く際に効果的に探

†11 ただし，200 テラバイトは最大サイズで，論文の著
者らは証明の圧縮技術を使うことで 64 ギガバイトま
で小さくしている [33]．



Sanshusha pLATEX2ε: 08_soh : 2018/10/17(12:12)

Vol. 35 No. 4 Nov. 2018 81

索を行えることがある．UNSATサブセット (Unsat-

isfiable Subset) 機能とは，充足不能である SAT問題
Ψ における，充足不能である部分節集合 Ψ′ ⊆ Ψ を 1

つ出力 (もしくは列挙) する機能のことをいう．極小
UNSATサブセット (Minimal Unsatisfiable Subset;

MUS) 機能とは，任意の節 c ∈ Ψ′ について Ψ′ \ {c}
が充足可能であるような UNSATサブセット Ψ′ を 1

つ出力 (もしくは列挙) する機能のことをいう．
UNSATサブセットを計算するためには，反駁に至

る導出木を利用し，求められた充足不能性が元の問
題のどの節から導かれたのかを解析する．UNSATサ
ブセットから極小 UNSAT サブセットを求める素朴
な方法は UNSATサブセットの節集合から節を 1つ
ずつ削除して，充足不能かどうかを確認する．充足不
能であれば，その節は不要である．UNSATサブセッ
トの節集合からどの節を削除しても，充足可能になる
とき，その UNSAT サブセットは極小 UNSATサブ
セットである．
極小UNSATサブセットを計算する機能は，Sat4j†12

や HaifaHLMUC†13 などの SATソルバーで利用する
ことができる．なお SAT競技会の特別トラックでは，
極小 UNSAT サブセットが課題として取り上げられ
たが，計算コストが高いため応用では UNSATサブ
セットが使われることが多い．
UNSATサブセットは，SATソルバーを利用した

MaxSAT 問題の解法 [58] など実際に最適化問題の解
法に利用され成功している．実用的な問題への応用
としては解集合プログラミング (ASP) ソルバーが
UNSAT サブセットを用いた最適化により時間割問題
の既存手法を大きく上回る性能を示すことも報告さ
れている [12].

5. 3 インクリメンタル SAT

インクリメンタル SATとは，SAT問題に節を追加
しながら求解を繰り返す解法 (インクリメンタル SAT

解法) [22] であり，CEGARや最適化問題などに SAT

ソルバーを応用する際に必要となる．高速なインクリ
メンタル SAT ソルバーを実現するには，探索情報の

†12 http://www.sat4j.org

†13 http://strichman.net.technion.ac.il/

再利用が鍵になる．学習節の再利用は典型的な方法で
あり，その効果がジョブショップスケジューリング問
題や，プランニング問題で確認されている [66]．SAT

ソルバーのインクリメンタル SAT機能は，SAT問題
を連続的に解くための API を提供し，学習節などの
探索情報を再利用可能にするものである．このよう
なインクリメンタル SAT機能は，MiniSat が対応し，
その後継ソルバーのほとんどで利用可能である (図 1

参照)．
学習節の他にも変数や節数の活性度など再利用でき

る情報はいくつか考えられる．前節で説明した SAT

競技会の特別トラックにおけるインクリメンタル SAT

トラックは 2015年の SAT競技会から始まった比較
的新しいトラックであり，これからの研究の発展が
期待される．またこのトラックでは，標準 API で
ある IPASIR (Re-entrant Incremental Satisfiability

Application Program Interface の頭文字を逆に並べ
たもの)†14 の仕様が公開されており，機能の標準化が
進んでいる．
インクリメンタル SATの応用は，最適化問題や列

挙問題など多岐にわたる．近年ではインクリメンタル
SATにより実現した CEGAR解法をハミルトン閉路
問題へと適用した研究がある [81].

6 SATソルバーの利用技術

SATソルバーの入力は素朴な CNF式であるため，
利用して問題を解きたくても，問題とCNF式のギャッ
プが大きく，つまずいてしまうことがある．このよう
な問題を解決するために，SATソルバーを利用する
ための技術が研究されてきた．
SATソルバーを拡張して利用する技術. 代表的なも

のとして，背景理論付き SAT (Satisfiability Modulo

Theory; SMT) ソルバーがある [39] [91] [37]．SMTソ
ルバーは，配列などのデータ構造や算術演算など様々
な背景理論付きの一階理論を扱えるソルバーである．
現在 SMT ソルバーで主流となっている遅延処理型
SMT 技術では，背景理論を取扱う既存の専用ソル
バーと連携できるように SATソルバーが拡張されて

†14 http://baldur.iti.kit.edu/sat-race-2015/index.

php?cat=rules
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いる．既存の背景理論ソルバーが利用できるという点
で柔軟性があり，SATソルバーの求解性能を比較的
幅広い問題に応用することができることが利点であ
る．SMTソルバーの他にも，非単調論理プログラミ
ングが制約プログラミングの概念と融合した解集合プ
ログラミング (Answer Set Programming; ASP) に
おける ASPソルバー [25]が，SATソルバーを拡張す
る方法で実現され，成功を収めている．
SATソルバーを直接利用する技術. 解きたい問題

を CNF式へと変換する符号化技術 [89]も活発に研究
されている．この方法では，最新の SATソルバーを
そのまま利用できるというメリットがある．また，符
号化をうまく工夫することが出来れば，問題によって
は SMTソルバーや既存の専用ソルバーの性能を上回
ることも珍しくない．
以降，本節では著者らの専門分野でもある符号化技

術や，符号化とインクリメンタル SAT，UNSATサ
ブセットを組合せた多目的最適化問題の解法を通し
て，SATソルバーを利用する技術を紹介する．

6. 1 符号化技術
SAT型システムは，与えられた問題を SAT符号化

により SAT問題へと変換し，SATソルバーを用いて
解くシステムである (図 5参照)†15．SAT符号化とは，
与えられた問題を SATソルバーで扱えるようにする
ため，与えられた問題 (もしくは部分問題)を CNF式
に変換 (符号化) することである．問題を CNF式に
符号化できれば何でも良いかというとそうではなく，
符号化方法の違いで SAT型システムの性能が大きく
異なることも珍しくない．そのため，SAT符号化は
SATソルバーと同様に重要な研究分野である．The

Art of Computer Programming 4巻分冊 6 [45] の 97

ページでも以下のように符号化の重要性が SAT ソ
ルバーと比較して述べられている．“Thus the art of

problem encoding turns out to be just as important

as the art of devising algorithms for satisfiability.”

†15 最適化問題などインクリメンタル SAT を使って問
題を解く場合には SAT ソルバーで複数回部分問題を
解くため，枠組みにループ構造が必要になる場合があ
るが，ここでは省略する．

図 5 SAT 型システムの枠組み.

例えば，以下のような整数有限領域上の線形の不等
式で表される制約の SAT符号化を考えてみよう．

n∑
i=1

aixi ≤ k (ai > 0)

ここで，全ての aiが 1，xiが 0-1変数の場合，この基
数制約と呼ばれる単純な場合でも，数多くの SAT符号
化が研究されている [93] [7] [77]．aiが 1以外の整数値を
取る場合，擬似ブール制約と呼ばれる．この場合も同じ
く数多くの研究がある [23] [8] [70] [86] [72] [74]．さらに，
xiが整数有限領域上のドメインを持つ場合のSAT符号
化の研究も活発に行われている [38] [92] [26] [88] [90] [78]．
このように SAT符号化の研究は SAT分野における
重要なテーマの 1つであることが分かる．
以降では，もっとも一般的な形である xi が整数有限

領域上のドメインを持つ場合を取り上げて SAT符号
化を説明する．基数制約と擬似ブール制約もMaxSAT

問題などへの応用があり重要であるが，興味のある
読者は上述の文献を参照いただきたい．特に著者ら
の擬似ブール制約符号化に関する論文 [86]では，以下
で説明する順序符号化と BDDを利用した擬似ブール
制約の符号化 [8]および有名な基数制約符号化である
Seqential Counter [77] との関係が述べられているの
で，一読いただければ幸いである．
例として線形不等式 x+ y ≤ 7 (ただし， x と y は

整数変数で x, y ∈ {2, 3, 4, 5, 6} とする) で表される
制約を用いて，代表的な 2 つの符号化である直接符
号化 [92]と順序符号化 [88] にどのような違いがあるの
かを説明する．
直接符号化 [92]では，整数変数 x とそのドメイン

の各値 i に対して，x = i を表す命題変数 px=i を用
いる．整数変数 x に対して用いる命題変数は以下の
5つになる．

px=2, px=3, px=4, px=5, px=6
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さらに命題変数 px=i が x = i の時かつその時に限っ
て真となるように，以下の at-least-one節と at-most-

one節を追加する．
px=2 ∨ px=3 ∨ px=4 ∨ px=5 ∨ px=6

¬px=i ∨ ¬px=j (2 ≤ i < j ≤ 6)

以上の命題変数と節を整数変数 y に対しても同様に
導入する．
最終的に制約 x + y ≤ 7 (x, y ∈ {2, 3, 4, 5, 6}) は，

図 6に示すように制約に違反する点 (図 6右) を 1つ
ずつ節で表すことで 15節 (図 6左) に符号化される．
例えば ¬px=2 ∨ ¬py=6 は ¬(px=2 ∧ py=6) を意味し
ており，x = 2 かつ y = 6 の時に，制約に違反する
ことを表している．
順序符号化 [88]では，整数変数 x とそのドメイン

の各値 i に対して，x ≥ i を表す命題変数 px≥i を用
いる．整数変数 x に対して用いる命題変数は以下の
4つになる．ここで px≥2 は常に真となるため出力さ
れないことに注意されたい．

px≥3, px≥4, px≥5, px≥6

さらに命題変数 px≥i が x ≥ i の時かつその時に限っ
て真となるように，以下の節を追加する．

¬px≥i ∨ px≥i−1 (2 < i ≤ 6)

最終的に制約 x + y ≤ 7 (x, y ∈ {2, 3, 4, 5, 6}) は，
図 7に示すように制約に違反する領域 (図 7右) を節
で表すことで 5節 (図 7左) に符号化される．例えば，
¬px≥4 ∨ ¬py≥4 は ¬(px≥4 ∧ py≥4) を意味しており，
x ≥ 4 かつ y ≥ 4 の時に，制約に違反することを表
している (図 7右の灰色の領域)．
順序符号化を実装した制約充足問題を解くための

SAT 型システム Sugar [85] は 2008 年，2009 年に国
際 CSP ソルバー競技会のグローバル部門で優勝し，
様々な制約最適化問題を解くことに用いられるなど
[10] [83] [49]，性能が高く評価されている．この他に順
序符号化は，現在知られている符号化の中で，効率
的に解けるクラスに属する制約充足問題 (Tractable

CSP) を同じく効率的に解けるクラスに属する SAT

問題 (Tractable SAT) に符号化できる唯一の方法と
して知られている [71]．解説論文 [79]では，順序符号
化が SAT型制約プログラミングシステムにおける実
装の視点から説明されているので，興味のある読者は

参考にされたい．
ハイブリッド符号化 [78]は，比較的近年提案された

SAT符号化であり，順序符号化と対数符号化を統合
した符号化である．順序符号化は上述したように良
い性質や性能を持っているが，与えられた制約の変数
のドメインが大きくなると符号化節数が大きくなり
すぎて問題が解けなくなってしまうことがある．対数
符号化は，各整数変数 x の 2進表現に着目し，xの
i桁目 (LSBを 1桁目とする) が 1 に等しいことを表
す命題変数 px,i を用いる SAT符号化であり, 制約を
比較的少ない節数に符号化できる [38]．ハイブリッド
符号化は，順序符号化の短所を対数符号化で補うこと
で，性能を向上することに成功している [78]．
図 8 は，順序符号化，対数符号化，ハイブリッド

符号化を，国際制約充足問題 (CSP) ソルバー競技会
のベンチマーク 1458 問で比較評価したものである
[78]．図より，順序符号化，対数符号化と比較してハ
イブリッド符号化の性能が向上していることが分か
る．またハイブリッド符号化を実装した SAT型シス
テム Diet-Sugarを同じベンチマークを用いて SAT型
でない他のシステムと比較したものが，図 9である．
比較に用いたソルバーは，Mistral (version 1.550)，
Opturion CPX (version 1.0.2)，Yices (version 2.4.2,

QF LIA)，z3 (version 4.3.2, QF LIA) である．Mis-

tral, Opturion CPX はそれぞれ国際 CSPソルバー競
技会の 2009年，2015年の優勝ソルバーであり，Yices
と z3 は 2015年の国際 SMTソルバー競技会の優勝，
準優勝ソルバーである．図 9 から分かるように，こ
のベンチマークではハイブリッド符号化を実装した
SAT型システムが，より良い性能を示していること
が分かる．

6. 2 多目的最適化への SATソルバーの利用
前節では，整数有限領域上の線形の不等式で表され

る制約の SAT符号化の説明を行った．本節では，複
雑な問題に対する利用技術の例として，論文 [80]で提
案された SATソルバーを多目的最適化問題に応用す
る方法を説明する．
多目的最適化問題 (Multiobjective optimization

problem) とは，複数の目的関数をもつ最適化問題で
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¬px=2 ∨ ¬py=6

¬px=3 ∨ ¬py=5

¬px=3 ∨ ¬py=6

¬px=4 ∨ ¬py=4

¬px=4 ∨ ¬py=5

¬px=4 ∨ ¬py=6

¬px=5 ∨ ¬py=3

¬px=5 ∨ ¬py=4

¬px=5 ∨ ¬py=5

¬px=5 ∨ ¬py=6

¬px=6 ∨ ¬py=2

¬px=6 ∨ ¬py=3

¬px=6 ∨ ¬py=4

¬px=6 ∨ ¬py=5

¬px=6 ∨ ¬py=6

x

y

0 1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

6

7

図 6 直接符号化. 右図の違反点を表す×印が左図の節に対応している．

¬py≥6

¬px≥3 ∨ ¬py≥5

¬px≥4 ∨ ¬py≥4

¬px≥5 ∨ ¬py≥3

¬px≥6

0
x

y

1 2 3 4 5 6 7

1

2

3

4

5

6

7

¬p
x ≥ 4

∨ ¬p
y ≥ 4
が表す違反領域

図 7 順序符号化. 右図の違反領域を表す線が左図の節に対応している．

ある．最適解はパレート最適性 (Pareto optimality)

によって定義される †16．多目的最適化問題は，目的
関数間のトレードオフを自然に表現可能であり，人工
知能分野のホットトピックの 1つになっている．

†16 多目的最小化問題の場合，パレート最適とは，いず
れかの目的関数の値を大きくしなければ，他のどの目
的関数の値も小さくできない状態のことである．

例として，2つの目的関数 f1 と f2 を持つ以下の整
数有限領域上の多目的最適化 (最小化)問題を考える．
• 整数変数: x, y ∈ {0, 1, 2, 3, 4}, z ∈ {0, 1}
• 制約: (x+ y ≥ 3) ∧

(x ̸= 1 ∨ y ̸= 2 ∨ z = 1) ∧
(x ̸= 2 ∨ y ̸= 1 ∨ z = 1)

• 目的関数: f1 = x+ 1, f2 = y + 2z + 1
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図 8 順序符号化 (Order)，対数符号化 (Log)，ハイブリッド符号化 (Diet-Sugar) の
比較 [78]．国際 CSP ソルバー競技会のベンチマーク 1458 問で評価．
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図 9 SMT ソルバー (z3, Yices), CSP ソルバー (Mistral, Opturion CPX) と
ハイブリッド符号化を実装した SAT 型システム Diet-Sugar との比較 [78]．
国際 CSP ソルバー競技会のベンチマーク 1458 問で評価．

与えられた整数変数 x, y, z 上の制約を満たしつつ，
パレート最適性を満たす目的関数の値の全ての組合
せが問題の解となる (パレートフロントと呼ばれる)．
この例の目的関数が取りうる値の組合せを表したの
が，図 10 である．これら (f1, f2) の値の組合せの
中で，パレート最適性を満たすものは，左下に他の
値の組合せが存在しない点であり，二重丸で表され
た (1, 4), (3, 3), (4, 1) の 3つである．最終的にこの問
題の解，パレートフロントは {(1, 4), (3, 3), (4, 1)} と

なる．
この問題を SAT ソルバーを利用して解くための

鍵となるのは，順序符号化と後述する P -極小モデル
[67] [48] である．SATソルバーを利用したパレートフ
ロントの計算は，次の手順で行うことができる．
1. 目的関数の値を表す目的変数を導入する．
2. 目的変数を順序符号化を使って CNF式に符号
化する．他の制約については，任意の SAT符号
化で符号化する．
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表 2 P -極小モデルと対応する目的関数の値の組

po1≥2 po1≥3 po1≥4 po1≥5 po2≥2 po2≥3 po2≥4 po2≥5 po2≥6 po2≥7 (f1, f2)

0 0 0 0 1 1 1 0 0 0 (1,4)

1 1 0 0 1 1 0 0 0 0 (3,3)

1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 (4,1)

1 2 30

1

2

3

4

5

4 f
1

f
2

5

6

図 10 問題例の目的関数が取りうる値の組合せ (黒点)．
二重丸の 3 つの点がパレート最適．

3. 目的変数から符号化された命題変数の集合を P

とし，符号化された CNF式の P -極小モデルを
全て列挙する．

この 3 つの手順を上述の例を使ってもう少し詳しく
説明する．
最初に，目的関数 f1 と f2 に対応する目的変数 o1

と o2 を導入する．この時に， o1 と o2 のドメイン
は x, y, z のドメインより，それぞれ {1, 2, 3, 4, 5} と
{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} となる．また元の制約に加えて目的
変数を定義する制約 o1 = x + 1 と o2 = y + 2z + 1

も併せて導入する．
次に目的変数 o1 と o2 を順序符号化で符号化す

る．目的変数 o1 に対しては，4つの命題変数 po1≥2，
po1≥3，po1≥4，po1≥5 と次の 3つの節が得られる．

po1≥2 ∨ ¬po1≥3

po1≥3 ∨ ¬po1≥4

po1≥4 ∨ ¬po1≥5

この 3節からなる CNF式を充足する値割当ては，次
のようになる (真を 1, 偽を 0 で表す)．

po1≥2 po1≥3 po1≥4 po1≥5 o1 の値

0 0 0 0 1

1 0 0 0 2

1 1 0 0 3

1 1 1 0 4

1 1 1 1 5

ここでモデルを CNF式を充足する値割当てのなかで
1 に割当てられた変数の集合と定義する．すると順序
符号化においては，モデルの間の包含関係が o1 の値
の大小関係と一致していることが分かる．例えばモデ
ル {po1≥2, po1≥3} はモデル {po1≥2, po1≥3, po1≥4} に
包含されるが，対応する o1 の値は 3 と 4 であり，包
含関係と大小関係が対応することが分かる．ここで
は o1 の符号化を例に挙げたが，o2 も同様に符号化
される．
最後に，目的変数を順序符号化し，他の制約を任意

に符号化して得られた CNF式に対して P -極小モデ
ルを全て列挙すればパレートフロントを得ることが
できる．ここで P -極小モデルとは，モデルと命題変
数の集合 P の共通集合で包含関係が極小となるもの
である †17．本節の例では，P は目的変数を符号化し
て得られる以下の命題変数の集合となる．

P = {po1≥2, po1≥3, po1≥4, po1≥5} ∪
{po2≥2, po2≥3, po2≥4, po2≥5, po2≥6, po2≥7}

SATソルバーを使った P -極小モデルの計算の説明は
ここでは省略するが，インクリメンタル SATを使っ
た方法が論文 [48]で，UNSATサブセットを使った方
法が論文 [1]で提案されているので，興味のある読者
は参照されたい．

†17 例えば P = {p, q, r}でモデルが {p, q, r, s},{p, r, s},
{q, s}, {p, r} の場合，P -極小モデルは {p, r} と {q}
となる．
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ここまで説明した方法で例から得られる P -極小モ
デルを表 2 に示す．それぞれの P -極小モデルに対応
する f1 と f2 の値 (o1 と o2 の値) は，それぞれパ
レート最適であることが分かる．実際，順序符号化を
用いることで P -極小モデルとパレート最適である目
的関数の値の組が一対一に対応することが証明されて
いる [80]．また目的変数を順序符号化すれば，他の制
約は任意に符号化できるので前節で説明したハイブ
リッド符号化を用いることが可能である．実際に，先
の論文 [80]ではハイブリッド符号化を用いることで，
従来手法と比較して競争的な結果を得ることに成功
している．
このように，多目的最適化問題のような一見複雑

な問題も，符号化，インクリメンタル SAT, UNSAT

サブセットなどを組合わせることで，SATソルバー
を利用して解くことができる．

7 SATの教科書と解説論文

SATの代表的な教科書として 2009年と 2015年に
出版された以下の 2つが挙げられる．
• Handbook of Satisfiability [17]

• The Art of Computer Programming

4巻分冊 6 [45]

日本語の解説論文は 2 つの特集号でまとめて出版
されている．1つめは 2010年 1月に人工知能学会の
学会誌「人工知能」25巻 1号で特集された「最近の
SAT技術の発展」であり以下の解説論文で構成され
ている．SATと周辺分野の基本的な内容が詳しく解
説されている．
• SATソルバーの基礎 [36]

• 高速 SATソルバーの原理 [65]

• 制約最適化問題と SAT符号化 [89]

• SMT: 個別理論を取り扱う SAT技術 [39]

• モデル列挙とモデル計数 [30]

• ∗−SAT: SATの拡張 [34]

• SAT によるプランニングとスケジューリング
[60]

• SATによるシステム検証 [13]

2つめは 2016年 8月に情報処理学会の学会誌「情報
処理」57巻 8号で特集された「SAT技術の進化と応

用 ～パズルからプログラム検証まで～」であり以下
の解説論文で構成されている．一般の読者に向けて分
かりやすく SATと周辺分野について解説されている．
• SAT技術の進化 [11]

• SATとパズル
～問題をいかに SATソルバーで解くか～ [87]

• SATとラムゼー数
～数学の未解決問題への挑戦～ [24]

• SATと AI [35]

• SATソルバーの最近の進展 [64]

• MaxSAT：SATの最適化問題への拡張
～MaxSATソルバーの活用法～ [47]

• SMTソルバーによるプログラム検証 [37]

特集号ではないが，日本ソフトウェア科学会の学会誌
「コンピュータソフトウェア」でも以下の解説論文が
出版されているので参照されたい．
• SATソルバ・SMTソルバの技術と応用 [91]

• SAT問題と他の制約問題との相互発展 [75]

• SAT型制約プログラミングシステムと周辺技術
[79]

これらの解説論文の中で特に関わりが深いものに
ついて以下に説明する．3 節に記載した，SAT ソル
バーの性能面における進化の内容は論文 [11] [64]にも
詳しく説明されている．「SAT技術の進化」[11]では，
SAT ソルバーの主要技術の説明，2013 年から 2015

年の SAT競技会の逐次ソルバーの結果，SATの拡張
問題，どのソルバーを使うべきかなどの内容が一般の
読者向けに分かりやすく説明されている．「SATソル
バーの最近の進展」[64]では，主要な逐次ソルバーの
求解可能な問題群の違いや，並列ソルバーの仕組み，
2013年から 2015年の SAT競技会の並列ソルバーの
結果などの内容が一般の読者向けに分かりやすく説明
されている．本稿の 3節における主な差分は，2016

年の SAT ソルバーおよび並列ソルバーを加えた拡
張を行った SATソルバーの系統樹 (図 1) の説明と,

2000年からの SATソルバーの性能面における進化が
分かるように，Satz (2001), zchaff (2007), MiniSat

(2012), MapleCOMSPS (2016) と各年代の SAT ソ
ルバーの性能を執筆当時最新であった 2016年の SAT

競技会のベンチマークで改めて比較実験したことな
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どである (図 2)．また 3. 1節では，現在の SAT ソル
バーにおける主要技術の性能への貢献度合いを示す
重要な資料として図 3 に論文 [43] の発表スライド資
料に掲載されたグラフの説明を追加している．
6. 1節に説明した順序符号化は，「SAT型制約プロ

グラミングシステムと周辺技術」[79] では SAT型制約
プログラミングシステムにおける実装の視点から説明
されているので，興味のある読者は参考にされたい．

8 おわりに

本稿では，SATソルバーの最新動向として，その
性能面と機能面における進化を SAT競技会の視点か
ら述べた．SAT競技会は単なるソルバーの評価の場
に留まらず，積極的に逐次・並列などのソルバー種類
の定義，機能の標準化，ベンチマークの整理と追加，
若手育成のためのトラックの設立を行っている．この
ような取組みは，分野への参加者を増やし結果的に
15年以上に渡る継続的な SATソルバーの進化を支え
てきた大きな要因になっていると考えられる．
また利用技術の視点から見ると，性能面の進化と併

せて機能面の進化が重要であることが分かる．本稿で
説明したように符号化技術とインクリメンタル SAT,

MUS などの進化した機能を組合せることで，多目的
最適化のような複雑な問題を解くことが可能になる．
このように応用が広がることも，ベンチマークや参加
者を増やす要因になり，今後 SATソルバーの進化に
良い影響を与えると考えられる．
SATソルバーを使った問題解法は単純なソルバー

まかせではないが，問題のモデリング，SAT符号化，
SATソルバーの機能の活用などを検討すると，既存
解法の性能を大きく上回ることも珍しくない．本稿
が，SATソルバーやその利用技術について少しでも
理解する一助になれば幸いである．
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