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要 約

根入れを有する構造物や地中構造物が地震などの外乱を受ける場合、その応答性状は少はからず

周辺地盤の影響を受けるため、これらの構造物の動的髄十において、構造物を取り囲む地盤を含め

て構造物ー地盤系の総合的伝動特性、いわゆる動的相互作用効果を評価するζとは重要な問題であ

る。このためには、地盤内部の加娠刀による地中の変位・応力解を求め、地盤内の波動伝播特性を

把握する必要がある。しかし、乙れらの解の誘導には相当の数学的知識を必要とし、また既往の研

究における変位・応力解の誘導方法では、多層地盤への拡張が難しいのが現状である。

乙のような状況を考慮して、本論文は、この問題に関する一つの解析法として、数理的伝取り扱

いが容易はマトリックス法による変位・応力解の定式を提案した。す・なわち、ベクトル・マトリッ

クス表現した変位・応力の一般解を利用し、伝達マトリックス法を用いて、半無限多層弾性体内郎

の定常加振力による変位・応刀解の定式を提案した。また、多層弾性体のもっとも簡単は場合とし

て、二層弾性体を例にとって波動の分散性を調べ、変位・応力解』ζ含まれる波数積分の取り鼠いに

ついて若干の考察を行った。

次tζ、半無限弾性体内部の加振位置に低想の境界をもっ同じ力学定数の二層弾性体を考え、本論

文で提案した伝達マトリ改クス法によって、半無限弾性体内部の定常加振力による解か容易に誘導

できることを示した。また、点加振力による変位・応力解とともに、地表面と平行は矩形面上応分

布する等分布加掻刀による変位解の誘導を行い、点加振力およと痔分布加振刀による弾性体内部の

変位挙動を調べた。ところで、半無限弾性体内部の定常加振力による変位・応力解は、特異点を有

する無限波数積分を含むため、解析的に解を得る乙とはできはい。このため、点加振問題に対して

は直接数値積分法を用い、積分の収束性を早めるための工夫を行った。また、等分布加振問題にお

ける変位解については、解が二重無限積分の形となるため、若干の数理的変形を施した後、分岐線

積分路を伴う複素周囲積分を適用した。なお、乙の場合、虚紬に沿う特異点を有しはい無限積分項

が残るが、新たに提案した積分値の収束性を考慮した方法を用いて無限積分の評価を行った。乙れ

らの変位解を用いて、点加振力および等分布加振力による変位の虚部は加振状態に無関係に等しく

なる、すなわち繊衰が等しくなることが分かつた。

次iと、金無限弾性体と半無限弾性体に対して次に述べる二つの問題を解明し、自由表面の存在が

変位・応力に及ぼす影響を考慮した。全無限弾性体に対する変位・応力解を用いて、徳造物ー地盤

系の近似的な動的解析を行った研究がみられるが、乙の場合の変位・応力解は、無限積分を含まえよ

いため、数値評価が簡単で利用しやすい利点を有している。そこで、全無限弾性体に対する素解に

鏡像を重ねただけの解、いわゆる半無限境界での応刀境界条件の一部を無視した近似半無限解が、



どの程度まで半無限弾性体の基本解を近似する乙とができるかについて調べた。乙れより、鏡像の

原理によって変位・応力解を求める際、半無限境界での応刀に関する境界条件が満足されていない

乙とによる補正項の寄与は、変位解に対しては小さいが応力解に対しては大きい乙とが明らかと伝

った。次に、円形と矩形(円形と同じ面積を有する正方形)面上に分布する各種分布形状を有する

加振力による変位解を全無限弾性体と半無限弾性体の両者に対して誘導し、加振源深さによる載荷

面中央の変位挙動を調べた。この結果、等分布加振の場合には、円形載荷と正方形載荷による載荷

面中央変位の実部と虚部は、載荷深さに関係なくほぼ一致した。また、伝播する波の波長が載荷深

さに比べて十分小さい場合には、半無限弾性体内部の分布加振による載荷面中央変位は全無限弾性

体における載荷面中央変位iとほぼ一致する乙とが分かつた。

最後に、半無限弾性体内部の加振刀による変位解の応用例を示した。まず、半無限弾性地盤に埋

設された支圧式アースアンカーが定常加振刀を受ける場合の変位挙動の解析を行った。アンカーが

たわみ性円盤、剛円盤のいずれの場合においても、アンカーの埋設深さの増加とともにアンカーの

変位量は誠少し、一種の『限界深さ』が存在する乙とが分かった。次に、地中の外乱(たとえば、

地中発破など)による地盤表面の変位挙動に関する基礎資料を得るため、点加振刀と球状加娠力に

よる表面の変位挙動の比較を行った。乙れより、球状加振刀と点加振力による変位挙動の差異は、

伝播する波の波長iと対する加振源直上からの水平距離の比が小さくはるとともに顕著と江り、加振

源深さに関係するものではなく、波の波長に依存していることが明らかとほった。最後に、波動入

射問題に対する研究の一環として、地盤内部の点加振刀による地盤上の板状構造物の応答と周辺地

盤表面の変位挙動を調べた。乙の結果、加振麟丘傍上の地盤表面の変位振幅は、板状構造物の変位

振幅よりも大きいが、加振源より離れるとともに、両者は同程度の振幅で振動することが明らかと

なった。乙のように、本論文では地盤内部の加振力による変位解は多くの動的問題の解析に適用で

きる乙とを示したが、属庄のように構造物が重要かっ巨大化する傾向に対して、構造物の大きさと

比較して地盤の多層性を無視する乙とは妥当ではない。したがって、今後、層状弾性体に対する変

位・応力解も重要となる。その際、本論文で提案した伝達マトリックス法による半無限多層弾性体

に対する変位・応力解の定式が有用である。
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G(x-x， y-y，ω 表面(芳，y)点に作用する単位の定常点加振力によって表面 (x，y)点に生じる

変位を表わすGreen関数

〆目、、

、、，，

、J
k

f

、

μ
u
n
(

阿

H

H

I

L

L

 

Lα ， Ls 

M'V'1. M'I，i 
XZ t J"" Y' 

N 

Nm ( 

p ~; Z I 

Q 

Qx， Qy， Qz 

Qzi 

R 

Rp R
2 

Txj， Tyi 

:載荷操さ

:第m次の第 i種Hankel関数

:収束関数

:第m次のBessel関数

:半無限弾性体における横波の波長

:分岐線に近接して沿う膨端

:節点 iIζ働く x方向およびy方向の外モーメント

:働虫面の分割要素の総数

:第m次のNeumann関数

:節点iに働く外力

:アンカーの引き楊げ加振刀の振幅

: X. Yおよびz方向の荷重振幅

:節点iI乙働く反力

、/x2+y+ z2 (4章)、 =Ar/d ( 5章)
: =~ (z-H)2+~ ，可 (z+H)2+戸
:節点 iI乙働く x方向および、y方向の抵抗モーメント

-ix -



u;(z) (;=x.z):鉛直変位を基準にした各変位の相対振幅

Uzz(r¥T) 

可-;Uln

VL 

Vp • Vpm 

VR 

V s • Vsm 

w (x. y) 

a 

ao 

。。
a 

b 

bo 

5 

c 

Co 

d 

e1 • e2 

11，ん

1 Ck) 

gl' g2 

h 

hl' h2 

h 

k l' k2 

kp • kpm 

ks，ksm 

11' 12 

:中心より Fなる距離に作用するリング分布加娠によって中心より rなる距離に

生じる変位を表わす影響係数

要素の単位等分布力による j要素の変位を求める影響係数

Love波の伝播速度

:地盤の縦波の伝播速度、ただし添字mは第m層を表わす。

: Rayl eigh波の伝播速度

:地盤の横波の伝播速度

:w(x，y)/d 
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: ( )の実部を取ることを示す。

: Rayleigh極kRでの留数を表わす。

: Cauchyの主値を表わす。

i， j .m， n添字に使用
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第 1章緒 論

1. 1 続要

近年、海峡連絡橋で代表される長大橋や幹線交通機関に見られる高架橋の橋脚、橋台、あるいは

高層建築物の基礎、 LNG・LPGおよび原油貯蔵タンク等が水深の大きい海底や軟弱地盤地帯iと

建設されている。また、原子炉建屋は比較的良好江地盤に岡tl性の高い構造物として建設され、地下

発電所や廃棄物貯蔵のための施設等が岩盤内に建設されている。このように、土木、建築などの分

野においては、規模の大きい、かっ重要な構造物が立地および地質条件から、深い基礎を有する構

造物あるいは地中構造物として建設されている。これらの構造物の地震時における応答特性は少な

からず周辺地盤の影響を受けるため、動的設計に際して、構造物を取.り囲む地盤を含めた構造物一

地盤系の総合的伝動特性、いわゆる動的相互作用効果を評価することは重要な問題である。また、

乙の問題に関しては、約4年毎に開催されている世界地震工学会議においても第4回会議〔サンチ

アゴ、 1968)以来の部会テーマとして注目されている問題である1)。地上機造物一地盤系の動的相

互作用問題の解析は比較的取り扱いが容易なため、従来より多くの研究がえぶされている。これに対

して、根入れを有する構造物あるいは地中構造物一地盤系の動的相互作用問題においては、地盤内

部の加振力による波動の伝播特性を把握する必要がある。しかるに、地中加振力による波動伝播問

題の解析は数理的伝取り級いが複雑となるため、この問題に関する研究は少ω、。また、これらの

研究は、多層地盤への拡張がむずかしいのが現状であろう。

乙のようほ背景のもとで、本論文は、三次元等質等方半無限弾性体内部におげる定常加振刀によ

る変位・応力解を、マトリックス積の演算のみによって容易に誘導できる方法を提案する。そして、

この成果をふまえて、弾性体内部における波動の伝播特性に関する研究についてまとめたものであ

る。

1.2 従来の研究

地盤内部の加振力による波動伝播問題については、地震波動の研究の分野において古くからすぐ

れた研究がみられる均九以来、地震の作用を受ける構造物一地盤系の動的相互作用効果の把握は

どのため、多くの研究がなされてきている。ここでは、波動の伝矯問題を取り扱った既往の研究の

どく一部に過ぎないが、主として地盤を三次元の波動伝播媒体として取り扱った研究について概観

する。

地震倒閣する初期の研究は、 CreenとSt悦 sによる僻蝶体の波動伝播に関するものであるず

その後、地盤を弾性体と考え、地盤表面の点加振刀による地盤の変位挙動を求めたLamb5)の研究
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は、 &mssinesq問題の動的解とも言えるもので、これ以降の各種の波動伝播問題の基本とはって

いる。この研究は、その他に線加振、衝撃問題および、内部加振問題にも言及している広範な内容を

含んでおり、陥kano6)、La問od7)らは乙の研究をさらに発展させた。

ところで、地盤内部の加振源による変位の時間応答を扱ったものとして、次の研究が挙げられる

8)~ 1O) 
Pekeris は半無限弾性体内部の一点にHeavisideのステッフ閣数で表わされる鉛直集中荷重

が作用する場合の表面変位の時間応答をCagniard法を用いて求めており、乙れらの研究は波動伝

播問題の重要な現象の一つである回折波の存在する範囲を明らかにしている。 Pa凶 0仰 los11)は

乙れと同様な問題を移動荷重や非定常の荷重が作用する場合iζ対して行っている。 Awojobiら12)Ia:

衝撃力としてDiracのデルタ関数を用いて変位解を誘導し、 Cagniard法とD叶1amelのたたみこみ

13) .14) 
積分法iとより表面変位の時間応答を得ている。また、 Haskell 、Ben剖 eahemら J 、Harkrider

15). 16) 
らは内部震源による全応答への表面波の寄与に関する研究を行っている。一方、Helmbergd

• 19).20)  .' 21). 22) 
Gilbertら 、Ben-Me回hemり 、Wigginsり 、HronG ~.'， は加振源からの波動の伝播を

時間領域で追跡し、各地盤曹における反射・屈折を繰り返す度に波線の方向を考慮して波動の各成

分を合成して、地盤内の地震動を直接時間領域で求める波線合成法に関する研究を行っている。こ

れらの研究は、地躍発生機構の解明に関するもの、あるいは断層震源モデルとして内部加振刀を作

用させたときの人為的な地震動の作成に関するものである。

一方、周波数領域における波動の伝播特性を把握するため、地盤内部の定的日振力による地盤の

23rー25)
応答を取り扱った最近のものとして、次の研究が挙げられる。松岡ら は、 Mindlin解の誘

導と同様に鏡像の原理を用いて、全無隈弾性体iζ対する定常解の素解と変位ポテンシャルの重ね合

わせによって、内部の点加振刀による変位・応力解を得ている。さらに、松岡らによる解法は剛基

26) 
盤を有する弾性体内部の点加振問題の解析に拡張されている 。しかしはがら、松岡らによる解法

を多層弾性体へ適用する場合、各層閣の連続条件によって未知係数が増え、容易に未知係数を決定

する乙とができないため、乙の解法の多層弾性体への拡張は難しい。一方、 Lucoらzq28)、筆者
• 29)~31) -'-_ ... ~"TT ，_ 32) 

およひ~Kausel ら社、いず、れも多層弾性体の分散関数の定式化に用いられている変位・応

力の一般解をベクトル・マトリックス表現するHaskell法お}と基づいて、弾性体内部の定常加振刀

による変位・応力解を求めている。したがって、これらの研究における定式によれば、容易に多層

弾性体に対する変位・応プ輝を求める乙とができる。筆者らの解法では、弾性体内部(多層媒体の

場合に削冒内)の加振位置に仮想、の境界を設け、弾性体を同じ力学定数の二層に分割する。一方、

Lucoらは、加振外力が存在する載荷層を加振位置で分割する代わりに、変位・応力の一般解に震源

項として特解を加えた形で載荷層の変位・応力解を表わしている。いま、筆者らおよびLu∞らの方

法を構造解析における伝達マトリックス法に対比してみるとき、前者は加振位置に新たに格点を設
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けることに相当し、後者は荷重項として取り入れる考え方に対応している。これらの解法に対して、

Kause!らは各層の伝達マトリックスから層境界の力一変位関係を与える層岡tl性マトリックスを求め

ている。すはわち、構造解析における直接聞惟法の考え方を用いた解法を導入している。

と乙ろで、上述の地盤内部の定常加振力による変位・応力解は、被積分関数の分母が零となる特

異点を有する波数に関する無限積分を含む形で表わされる。したがって、これら変位・応力解を利用

する場合、無限積分の評価が重要は問題となる。

.~ 29)， 35) 
野嶋ら 、筆者り は、点加振問題の変位解に含まれる無限積分をCauchyの主値積分項と

留数項に分け、数値積分の収束性を考慮した直接数値積分法による評価を行っている。さらに、筆

者ら35)'"1応力解』ζ対しても直接数値積分法を適用している。一方、小ぽ~血球e!関数の対称性

を利用して無限積分から有限積分への変換を行っている。しかし、イ嚇の方法は地盤表面における

表面変位解に対してのみ有効は評価法であり、地盤内部における変位・応力解に適用する乙とはで

きはい。乙のように、波数に関する無限積分の数値積分は煩雑は手続きを必要とするため、数値積

分を必要としない近似解の提案も行われている。たとえば、田治見37)、Kause!ら38)は、有限要素

法の一変形である薄層要素法による剛性マトリックスを用い、モーダル・アナリシス手法によって

変位・応力解を誘導し、波数積分を解析的に評価している。また、長谷川らお)は、載荷位置に深さ

方向に低想を設け、左右領域に薄層要素法を適用して変位・応力解を得ている。

以上は、点加振力による変位・応力解を取り扱ったものであるが、地表面と平行は水平面上の矩

形面に作用する等分布加振刀による変位・応力解は、特異点を有する無限二重積分で表わされる。

乙のため、百laI1S0nら40)および小堀ら41)は、無限二重積分を変数変換した後、積分を主値積分項

と留数項に分け、直接数値積分によって地表面の加振力による地表面変位を求めている。また、

Ho!z!伽 ler42)は、同じ問題に対して積分変数を複素平面に拡張してLambの方法的による複素周

囲積分を行い、その結果得られる有限積分に級数展開近似を導入して近似解を得ている。一方、筆者

らは、 E明暗ら 3)iÒ~曜の無限積分に用いた分岐線積分を伴はう複素周囲献を用いて、地盤内部

の加振刀による変位解の評価を行っている。ところで、地盤に内部減衰を考慮して、地盤を粘弾性

体とする場合、その変位・応力解も、特異点を含む無限積分で表わされるが、特異点が複素平面上

にあるため無限積分の評価は容易とはる。Lucoらは多層地盤に対する解析を行っているが、地盤を

粘弾性体と考え、弾性地盤に対しては避けることのできない特異点を含む無限積分の評価におけ

る煩雑さを回避し力ハ弘また、筆者らが提案する定式と同様の方法を用いて多層地盤の解析を行っ

た吉田ら43)および平沢<<)らも、地盤を粘弾性体として取り扱っている。

このように、半無限媒体における変位・応力解は、波数に関する無限積分を有するため、既往の

研究では無限積分の評価に種々の工夫が施されている。乙れに対して、全無限媒体に対する変位・
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応力解は無限積分を含まないため、変位・応力解の数値計算は容易である。全無限弾性体に対する

定常解は、既にLamlPおよびKq)fadze45)らによって求められており、出加no46)は鏡像の原理を

用いた変位解のみによる近似の半無限解を利用して鉛直加振を受ける杭の周波数領域における応答特

性を求めている。また、同様の概念によって、小長井ら 47~ 48)は、鉛直および水平加振を受ける杭

の周波数領域における応答特性を求めている。

以上の研究のうち、いくつかのものは層状地盤への拡張28)μ)もされているが、主として地盤を半無

限弾性体と仮定したものである。このため、近年の地盤工学では、複雑な地層構造や地盤の力学特

49) 
性などを解析に取り入れる乙とができる有限要素法の利用 ノが積極的に行われている。

領域型解析法である有限要素法を地盤部分に適用する際において、最も問題となる点は地盤の無

限境界を有限境界で近似化する点であろう。静的問題に対しては、乙の近似化によって生じる誤差が結

果に及ぼす影響は小さし、乙れに対してよ動的問題では、近似化した有限境界における反射波の影響を

無視できないため、粘性境界や伝達境界などの仮想境界の導入による無限境界の効果を実現する工夫

が怨されている。 Lysmerら50)は、境界に作用する粘性力によって地中へ逸散する波動エネルギー

事 51)， 52)
を吸収する粘性境界を提案している。また、粘性境界に代わるものとして、 Lysmerり は有

限要素法の一変形である薄層要素法を導入し、半無限領域の剛性を相似させる伝達境界の提案も行

っている。乙れ以後、数多くの研究者によって、これらの境界の応用、改良および三次元問題への拡

張がなされていグ)~65)。一方、これらの糊境界や伝達境界』乙代るものとして、無限要素を用い

た有限要素法の提案66)，67)も行われてし、る。しかるに、特性境界、伝達境界および無限要素を設け

る場合、乙れらの境界に固まれる領域内を分割する要素寸法は、伝播する波動の波長に無関係では

ないため、要素寸法が解析結果に大きは影響を与えないように配慮する必要がある。さらに、解析

の対象とする構造物一地盤系の実際問題のほとんどは、厳密には三次元状態での解析を必要とする。

基本的には、二次元問題に対する解析法を拡張すればよいわけであるが、未知数の急激は増加によ

り計算量が膨大となり、解の精度、演算時間など、実際の計算においては少江からず問題が残され

ている。このため、二次元解法に面外への粘性誠衰を考慮した擬似三次元解法を用いた入射波動を

受ける剛基礎の応答を求めた研究68~ 69)もみられる。しかるに、乙れらの研究においては、波動論

による理論解をも寸問題の解析に対しては理論解との良い一致を示しているが、複雑な問題の解析

に対しては問題点が残るものと考えられる。すなわち、乙れらの解析法の精度は、常に波動論lζ基

づく理論解との比較、検討の上に成り立っているのが現状である。

近年、構造物一地盤系の動的解析においては、構造物と地盤の接触面に対して誘導される接触圧

を未知量とする積分方程式をGr巴en関数の離散化手法を利用して解く数値解析法が用いられること

が多い。この解析においては、地盤の柔性マトリックスの求め方lと多くの工夫が施されており、北
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村らの論文70)に、地上構造物一地盤系の解析に必要と怠る柔性マトリックスに関する従来の研究が

まとめられている。この地擦の柔性マトリックスを利用した解析法として、サプストラクチャ法がある。この方

法は、地盤の柔性マトリックスの逆マトリックスである地盤の剛性マトリックスと、有限要素法によ

る構造物の剛性マトリックスを合成するものである71)。一般に、湖皇は構造物に比較して大きな広

がりをもっため、地盤のモデJレ化に対して有限要素網の大部分を要し、構造物に対して詳細な有限

要素網を設けられはいことがある。そこで、構造物一地盤系の動的相互作用の程度をあらかじめ求

めておき、これを構造物に作用する外力として取り扱えば、有限要素によるモデル化は構造物の側

に対してのみ行えばよく、モデルを細分する乙とにより高い精度の結果を得ることができる。この

.72)-76) 
方法を利用したものとしては、杭基礎を有する構造物の地震応答解析を行った竹宮り

. 77)-79) 
性体上の剛体精造物の応答を扱ったWongり 、半無限粘弾性体主の二次元構造物の応答を求

めたChopraり 、半無限弾性体上の板状構造物の応答を調べた井口 、北村ら )の研究、さ'_ 80). 81) 

らに、立体構造物に三次元有限要素法を適用した北村ら84~ 85)、小林86)の研究はどが挙げられる。

これに対して、有限要素法と並んで最近注目を集めている解析手法の一つに境界積分方程式法

87). 88) 
(以下、境界要素法と呼ぶ)がある。この境界要素法については、たとえば小林 ' のこの分野

の研究展望に関する論文に、構造物一地盤系の動的解析への適用例についての数多くの文献が紹介

されている。この境界要乗法は、問題領域における支配微分方程式を境界上の積分方程式に変換し

これに有限要素法と同様に離散化を施して解を求める数値解析法である。したがって、境界上の未

知節点量だけが最終的に解くべき方程式の未知数となるため、領域型解析法である有限要素法に比

較して小さな次元のマトリックスを取り扱うことにfより、入力データの数や計算時間が対面に短縮

できる。このため、地盤などの無限媒体に関する問題に対しては容易に無限境界を取り眠うことが

でき、近年、この解析法が構造物一地盤系の動的相互作用問題の解析に適用され数多くの成果を挙

89) -96) 
げている 。ところで、根入れを有する構造物あるいは地中構造物ー地盤系の動的相互作用

問題の解析に境界要素法を用いる場合、地盤内部における点加振力による変位・応力解、すはわち

基本解が必要とはる。とくに、地表面近傍に位置する構造物および周辺地盤の動的変位挙動を境界

要素法を郎、て鰯庁する場合には、半無限媒体に対する基本解が必要である。しかるに、ヨ欠元半

無限媒体における変位・応力基本解は、定式における数学的手法が難解で、また先に述べたように

基本解i乙含まれる波数積分の評価が問題となるため、全無限媒体における基本解を用いているもの

が多いのが現状である。

このような状況を考慮すれば、境界要素法の通用に際してのみた五らず、粘性境界や伝達境界はど

を用いた解析法および各種の近似解の比較、検討の基準としても、今後、波動論iζ基づく半無限弾

性体の変位・応力の理論解、さらに層状弾性体の変位・応力解は必要であり、かっ重要tJ，役割を果
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すものと考えられる。

1.3 本論文の目的と内容

地表面の調和振動外力に対する地表面の動的挙動、いわゆるLambの問題は、波動論による地盤

表面上の構造物ー地盤系の動的解析に必要とする重要な基礎理論で、以来この種の問題は数多くの

研究者によって研究がなされている。一方、根入れを有する構造物あるいは地中構造物一地盤系の

動的相互作用効果を評価する場合においては、地盤内部の加振力による地盤内部¢峨動伝播特性を

把握する必要がある。地盤内の挙動を知るためには、地中に生ずる変位・応力を求め江ければ江ら

ない。しかし、それらの誘導は、相当の数学的知識を必要とする。しかも、既往の研究における変

位・応力解の誘導方法では、多層地盤への拡張が難しいのが現状でるる。

乙のような状況を考慮して、本論文は、こ白問題に関する一つの解析法として、数理的な取り扱

いか容易はマトリックス法による変位・応力解の定式を提案する。すなわち、三次元半無限弾性体

内部における変位・応力解をベクトノレ・マトリックス表現して、伝達マトリックス法によって、定

常加振力による変位・応力解を誘導する。乙の方法は、マトリックス積の演算のみによって、多層

弾性体内部の定常加振力による変位・応力解を容易に求める乙とができるという利点を有してb喝。

との変位・応力解を用いて、半無限弾性体内部の周波数領域における波動の伝播特性を解明し、さら

に構造物ー地盤系の動的相互作用問題への変位・応力解の適用iζ関する基礎的な検討を行うもので

ある。

次に、本論文の内容について概要を述べておく。まず、第 1章においては、本論文の研究範囲を

明確にするため、従来の研究について概説し、さらに本論文の目的について述べる。

第2章では、多層弾性体に対する変位・応力の一般解を表わすベクトル・マトリックス表現を円

筒座標系およひ直角座標系iζ対して求める。これらの一般解は、点加振問題においては荷重項を

Fαlr ier -Besse 1変換するために、また矩形面上の等分布加振問題においては荷重項を二重Fourier

変換するために必要となる。これら二つの座標系に対するベクトlレ・マトリックス表現した変位・

応力解を利用して、伝達マトリックス法による多層弾性体内部の定常加振力による変位・応力解の

定式を提案する。また、多層弾性体のもっとも簡単広場合として、二層弾性体を例にとっで波動の

分散性を調べ、変位・応力解iζ含まれる波数積分の取り扱いについて若干の考察を行う。

第3章では、半無限弾性体の内部加振問題を加振位置に仮想の境界をもっ同じ力学定数の仮想の

二層弾性体とし、第2章で提案した変位・応力解の定式を利用して、半無限弾性体内部の定常加振

力による変位・応力解が容易に誘導できる乙とを示す。また、点加振力による変位・応力解ととも

に、地表面と平行な矩形面上に分布する等分布加振力による変位解の誘導を行い、点加振力および
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等分布加振力による弾性体内部の変位挙動を調べる。ところで、半無限弾性体内部の定常加振力に

よる変位・応力解は、一つの特異点(Rayleigh極)を有する波数に関する無限積分を含むため、解

析的に解を求めることはできない。このため、点加振問題に対しては積分の収束性を考慮した直接

数値積分法を用いて無限積分の評価を行う。一方、等分布加振問題における変位解は、二重無限積

分となるため、若干の数理的変形を施した後、分岐線積分路を伴う複素周囲積分を用いて無限積分

の評価を行う。はお、この複素周囲積分の適用に際しては、虚軸に沿う無限積分を有しているfこめ、

新たに提案した方法を用いて無限積分の評価を行う。さらに、各加振問題において加振振動数、加

振源深さおよび加振源からの距離ほと、が変位挙動に及ぼす影響はと、についての考察を行う。

第4章では、全無限弾性体と半無限弾性体に対して次に述べる二つの問題を解明し、自由表面の

存在が変位・応力に及ぼす影響を考慮する。境界要素法を構造物一地盤系の動的解析、とくに地表

面近傍に位置する構造物および周辺地盤の挙動解析に用いる場合、利用する基本解によって二つの

方法が考えられる。すなわち、全無限媒体に対する基本解を用いて地表面を近似的に実現し、半無

限媒体iζ対する解を得ょうとする間接的は方法と、半無限媒体の基本解を用いる直接的な方法であ

る。前者に対する基本解は、無限積分を含まはいため、数値評価が簡単で利用しやすい利点を有し

ている。そこで、全無限弾性体の基本解iζ鏡像を重ねただけの解、いわゆる応力境界条件の一部を

無視した近似半無限解が、どの程度まで半無限弾性体の基本解を近似することができるかについて

調べる。次に、円形と矩形(円形と同じ面積を有する正方形)面上に分布する各種分布形状を有す

る加振力による変位解を全無限弾性体と半無限弾性体の両者に対して誘導し、加振源深さによる載

荷面中央の変位挙動を調べる。

第5章では、半無限弾性体内部の加振力による変位解の応用例を示す。まず、半無限弾性体内部

の円形加振問題における変位解の応用として、弾性地盤に埋設された支庄式アースアンカーが定常

加振力を受ける場合の変位挙動の解析を行う。アンカーを半無限弾性体に埋設された耐性をもたな

い完全たわみ性、および剛円盤とした二つの場合についてのアンカーの動的変位挙動と埋設深さの

関係について調べる。また、地中の外乱(たとえば、地中発破はど)fとよる地盤表面の変位挙動に

関する基礎的研究として、半無限弾性体内部の球状加振力による弾性体内部の変位解を誘導し、点

加振力と球状加振刀による表面の変位挙動の比較を行う。最後に、波動入射問題に対する研究とし

て、地盤内部の加振力による地盤上の板状構造物の応答と周辺地盤表面の変位挙動を調べる。この

場合、半無限弾性体上に置かれた板状構造物に板要素による有限要素法を適用し、半無限弾性体内

部の点加振力による板状構造物一弾性地盤系の動的相互作用解析を行う。

最後に第6章では、各章における要旨および研究結果を総括して、得られた成果、今後の諜題fよ

どを要約して結論とする。
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第2章 定常動的問題における変位・応力の一般解

2， 1 概観

半無限弾性体の表面i乙定常加振力が作用する場合の波動伝播i乙関する研究は、 Lamb)によって

行われており、乙れ以後の波動伝播問題i乙関する数多くの研究の基礎となっている。一方、弾性体

内部に定常加振力が作用する場合の波動伝播問題i乙関する研究は、表面加振問題i乙関する研究の豊

富さに比較してきわめて少ない。しかるに、弾性体内部の定常加振刀による変位・応力解は、精造

物一地盤系の動的相互作用効果を評価する際、周波数領主義における波動の伝播特性を把握するのに

必要となる。また、構造物一地盤系の動的解析のー解析法であるサプストラクチャ法において必

要となる構造物と地盤の接触面に対して得られる地盤の柔性マトリックスを求める場合にも、弾性

体内部の定常加振力による変位・応力解は重要である。さらに、乙の地盤の柔性マトリックスの逆

マトリックスである地盤の剛性マトリックスと構造物の剛性マトリックスと合成すれば、構造物一

地盤の連成系の動的解析が可能となる4;一方、最近のように構造物が重要かつ巨大化する傾向に
対して、構造物の大きさに比較して地盤の多層性を無視する乙とは妥当ではないで‘あろう。乙のた

め、今後多層地盤iζ対する波動の伝播特性の研究もますます重要となろう。

本章では、弾性体内部の定常加振力による波動の周波数領域における伝播特性を把握するために、

まず、多層弾性体iζ対する変位・応力の一般解を表わすベクトlレ・マトリックス表現を円筒座標系

および直角座標系に対して求める。次i乙、これらの二つの座標系におけるそれぞれのベクトル・マ

トリックス表現を利用し、多層地盤への拡張を考えた伝達マトリックス法によって、多層弾性体内

部の定常加振力、すなわち点加振力および分布加振力による変位・応力解の定式化を行う。さらに、

多層弾性体l乙対する分散関数として二層弾性体を例にとって、波動の分散性i乙関する考察を行う。

2. 2 変位・応力の一般解

2. 2. 1 円筒座標系に対する基礎式

図2-11乙示すような円筒座標系(r， ()， z ) 

において、三次元等質等方弾性体に対するNavier

の運動方程式は次式のように与えられる。
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θd μ2θ U(} Ur 、冷2Ur 
( A十μ)τ一+μr2Ur一一(一一一十一一)=ρ 一一二

d r r . r θr r θt2 

1θd μ U(} 2θUr θ2U(} 
( A十μ)一一一+μr2U()-~ (一一一一一一)=ρ 一一一

θ() r r r θ0θt2 (2. 1 ) 

θJ a2u. 
U+μ)一一 +μr2Uz ρ一一三
θz θt2 

Ur θU r 1θ U(} θUz 
ただし、 d=7十77+7717+77 (2.2) 

r
2θ 1θ1θ2θ2  
=五戸+rar十万五百τ十五五 (2. 3) 

ここで、 Ur，U(}，Uzは r，() ， z方向の変位、 dは体積ひずみ、 r2は Laplace の演算子、人

μは L阻 e'の定数、 ρは密度である。

次に、式 (2. 1)は回転成分 (ωrωoωz)を用いれば、次式のように書き直される。

θJ . 1θωzθω0 、 θ2Ur
( A+2μ)一一一 2μ(一一一一一一一一)=ρ一一一

θr r θ0θz θ12 

1θdθωrθωzθ2U(} 
0+2μ)一一一一 2μ(一一一一一一一)= p一一一
rθ0θz  θrθt2 

(2. 4) 

θJ . 1θ ( r，ω())θωr 、 θ2UZ
0+2μ)一一 2μ(一一一一一一一一)=ρ一一一

θz r θrθ()  .θ12 

ただし、
1 ， 1θ Uz θU(} 、
ω 1  -一一一一一一一一一一一ー 1 
2
、

rθ0θz

lθuγθUタ
ω() =一(ーーム一一ーヱ)
2θz  θr 

(2. 5) 

1 ， U(} θU(} 1θUr、
ωタ=-¥一一ー一一一一一一一一一一一一一一 』
制

2
‘ rθr rθ() 

， 

式 (2.4)、(2.5)より、変位(ur， U() ， Uz )を消去すれば次式となる。

θ2J 
U+2μ) r2 J =ρ

一一一θ
12 (2. 6) 
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μ(θ2ωr 3θωr 1 71θ2ωrθ2ωr 2θωzθ2ωr 
一一+一一一十 町十 一一+一一十一一一 )=ρ一一
θr2 r θr r2' r2θ02 θZ2 r θz θt2 

θ2ωo 1θωoωo 1θ2ωoθ2ωo 2θωrθ2ωo  
一一一十一一一一一一+一一一一十一一一十一一一一 ) =ρ一一τ~ (2. 7) 
θr2 r θr r2 r2θ02 θZ2 r2θo ' a t 

θ2ωヲ
μJ72w? = ρ一一子

旬 at2 

iωt 
なお、本論文では調和振動を対象としているため、以下の記述においては時間項eの表示を省略

する。

こ乙で、

ρω w
2 
= kh2 • 

A+2μ Vl Y'  
d
一WJ

N
一μ

とすれば、式 (2.6)および式 (2.7)の第3式は次式となる。

(J72+kρ2) J ，= 0 (2. 8) 

(J72+ks2)ωz = 0 (2. 9) 

式 (2.8)、(2.9)の解は変数分離によって次式のように求められる。

(2) _ ， _~~~ r cos mO 
J = AmH~'(kr)e判tZ { --.-.._~ (2.10) 

川 m ' ... ， - l sin mO 

(2)" _~(J~ r sinmO 
2ωz=BmHm(hf)e4z{-cosmo(211)  

たt:.'し、 a2=k2-kp2， fJ2=k2-kS2 

また、 Ff;?( )は第m次の第2種H拙 el関数、 Am，Bmは未知係数、 mは加振問題により決

まる定数である。

式 (2.11)より、式 (2.7)の第 l式と第2式i乙対する解は次のように求められる。

(2) . _ (2) 
βθH~ (k r ) . ~ mHm (k r) 
:t 'k2 Bm ----ar一 +Cmーーァー}げz{ (2. 12 ) 

(2)α〕
βm _ H~(k川 θH:;n(kr) 

2ωO={:tτBW12一一一+Cm一τァー}eotfJz { 。
/?' r d 

(2. 13 ) 
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ここに、 Cmは未知係数である。

ところで、本論文では f→∞で変位が01となる進行波のみを取り扱う。また、式(2.10)-

(2. 13)に含まれるHankel関数は、 r=Oで無限大となる Neumann関数の項は解として不適当

であるため除かれる。したがって、式(2. 10) -( 2. 13)は次式のように書き直される。

a
v
A
0
 

m

m

 

s

n

 

3

z

 

r
h
v
e
d
 

r4Bt 、
z
 

¢
 
±
 ρU 
、、，，J
，
 

グ
，1R
 
r
‘、、m
 

v

，，， m
 

A
 

一一da 
( 2.14) 

rβθJm(kr) • ~ m Jm(kr) 
ωr={±EEBr77一+Cm--7-}64z{ィo.Sm(} 

mf3 _ Jm(kr) θJm(kr) 
2ωo={±EZ Bm-7一+Cm-77一}e""f3z { :;~:~ ( 2. 15 ) 

2ωz=BmMT)e±FZ{-:;コ;
式 (2.14 )、(2. 15 )を用いれば、最終的i乙変位 (Ur_U(}_Uz)は次式のように求められる。

1 a Jm(kr) Mrl'7. ~ m Jm(kr) J 一一一一-'e明+Bm一一一一一~ e"'f3z Ur = t -Amkþ~ θ r -'" k2 r 

a
u
a
u
 

m

m

 

s

n

 

n
υ
.

，e 

pし
W

O

O

r」
L
l
r
J
 

タ旬ρu
r
 

±
 ρu 

、、，，
m
グ'-
'
R
-

rs

、『
ehv-v' 

h
一θ
m
U

一

ρ
y

一MM
m
 
c
 

一十 ( 2. 16 ) 

U(}ニ { Am ，-~ Jm竺~e"'az ー BW111h竺~ e"'f3z 
l '."'kl: r -'" k2 θr 

mf3 Jm(kr) 
士Cm古ーでーがz } {一一a' 一一 r...."S 

( 2. 17 ) 

b2 似"ρ

Uz = {平Am;~ Jm (kr )e""az一Cmjzjm(hrM4z}{;;;二i
D "S 

(2. 18 ) 

-tωt. ._ _ . ，_.. ~._，_.~.._ .!1)" __， ~ __ ._ ..(2) 
注 1)調和振動の時間項がe となるときは、発散波としてHゐ(kr)を取り、 Hm'(kr)は

入射してくる収束波となる)。

~l) ，.， ..(2) 
H;'; (kr)= Jm(kr)+ iNm(kr) ， H-;'(kn= Jm(kr)-iNm(kr) 

乙乙iζ、Jm ( ) ，Nm( )はそれぞれ第m次の Bessel関数および Neumann関数である。また、

i=J二了である。
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一方、応力 (0 r ， 08， 0 z ， "8z，τzr， "r8 )については、次に示す応力一変位関係式、

θUr . _ 1θU8 ur， iiUz 
Or= ，1.:1+2μ--' 08 = ，1.:1+2μ( 一一一+一一) oz=，1.:I+2μニ二三。r "r θ8 r “ θz 

1θUz θU8 θUr θUz 
"8z=μ(一一一+一一 "zr=μ(一一+-." "') 

θ0θz θzθr 
θU8 U(}. 1θUr 

"r8ニ μ(コ一 一一+一一一)
8r r rθ0 

より、次式のように求められる。

デ=[含{ばJm(kr)-2kp川r)一 2今;22}e±

2mBmθ Jm(kr) '¥ or.Bz-:-2(3Cm θ2 Jm(kr) 
+一一一(一一:.:....!..)er.(3z+一γ が z]{:~~:: (2，19) 
k2 θr' r / - ks θr2 

08 rAmr，2. ~L2. ~""oJm(kr) 7ニ〔E7{hJjm(hr)ー2kpJm(kr)十2m2ーフγ一}er. 

ー竺主笠笠必竺 er.(3 z -I.竺竿~ Jm生Le4z〕{CMO (220) 
k2 r θr ks. r 

(k
2
+ (32 )Am T rhv¥"r.aZ-2 k

2
(3Cm 子={-hp2mMr)e±勺 τァ川げμ}{…。 (2.21) 
ψ 

τ8~ _J...... 2maAm JmCkr)"r.az-:-βBmθJm(kr) 
一一=.f十一一一一一一一一......:e r.α 十一一一一一一一一~e土向
μl- ks r k2 θr 

m(k2+ (32) Cm Jm(kr) 
h2-7-e4z}{…四

一一‘-S 

r_2aAm θJm(kr) ~+rI'" ， m(3 Bm Jm(kr) 
7={+ヲTワ7FdZ±17-7rpz

(k2+ P)Cm θJm (kr) 且

-hJ づ7-64Z}{mtmo 

"r8 mAm θ Jm(kr)"¥ Jm(kr). 1θJm(kr) 7zIT{五(-7-)一つγ一+7-F一

Brrz Jθ2Jm(kr) 1θJm(kr) ， _.jm(kr) 1 
一4.J"，i一一一一一一一一一一+m一一一!....} er.(3z 
k2 lθr2 r θr r2 

(2. ?2 ) 

(2.23 ) 

士宅笠{ま(与均一与と)+守生)}er.(3Z]{ココ (2.24) 
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(1) 鉛直加振問題(軸対称問題)

鉛直加振問題のような軸対称問題においては、 m=oとなる。また、本論文での定式化における
境界条件iと現われない応力 (11 r. 11 {}. '{}z. 'r{} )を除けば、変位 (Ur Uz)および応力('zr， 

I1z )の一般解は次式のようになる。

Ur =-k{ C1 e-az十 C2eαz-s C3 e-sZ + sc4esZ} 11 (kr) ( 2.25・a)

Uz = {-aC1e-αZ十αC2eαz+k2C3 e-βZ+k2c4esz} Jo(kr) (2.25・b)

'zr = -kμ{-2αC1e-αz+2αC2 eaz+ (k斗 s2)C3e-sz 

十 (k2十戸)C4esz}11 (kr) (2.25・c) 

。z=μ{(k2十戸)C1e-az十 (k2+β2)C2eαz_2k2sC3e-sz 

+2k2sC4esz} Jo(kr) (2.25・d)

ここに、 C1=C2=-Aolkp，C3=C4=ーColばなる置き換えを行っている。

したがって、式(2. 25 )を図2-21乙示すような多

層弾性体の第m層の変位・応力の一般解を表わすベ
。

クトル・マトリックス表現i乙書き直せば次式のよう 1'"""1 7lI1lT"' z 
l 

になる。 E 2 

'zr 
m-l 

k 11 (kr) ， J 0 (k r) ， hμ1J 1 (kr) m 

m+l 

μ1J 0 (kr) J m n-l 

Half-Soace n 

=〔Dm]{CI，C2，C3C4L

' z 

(2.26 ) 図 2-2 多層弾性体モデル

内

dnL
 



ただし、

ー吟ηZ e偽ηZ -fime-
fimz 

fim e
fimz e 

ーαme
偽ηZ ame匂zz k2 e-fimZ Jilefimz 

[DmJ = 

-2αmf-l:ne吋♂ *偽ηZ (k2十以 )μ~e-fimz (k2+品)μ::Zefimz2αmμine 

(k2十砂μよ e-~ (k2十品)μよe匂tZ ー2K2pmAe-pmz 2k2fim均ηefimZ

a~=k2-kp~ ， fitit=k2-kstst， kρm=ωIVpm， ksm=ωIVsm，μ品=μmlμ1

また、 μ1，μmは第 l層および第m層のせん断弾性係数、 Vpm，Vsm はそれぞれ第m層の縦波およ

び横波の伝播速度、 JoC)，!tC )は第O次、第 1次の Bessel関数、 C1-C4は未知係数である。

(2) 水平加振問題(非軸対称問題)

水平加振問題のような非軸対称問題においてはm=lとなる。また、鉛直加振問題においてと同

様iζ、定式化、における境界条件に現われない応力 (σr， 00， rrO)を除き、さらに、次に示すよう

な関係式、

ux=urcosO-uosinO Uy=ursinO+ uOcosO 

十

を導入すれば、変位・応力解は次式のように求められる。

Uy= kcωOsinO{Cle-αz十C2eaz十C3eイ
Z十C4efiZ}hCkr) ( 2.幻・a)

百=-k{ Cle-az十C2eaz十 fiC5e-fiz-fiC6efiZ} JoCkr) C 2訂・ b)

ャ ω{αCle-~C2rz+;M-FZ十 ?C46FZ

4C5e叱 ;C6ePZ}川) (2.27・c) 
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r n ~，~ ~-az ~az / k2 ~-R ム
'1 =-kμ{2ac1eαZ_2αcze

az
+(ー十fJ2)C3e-(iZ+(ぞ+fJ2)C4esz

‘ 2 '/-V- '2 

、‘，
J
V
'
 
k
 
，，、の4
r
J
 

、tr
J

Z
 

ρμ' ρu 
戸

h
v

円し

が一

2
+
 

タ
-aμ' ρU 

F
h
u
 

円し
ur
一2
十 C 2.27・d)

弓=的

b2 ι 

十(計約C5e-/f与(?十円c6ef:iZ}JoCkr) C 2.27・e) 

。Z=ーμcω8{C k2十s2)Cl e-az + C k2十(2)czeαZ+k2 sC3e-sz-k2 sC4 esz 

十 k2sc5e-sZ-k2sc6esZ}ftCkr) C 2. 27・f)

なお、式 (2，27>中の未知係数C1-C6は A1-Clを置き換えて得られた係数である。

したがって、式(2，訂)を多層弾性体の第m層の変位・応力の一散解を表わすベクトル・マトリ

ックス表現i乙書き直せば次式のようになる。

{U  U W 
一 一一-kjzCkr)' kJoCkr) ' ltCkr) ， 

，
 

a
)
 

一グ'
一ム
Mm
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、
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一μ一
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、
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一円一
r
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国

-
一μ一
'hn

。、T
μ1 ft Ckr) Jm 

= [Dm J { Cl ，CZ， C3 ，九C5，C6a

ただ、し、 CDm) = 

C 2.28 ) 

e ー偽ηz e 吟nZ Pme -PmZ _Pme
fimz 。 。

叫lIZ e~奇nZ 。 。 Pme.s，nZ イ'mlm
z

e 

C時?tg
-eヰIzZ

-吟ne叫Z k2 -PmZ k2 ~PmZ k2 ~ -PmZ k2 .PmZ 
-2 e -e e ~~e 

2 2 2 

ー偽nZ ホe匂gz 4hE2+Fn2z ホV寸fmz h2 Fn2z f与ホdnpmzh2均*ne-Hmz h2 * Fpnz 
2偽似品 ー2αmμ，;，e 

... (-;;-+Pni) /初(ー2+PnI) ぷZ つ6
JI初，e

2rtm'L，~，ëa.… 
白.Z 白骨nZ h2J'pa h2JmZ K24mz  h2Jmz  
-2 <tn州，~e 一ー-JE9*η : "，~， é'm~ (~~+Pn~)"，~el'm~ (~+Pn:)1品

2 
2 '，，，- . 2 . .... ... 2 

2 与如切~， e叫111μJl戸Z (k'l~ p，，: ヲ 辛e'叫向z戸11戸z 事e吟p"川? 句切?η1e 句恥， ι (k2+ PlI;) ，~;， e-'''- (k"I~P，，;) ，<，;，e'" k2Pm'~;' “ k2Pm'~;lf"'- k2Pm，~~，e' '" -k2Pm'<m 
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U v cos 2 () 

v = ::!Uy一一--一一ー一一
cos () sin () 

十 L，)=三互ιー三fι
“ cos () s in () 

また、 J2( )は第2次の Bessel関数である。

2. 2. 2 直角座標系に対する基礎式

図2-31乙示すような直角座標系 (X，y，z)に

おいて、三次元簿質等方弾性体に対するNavierの

運動方程式は次式のように与えられる。 E 

θ Jθ2U .. 
( ，1十μ)ア十 μj7ZUX=ρ一一子
ax at2 

θJ θ2U"， 
( ，1+μ)一一十 μ172U V =ρ守一--L
θy ノ θt2

θ dθ2U勿
( ，1 +μ)~一 +μ17 2 Uz =ρ一一子
az at2 

ただ、し、
θU.，. θu‘ θuタ

J 一一ニ+一一一ι+一一二
θzθyθz  

17
2θ2θ2θ2  
=一一τ一+一一一一+一一一一。X2 θy2 θZ2

Uヲ
w=一一ニー
cos () 

。
z 

，
 
，
 
，
 
a
 

，
 

a
 

，
 
，
 、 IZ、 l

、、 t、1、a 
(:::. Y. Z) 

z 

図2-3 直角座標系

(2.29 ) 

( 2.30 ) 

(2. 31 ) 

乙乙で、 UX，Uy，Uzはx，y，z方向の変位である。

次i乙、式(2.29 )は回転成分 (ωz ωy ωz)を用いれば、次式のように書き直される。
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θL1 ，8ω旬 8ω"， 82u・a
( ，1+ 2μ)一十2μ(ニニL一一三)=ρ一千
θzθzθy / 8t2 

θL1 ，8ω'" 8ω'... ， 82u'I) 
(，1+ 2μ)ー十2μ(-Lーーと)=ρ -..Y 
θyθxθzθt2 

( 2. 32) 

θL1 ，8ωγθω'" . 82u." 
( ，1+2μ)一 +2μ(-Lーニユ)=ρ一一三
θzθyθxθt2 

ただし、
1 /θUz θUv、

ω..= 一一一一一一一一2、θyθz ノ

1 /θUx θUz 、ω制=一一 l一一一一一一ー一一一 l 
J 2、θz θx ノ ( 2. 33) 

1 rθUy θUx 、
α)" =一一一一一一一 l
~ 2、θx θy ノ

式 (2.32)、(2.お)より、変位 (Ux，Uy，Uz)を消去すれば次式となる。

θ2L1 
( ，1+2μ )p2L1 =ρ 一一?。t2 ( 2. 34) 

尚一

w
θ2ω ， 

/.lP"ωy=P石ず (2.35 ) 

ー θ2ω唖
μF話ω7.=ρ一一ーと

“ θt2 

さらに、式 (2.34)、(2. 35 )は円筒座標系におけると同様の変形を行えば、次式となる。

( J7 2 + kl) .d = 0 (2.36 ) 

(J7 2+ kS2)句 o

(J72+ kS2)ωy = 0 (2.37 ) 

(J7 2+ kl)血栓 =0 

式(2.36)、(2.37)の解は変数分離によって次式のように得られる。
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i e. xi  ξy 全αz
.1 = Ae' e'-e (2.38 ) 

タ
-
a
u
f
 

ま

ρU 

制

vdpι一，u--e ρu 
z
 
i
 

z
、
・
zρU B
 

一一x
 

m山
内

L

ie， x )ιy _"'f1z 
2ωy= ce -， ez-e (2.39 ) 

ie， x ){，y >f1z 
2ωz= De' ez-e 

ただし、 d=EJ+守ーが， F2zq斗EJ-4，K2=EJ+E22である。

また、 A-Dは未知係数である。

式(2.38)、 (2.39)を用いれば、最終的に変位(ux， uy， uz)は次式のように求められる。

UX=-iS{Cle也十C2f+βC3Jz-PC4Jz}ei
〈4Z十もy)

(2.40 ) 

Uy =-i三{C164+C26a+FC564z十代61
z
}e
i<ヤ+ヤ)

(2.41 ) 

Uz= {aC1e
-aZ
ーαC2f+42C3e-h守c41z

。 -f1z. .0  
_ _f1z) _i <e，x+とy)

+も:2C5e'+，22c6e' } e (2.42 ) 

一方、応力 (Ox，Oy，Oz，τxy，T:yz， T:zx )については、次に示す応力一変位関係式、

θuゲ θu
‘' θ

U"，
ox= À..1 +2μ~ OV= .1..1+2μ一一..L Oz= .1..1+2μ一一乙

θX J θy ー θz

丸町 且U，.. ， ， 8刷 局制 θux 8u 
T:xy=μ(示+ず)， T:yz =μ( ~~互+示)， T:zx=μ(す +3f)

より、次式のように求められる。

子={ゆ2a2ーU22)Cle唱+件:i+2a2ー2f)C2f

• ^ 

_ 

_-f1z ".. ̂  
_ jz) "i <e，x+{y) + 2 S2 f1 C 3 e' -2 e，伊C4e'} e '"1 主 (2.43 ) 

司

t
n
d
 



子={ ゆ 2aL 2 (12)Cle 哨+仰仲+サ2αa2 一2μ代符5C々川e儲

ーがZ f:JZ， !Cεx+E v) 
+ U
2
2(3 Cs e' ー2'22βC6O } e 

--1 ."2--
(2.44 ) 

与=一一べ{(仲hが叫2斗+吋(32灼附2勺)児Clf+(件h炉叫2斗+吋(32灼仰2勺)河CQ2f 一2勾54守仰:2

。ー'Z _.0 
_ _ jz， _iC"x十'oy)

-U2
2(3cse' +U22(3C6e' }e (2. 45) 

ヲ=日{2 Cle
唱

+2Qf+PMJz-pcf

-(3z _ _ _(3z， _iCc:x+ξy) 
+βcse' -(3C6e トe

-1 官 (2.46 ) 

ヲ =j'z{2α併協-2αQf+fM-声+~2C4IZ

β'z ，__ __ _ sz、 iC.;.x+(y)
+(守+β2)Cs e '-+(もZ十戸~ ) C6 e-} e -''1'' 

• '2-' ( 2.47 ) 

チベ{2αM
也

-M2f+(刊 2)C3e
-(3z+(仰 2)c41Z 

o 

_ _ 

-sZ. .0  
_ 

_(3z， _ i C '，X +ξy) +守cse' +守c6e' } 
e-1 官 ( 2. 48 ) 

(1)鉛直加振問題(軸対称問題)

鉛直加振問題のような軸対称問題においては、 z方向の回転成分が01となる乙とを考慮して、

Ux -~ 

'1 '2 
!'zx て主主

'1 '2 
(2. 49 ) 

なる関係を用い、さらに、定式化における境界条件iζ現われない応力 (Ox，Oy，!'xy) を除けば、

図2-21乙示すような多層弾性体の第m層の変位 (Ux，UZ)および応力 (!'zx，OZ)の一般解は、

ベクトル・マトリックス表現を用いれば次式のようになる。

Ux τZX Oz 】T

一 一一-eZ(ヤくy) j'l 
'田昌えμ μ1 

Jm 

T

m

 

、E〉E
J
A
q
 

p
u
 

内

6
Fν n，u

 

p
u
 

-
E
A
 
C
 

F
4
L
 

、11
a
Jm
 

D
 

f
l
B
B
、一

一 (2.50 ) 
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ただし、 「 一匂r: e偽nZ -Pme -PmZ pmlmZ e 

-偽ηe自助…，Z 偽ηeα'町一，Z k2e -fJn世Z k2e
Pmz 

[Dm] = 
-2偽η均~e吋ゐ-開Z 2偽M4-h且~e-'偽咽nZ (糾P':')必e-PmZ (k2+P~)~/mZ 

(k2+p~) 必e均zZ (k斗p;:')~e吻，Z -2 k2 PmJ#z iPmz 2 k2 fim4n lmz 

上式におけるマトリックス [Dm]は円筒座標系における鉛直加振問題におけるマトリックス〔品川

と一致している。

(2) 水平加振問題(非軸対称問題)

鉛直加振問題と同様に、定式化における境界条件に現われない応力(I1x， l1y，τXy)を除けば、

多層弾性体の第m層の変位(ux， uy， Uz )および応力 (τZX，τyz，I1z )の一般解は、ベクトJレ

・マトリックス表現を用いれば次式のようになる。

1 f.!.. Ux _2  11剤三塁乙 二五ーヱ三千T
ekqz+EJ)t iq'ic'1'ぺμ iSμlμ Jm

T 

= [Dm]{Cl，C2，C3， C4 ， C5 ， Cs}~ (2.51) 

ただし、

CDm) = 

e吟n2 e吟n
2 fJme 

日

fJmZ -fJml
m2 。 。

e-偽'n2 e<時n2 。 。 ~fJm2 
fJme 一舟ηeんtz

吟ne叫が 叫ntfm2 ra，ze -FPnz ffJmz rdA，tZ ~2r2 

2αm~e吻z ー2偽n~e偽n2 q斗fJi-，)品':.e
fJ:剛山Z (512Mm，)内ホtHiEmz マ~e-fJm2 r;4汐z

2αml11';，e時，2 -2匂y.品伊nZ ç，2~i〆恥Z 事 ::fJmz "，." 2，* jJ f，2，，;ne'''' (Ç2"+fJ，ñ)均~enw  (c，"+fJ，n)糊 o

*!!n戸 2 ホー11m2 ー父 ."l1mZ "t2 ホ -{i，，，2 _.， ~2 R._".!.J: (k"+fJ，~)/';;'e-m- (k"+fJ，~)均;;e'" U，2fJmt.;;e' ". -U，'fJmμ，~e，'"r 2e;fJm~e r"，- -2~2fJml1tñe' 
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乙乙で、'12='22= k2 / 2なる置き換えを行えば、 マトリックス[DmJは円筒座標系におけるマ
トリリス[DmJと一致する6)。なお、上式i乙見られるマトリックス[DmJは小堀ら7)によっ

ても与えられているが、本論文では小堀らとは若干違った表わし方となっている。

2.3 半無限多層弾性体に対する定式

図2-41乙示すような多層弾性体モデルの第m層に

おける変位・応力ベクトJレ{Vm}は次の形で与えら

れる。

{Vm} = [助J{Cm} (2.52 ) 

乙乙で、 [Dm Jは前述したように鉛直方向の加振問
題に対しては4x4、水平方向の加振問題iと対しては

6 x 6のマトリックスである。また、 {Cm}は未知

係数ベクトルである。

いま、第m層の最上端(Zm=0)および最下端 (Zm

=Hm)境界での[助]を次のような記号で表わして

おく。

H 
l 

H 
m 

Hm+1 

z a 
Half-Spa出

。

z 

国2-4 解析モデル

〔ゐzJ = [Dm Jz..，=O [Fm J = [ Dm JZ_=H... (2. 53) rrr一，-... ~ ~ -... ~zm= Hm 

z 

次に、図2-41ζ示されているように第m層と第m+l層の境界面上iζ加振力が作用する場合i乙

対する変位・応力解の定式化を示す。

第1層の最上端(表面)と第m層の最下端の関係式、および第m+l層の最上端と半無限層とな

る第n層の関係式はそれぞれ次式のように得られる。

{ωLmzHmt〔Fm]〔Em〕1[FI〕{C1}

=[品〕〔Em〕1 〔F1〕〔E1〕1{VIL(2臼)

{cn}= 〔hIl〔Fn-1〕・・・…〔Fm+1〕〔Em+lfl{vm+lL A (2.55) 
....m+1-u 

乙乙で、第1層最上端(表面)の境界条件および第m層と第m+l層との境界における条件は次式
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のように表わされる。

{ G1与。={o } ( 2.56) 

{Vm+4-n-{vm}H={O ，oof 
"'m+ 1-v "'m-nm 

(2.57 ) 

ただし、 {Gm}は応力ベクトJレを表わし、 {GO }は既知応力ベクトJレである。

式 (2.56)、(2.57)の境界条件を考慮すれば、式 (2.54 )、 (2.55)より次の関係式が得られ

る。

{Vm} = [Dm]{ Cm} 

=[助J[叫 1〔Fm-1〕〔州

{Vn} = [Dn]{ Cn} 

=[MU〕1[ル1〕 〔F1]〔E1]l{いえ。

十〔助〕〔Enjl〔Fn-1〕一一一〔Fm+l〕〔Em+111{o，gof (2回)

ただし、 {15m}は変位ベクトルを表わす。

次iζ、式(2.59)において、係数ベクトJレ{ら}を上昇波成分iζ対する係数{c;}と下降波成分

i乙対する係数{C~}I乙分ければ、半無限rI九なる第 n層では上昇波成分締在しないことから
{C:}= { O}となりー式(2.田)は次式のように書き直される。

注2)第n層が剛基盤となる場合l乙は、次のような境界条件を導入すればよい。

{SnLfoz{0} (2. a) 

{onLro={0} (2. b.) 

なお、式(2・a)の条件は剛基盤で完全に掬束される場合iζ、また式 (2・b)の条件は剛基盤面で

すべりを許す場合に相当する。

4
E
A
 

内

3



、
』

E
I与
t
1
1
J
nu 

ハ
U

σ
 

rf『1|1'』《
El'1L

1.11laal.EEEl--J 

u

n

 

L

L

 

I

l

 

t

-

n

4

 

r
u
r
u
 

r
i
l
l
-
-
k
 

+
 n
U
 

タ旬

、，E
l
f
l
-

h

o

 

ri--4lit 

-
1
1
1
1
1
/
 

u

n

 

K

K

 

1

1

 

町
ろ

f
i
l
i
-
-
L
 

一一

1
l
t
f
l
J
 

-

n

)

 

p

u

t

‘
 

r『
lEat-E・E
・、

(2. 60) 

ただし、 〔K〕=[Em〕l〔Fm-1〕一一一〔Fl〕[E1〕1

[L〕=〔En〕1[Fn-1〕 一一・・[Fm+1〕〔Em+1〕t

乙乙で、 Kij，Lij (i ，j=l. 2)はそれぞれマトリックス [KJおよび[L Jの2x2あるいは
3 x 3のサプ・マトリックスである。

式(2.回)より、表面の未知変位ベクトルは次式のように求められる。

{ O l}z _ 0 =一[K21Jー1[L22]{句}

また、各層内の変位・応力解は式 (2.61)を用いて各層内の係数ベクトjレを求め、式(2.52)に代

入すれ」ま得られる。加振位置より上層と下層lζ分け、各層内の変位・応力解を求めると、式(2. 58 ) 

( 2.61 ) 

(2.59 )より次式のようになる。

{ :~}一日:] (ん1r1 [川o}
(:;)=[i;;){60}-El〔K21fM60}(m=

ただし、上式において、 Ji1.Ki1ゐ・2(i=1， 2)は次に示すマトリックス積 [JJ.[KJ， 

[ L Jの2x 2あるいは3x 3のサプ・マトリックスである。

[ j J = [ Dj J [Ej Jー1[Fj→J [Ej-dー1一一一 [Fl]〔E111

[KJ=[LJ[KJ 

=[L 〕〔Fm〕[Em〕l〔Fm-l〕……〔Fl〕[E1I1 (2.64 ) 

〔よ〕=〔Dj〕[Ej〕-1〔Fj-1〕〔Ej-111. 一[Fm+d[Em+dー1

本論文では、点加振問題および矩形分布加振問題に対する変位・応力解の定式化については、そ

内

Lnd
 



れぞれ円筒座標系(r， () ， z )およひ直角座標系 (x，y，z)において得られた多層弾性体i乙対す

る変位・応力の一般解を表わすベクトル・マトリックス表現を用いて、変位・応力解の定式化を行

う。なお、点加振問題については、直角座標系におけるベクトル・マトリックス表現を用いても定

式化することができる。

次i乙、各加振問題l乙対する変位・応力ベクトJレ{恥}、脚応力ベクトル{Uo}およひ'マトリッ

クス[DmJ、〔Em]lについて説明しておく。

(1)鉛直方向の点加振問題に対する{Vm}、{Uo}

式(2.お)より、第m層の変位・応力ベクトJレ{Vm}は次式となる。

ザ〕
W

E
V
'
 
τR 

Z
7・・、
。一
h-μ 

-、、，，-v' 
7
R
 

v
'
-
'
A
 

'Z
一v
i

t
-
-
一μ
7
R
 

-、，ノ

均
一
伽-、J一IJ

一v'
r
一件
u
-
A
 

-'hn 

I
1
 
一一
、
与

JM
 

V
V
 

F
4目、 (2.65 ) 

一方、既知応力ベクトル{uo}は次のように求め
m-l 

ることができる。第m層と第m十 1層との境界面
iωt 

における鉛直応力は Fourier-Besse'l積分公式 日 Zm qze m 

年ト
m 

を用いて次式のように求められる(図2-5参照)。

EEIn+l m+l 

E 

zm+2 m+2 

z 

図2-5 膚内の円形加復外力〈鉛直加援〉

(uzふ叩

=-qイ阿川)dk (2.66 ) 

こ乙で、集中点加振力Qz(戸πrozqz)を考える場合には、 ro→ Oとすればよい。すなわち、 h(kr)

→ kro 12より、式 (2.66)は次式となる。

( Uz 1. •. _ ^ - ( U zl. _一色j∞kJo (kr) dk 
fffT 1 ， ~m+l ・U 111 ，必~m-nm L:π"0 

(2.67 ) 

したがって、既知応力ベクトル{uo}は次式で与えられる。
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{oo}={o ，-非~f
己Zμ

ただし、上式の{三山rOOdkを省略したものである。し闘って、式 (2.62)、
られる{川乙jJKなる演算を施せば最終の変位・応力解が得られる。
また、 (ux)m'(uy)mは次の式で与えられる。

( Uxら=(urらω{} ， (Uyレ=(Urらsin{} 

(2) 水平方向 (x方向)の点力帳問題に対する{Vm}、{oO} 

式(2.沼)より、第m層の変位・応力ベクトJレ{Vm}は次式となる。

(2.68 ) 

( 2.63 )より得

(2.69 ) 

{Vm}={一三一一ーとーーと一一一三 '2一一一工ー}:
kfz(kr)' kJo(kr)' h(kr) ， kμlJz(kr) ， kμlfo(kr)，μlh(kr)Jm 

ただし、 Uy Uy Cψs2 {} U'" 
= ー一一一-"-一一一 _ v = ~U.. 一一--"'-一一ー w ・ーヱ一一
cω{} sin{} --.. cos{} sin{} cω0 

'zr 目 .{}z 'zr τ{}z 
.，一一ー一+一一一一 TIl=一一一一一一一一-cos {} sin {} ， cos {} sin{} 

oz 
0=一一一一一一cos {} 

(2.70 ) 

一方、第m層と第m+l層との境界面におけるせん

断応力は Fourier-Bessel積分公式を用いて次式

のように求められる(図2-6参照)。
B m 

4ωt 
q:::e 

m-l 

m 

年トz

Hm+l 
m+l 

E 

m+2 
zm+2 

z 

図2-6 層内の円形加猿外力
(x方向水平加援)

(.zr ~+1 2_.. .~n -:-(，Z仏iau=-F主cos{}∞kJo(kr)dk (2.71) 
"" ， 1 ， 切~+l-U m ，今n~nm ~，ι" 0 

(.{}zl....， ，___ _~n 一 (τ (}z).. _ 生 sin{)r∞kJo (財 )dk (2.72) 
m+l，Zm+rO '--'m，今n-Hm 27r J 0 
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ただし、 Qx=πro2qxである。上式を変形して、次式が得られる o

(T"d...， _ 一(T"d__ rF  = 0 
1f"Tl ，~官 +1・ U "'，"m-ttm 

( 2. 73 ) 

(引 -(T"21.. Q主i∞kJo(kr)dk
+l，Zm+1-0 物，勾n・Hm πJo

(2.74) 

したがって、既知応力ベクトル{oo}は次式で・与えられる。

{ oo} = { 0 ，一手， 0 { 
uμ1 

乙の場合も得られる{弘}I乙ρhなる演算を施せば最終の変位・応力解が得られる。

(3) 鉛直方向の矩形等分布加振問題i乙対する{Vm}、{oo} 

式(2.50)より、第m層の変位・応力ベクトル{Vm}は次式となる。

(2. 75) 

{恥}=t l {ーヱx Uz 一二笠 Oz }: 
e (51Z+523F)tEl"tiElμμ (2.76 ) 

一方、既知応力ベクトル{oo}は次のように求

めることができる。まず、図2ー?に示すよう

に2ax2bなる載荷面i乙作用する等分布荷重を

二重Fourier変換すれば次式となる。

m-l 

m
 

&LV 
叫-z e
 
，hE 
n
u
E
 m

 

a
 

m
 

H
 

m+l 
「芹H-z
「叫Hm+l 

m+2 H 
"m+2 

z 

図2-7 層内の矩形加掻外力〈鉛直加掻〉

F(町汁去口:ムqzω)fい

去とLV(Wいdy=去2lと乙α;1:rCLかトωω叫0ω叫s吋いE
(2.77) 

F
D
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ただし、 I qz : I x I壬a， 
6q Z(x ，y) = 1 
lo Ixl>a， 

上式を二重Fourier逆変換すれば、次式となる。

I y I壬b

Iyl>b 

1 roor∞ i ("x吋 y)
( oz2 一(OzL.~ _U  =-'1~J J F(J('I，，))e 
m+l，Zm+l・o ，-m，zrrrHm 2πoloo'-∞ 

一号以プn附

したがって、既知応力ベクトJレ{oo}は次式で与えられる。

n(a'l)sin(b'2) )T 
{ oo} = {o ， - _~ι 

• 111 '1 '2 

(2.78 ) 

(2.79 ) 

氏、{山まJJ~ d'l d'2を省略したものである。 Uめて、得られる怖いと
l∞lid付 2な破算を施せば最終の変位・応力解が得られる。なお、式 (2.76 )、(2引
においては、

竺主 z竺2

'1 '2 
三主主道三

'1 '2 
なる関係が考慮されている。

(4) 水平方向の短形等分布加振問敵対する{Vm}、{oo} 

式 (2.51)より、第m層の変位・応力ベクトル{Vm}は次式となる。

{砂川

一方、既知応力ベクトル{oz}は二重Fourier

積分公式を用いれば、次式で与えられる(図 2

-8参照)。

4ωt 
H I 3m ~ 
m 

fI .， 
m"'~ 

zm+2 

z 

m-l 

m 

m+l 

m+2 

( 2.剖)

| 「十十Z

T 
E 

図2-8 層内の矩形加掻外力 (x方向水平加筆〉
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qx Sin(a'l) sin(b'2) {<10} = {一三竺...，...r'......1 u~ ，0 ，0 f 
I瓦ーμ'1'2 

前叫述以と欄馳ζ、得られる{伽川}心:〉〉d々'1d，ιVω2 1; 
(侶附5日) 鉛直万向の加振問題iに乙おける〔品伽?ηd，、〔μEm川]畠

(2.82 ) 

式(2.26)、 (2則的、円筒座標系および直角座標系附ける [DmJは一致しており、次

式のように与えられている。

e吋初lZ e内1
Z -f:Jme-

P:棚…Z f:Jml
mz 

吋ちηeα
白….Z 偽necLj日nZ h2 6-卜

fJ.
側川z 

k21が

[DmJ = 

-2amtふe吻戸 2偽n~
必~edmZ (k~f:J~)4:ze合lZ (k~f:Jtit)μ品Imz

(k~f:Jtit)取材 (k?.J-f:Jtit) 4:z edmz 一宮 k2f:Jmふe-f:Jmz 2k2f:J~/mz 

また、〔Em〕
1
は

[Em]1=n
， n L ru a ~ [CmJ 

なる形で表わすとき、 [CmJは次のように求められる。

2k2匂l(:Jmμ為伽(が:+f:Jtit)μ品 -k2f:Jm 叫 nf:Jm

2k2偽仰μA -Fm(h斗伽;)μ::z k2f:Jm 叫 n

[CmJ= 

偽?μ~f:Jtit)μ品 2均1f:Jmμ品 『らnf:Jm 吋存η

吻 1(糾 f:Jtit)μ品 2均lf:Jmμ品 叫nf:Jm 吟n

なお、上記[DmJ、[CmJが分布加振問題に対するマトリックスであるときには、 k2='12+ ，; 
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なる置き換えが行われていることに注意しなければならない。

(6) 水平方向の加振問題における〔DmL〔Em〕1

(Dmコ=
i-a"IZ ecらllZ fJme-

tJ1伺lZ -f!"，e 
f!mZ o 。

e叫nZ e 
ぞめlZ 。 。 fJme

日8
一'UJZ fJme"品n

Z

-c唱IlZ
吋奇nl'm
z ê~ e-fi附川Z e: e-/;mz e!e川/1... 町Z e:lm

Z 

偽ηe 1 1 2 2 

事 ，-ctnf!2c奇1l1，111e
d品A附 Z ホ -fJ"戸 2，*ぷ'mZ .， * .:fimz 

-2吟nμli1e"n- (，;l fJ，，;ll~;，e' ，.. ('，'lfJllil，句η?'" ';11n，e t;/t品Im
z

• -ftmZ *吟ポ
2 <4n/1;le寸"す<1m11m 57μ品61mz tfμ品1m

ρ タ ~. 8..tZ 

(e;lfJ":)4，，e I'm-(e;1叫)/初'，e''''

(h2thi)ltJ264mz(的 Fppi)f293P31Z25fFW品Jmz-257FpndJmz25jAμAe-APZZF25;FntAJmz

また、 [Em〕1は次のように求められる。

〔Em〕1=-Ad n!*ru。z、[CmJ

fこだし、

[Cm J = 

一25fhFmdt -U;偽ηsmμ品 FFJ(hZ1-Fp;)ftjlz -R2hi -c! fI，~ 2 dmFni 

-U:匂lsmlt，il -U; dmflmll，il -ßI~(k2+ßII~) It~ ぐ ß'I~ 守 ßII~ 偽1If1'I~

1Z-E.2 22*  
* -2吟nßII:t1~ 制 (s，ι守) 守的n偽ηs11l(ç~ç;+ß，ñ )ttiiz U22偽nsm内1 -G仰向1I

叫 11伽 (57-EF-FJ)/zA -2守吻，smμpZ -2偽nß，~t"i， 内I(s，ιe;) t;偽η 吟nsm

2ç~(羽山内2 叫 nsm(c，'。イF-β，~)μmホ -2d1l1slli立内主1 57匂1 制(ß~-ç:) 一句lsm

-U:叫IIIsmμpZ 51し52-FF2<4nfl1ll( c，"-c;-s，n> 11iIz -2均7fJ，，~p.，i， 512吟11 物 (s:Z-ぐ) 吟nsm
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なお、上記の [DmJ、[CmJは分布加振問題に対するもので、点加振問題の [DmJ、[CmJは上

記マトリックスにおいてぐ='22= k2 /2と置くことによって得られる。

2. 4 表面波の分散性

式 (2.62 )、 (2.63)から得られる変位・応力解の分母は Rayleigh極と呼ばれる根を有する乙

とが知られている。いま、式 (2.62)、 (2.63)の形に注目するとき、分母を構成するのはマトリ

ックス積〔刀、[左]、[L ]等i乙含まれる逆行列[品〕 1(m=l，2J-J)および
[K21〕lである。 前節i乙求められている各加振問題i乙対する [Em〕lの分母は k=-I.kpmまた

はk=-I. ksmでOとなり、 これらの根は複素積分において分岐点と呼ばれる特異点を与える。し

かし、分母のαm，fimの項はマトリックス積の分解によって分子と相殺されるか、 あるいは de
注 3)

L I Hospitalの定理によってこれらの根での関数の連続性は保たれる 。 したがって、 Rayleigh

極と呼ばれる特異点は逆行列〔K21〕1の分母の根、すなわち detIK21 I = 0より求められる。乙
の点については、式 (2.60)で~{oo }= { 0 }とおく乙とによって、多層弾性体の分散関数を求め
る問題となっていることからも明らかである。

Raylelgh Mode 

1.0 1.0 
Love Mode 

“p
¥
 .. 
b 

0.5 

~園開園ι開園・4

o 10ω11， 
vs， 

(a) Dispersion Curves of Rayleigh Waves 

o 10ω!!l. 
Vs， 

(b) Dispersion Curves of Love Waves 

図2-9 ニ膚弾性体の分散曲線

注3)半無限蝉性体、剛基盤上の弾性体、二層弾性体の表面加振問題、および半無限弾性体の内

部加振問題において、乙れらの諸点は確かめられている。したがって、乙の種の加振問題では一般

的に言えるものと推定される。

なお、乙の場合にも detI K211はctm.fim ( m = 1 ， 2，・・・・ ， n )の項を含むが、これらの根

についても前述の逆行列 [Em〕lの分母i乙対する検討と同様のことが言える。
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多層弾性体の表面波の分散性については数多くの議論があるが、本論文ではニ層弾性体を例にと

って表面波の分散曲線を図 2-91乙示す。なお、同図には下層が剛基盤 (μ2/μ1=∞)となる場合

の分散曲線も示しである。また、同図の縦軸i乙現われるVR.VLはRayleigh波および Love波の

速度を意味する。半無限弾性体 (ν1=1/3)の場合、 VS1/VR"'T1.072のl根のみ存在するが、

二層弾性体の場合には図2-91と示すように九l/VRあるいはVS1/ VLは無次元振動数ω'Hl/九1

の値によって複数個存在し、波数あるいは波長によって表面波の速度が異なるとしづ、いわゆる分

散性を示す。

ところで、 detlK21 1=0より得られる分散関数の綬は式 (2.62)、 (2.63)より得られる変

位・応力解の被積分関数の分母を01とする、すなわち、式 (2.62)、 (2.63)は複数の特異点を含

む積分となり、乙の数値積分iとは相当の困難を伴う。一方、地盤を多層粘弾性体として取り扱えば、

式 (2.62)、(2. 63 )の分母(すなわち、分散関数)は実根を有しない乙とが知られている。し

たがって、地盤を粘弾性体とする乙とによって、式 (2.62)、 (2.63)に相当する多層粘弾性体の

変位・応力解の数値積分lζは、とくに困難な点はなくなるものと考えられる。

2. 5 結論

本章では、円筒座標系および直角座標系において、多層弾性体内部の定常加振問題lと対する変位

・応力の一般解を表わすベクトル・マトリックス表現を求めた。次i乙、乙れら二つの座標系におけ

るそれぞれのベクトル・マトリックス表現を利用した伝達マトリックス法によって、多層弾性体内

部の定常加振力、すなわち点加振力および分布加振力による変位・応力解の定式化を行った。また、

各加振力i乙対する荷重項の変換公式を用いた表現について述べた。

一方、多層弾性体に対する分散関数として二層弾性体を例にとって、表面波の分散性i乙関する考察

を行った。その結果、次のような結論が得られた。

(1) 点加振問題に対する[品川、 [GmJ品分布力帳問題i乙対する[ω〕、〔ω〕において、

e12+り=がおよび可=毛2=k2/ 2と置く乙とで得られる。
(2) 多層弾性体においては、波動の分散性によって変位・応力解の被積分関数は複素個の極を含

むため、数値積分は相当の困難さを伴う。
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第3章 半無限弾性体内部の定常加振問題





第3章半無限弾性体内部の定常加振問題

3. 1 橿説

本章では、第2章における多層弾性体の分散関数の定式化に用いられている変位・応力のー殻解

を表わすベクトル・マトリックスの利用による内部加振問題i乙対する変位・応力解の定式化の応用

として、半無限弾性体内部の点加振問題に対する変位・応力解、および自由表面と平行な矩形

面上iと分布する等分布力帳問題(以下、短形等分布加振と呼ぶ〉に対する変位解を求める。なお、

点加闘苛題iζ対する変位・応力解の誘導に際しては、円筒座標系における変位・応力の一般解を表

わすベクトル・マトリックス表現を用いて誘導する乙とができるが、半無限弾性体の内部加振問題

に関しては、直角座標系から円筒座標系への変換について説明するため、本論文においては直角座

標系における変位・応力の一世解を表わすベクトル・マトリックス表現を用いて、半無限弾性体内

部の点加振および矩形等分布加振問題に対する変位・応力解の誘導を行う。

と乙ろで、各加振問題i乙対する変位・応力解は一つの極を有する無限積分を含むため、数理的な

変形によって解を得ることはできない。本章では、点加振問題の変位・応力解を主値と留数に分け、
4) 

半無限弾性体表面の点加振問題i乙対して野嶋ら が用いた直接数値積分法によって主値積分を評価

する。一方、短形等分布加援問題の変位解は無限二重積分で安わされ、乙の種の積分を半無限弾性

体の表面加振問題に対して行ったものとしては Thomsonら 、小堀ら 、 Holzlohnerの研究が

ある。 Thoms∞らおよび小堀らは無限二重積分を変数変換した後、 積分を主値積分と留数項i乙分

け、直接数値積分i乙よって積分評価を行っている。また、 Holzlohnerは積分変数を複素平面に拡

張してLambの方法8)による複素周囲積分を行い、その結果得られる有限積分に級数展開近似を導

入して近慨を得ている。これに対して、本章では Ewi昭らめが同種嶋崎分iζ用いた分岐線積

分を伴う複素周囲積分によって積分の評価を行う。なお、乙の複素周囲積分の適用iζ際し、内部変

位解は虚軸iζ沿う無限積分を有しているため、虚軸の積分iζ対して新たに提案した直接数値積分法

の評価方法を用いる。

次iζ、各加振問題に対する変位・応力解iζ含まれる無限積分を直接数値積分法および分岐線積分

を伴う複素周囲積分法iとより数値計算を行い、その結果iζ対する考察を行う。
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3. 2 変位・応力解の誘導

半無限弾性体内部に調和型加振力が作用するとき

の変位・応力解の誘導には、図3-11ζ示すように y 

加振位置に仮想の境界面を設け、同じ力学定数をも

っ二層弾性体と考えることによって前章で、の定式化

が直ちに利用できる。

いま、前章での定式化において層数をn=2と置

けば、式 (2.54)、(2.55 )より次の関係式が得ら

れる。

{v九=H=[Fd{cd 

=[F1〕[El〕l{VIL
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図3ー1 解析モデルと座標系

(3. 1) 

(3. 2) 

乙乙で、第 l層最上端(表面)の境界条件および第1層と第2層との境界における条件は次式のよ

うに表わされる。

{olL。={o}

{V2L。-{V1}円

(3. 3) 

(3. 4) 

式 (3.3，)、 (3.4)の境界条件を考慮すれば、式 (3.1)、(3.2)より次の関係式が得られる。

{Vd=[Dd{C1} 

= [Dd{川 l{Sl，OL。 (3. 5) 

{V2}= [D2]{Cz} 

= [叫ん〕ー
1
[ハ〕〔E111{δI，OL。+[D2〕〔E2710，oof
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乙乙で、半無限層となる第2層では上昇波成分が存在しないことから {c;}={o}となり、式

(3. 6)は次式のように書き直される。
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ただし、 kij，Lzj(人 j=1， 2)はそれぞれ〔K]=〔E2〕1〔F1〕〔E1〕1および[LJ= 

〔E2〕1とおいて得られるマトリックスのサプ・マトリックスである。

式 (3. 7)より、表面の未知変位ベクトルは次式のように求められる。

{δ1t=0=一[K2lf〔Ln〕{oo} (3. 8) 

式 (3.8)を式 (3.5)、(3.6)に代入すれば、各層内の変位・応力解が得られる。加振位置よ

り上層と下層i乙分け、各層内の変位・応力解を求めると、次式のようになる。
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〔K21〕1〔L22〕{60} (H孟z) (3. 10) 

ただし、 51EZI Zt2(z=l，2)はそれぞれ〔7〕=〔D1〕〔E1〕l、 〔正J=[DzJ[E2J
・[Fl〕〔E1〕1および[L〕=〔Ib〕〔E211とおいて得られるマトリックスのサプ・マトリック

スである。

乙乙で、前章の変位・応力ベクトル{弘}および既知応力ベクトル{OO}を式 (3.9)、(3.10)
に代入すれば、第1層と第2層における変位・応力解が得られる。

本論文では、直角座標系 (X，Y，z)における変位・応力ベクトル{Vm}および既知応力べクト

Jレ{OO}を用いて、半無限弾性体の内部加振問題i乙対する変位・応力解の誘導についての説明を行

つ。

式(3.9)、(3. 10 )は、式 (2.81)を用いれば次式のように書き直される。
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(H三五z) (3. 12 ) 

ここでは、マトリックス穫の分解は代数式の単純な変形であるため、誘導途中の詳細は省略して変
iωt 

形後の結果のみを示す。また、本論文では調和型振動を対象としているため、時間項 e の表示

は省略する。

v= r∞r∞ I1112I3r-αz -sz、町
= I I 一寸 " 12 卜:L.~t/4e -he' }+/sD'(a)+/7D"((3) ι。ιo2ks. ，， '~LF(k)L.q~ .，，~ 

k; 匂 i. e: kS2 νkJ r?II，-z 、l
十1R' .. ~.. D "((3 ) 1 -1 g.:.!f一一+一一一一 110~ー~.l~ e + 11?トl
U (3 - " . J ." k2 (3 • 2 (1ーν)• lV L F( k) ~ '. l~ J 11 

。，“
F

、
，d
 l 

z
、
，G
 

、‘，，，"'d 司&

舟
戸
、+
 
x
 
-
F

、
，，‘、z
 
ρu 

• 
(3. 13 ) 

ただい F(h)=(h2+P)2-4hadp ， zr(α)ze-d(zd)+zeば (z-H)

A A 
また、川まポアソン比、 D ((3)は D (a)でαの代りにPと置いたものである。 Uは各変位・応

力の別を表わし、 11-/12および A1-A3なる記号は表3-1/乙一括して与えておく。 さらに、

表3-1 において現われる復号は、それぞれ力帳位置より上層部分(0壬Z話H)およひF下層部分

(H孟z)に対応する乙とを表わしている。
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""" -.::J 

表3ー Fourier変換領域における各変位・応力解に現われる記号の説明

¥ U I1 12 13 14 ls 16 "'1 11 "'2 12 "'3 19 

u~ i e 1 dQilμ A( k) k2+p2 2ap 士 土 。。。
上
Uy ie2dQilμ 1 A( kl k2+p2 2ap 士 士 。O 。
ui -dQ~1μ aA(k) k2+p2 2k2 -a k2/P 010 。
下

63 -2dq; d A( k) k2+p2 2ap ー1 士 土 。。 。
加

σ3 -2dq; e~ A( k) k2+p2 2ap 士 士 。。 。
娠
02 dQ; A( k) (k2+p2)2 4k2ap ー(k2+p2) 士 2k2 士 01 0 。

問
rみ一UIe2dQi 1 A( k) k2+p2 2ap 士 1 土 。。 。

題 調隊

-ie2dQ; l 2a( k2+p2 )A( k) l ー2α (k2+p2)IP 。。 。Tyz 

τzZ -ie1dQ; 2a(k2+p2)A(k) 1 -2a (k2+p2 )IP 010 。
u~ -dQ~1μ d Ik2 PB(k) 2k2 k2+p2 k21a -P 。。 Deト(P) 

水 uj 
-dq~1μ e1ez/k2 PB(k) 2k2 k2+p2 k21α -s 11+ 。

( 

x ui -ie Idq~1μ B(k) 2ap k2+s2 士 + 。。 O 
平

方02 一 2ieldQ~ e~/k2 PB(k) 2h2 k2+s2 k21a -s 0.10 D+(P) 
力日

向。3ー 2ieldq~ e~ Ik2 PB(k) 2k2 k2+s2 k21α -P 1 1 + 。
娠
1)lIloi i e 1 dq~ 2s( k2+s2 )B( k) 1 (h2+p2 )1α -2P 。。 。
問娠 T3 -ie2dq~ e~/k2 2PB(k) 2k2 k2+s2 2k2/a -2s 1 1 + D+(P) 
) 

題 T2 dQ~ el e21k2 B( k) 4k2as (k2+s2)2 2k2 土 ー(k2+p2) 士 F平 。
T3 dQ~ e~/k2 B( k) 4k2ap (k2+s2)2 2h2 士 ー(k2+s2) 士 。。 TD:r:-(P) 

注 A(k)=(k2+β2)e-aH -2k2e -sH， B(k) = 2k2e-aHー(k2+s2) e-sH 

110 111 I】2

。 。 O 

。 。 。
。 。 。
(k2+P2)A(k) -D土(α)

(k2+p2 )A( k) -D土(α)

。 。 。
。 。 O 

。 。 。
。 。 。
。 O O 

。 。 。
。 。 。
2sB(k) D-(α)Ia 

2PB(k) D-(a)la 

。 。 。
O 。 。
。 。 O 

。 。 O 



一万、点加振力が作用する場合には、既知応力ベクトJレ{Oo}において、。→0、b→ Oなる極限

をとる乙とによって次に示す関係式、

I qx I s川崎)sin (b'2 1 I Qx I 
lim~ ト&牛=-:-~ ~ (3. 14 ) 
a，b→o[ qz I 、Iら'!l Qz J 

を用いれば、点加振力i乙対する変位・応力解が求まる。ここに、 Qx_ Qzはそれぞれz方向および

z方向の点加振力の荷重振幅である。

3. 2. 1 点加援問題

点力日振力が作用する場合I乙注目すると、変位・応力解は次式のような形もしくはその式の組合せ

で得られている乙とがわかる。

g=ζζ(tcT(Z52Ffdい l)ベベ

控H主]rt+n r∞ror 
2 ' '2 ' -_--，fi""nr--_--..n一 I f(k) e '"1 -2-' d"dι 

dX dy  J.ベ珂ι00 “ 
( 3. 15 ) 

乙乙で、 gは各変位・応力解ないしはその一部を、 f(k)はk(=JF77)のみで表わされる
被積分間数を意味する。また、上式においてm，n はそれぞれm=Q-3、n=Q-2の範囲の値

をとり、式中の[ ]はGaussの整数化記号を表わす。

と乙ろで、式 (3.15 )の無限二重積分の項は積分変数によって次式のように書き直す乙とができ

る

J~ J: f(k) J('川 y)d'l d， 2 = 2 1r J~ ーにf(k)e'"1 'Z" d'ld'2= 2πよkf(k)ん(kr)dk ( 3. 16 ) 

ここに、 r=J五万Z，fo()はO次のBessel関数である。したがって、 式(3お〉を

考慮すれば式 (3.15 )は次式のように書き直される。

間〔笠)1 roo • r..， fI1I+n 
g=(ー1)L LZ二.1 kf(k)で m_すーん(kr)dk 

c.“-0 dX--dY--
(3. 17 ) 

よって、半無限弾性体内部l乙調和型点加振力が作用するとき、変位・応力解は以下のようにまとめ

られる)。
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v =-4， r∞ jθθθ2θzpc  
=一一寸 12iKl +~K2+ 一一 K3 十一-"K4 十一一-:-K5十一:-::Kι4πk; J 0 . ~ Iθxθy '.0 . 8xZ'.坐 θzθy"D θy2<>0 

θ3θ3θ  
十一~K7+ 一一一角十一一τん~ JO (kr) dk θx3 θz勿y"O. 8x8 y2 ，.~ I J U (3. 18 ) 

ここで、 ks=ωIVs、ωは加振振動数、ぬは横波の伝播速度である。 vは各変位・応力の別を表

わし、 11.12およひ>K1-Kgなる記号は一括して表 3-21ζ与える。なお、同表i乙表われないK1-

表3-2 式(3.1 8 )に現われる記号の説明

上 下 力日 仮 z 方向水平加娠
U 
11 12 K 1 - K 9 11 12 Kl - Kg 

U:r h K2 AV(k) 
K4 BH(k) 

Qz/μ Q :r/μ l/k 
Ks -k~G+(P)/P 

Uy Qz/μ h K3 AV( k) Q:r/μ l/k Ks BH( k )+k;G+(β)/P 

Uz Qz/μ h Kl BV(k) -Q:r/μ k K2 AHC k) 

K1 ーν k~CVCk )/2( 1ーν)
K2 一 ν k~CHCk)/2 (l ー ν)

σ z 2Qz k 2Qr l/k K7 Bek) 

K4 AV( k) K9 -h:σ+CP)/P 

Kl 一νk;CV(k)/2( 1ーν) l/k 
K2 -vk~ CHC k)/2C1-ν)1 

σy 2 Qz h 
AV(k) 

2Qr 
BH( k)+k~ G+(P)/β K6 Kg 

az Qz h K1 Dy(k) Qr h K2 EH(k) 

τry 2Qz h l/k 
K3 K2K3σ+(s)/β 

Ks AV( k) Qr 
Ks 2{BH(k)+k~G+(β)/p} 

τyz -Qz k K3 EVC k) -Q:r l/k Ks DHC k)+k~ G平(β)

-Qz k l/k 
K4 DH( k) 

'zr K2 FV C k) -Qr 
K6 k~G芋(P)

KgはOを意味する。表3-21とおいて、 Ux，Uy， Uzはx，y， z方向の変位、 Qx，Qzはx，z方

向の点加振力の荷重振幅、 μはせん断弾性係数、 νはポアソン比である。また、表3ー2中のAV(k)，

今(k)，・・・等の記号は次式のようにまとめられる。

:-aH _ -fJH) r _ .-az 向、
F = L1 { L 2 e ~U - L 3 e ，..， } { L 4 e "'~ -L 5 e-I'''' } I F (k) 

m m 
+ L6 G (α) + L 7 G (fi) 

m α(z+的金a(z-H)
G (α) = e .. ，. --， + m e 
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ただし、 F(k) = (k2+β2)2-4h2αj1 (Rayleigh関数)

一1
R

一
'
R

/
川
町一一

ρ
y
 

一2
h
y

一'hn
一-
R

/
川
町一一α

 
m m 

乙こで、 kp=ω/防、ゅは縦波の伝播速度、 Hは加振位置の深さ、 G(j1)はG(a)でdの代り

にβと置いたものである。式 (3.19)において、 F、L1-L7なる記号は表3-31ζ与える。また

式 (3.20)のmは指数関数に前掛けの符号を意味する。さらに、式 (3.20)および表3-2、3-

31乙現われる複号は、それぞれ加振位置により上層部分(0豆 Z壬H)および下層部分 (H壬z) 

i乙対応することを表わしている。

表3-3 式(3.1 9 )に現われる記号の説明

F LI L2 L3 L4 L5 L6 L7 m 

AV (k) 2 k2十p2 2 k2 k2 +p2 2ap l 土

AH (k) 2 2 k2 k2+p2 2ap k2十s2 -1 土

BV (k) 2a k2+p2 2 k2 k2 +p2 2 k2 -a k2 / p 

BH (k) 2/1 2 k2 k2+p2 2 k2 k2 +p2 k2/α -p 

CV1(k) k2 + p2 k2+p2 2 k 2 l 。 ー 1 。
C Vz (k) k2+β2 k2十戸2 2 k 2 。 。 。
C HI(k) 2 k2 P 2 k2 k2+p2 l 。 k2/α 。
C H2(k) 2 k2p 2 k2 k2 +p2 l 。 。 。 。
DV (k) 2 k2+p2 2 k2 ( k2十p2)2 4k2αF 一(k2+/12) 2 k2 土

DH  (k) 2 2 k 2 k2十 p2 4k2 ap (k2+p2)2 2 k2 一(k2十p2) 土

EV (k) 4α( k2+p2) k2 +p2 2 k2 ー 2α ( k2+p2)/p 

EH (k) 4P( k2+p2) 2 k2 k2+p2 1 l (k2+p2)/a -2P ー

注) CV(k) =CV1 (k)+CVZ(k). CH(k)=CHI(k)+CH2(k) 

たとえば、鉛直点加振力による鉛直変位解は、式 (3.18 )、 (3.19 )、(3.20)および表 3-2、

3 -3より次式のように求まる。

r r "0αH ..... ，_" "，-PH..， r J' 1_1) αz 
U Qz i-DOL |2α{ (k2+j12)e ー2向 } {(k斗仰 -2aj1e ，..-} 
z=一五五了Jo f< I F (k) 

一九(α)+チcイJo(kr) dk (3.21 ) 

n
U
 

F
h
u
 



なお、式 C3.21)は円筒座標系における変位・応力の一般解を用いて、点加振力による変位解を求

めた文献1)の結果と一致している。また、式 C3. 15)の形で得られている点加振力による変位・応

力解を、式 (3.17 )の形に変形するとき Bessel関数の微分形が必要となるが、これらについては

一括して付録にまとめておく。

次iζ、鉛直および水平点加振力による変位・応力解をまとめておくの。

(1) 鉛直点加振問題

。タ x r∞ k2 U(k) 
Ux=ー γ-::-1 一一一一 J，(kr)dr

4πμk; r Jo F(k) J! 

Qz Y r∞ k2U (k) 
Uy=一一一寸一 j 一一一一一 J1 (財)dr 

4πμk; r JO F(k) 

f∞ k w(k) 
Uz = 一一一一LTI -一一一一 Jo(kr)dr4πμk;Jo fJFCk) JU  

ox= 去バ∞[諒子{与• JO(kr)ーヂ J1(kr)

+古早川kr)] dk 

。y=一台J
O

OO

[告ヂ{払(kr)+三子2M}

十二7弘子ん(kr)Jdk 
Qz r∞( k V(k) 11 k X(k) '1 _ " 

=一一一τ-1 i-一一一十一一一一一一一一}J 0 (財)dr 
乙πk;JolF(k) '1-2ν F(k) )JU  

Qz xy r'∞がU(k)
'Xy = 一一寸 :， 1 一一一~ J ?(kr) dk 
J 2 7c k; r2 J 0 F (k) J;: 

。タ x r∞ k2y(k) 
=一ーニγ -:-1 一一一一 J，(kr)dk
4πk; r JO fJF(k) J!  

Qz y r∞k2y (k) 
'yz =一一一τ一一 j 一一一一 ft(財 )dk 
4nk; r Jo fJF(k) J!  

ただし、

唱

E
A
E
U
 

(3.22 ) 

(3.23 ) 

( 3. 24 ) 

(3.25 ) 

(3.26 ) 

(3.27) 

( 3.沼)

(3.29) 

( 3. 30) 



U(k)={伊 +/:J2)e-
aH
ー拘引}{(k2+s切dZ-2dpJz)

+{(叫Z)JH-2αsiaH}{ (川2)Jz-2hzf}

otα(z -H 1 otf:1(Z -Hl、
芋F(k ) ~ e.'  -e '、}

W(什k)=α吋s{ ( 

+が{(叫2)JH-MddH){(h24)dF三MddZ}

+F (k) { ase'"出

( ，，" _-aH ~，.O ;:sH1 ( αZ L' ̂ ~-ßz 1 
V (k) = -α~ (k2+β2)e -2k2e' Hα(k2十(2)e -k2se' ~ 

ーが{(仰げ

:i::: F ( k ) { a2 e'"叶 m一げ仰却}

X (k) = kp (k2+s2) { (叫りfH一2k2esH}e-az 

+ 2叫{川f-(仰ザsH}e-az 
J 土a(z-H) 

二f:-F(k)kf)e 

y(k)=-2as供向((K24)f-2Mm)(fz-JZ

(-αH ， ，... .̂， ~-f3H1 ( ~ ，..αz "l'l.?，I"Io 'h~-fiZ) 
-ß~2αße -(k2十(2)er ~ ~ 2k2ae' -s(k2十戸2)e' ~ 

(-aH  -BH、 -az -Bz、
-k2{ 2ase ー (k2+s2)e r H 2吋 e -(k2+s2)e' ~ 

f 叫 z-H) ，，" _"， ~ß(Z目的 1 
-F(k){2αse ' -( k2+(2) e' '~ 

(2) 水平点加振問題(x方向加振)

ux=一吉ザ[{器j-与竺)日)

ーヲと{誤2十与竺}h川dk (3.31) 

X' xy r∞ ( k H (k) k E (k)、-
Uy= ーニ与す_~ I i -=-一一十一一一~ J 2 (kr) dk 

; r2 J 0 l a F (k)' s J J t 
(3. 32) 

ヮ“
F
h
d
 



ただし、

Qx x r∞ k2G(k) 
z=一一一γ-l -一一一 Jl(kr)dk
4πμk; rJo F(k) Jl  

(3. 33 ) 

(]x古河[[部)平+平時平)

十台7M川

。y合7L∞[[長(出+平)}十二~ M(k)]ん(kr)
十字哨+弓(k)}什 dk

(]z = 乏恭恭2云7汁÷打jf:{仰Zhμ加(仲向叫h灼)+二古7似W川川h的叶)今}ん川μ川(什仰州h灯削rη)
(3.35) 

(3.36 ) 

句wザy戸=£品哉t云了引引子刊川lf川∞，=[[儲開鵠諮)一笠与守半竿F子戸Pf竺盟k)十2半与与ヂヂ子デ戸Z竺1臨臨)+平半)い)
十 4(ゲ)儒哨以前)]dk (3.37) 

'zx=一三云Ia=[{誤2一千台-2Fm)fo(財)
2 (XL y2) _ ... _ ..， x2_y2 (kH(k) kE(k)") _ " ，1 • 
+「「L(的 ]1( kr)ーっ計百7ワ-'

-' J fz(kr) J dk 

( 3.38 ) 

Qx xy r∞ (kH(k). kE(k) ._..，") 
yz=ー-=z:-2 _2 i--::一一一十一一一一-kL(k)}fz(財)d k (3.39 ) 
4πk; r2 JO l aF(k) βJ  

J ~ 

H(k)=吋 {2k
2e-αえ(叫ザsH}{仰

-az
ー(仰げ向)

+が{
(k2+s2) e-a仁2ase-sH}{ (k

2+s2) e-α~dpJz} 

+F(刈d
仰 d)-MPめ)
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E (k) =バ{JM+fm}
( -aH -BH、( -rl7' -R7、G(k)=~(が+ß2)e -2αβer H (k2+s2)e一二 2k2e/"-} 

(吋tH ~ -8H、(αZ -Bz 、+i 2k2e -(k2+s2)e' ~~ H 2αse一一(k斗s2)e/"噌}
f 土α(Z-ff) I.B(z-ffi、

士F(k)~e --e'、，ト

五(k)=一呼{仰-aHー(叫2)JH}{2仇 f-附 +s2)e勺
-k2a { (k刊 )fえ2αpJH}{(h2+P)fz-2

(一端Cz-H) .0  _ Ij3Cz-lD) 
平 F(k) a ~が e -{:J"e 

(-8Cz+H) I.，βCz-lD " E(k)=-k;ß~ e' 二t=e' r 

G (k) = -{ (k2十P)64H-2αげ作(α(k2十P)fz-仰 e-sZ}
-s{抑制一(が+s2)e-仰 ){2Ndz-(が+s2)e向}
『企α(z-){) I.sCz-H)" 

+F(kHαe -se - ~ 

kH(k) kG(k) 
M(k)=一一一一一+一一一一ーαF(k)' F(k) ， 

3.2. 2 等分布加援問題2)

k2G (k) 
L (k)=一一一一一

F(k) 

k2G(k) 
L (k)=一一一一一

F(k) 

短形等分布加振力 (2ax2b) による変位・応力解は式 (3.13 )より明らかなように積分変数 (1' 

(2'乙関する無限二重積分で表わされるため、次i乙示すような、

(1= kcos(} ， (2= ksin(} ， d(1(2=kdkd() 

なる変数変換を行えば、変位解は次のようになる。

(a) 鉛直等分布加振問題

Qz . r7T:/2 roo U (k) cω(k:x cω(})cω(ky sin(}) 
U:x=_? ，_2 '1 ー一一2π2μk; ab J 0 J 0 F(k) 

• sin(ka cos(}) sin(kb sin(}) dkd(} (3.40) 

-54-



U制 ZQzヲ i('ρ∞ U(k) ω (kxcos8)ω (kysin8) 
一 一-
J 271."2μk;ab JO JO F(k) cos8 

• sin(ka cos8) sin(kb sin8) dkd8 (3.41) 

Qz rπ/2 r∞ W(k) cω(kx cos8) cos(kysin8) 
Uz=一一一一一τ-'- 一一一一一271."2μk;ab JO JO kfiF(k) cos8 sin8 

• sin(ka cos8) sin(kbsin8) dkd8 (3.42 ) 

こ乙i乙、 Qz= 4abqzである。なお、被積分関数は81乙関して周期関数である乙と、さらに 8=π/2

i乙関して対称である乙とを考慮している。

(b)水平等分布加振問題 (x方向加振)

Qx 戸内・∞(H(k) "̂  E(k) 内局、
2π2μば;JbJ

O 
J
O 
lka子高了crv IF  S附 (JJ Ux =ー i，_ _ _ ，，-， COS"(J--，-̂ -s!n" (J ~ 

cos(kx Cos 8) cos(ky sin8) 
・ー一一一一 sin(kacos8)sin(kbsin8)dkd8 (3.43) 

COョ8sin8 

Qx r71."/2 r∞ H(k) ， ， --;-ー一一一一cos(kx cos 8) cos (ky sin 8) 
y - 271."2μk] ab J 0 JO kαF(k) 

• sin(kacos8) sin(kbsin8) qkd8 (3.44 ) 

U~=~ ァ I岬2roo C(k) cos(kxcos8) cos(kysin8) 
z ，_ 2 ・ 一一一一一
271."2μばab •九九 F (k) sin 。
• sin(ka cos8) sin(kbsin8) dkd8 (3.45 ) 

乙こに、 Qx=4abqxである。

3.3 波数積分の評価法

前節の式(3. 22 ) -(3. 45 )における積分変数hに関する無限積分は lつの極を有するため、数

理的i乙解を得ることはできない。本章では、点加振問題には直接数値積分、また、分布加振問題i乙

対しては複素周囲積分を用いて得られる分岐線積分に数値積分を適用して数値解を求める。と乙ろ

で、点加振の伏態は、分布加振の場合において載荷面の辺長をOにする極限操作によって誘導する

乙とができる(式(3.14 ) -(3. 18 )参照)。したがって、点加振の場合にも分布加振の場合と同

様に複素周囲積分を利用できる。一方、乙れとは逆iζ、分布加振問題の無限積分の部分に対しても

R
U
 

E-u 



直接数値積分法を適用する乙とができる。

ロ).13) 
3. 3. 1 直接数値積分法の適用

各変位・応力解は 1つの極を有するため、主値積分と留数項i乙分け、一般形で表示して次式に示

すような計算万法によって、直接数値積分による積分値の評価を行う 4)。

fIWK=イ{附一以I吋 dk-iπResω+fjZI(h)dh 

乙乙で、げは Ca吋の主値、 Res仰はRayleigh極 kRでの留数、 J(k)は収束関数、

Æ~J(k) は k カ汁分大きな値での近似式を意味する。また、式(3.必)は乙の近似式を差し引く

乙とによって主値積分の収束を早め、数値積分を有限な積分上限値rで終らせるよう操作したもの

である。なお、式 (3.48)の右辺第3項の積分は、 Bessel関数を含む積分公式14)を利用して数理

的に求める乙とができるの。すなわち、

1 im J(k) dk= Mindlin解
"0 k一回

(3.47 ) 

となる。これについて、鉛直点加振力による鉛直変位解Uzを例にとって具体的に説明しておく。

いま、鉛直点加振力による鉛直変位解Uz(式 (3.24>)は若干の夏、形を施せば、次式のように

書き直される。

Qz r∞ ( k W1 (k) . k W2 (k). ...H' r.，) 
=一一一~J 十一一一一十一一一一 +k問 (k)~]o(kr) dk 41t"μk;J 0 l F(k) . sF(k) ....v' ')JU (3.48 ) 

ただし、

(， .o.~， _-aH _..o:sH) (，.... -az _..._-sz) 
問(k)=αi(k2+jIl)e ..---2k2e '--H (k2+s2)e -2k2e ~ 

( ， ••.• "̂' :sH 吋出1(， L.? "，."βz αZ) Wi!(k)=門 (k2+s2)e '--_2 ase --H (k2+s2) e ，. -2as e --~ 

，ばCz-H) Ii-!s(z-H) 
同(k)=d-7e

F (k)= (叫 2)2-4k2 as • α =Jに写 • s=Jk2-疋

なお、上式中の符号土はそれぞれ載荷面より上層部分および下層部分に対応している乙とを表わす。
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次i乙、 k;T.O における被積分関数の近似式を求める。次の展開公式、

J工a2 = (ん2ん k(1ーやρ

手 _......}~k (1 一手)( a2 = k ~ 1ーム一一一一二一一
l ~ 2 k2 4・2! 

1 1 ( 1 a2 1 a4 、 1 a2 
，..----- -ァ f1+7zz+一ーででτ4"+・・・・・・トー -;:-(1+τh"2)
，J k2-a2 向、 &向 せゐ 4 向 ， 向 ん向

ジ一

2
十X
 
十

唱
E
A

」
寸十z

一2+
 
z
 

十一一
z
 
ρu 

-f{l十32+jF}
F一一 ~2 b& 
db P-o -e-bh(lーか)=Jhe古

より、

。 b2 _ _ ( a2+炉、
hz(1--Lー)(1一一一)与が~ 1一一一一-t2k2 / ，~ 2k2 / . .. l ~ 2k 2 J J予二;Jk2コ~

となる。乙れらを式 (3.50)の被積分関数に適用すれば、次式のようになる1)。

。f 、ー(Z+H)k 
limW， (k) ~ ks k ~ (1-r2)zHk2+ (I -r2)(z+H) k +1 ~ e 

h→∞~ ) 

月W2(か ゆ 2{ (1-r2jzHが+(l-r2) r2(吋 )k+r4}〆〈叩h

ι
M
 
d
 
z
 

全

ρu
、

•• 
〉

l
v'
一
+一
2

唱
E
A
-

一一
2

γ
'
 

噌

E
Ar
、hlim h W3(h)与

ーー・。。

klimF(h)均一2k;k2 (1 -r2) 
一ー.c均

Uはポアソン比である。ただし、 r=JTHν)/ 2 (1ーν)
乙れらを用いて、式(3.48)を式(3.46 )のように変形すれば次式のようになる。

( 1d  r∞ ー叩 (1 +r2) (z+H) 
ksI一一二一一一 Ie'---. Jn(kr)dk-
2(1-r2) Jo υ  

n
t
 
r
D
 

Uタ=-2L
41rμ 



Jf-fmh f Ahe 〔 mfo川 dk-(1 +r2) ZHJコイ叩hjo(hr)dh
2 r∞;: (Z -}{)k _ " . .. l-r2)(z-f{) r oo

• %(Z-H)k __l 
-~ J

O 
e ----JO(kr)dk土 2"-'"JO ke'-'''''Jo(kr)dり

(3.49 ) 

ただし、

I=~r∞ lhm(k).h問 (k ) _ k W3 ( k). 1十r4 ..;-(叩k (1+r2) (z+的
ーー-/てすでτア了 T 一万一一一一ー--:--r一一一τ一一一+一一一一一一一ι
ksJo lk;F(k) 

. 
k;fJF(k)' k; 

. 
20-r2)ν 

ー(z+}{)k __ . 
_ _-(z+H)k 1十r2_%(z-H)kl-r2)(z-H) • ke' ... +O+r2) zH k2 e' +ヲ--e ::!:: 

h
 
d
 
、、，ノ
グ
'
，R
 
，e‘、nυ 
r
J
 

「
l
l
i
p
-
-
r

L
M
 
日夕M，，a
、
土

ρν 'R
 

• (3.50 ) 

14) 
さらに、次の積分公式

l
∞ -(z+H)k 
e 
、ー

'fo(hf)dh=f
，，/ (Z+H)2+ r2 

f 
-zJ  Z+ 
k e -
--. 
J 0 (kr) dk = 一{(z+H)2+r2}'/~ 

f 
z h 3内 )2

k2e' 
... 
JO(kr)dk= 一{(z+H)2+r2 y {叫H)2口中

より、式 (3.49)は次のように書き直される。

uzztトsI-古沿 127)2-FF-1)(lずH
1 +r2 l-r2)(z-H)2 I 
2R1 2Rt J 

( 3. 51 ) 

ただし、 R1=J(z-H)2+r2 ， R2=J(z+H)2+r2 である。

乙乙で、次のような無次元化変数を導入して、無次元化した変位解を示す。

c=k/ks ， ao =rks ， c =Hks， d =zks ， ks=ω/Vs 
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式(3.日)、 (3.51)より、最終的iζ次のようになる。

ハー 11 _r∞(( Wl(() W2(ハ 1十r4 _-(d+c) ( 
Uタ=一三五- k. 11 P/ ~'" ~一一+一一三一一十 (Wョ (0 十一一一一--;;;-ez- 4πエt "i; 11 ムol F(O ' sF(O . '''U'-， ' 2C1-rつ

(1 +r2) (d+c) ー(d+c)( 0- . _0  ~-(d+c)( ， 1 +r2 ~"， (d-c) ( 
十 (e 十 (1-rZ)dCC2e+-fe
2 

平 (l つ(向~(eω(}山ゆ d(

-i πKizil52市~}川t]
Qz 1 3-4ν8(1-y)2ー (3-4ν(3ー4ν)(z+H)2-2zH

ー ト一一一十 十 ， 
16πμc1ーν)l Rl R2 Ri 

(Z-H)2 6zH(z十H)2 I 
十一一一寸ー+--.，....".--
Rl' R2')  

(3. 52) 

ただし、

f(r)...2_1¥n-ac_"'2n-sC) (("~? ，，~--a d n ，?~-ßd1 Wl (()=α~ (2♂ーue"-2(2e'-H (2(2-Ue ---2(2e /"'-~ 

(__，" _， _ -sc _ _.-ct川(_..β 、
W2 ( () = (2 1 (2ζ2-l)e'''-2αβe _. H (2ζ2-1)e /"'--2αse --~ 

企Cd-c)α(2 土Cd-c)β
W3(ζ)=d-7e  

F (0 = (2(2ー1)2-4(2吋， α=，.)72コ2' s=，.)(2-1 

F'(()= 8((2(2_1-as)ー4♂(戸/α+α/s ) 

また、(RはRayleigh極の無次元化変数 (=kR/ks)である。なお、式(3.52)1とおいて、加振振

動数ω→o(ks→o )とすれば、式 (3.52)の右辺第2項のみとなり、静的問題の変位解である

Mirxll in解i乙一致し、式 (3.47)が成り立つ。

以上は、鉛直点力同闘による鉛直変位解iζ直接数値積分法を適用した場合について述べたもので

ある。そ乙で、式 (3.46)の 1im J(k)なる関数形は実際の数値計算において重要な役割を果すた
h→∞ 

め、前節の式 (3.19 )、 (3.20)のh→∞での近似式を次式のようにまとめておく。

F=  lim F 
k-oo 

= Ml [{ M2叩 H+日吋叫}e -Cz 

n
u
d
 

F
内
U



十州7+M8 k(z一昨"'(叫

/¥ m 
G=limG (α) 
h→∞ 

ー(z+H)k '" (Z -H)k 
= e + me 

なお、上式中のM1-M4なる記号は表3-41乙与えておく。

表3-4 式 (3.5 3 )， (3. 5 4 )に現われる記号の説明

F M 1 M 2 M3  M4  M5  M6  

AV (k) k 112 k2 2r2/(I-r2) 1 + r 2 一(1 + r2 ) -2 ( 1-r2) 

AH( k) k1l2 k2 2 r2 / (J -r2 ) 一(1+r2 ) 1 + r2 -2 (j -r2) + 

BV(k) -k~/ 2 k (1 +r勺/(l-r2) 1 + r2 1 + r2 2Cl-r2) + 

BH( k) -k~/2k 一(1 + r 4 ) / ( 1 -r2 ) 一(1+r2) 一(1 + r2 ) 2 ( 1-r2 ) + 

Cv( k) ( 1 + r2 ) / ( 1 -r2 ) 2 。 。 + 
CFj(k) -k (1+r2)/(1-r2) 一2 。 。 + 
DV( k) -kl 1-r2 1 + r2 2 ( 1 -r2 ) 平

DH( k) -ki 1 一(J-r2) 一(1 + r2 ) 2 ( 1 -r2) + 

EV(k) k:/k r2 1-r2 1 + r2 一2( 1 -r2 ) ー

EH(k) k~/k r2 一(J-r2) 1 + r2 -2 (J -r2) 

注 r=ヘ/( 1-2ν)/2(1-~) 

(3.53 ) 

(3.54 ) 

M7  Ms 

O 1 -r2 

。 1 -r2 
1 + r2 平(1 -r2) 

1 + r2 :!: (J -r2) 

。
h 。
平<l-r2) 

1 土(J-r2) 

r2 平(1-r 2) 

r2 :!:Cl-r2) 

また、式 (3.49)から式 (3.51)1ζ変形する際i乙必要となる Bessel関数を含む積分公式は付録lζ

与えておく。

次iζ、各変位・応力解i乙直接数値積分を適用する際の積分きざみの検討を行う。被積分関数は1

つの極を有するため、変位・応力解は式 (3.46)に示すように主値積分と極に対して求まる留数の

-;π倍の和として表わされる。しかるに、被積分関数は積分変数hが極の位置に接近すれば急激な

発散現象を生じ、極の近傍以外では比較的安定した関数となっている。このため、数値積分の積分

きざみ幅は極の近傍で小さく、極から離れるに従って組くすればよい。本論文の数値計算において
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は、不等間隔Simps∞公式を利用して積分値を得た。なお、乙の積分きぎみに関する詳細な検討は

文献15)1ζ与えられている。

2). 16) 
3. 3. 2 複素周囲積分の適用

本章では、矩形等分布鉛直加振力による鉛直変位式 (3.42)について複素周囲積分の適用による

式変形を説明し、その結果をふまえて水平加振力による水平変位式 (3.43)の変形を示す。ー

(1) 鉛直分布加振による鉛直変位解への適用

鉛直変位式(3.42)は直接数値積分を行う場合には都合のよい形であるが、複素周囲積分を適用

する場合、積分路設定の都合上、次のような関係を導入する。

COS (kx cos 0 ) COS (k y sin 0) sin (ka cos 0 ) sin (kb sin 0 ) 

= .i{φ;(り)+φ;(り)}
r1 

fこだし、 j 

ダ(k，0)=と1L{JK|りcosO中 inOI ik1xjcosO勺 S州)
16 l 

O.Ck ， 0)=と~/ {e -ikIXjcOS0叩 inO1_ iiklxjcosO-YjsinO I } 
16 l 

[j /2) 
j=X+C一1)・ a

[(j-1)/2 ) 
Yj =y + C一1)

なお、上式中の[ )は Gaussの整数化記号である。

式C3.55 )を式(3.42)に代入すれば、次式のようになる。

( 3. 55 ) 

(3.56 ) 

( 3.57 ) 

2Qz rπ/2r∞ W(k n(  "，+，~ s') 
z=一一一一τ ，_^ ....'L' ___ n __' _1'11 1: ~φ ， (k ，0)+φ.Ck ，0) ~ dkdO 
π&μk; Jo Jo kf3F(k)cosO sinO F-1l .... j' ，.， • --j' '"' J 

(3.58 ) 

上式のRayleigh関数F(k)は特異点として分岐点kp.ksおよび一位の極kRを有する。乙乙で

式(3.58)から無限積分に関する部分のみを取り出して次のように表わしておく。

f∞ W(k) :，_+" r∞ W(h)4-
叶一一一7Iφ，(k ，0 )dk+ I一一一+..Iφ(k，O)dk=I，+Iヮ
Jo kf3F(k) 1=1-j' • JO kf3F(k);l--j"'"'-' '1"~ 

( 3. 59 ) 
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次i乙、実積分変数hを (=k十 iτ と置き換えて複素平面i乙拡張する。 乙のとき、 α、Fはともに

ニ価関数である乙とから、全部で4葉のRiemann面を持ち、 Re(a)，Re(，8)の符号i乙応じて4つ

の組合せが存在する。ここでは、無限深さにおける境界条件、すなわち a，，8が正の実数あるいは

正の純虚数であるという条件を考慮して、 Re(α)ミO、Re(，8)主主Oなる Riemann面を選択する。

さらに、Cauchyの積分定理の適用を考えて、

加振振動数ωを複素数ω-，ω。とおくとき、
分岐点および極は複素平面上の第4象限内

1，."(" 

rl 

で勾配がIm(ω)/Re(ω)なる直線上i乙並ぶ。

乙の状態のもとで、式 (3.59)の積分11，ら

に対応する周囲積分路r1.r2を図3ー21乙

示すように複素平面の第 l、第4象限iζ設

定する。乙乙で、同図のLa，L，8は分岐線

に近接して沿う積分路を表わす。

以上より、 Cauchyの積分定理によって、

r1 J2  1ζ関する周囲積分の内、実軸上の

積分は次のように表わされる。

。

Re α>0 

Re 6>0 

k 

r2 

図3-2 周囲積分路〈 ω:複素数〉

f∞ W (k) _+ 
1 = / 一一一--;-.~ φ(k ，8)dk 
J 0 kβF(k)メ=1 J 

r W(O ;.， _+._ rO W(ir) :.， "，+ 
=-/ 一一一~ φ((，8)d(-/ 一一一一-;-~ φ. (i r ，8) d r ( 3. 60 ) 
L1 (，8F(()弁 --j" J∞ポF(ir)/:1 -j 

f∞ W(k) !. 
2 = / 一一一~~ φ.(k，8)dk 
JO k，8F(k)弁 J

r W(O !._-._̂， r W(O ! 
= -1 一一一-:-， ~ φ.((，8)d(-1 一一一~ ~ φ. ((，8)d( 
JLz (，8 F( () ;:1 -; 匂伊F(O;1-j 

r W ( () ~ _ -. _ r 0 W ( ir ) ~ ..... 
-I 一一一~'， ~ φ.((，8)d(-/ 一一一一 Zφ.(iτ，8) dr 
Lα (，8F(() j~ -j ι∞ r，8F(ir) T1 -J 

一2Il:iRes(kR) (3.61) 

乙乙で、式(3.61)のRes (kR)は極kRにおける留数で、

n
L
 
F
O
 



Res(hR)=h51L Jd(h，O)| 
L向 f'1' い J J= 1 J .J，たk

R

( 3. 62) 

によって求められる。また、式 (3.56)、C3. 57)の指数部を正とするとき、式C3.印)、 C3.61) 

における無限遠の積分路L1. L21乙関する積分は、指数関数が01ζ収束するため、積分としての寄

与はない。

次i乙、分岐線積分については、複素振動

数の虚部ω。をOにする極限状態で評価す

る。このとき、図 3-21乙示す分岐線積分

路Lα，LPは虚軸および実軸上で重なり合

った直線積分路となる。乙の積分路の様子

を模式的i乙示したものが図3-3、また、

積分路i乙沿ったReCα，{l入ImCα，{l)の

符号の変化を表3-51と与えておく。乙の

表3-5のもとで分岐線積分は打ち消し合

うものを考撮して、次式のように表わされ

る。

iT 

|下¥¥¥
k 

図3-3 周囲積分路〈 ω;実数〉

表3-5 積分路に沿った符号の変化

径 路 Re (α〕 1m (α〕 Re (β〕 1m (β〕

A - A1 O O 

A 1 - A2 O 。 一

A2 - A3 + O O 

A3 - A4 + O O + 
A4 -A5 。 O + 
A5 - B O O + 
B - B1 。 O + 
B 1 - B2 O O + 
B2 - B3 O + 。 + 
B3 -c O 十 O + 
C -0 。 + O + 

qa 
no 



r W(()_:.. ...-，. ，，，.]， r W(() .! -J一一?'¥ I φ:((，8)d( - I 一一:~， I φ( c，8)d( イla(fiF(();1 'Vj''''-'-'' JLp sF(() j~1 'Vj 

rO ( W(ir) 灰ir) ):， 
= /. ~ ~一一一一一---ァ ~I φ;(ir， 8) dτ 
‘ι∞ l rsF<ir) rsF(ir) J 1=1 -J 

rkpr W(O 荻()):，ー
十 rY~ 一一一一てV\~ J ~ I φli(C8)d( 
J 0 l (s F( 0 Cs F( () J 1=1 -J 

内 (w(n 荻() ) :，ー
+ / u ~一一一一一て---一 ~I φli((，8)d( 
‘乍Pl (s F( 0 ( s F( () )]:1 -J 

(3.63 ) 

ただし、上式において、 sF(O，W(OはsF(O，W(Oにおけるα、Pの符号がそれぞれ実数

のときは同符号、純虚数のときは異符号となる関数を意味する。と乙ろで、式 (3.63)を式(3. 61 ) 

に代入するとき、式 (3.63)の右辺第 l項の前半の積分は式(3. 61)の右辺第4項の積分と打ち消

し合う。さらに、式 (3.63)の右辺第 1項の後半の積分において、 sF(iτ)，W(Iτ) はそれぞれ
+ 

sF( ;τ)， WCir)の共役な関数になる乙とが確められる。したがって、 φ1(り)=久(-ir，8)

およびF(;r)， w(iτ)が τに関して隅関数であることを考慮すれば、式(3.臼)の右辺第 1項の

後半の積分は次のように変形される。

rO W(ir) ~ -1 一一一~I φ. (ir，8)dr 
-∞ポF(ir)F-l -j 

= -J~ [R七時)-42})が;(ZT。)dT
以土の諸式を考慮して、式 (3.58)は次式のように書き直される。

Uz=ヮ場fMb{品二;r)}刻(;r削
+ J
o
% {杭 k需 )jIWO)dh
( W (k】!.--.. ，̂) 

-21t ，ト Iφ(k ，8) ~ _._" .:._ " d8 
l ksF'(k);i -j' . . J~~ ) (3.64 ) 

上式は、半無限弾性体の表面分布加振問題における表面変位解九対して、同様の複素周囲積分を

適用して得られる式と対比すると、内部分布加振に対する上式には虚軸τl乙関する無限積分が残っ
+ 

ている。しかしながら、乙の積分におけるφ.Cir，8)の指数項は式 (3.56)より実数となる乙と
1 
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がわかる。したがって、被積分関数は極を含まない単調減少関数となり、数値計算上乙の虚軸i乙関

する積分項の取扱いは容易となる。本論文では、乙の虚軸lζ沿う積分lと対して点加振問題iζ用いた

数値計算法、すなわち積分変数 r→∞での近似式を差し引くことにより、虚軸i乙沿う積分の収束を

早め、数値積分を有限な積分上限値で終らせるよう操作する。

τ→∞での被積分関数は次式のようになる。

告示ー(k;-kp)ZH[-COS{士(叫)(州)}+i S叶 (a+(J)(川崎

ただし、 α=戸写EF， β=.r.写kj である。
また、 T→∞では、 α+(J=.2τを考慮すれば、次式が得られる。

j:Re(τJ7(ZT)}タ;(ZT山
=f~ [叫)山{'Z" (叶吋24τaθ]d'Z" (3.65 ) 

ただし、

-'Z"aθ :-'Z"aj(x+l)cosO+(Y+1)sinOj . ;'Z"aj(x-l)CωO+(Y-l)sinO j 
Ie -=e '+e 
J=1 

-'Z"aj (x+l)cω0-σーl)sinOj ィaj(X-l)coSO-(Y+l)sinOj 
+ e '+ e 

一{e-'Z"aj川 C叫併l)sinOj 刊 j(X+l)c叫 (Y-l)sinOj +e 

ィ aj(x-l)cosO -(Y-l)sinO j . _ -'Z"aj (x+l)cosO -(Y+OsinO j 
+ e ' + e 

x=x/a ， Y=y./a 

17J 
さらに、次の積分公式 L 

f:rωxdx=オ五
より、式 (3.65)は次式のようになる。

~CX> [(付)…{τ(z+H)}三e-raθ]d'Z" 

F
h
u
 
no 



乙こで、

内角 z +H = (k;-kp) zH I f~r> ~2 τ 
j三1Caθ)2十Cz+H)Z

= Cバ-kp)ZHcz+H)I一一」
メ=1Cjz+(Z+H)2

C1 = a I CX+1)cos 0十 CY+l)sin0 I 

C2=aICX-l)cosO + CY-l)sinOI 

C3=aICX+1)cos 0ー Cy-1)sinOI

C4=al CX-1)cos 0一 CY+l)sinOI

C5=aICX-l)cosO + CY+l)sinOI 

C6=aICX+1)cos 0 + CY-1)sinOI 

C 7 = a I CX -1) cos 0一 CY-l)sinOI

Cs=al CX+1)cos 0一 CY+1)sinOI

π 

C 3. 66 ) 

ところで、式 C3. 58)において0=0、ーのときには、 分子、分母がOとなり、被積分関数は不
2 

定形となるために、別の取り扱いが必要であるが、これらの詳細については付録に示しておく。

(2) 水平分布加振による水平変位解への適用

水平分布加振による加振方向 Cx方向)変位式 C3. 43)は鉛直分布加振による鉛直変位式 C3. 44) 

と対比すれば、明らかなように被積分関数において、

WCk) HCk) E(k) 
一一一一一 一→一一一一一 cos20 -一一ー sin2 8 
ksFCk) kαFCk) ks 

なる項の違いだけである。したがって、式 C3. 58)と同様の変形操作を行い、第2項を付け加わえ

れば、最終的に水平変位解は次のようになる。

ux=一長j:ρ[[-刷品)附)}μ;(ZTO)dτ 
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十jf{晶一長)}jlφ;(hO)dh

- 211:; {晶 が(k，() )ム)cos2 () 

一[-2f~ Re{τJ2;)討(ir，(})dr
s;n2 () 11 1 d() 

11 cos(} sin(} 
+fs{学十字)止の (})dkJ

(3.67) 

また、虚軸iζ沿う積分については、 r→∞での被積分間数は鉛直加振の場合と同じ形となるため、

数値計算に際して式(3.槌)を用いればよい。さらに、鉛直変位解式(3.時)と同様に、式 (3.67) 

闘いてい=o，fのときには、分子、分母がOとなり、被積分間数は不定形となるために、乙
れらの詳細については付録に示しておく。

数値計算および考察3.4 

前節で示された各加振問題における変位・応力解の数値計算を行うことによって、変位・応

その際、積分きざみは結果の精度に影響を与える。点加振問題iと対しては文献15)力が得られる。

および短形分布加振問題に対しては文献18)に積分きざみ幅i乙関する詳細な検討がなされており、

本論文の数値計算においても同文献の積分きざみを参考にした。

点加銀問題3. 4. 1 

数値計算iζ際して必要となる諸数値は次のようなパラメータで与える。

r= J (1-211)/2(1-11) ω

一v
，a
 

ωH 
c=ー一一一
Vs 

wr 
ao =てア
vs 

本論文では、上記パラメータの内rの値についてはr=0.5(ν= 1/3)なる値に固定し、残りのパ

ラメータについては表3-61e示すような値を与えた。

丹-
n
h
v
 



パラメータの組合せ

¥¥¥  変 位 解 応 力 解

α) r 
O. 0 • 1. 0 ， 2. 0 0.0 - 1 0.0 ao=~ Vs 

ωH 
0.0 O. 6 2. 0 3. 0 O. 0 ， O. 5， 1. 0 ， 2. 0 c=ーV

s

dー一
と三 0.0 - 4.0 (0.4きざみ) O. 0 ， O. 5， 1. 0 ， 2. 0 I Vs 

」

鉛直点加振に 図3-4 図3-5 図3-6 図3-7

対する結果 図3-20 

(図番号) 図3-8 図 3-9 図3-10 図 3-11 

水平点加振に 図3-12 図 3-13 図3-14 図 3-15 

対する結果 図 3-21 

(図番号) 図3-16 図 3-17 図3-18 図3-19 

表3-6 

数値計算結果のうち、変位解を次iζ示す無次元係数項の実部 (6l，fl・・・・等)と虚部 (62，f2

・・・等)で図示する。鉛直点加振問題lと対する変位解は次の形で与えられる。

e -'fPe aoJ可zzfU，，= _ Qz 一一4πμr (3.68 ) 

(3.69 ) e-'fPI aoJ子弓rUz= 

、E》E
J

'n 
o' z
 
ρν 

また、水平点加振問題i乙対する変位解は次式となる。

UX=-乏tyao{JFP巧ー川尻弓

e -'fPk =-告-raoJ不可 (3.70 ) 

aocoshin8335Fh U制 = Qx 
J 41rμr ( 3. 71 ) 

(3. 72) 
/一一一一一ー .-'fP 1 
sOJP+q e 
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ただし、式 (3.(3) - (3. 72)における編角向，rpf..・・などは次式で表わされる。

向=- tan (e2 / e1 ) 伊f=-tm l(β/五) ・・・・
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図3-4-11は鉛直点加振に対する結果を示したものである。
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鉛車点加援力による鉛直変位(c= O. 0 ) 
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図3-8-

鉛直点加復力による鉛直変位 (c = 3. 0 ) 

図3-4-7は鉛直変位(式 (3.伺)) a::撫次元係数項の実部11，虚部12について、

11は水平変位(式(3.68))の無次元係数項の実部e1，虚部e2について図示したものである。な

d(=ωZ/Vs)は加振位置の表面を原点として変位を求

図3-1 

つまり、加振振動数ω

ぉ、乙れらの図において、。:0(司げ/Vs入

める点までの無次元距離と深さを、 c(=ωoJl/Vs)は無次元加振深さを表わすL
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を固定して距離r，ZおよびHを変化させた場合i乙相当している。また、図3-4-7の鉛直変位

において、加振位置は特異点となるため、その点の変位は無限大の値となっている。

図3-4の表面加振 (c = 0 )と図3-5の加振位置が比較的表面iζ近い場合(c=0.6)の実部

と虚部は、無次元水平距離ao= 0.0の加振軸上を除いてao=1.0， 2.0なる距離ではほぼ同じ値と

なっている。また、図3-6の無次元加振深さ c=2.0の場合と図3-7の c=3.0の場合の変位を

表面加振 (c =0.0)および表面に近い加振(c=0.6)のそれと比べると、 明らかに後者の変位の

万が大きい値を示している。乙れは、加振位置の深い方が浅い所に比べて自由表面の影響、すなわ

ち表面での反射波の影響が少なくなるものと考えられる。

一方、図3-8-111乙図示されている水平変位についても、鉛直変位と同様に表面加振 (c = 0.0) 

と表面i乙近い加振 (c = 0.6 )の実部と虚部はともに無次元水平距離ao=1.0， 2.0 においでほぼ同
じ値を示している。また、図3-10、11の無次元加振深さ c= 2.0， 3.0の変位は図3-8、9の変

位iζ比べて小さな値となっている。乙れは鉛直変位と同様に加振位置が深くなれば自由表面の影響

が少なくなるものと考えられる。

。s 1.0 O.!5 

，。

-・・・ーー・・- e. 

図3-8 鉛直点加掻力による
水平変位 (c= 0.0 ) 

図3-9 鉛直点加掻力による
水平変位(c = O. 6 ) 

次に、図3-12 -15は水平点加握による加振方向 (x方向)変位(式(3. 70) )の無次元係数の

実部k1と虚部k2 ( 8 = 00)を図示したものである。乙れらの図の水平変位においても、鉛直点加
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図3-11 鉛直点加掻力による
水平変位 (c = 3.0 ) 

図3-10 鉛直点加復力による
水平変位(c = 2. 0 ) 

。

。.. 

ー一一一-ki

一一一一.k2

.2 

0・

-2 .1 

。=00 ) 水平点加復力による水平変位 (c = O. 0 • 図3-12 

振力による鉛直変位と同様に加振位置が特異点となり、その点の変位は無限大の値となる。図3-

12の表面加振 (c = 0.0 )と図3-13の加振位置が表面に近い場合 (c = 0.6 )の実部と虚部は、
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水平点加撮力による水平変位 (c = 2. 0， () = 00 ) 図3-14 

一方、

図3ー14の加振深さ c= 2.0と図 3-15のc=3.0の場合の変位を表面加振 (c= 0.0 )および表面

内

d
弓
d

無次元水平距離ao=O'Oの加振軸上を除いてao= 1.0，2.0ではほぼ同じ値を示している。
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図3-15 水平点加振力による水平変位 (c = 3.0 . 0 = 00) 
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図3-16 水平点加掻力による
鉛直変位 (c = o. O. 0 = 00) 
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図3-17 水平点加掻力による
鉛直変位 (c = O. 6. 0 = 00) 

iと近い加振 (c = 0.6 )のそれと比べると、無次元水平距離ao=2.0においては前者の変位の方が小

さな値を示している。
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図3-18 水平点加傷力による
鉛直変位(c = 2. O. 8 = 00) 

また、図 3-16-19の水平点力I脹力による鉛直変位(式 (3.72) )についても、加振位置が深く

図3-19 水平点加筆力による
鉛直変位(c = 3. O. 8 = 00) 

なれば自由表面の影響が少なくなるために表面加振 (c = 0.0)や表面近くの加振 (c = 0.6 )の変

位i乙比べれば、加振深さ c=2.0および3.0の場合は小さな値を示している。

ところで、鉛直点加振力による水平変位解である式 (3.22)および水平点加振力による鉛直変位

解である式 (3.33)においてz、Hをそれぞれ置き換えると、表面加振力による内部変位解および

内部加振力による表面変位解i乙関して式 (3.包)は式 (3.33)1ζ、式 (3.33)は式 (3.22)となる。

つまり、静的な場合のMaxwellの法則を動的な場合i乙拡張した動的相反作用の定理が成り立つ。
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図3-21 深さ Hにおりる水平点加癒力による応力〈 ν=1 /3 ) 

一方、図 3-20、21は応力解を図示したものである。図3ー20は鉛直点加振力が深さHIζ作用す

るときの鉛直応力。zおよびせん断応力 'zrを、無次元加振振動数c(=ωH/Vs)をパラメータと

して示したものである。また、図3-21は深さHの水平点加振力によるx軸lζ沿う鉛直応力 σzお

よびせん断応力 τzxを、 無次元加振振動数 c(=ωH/Vs)をパラメータとして示したものであ

る。また、図3-21は深さHの水平点加振力による x軸i乙沿う鉛直応力 I1zおよびせん断応力 'zx

を、 Cをノfラメータとして図示したものである。これらの図において、無次元加振振動数 Cが小さ

くなるにつれて、静的解 (c =ωH/Vs=O.O)に近づいている様子がわかる。

次lζ、加振点からさらに離れれば (aOミ2)、どのような変位挙動を示すかを調べる。
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図3-22 表面鉛直点加復力による相対鍍幅Uz( c = O. 0 ) 
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図3-22-25は各加振力による変位解を無次元水平距離ao= 2， 10， 50の場合について図示し

たものである。なお、。0=∞での変位モード、すなわちRayleighモードも比較のために図示し

ておく。また、これらの図の変位振幅 (Ux，Uz)は次の計算式によって各変位解を表面の鉛直変

位を基準とした相対振幅である。

|Uj(z)lcω(Oz-Oo) 
U;らe)= 
J ，--， IUz(z)1 

(i=x，z) 

ただし、ゅ。は基準とした表面鉛直変位の偏角である。

( 3.73 ) 

さらに、乙れらの図の縦軸は深さと Rayleigh波長の比(z/L)で表わし、Rayleigh波の約 l波長

分の深さまでを図示した。

図3-22、23はそれぞれ表面鉛直点加振 (c=O.O)および内部鉛直点加振 (c =2.0) I乙対する変

位を示している。乙れらの図において、少なくとも無次元水平距離aoが50程度になればRayleigh

モードに近い状態になることがわかる。一万、図 3-24、25はそれぞれ表面水平点加振 (c=0.0) 

および内部水平点加振 (c=2.0) I乙対する加振方向 ((J =00)の変位を示したものである。水平点

加振の場合、鉛直点加振の場合iζ比べてaoの値が小さくなるとともに相対振幅の変動は激しくな

っている。とくに、鉛直変位成分に比べて水平変位成分が大きく振動している乙とがわかる。しか

しながら、水平点加振においても鉛直点加振の場合と同様に、無次元水平距離ao= ro (r/L与 25/π)
程度でRayleighモードl乙近い状態になっている乙とがわかる。

3. 4.2 等分布加援問題

分布加振問題i乙対する数値計算は、前節の各分布加振力による加振方向変位解(式(3. 42 )、

(3.45) )について示す。なお、各変位解¢敬値計算結果は、それぞれ次のような形で表わされる

式の無次元係数項の実部と虚部で図示する。

aqz eiwt 
Uz=一一一一一一 (Fl+iF2)
z μ 

aqxe'ωt 
Ux=一一乙一一一(Gl+iG2)

πμ 
(3.74 ) 

また、本論文では等分布加振による変位とともに点力I脹刀による変位も示すが、その際、点加握に

よる変位解の数値計算結果も式(3.76 )に示すような形で整理するため、仮想の載荷幅(2a)を導

入して式の変形を行った。
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表3-7 パラメータの組合せ

HIα 0.0 8.0 
(表面加振) (地中加振)

xlα O 4 O 4 

zla O. 0 -16. 0 ( 1. 6きざみ) 0.0-16.0 ( 1. 6きざみ)

鉛直点加振に 図3-27(a) 図3-27(b) 
対する結果 図3-26(a) 図 3-26(b) 
(図番号) 図3-28(a) 図3-28(b) 

水平点加振に 図3-30(a) 図3-30(b) 
対する結果 図3-29(a) 図3-29(b) 
(図番号) 図3-31(a) 図3-31(b) 

計算条件は、載荷面が正方形 (a= b )、載荷深さがH/a= 8.0 ( a :載荷半幅)、ポアソン比

v = 1/3である。また、数値計算l乙際しては表3-71乙示すようなノfラメータの組合せとした。
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図3-26-28は鉛直加振に関するもので、分布加振と点加振による鉛直変位の比較を示している。

まず、図3-26は表面分布加振と表面点加振による変位を比較したもので、実部F1については明

らかな違いがあるが、虚部F2については一致している乙とがわかる。つまり、加振状態iζ無関係

i乙変位の虚部、すなわち減衰が等しくなることを表わしている。また、分布加娠による変位の実部

について、図 3-26(a)のx/a= 0 (叫/vs=0.0 )なる位置における深さ方向への鉛直変位の変化

を見れば、 z/a= 3.2 (ωz/ Vs= 0.8 )付近で大きな値を示している。同様に、図 3-26(めはx/a

=4 (ωx/ぬ=1.0 )なる位置における深さ方向への変位を示したもので、点加振と分布加振によ

る変位の絶対値(図示はしていない)はほぼ同じ値を示している。とくに、自由表面付近における

点加振と分布加振の変位を見れば、 x/a(すなわちωxlVs)が大きくなるとともに←致する傾向

にあり、文献19)に得られている結果と一致している。

? o計三 1.0 

ー-0--FI 
--0・・ F

2 

Distributed 
Load 

一一一 fl
・

---f
2 

Point Load 

図3-27 内部鉛直矩形加援力と点加憶力による変位の比較

-1.0 

〈ωa/vs= O. 25，ωIH/Vs = 2.0，ν= 1/3) 

次に、図3ー訂は加振位置がHla=8.0 (ωH/Vs = 2.0 )の場合における分布加振と点加振に

よる変位を比較したもので、表面加振の場合(H/a= 0.0 )と同様に、分布加振と点加振による変

位の虚部は等しい。図 3-27(a)のx/a=0 (ωx /Vs= 0.0 )なる位置における深さ方向への変位を

見れば、加振位置における変位の実部が小さな値を示し、加振位置の上の部分および下の部分にお

ける変位の実部は大きくなっている、図 3-27(~河川a=4.0 (ωx/Vs= 1.0 )においては、表面加

振 (ωIH/Vs= 0.0 )の場合と同様に、点加振と分布加振による変位の絶対値はほぼ同じ値を示し
ている。また、鉛直分布加振による変位についても、前節で謹ベた鉛直点加振力による変位と同様
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l乙、加振位置が深くなっても振源からの水平距離xlaが大きくなれば、表面に沿って伝わる、いわ

ゆる表面波の成分が卓越する乙とを示している。図3-28は無次元加振振動数ωa/vs=0.5， H/a 

=8.0 (ωHIVs =4.0 )なる場合の変位を示したものである。 乙の場合も、変位の実部が分布加振

と点加振では一致している乙とがわかる。
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図3-28 内部鉛直矩形加復力と点加援力による変位の比較
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一方、図3-29は表面の水平分布加振と水平点加振による加娠方向の水平変位を比較したもので

ある。水平分布加振の場合も、鉛直分布加振の場合と同様に点加振による変位の虚部と分布加振に

よる虚部は一致している。また、図3-29(a)lr.おける実部はz/a=1.6(ωz /Vs = 0.4)付近で大き

な値を示しているが、図3-29(めに見られるように、 加振位置から離れると、その大きな値を示

している位置が深い方に移動している。と乙ろで、図3-29(b)より、 x/a =4における絶対値(図

示していない)は点加振と分布加振で異っており、鉛直分布加振による鉛直変位の場合ほどよい一

致を示していない。さらに、 x/aの値が大きくならなければ、分布加振と点加振の変位(絶対値)

は一致しないと考えられる。また、表面波の成分が卓越してくる水平距離x/aも鉛直分布加振に

よる鉛直変位よりも大きくなる。

図3-30， 31は加振位置がH/a=8.0(ωa /vs= 0.25， 0.5)の水平分布加振と水平点加振による

水平変位の比較を示したものである。図3-30より、分布加振による変位の実部は、 z/a=8.0 

(ωz/Vs=2.0)の加振位置を中心iとほぼ対称の形で振動していることがわかる。一方、点加振の

場合も加振位置に関して対称の形となっているが、加振位置における変位は分布加振の場合と逆の

関係になっている。また、乙れらの関係は図3一泊φ'tJ)x/a=4においても見られ、図3-26(の、

3ー訂(b)における鉛直分布加振による鉛直変位、さらに、図3-29(めの表面水平分布加振による水

平変位よりも水平距離x/aが大きくならなければ、 表面波成分が卓越して乙ないと考えられる。

-2 

国 2

(a) ぉ/α=0， y/b=O (b) x/α=4 ， y/b=O 

図3-30 内部水平矩形加振力と点加援力による変位の比椴
〈ω /Vs= 0.25，ωIH/Vs = 2.0.ν= 1/3) 
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また、図3-31は無欧元加振振動数ωIVs=0.5， H I a=8.0の場合における水平変位を図示した

ものである。

なお、内部加振問題、とくに内部の水平加振問題においては、図3-301L:示されるように表面境

界の存在にあまり支配されないような挙動を示しているものと考えられる。

3. 5 結論

本章では、半無限弾性体内部の点加振および短形分布加振問題i乙対する変位・応力解の伝達マト

リックス法による誘導、各加振問題における変位・応力解の数値計算法および若干の数値計算によ

る変位・応力解についての考察を行った。その結果、各加振問題において次のような結論が得られ

fこ。

点加振問題については、

(1) 点加振力の位置の深い方が自由表面の影響が小さいため、表面に近い加振力による変位は加

振位置の深い点加振力によるそれより明らかに大きい値を示している。

(2) 表面加振力による内部変位解および内部加振力による表面変位解i乙関して、鉛直点加振力に

よる水平変位解における加振点の深さ (H)と測定点位置 (z )を置き換えれば、水平点加振力に

よる鉛直変位解となる。つまり、静的な場合におけるMaxwellの法則と同様に動的な場合i乙拡張し

た動的相反作用の定理が成り立つ。
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(3) 加振位置の深さに関係なく、少なくとも無次元水平距離ωr/VSが50程度 (r/L~25/ π ， 

Lは横波の波長)1乙なれば Reyleighモードi乙近い状態になる。

一方、分布加振問題については、

(4) 分布加振力による変位の虚部は、点加振力による変位の虚部とほぼ一致する。つまり、加振

状態に無関係に変位のm部、すなわち減衰が等しくなる。
(5) 分布加振力による変位の絶対値はx/a註 4.0において点加振刀による変位の絶対値にほぼ一

致する。すなわち、加振位置が深くなっても加振源からの水平距離 x/aが大きくなれば、 表面に

沿って伝わる、いわゆる表面波の成分が卓越する。

(6) 水平分布加振力による水平変位の実部は、 z/a = 8.0の力日振位置を中心にほほ対称の形で振

動している。つまり、内部水平加振問題においては、表面境界の存在i乙あまり支配されないような

挙動を示す。
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(付録一 1) 

本章の式(3. 19 ) I乙現われる Bessel関数の微分形を以下i乙示す。

θ x  
EJfo(Kr )=-h 7J1(hr) 

θ V  
33fo(hf)=-hfA(hr) 

。 (X2 X2 -1戸、
8X2 10(kr)=一門戸。(hr)-17fl(hr)}

且 r .，，2 .y2一‘，2 、
石z-10(kr)=ーペヲ2"10 (kr) +す戸二一 h(kr)J

<>2 削d. XV 
一一一-::-1n (kr) = k2ー十ん (kr)θzθY J U ' r白 4

θ X (X2 X2 -~ '1'2 、
百万 fo(hr)=h37じ.11 (kr )ーすFI2(hf)}

θ .0 Y (X2 _ .• • 3x2一戸 、
百五万ん(kr)・437bfl(hf)ーゴ子7 ん(kr)}

θ X (y2 _ .• ， X2-3y2 、
五万210(kr)= k3-r¥ ~2h (kr)+ヲ子3-~ fz(kr)} 
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(付録一2) 

本章の式 (3.51)から式 (3.53)に変形する際i乙必要となるBessel関数を含む積分公式を示し

ておく。
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na
-
v
'
 
一+

2

F

2

 

r
一1
l

n
d『

yr
一+一
一

Z
一，，.、

{長 J1(財)-Jo (kr)}dk 
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一三 sin {(Z-IH)2十r2}仰 -sin (z -I.H) + i [cos{ (Z-I.H)2+〆}山一 cos(z -I.H) ] 
r r 

-ia V (zzH)2+r2 
e 
{(z土H)2十r2}1/2 

巧

too 



(付録一3) 

?のとき被積分関数の分子、分母を積分変数Oで微分し。=0，本章の式 (3.66)において、

た極限値を求めておく。

。=0のとき

2Qz r∞ bW(k) 
U.，.=一ττコγl 一一一一 cω(批)sin(ak) dk 

→ k; J 0 βF(k) 

(1) 

(A・1)

(A・2) 

次i乙、式 (A・1)1乙複素周囲積分を適用するため、式(3.ω)のような形l乙変形する。

+1I'-(k)}手dk'z r∞ W (k) (_+" 
Uz =-→ニτγl 一一ーァ{11' (k) 
“ πZμ k;・J0 f3F(k) l 

a
 
z
 

L
M
 ρν 

+ 'L' ~ikl x+al 
11' (k)= e 

ただし、

(A・3) 
ー -iklx+al _-iklxゅ al
1I'(k)=e -e  

さらに、 Ho，fのときと同様時積分変数同(=.k + iτと置き換えて複斜面に蛾し
複素周囲積分を適用すれば、最終的i乙次式のように表わされる。

r
 
d
 
、‘，，T-，，‘、

+
 
w
y
 
、

•• 
〉•• 

，，
 日一恭[2fh(J42(iτ)

Jf{誠一需}11'-(k) dk 

(A・4)
十 2πi{長トー(k)ム]去
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ただし、

i) x+a主主 0， x-a主主Oのとき

+ィIx+al ィ Ix-al
1J" (ir) = e ~ I I - e 

一 -ikI針。 _-ik Ix-al 
1J" (k) = e -e 

ii) x+a主主 0， x-aく Oのとき

+ _-r I糾 al . _-rlx-al 
1J" (ir) = e I '+ e 

ーイklx+al _-iklx-al 
1J" (k) = e -e 

in) x+a < 0， x-aミOのとき

+ _-rlx+al _-rlx-al 
1J" (ir) = -e I I - e 

;-iklx+al _-iklx-al 
1J" (k) = -e I ~ I - e 

iv) x十aく 0， x-aく Oのとき

+ _ -r Ix+al ィ Jx-al
1J" (iτ)= -e ' '+ e 

ー .-ikIx+a I . _ -i k Ix--a I 
1J" (k) = -e ' + e 

ロ()=すのとき

(A・5) 

式 (A・1)-凶5)附いて、 aとb、zとyを置き換えれば、。=すのときの複素周囲積

分の評価式が得られる。
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(付録一4) 
π 

本章の式(3.69 )において、 0=0 ーのとき被積分間数の分子、分母と積分変数8で微分し， 2 

た極限値を求めておく。

(1) 。=0のとき

2Qx r∞ bH(k) 
- z l 一一一一一 cos(kx)sin(ak) dk 
ux= -7C2P.kff J

O 
aF(k) 

さらに、上式を式 (A.2)のように変形すれば次式が得られる。

ux=一品7(20e{J7521(ZT)
-f(誠一長}1J'-ゆ)dk
+ 2πi {誌)山)}k=kJ手
+ー

} 1J'+(i，)d， 

なお、上式中の1J' (iτ)，1J' (k)については式 (A・5)で与えられる。

(2) 。=?のとき

2Qx r∞ aE(k) 
内=ーァマτl 一ーァ一一 cos(ky) sin(bk) dk 
rμ RS '" 0 fi 

式 CA・8)は、式 CA・2)のように変形すれば次式のようになる。

ux=方針-2j〉(点告げ(i，) d， 

-ff{ヂ-苧}

-90ー
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第4章半無限弾性体の基本解に対するこ、三の考察

4. 1 概観

近年、境界要素法が構造物一地盤系の動的問題i乙適用され、多くの成果を挙げていることは周知

である。この境界要素法によって地表面近傍i乙位置する構造物および周辺地盤の動的挙動を解析す

る場合、利用する基本解によって2つの方法が考えられる。すなわち、全無限媒体に対する基本解

を用いて地表面を近似的l乙実現し、半無限媒体lζ対する解を得ょうとする間接的な方法と、半無限

媒体の基本解を用いる直接的な方法である。前者については、全無限媒体中i乙有限区間の切り込み

を入れる方法1)、全無限媒体の基本解i乙鏡像を重ねただけの解を用いる、いわゆる応力境界条件の

一部を無視する方法2)などが考えられる。

3).4) 
従来の研究において、自由表面をもっ三次元弾性体iζ対する基本解としては、松岡ら' 、筆者

6) ，7) 
ら 、 Lucoら' の研究が利用できる。しかし、これらの解i乙含まれる波数積分は特異点を含む

無限積分となっており、基本解の実際の値を得るには煩雑な数値積分を必要とする。これに対して、

全無限弾性体における基本解は松岡ら，8)I乙よって求められているが、その解は比較的簡単な解析的

表示となっている。

本章では文献5)の方法ICよって求めた半無限弾性体の基本解を、全無限弾性体の基本解l乙鏡像を

重ねただすの解がどの程度近似できるかについて調べる。

一方、前章では半無限弾性体内部の分布加振問題として短形等分布加振問題に対する変位解を求

めた。本章では、各種分布形状の違いによる変位挙動を解析するため、円形分布加振力による変位

解を誘導し、また分布形伏についても等分布のみならず剛体分布、放物線分布に対する変位解を求

める。さらに、全無限弾性体の分布加振力による変位解を求め、若干の数値計算を通して変位挙動

を解明する。

4. 2 全無限解と半無限解の比較

半無限弾性体と全無限弾性体の基本解を比較する前l乙、全無限弾性体の加振間宮1と対する変位・

応力解を求めておく。なお、松岡らは全無限弾性体の変位解を偏微分を含んだ表示で求めているた

め8)、本論文では伝達マトリックス法により変位解のみならず応力解についても利用し易いように

まとめて示しておく。

4. 2. 1 全無限弾性体に対する基本解

前章において半無限弾性体内部の加振問題iζ対する変位・応力解を求めたと同様に、全無限弾性

qo 
nu 



体を同じ力学定数をもっ二層弾性体と考え、載荷面より上層部分においては上昇波成分のみを、下

層部分においては下降波成分のみを考慮すれば、全無限弾性体の加振問題i乙対する変位・応力解が

容易に得られる。

鉛直点加振力による変位・応力解(1) 

全無限弾性体iζ調和型点加振力が作用するとき、変位・応力解は以下のようにまとめられる。

v=云zeMI2[h;(含+C去+iks去)}e-iksR 

2 _ / 1 1 ， _ -i koR 
一一一~ kp 16 C一+i kpっ)e ."P 1-211 "P '6 " J(l ， . "P R 

f 17 ， 18 _ ，.-19 ， ; t. r 13 ， 110 1~ 19、、 -iksR+{ー斗+'!. -15 ~: + i ks (-'_3
0 
+ '-.!? -15ーリl J(l' [(> --R7 ' ...，¥ R2 'R" w J?6/J 

{F F F 〆 10 110 /，、}e-t祢+~~-~+15よ+ iko ( '~一 '!~+15~ リ e-''''P 
R3 [(>' --R7 ' Y ¥J(l R'" --R6ノ j (4， 1) 

ωは加振振動数、 Vp，Vsはそれ

Uは各変位・応力の別を表わし、

乙乙で、 R=Jr+子+Z2 ， kρ=ω/均，ks=ω/vs ， 

ぞれ縦波および横波速度である。また、 i=よ了である。

11 -113なる記号は一括して表4-llr.与える。 なお、同表において、 Ux，Uy， Uzはx， y ， 

vはポアソμはせん断弾性係数、z方向の変位、 Qx，Qzは x， z万向の点力帳力の荷重樹菌、

ン比である。

。，X--z

，，' H 

， 
E 

+
L
V
 ω
 

.4h' 

e
 
z
 

nM喝

次i乙、図4-11乙示すように全無限弾性体iζ対

する変位・応力解に鏡像を重ねただけの解は、式

(x，y，z) 

1)より鉛直および水平点加振問題iζ対して

以下のようにまとめられる。

( 4. 

z 

解析モデル図4-1 
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ミD
c.n 

¥ 

鉛

直

点

加

振

水

平

点

加

振

U 

Ux 

Uy 

Uz 

σz 

σy 

Oz 

'xy 

， yz 
'zx 

Ux 

Uy 

Uz 

σx 

σy 

σz 

τxy 

τyz 

'zx 

11 12 

Qz/μ z 

QZ/μ y 

Qz/μ 1 

2Qz 1 

2Qz l 

2Qz 

2Qz xy 

2Qz y 

2Qz x 

Qx/μ l 

Qx/μ xy 

Qx/μ xz 

2Qx Z 

2Qx z 

2Qx z 

Qx y 

2Qx xyz 

Qx z 

13 14 h I61 

O O O O 

O O 。。
1 O O 。
O O O z 

O O 。z 
。-z -z z 
。。O 。
O 1 1 O 2 2 

。1 l O 2 2 

O 。O 
O O O O 

。。O 。
。-1 1 
。。。l 
O 。。
。。l O 
O 。O O 
。。1 。

表4ー1 式 (4. t)に現われる記号の鋭明

17 18 19 110 In 112 113 

k~z s 3z O 3 Z kt z 3z 3z 

k~z 3z 3 Z 
2 

3z s 。 hρz 3z 

1 +k~ z2 3 z2 O 3 z2 1+hD2Z 2 3 z 2 3 z2 

K3z 3z +6 k~ x2z x2z 3z +k~ x
2
z kt z 3Z+6kpX2Z 3z+匂2z2 z 

ばz 3z+6hs 2y 2 z iz 3z+hs 2v 2 z 2 hρz 3z+6kpy2z 3z+4fz 

3 k~z 9z + 6 k; z3 z 3 9z十hs2z 3 3 kpz 9z+6kpZ3 9z+kρ2z 3 

6 k~z 時z 6 kpz 
2 

O z O kpz 

h s 2 3 +6 k~ i Z2 3十九2z2 h ρ 2 3+6ψ2 3 +kpi 

h 2 S 3 + 6 k~ z2 2 
3+k;i h p 2 3+6kti 3+ち2z2 z 

1 +k!i 3 x2 O 3 x2 1+ψ2 3 x
2 

3 x
2 

h z s 3 O 3 h ρ 2 3 3 

h z s 3 。 3 .k ρ 2 3 3 

3hi 9 + 6 k~ x
2 x2 9 + k; x2 3 kp 9 + 6 kpx2 9 + kpx2 

h s 2 3+6hs 2Y 2 y2 3+ k~l hp 2 3+66F 3+kpl 

h s 2 3+6k;i Z2 3+K5z2 h ρ 2 3+6匂2z2 3+4z2 

3 k~ s 6+12hb2 2 x
2 6 +2 k~x2 24 6+12kp x

2 6+2kρ2z 2 

O 6d  h s 2 O 64  h ρ 2 

34 6 +12 k; x
2 2x2・ 6 + 2k;x2 2 kp 6+124J 6+2ψ2 



v= F(z-H， R1 )+ F(z+H， R2 ) 

ただし、

作 -H，R1) =均ftI2(バ{去一(会+iks含)}e-iksRl 

ν 。(1 、-ikhR，
一一一~ k't Is 1う+均台}e 1" 1-211 r v l.Rl r Ri J 

(4. 2) 

十{-与+会一15与+iks (ーづき+42-15与)} e
什 !SRl

、

~1 ~1 ~1 ~1 ~1 ~1 

十(告官+哨十 Z匂(会令l十}e-ikpRl] 

(4. 3) 

乙乙で、 Rl=J  (Z-H)2+r
2 ， R2=J  (z+H)2+r

2 ， r=J五万7である。

Uは各変位・応力の別を表わし、 11-113なる記号についてはー嘱して表4-21ζ与える。なお、

F(z十H，R2)は式 (4.3)および表4-2における (z -H)およびR1をそれぞれ (z+H)

およびR2に置き換えたものである。

4. 2. 2. 基本解の近似化に対する考察

近似解としての全無限解、すなわち全無限弾性体i乙対する基本解l乙鏡像を重ねただけの変位・応

力解は前節で求められた。一方、半無限弾性体iζ対する変位・応力解は前章iζ求められている。

と乙ろで、前章i乙示したように半無限弾性体の基本解の実際の値を得るには、煩雑な数値計算を

実行しなければならない。このため、全無限弾性体における素解に鏡像を重ねただけの解で代用す
2) .3) 

る乙とも考えられている' 。乙の問題は、地表面近傍にある構造物の動的解析に境界要素法を適

用する際の基本解として重大な関心事である。

本論文では、計算例として、半無限弾性体内部の点加振力による変位・応力解(以下、半無限解

と略す)と全無限弾性体における素解lζ鏡像を重ねただけの変位・応力解(以下、全無限解と略す)

の丘搬を行う。なお、乙乙では鉛直点加振力による鉛直変位旬、鉛直応力。zおよびせん断応力τzr

の民載を示す。

図4-2、4-3は、それぞれz=O.25H、z= 2.0H における鉛直変位Uzを無次元加振振動数

ωH/Vsをパラメータとして示したものである。
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U" 

Uy 

鉛
U. 

直 0" 

点 Oy

加。z
振 r"y

ryz 

rZJC 

U" 

Uy 

水
U. 

平 0" 

点 0，
1ßI 1 0 • 

仮 r"y

r，. 
'ZJC 

I1 

Q./μ 

Q./μ 

Q./μ 

2Q. 

2 Q. 

2 Q. 

2Q. 

2Q. 

2Q. 

Q，，/μ 

Q，，/μ 

Qdμ 

2Q" 

2Q" 

2Q" 

Q" 

2Q" 

Q" 

12 13 ら

" 1 0 
。

y 1 0 。
1 1 0 

。。
。。
01%-11 

"y 。。
y 1 0 -i 2 

" 10 1 2 

1 10 。
"y 。。
" 
。。
x 

x 。。
x 。。
y 。。
"， 。。
。。

16 16 17 

。。kJ (%-11) 
。。k~ (%-11) 

。。 l+k~(.-Hl 

o I.-H ki ('-II) 

o 1.-11 ki ('-H) 

'-11 .-11 3k:( %-11) 

。。 。
， L 2 。 h s 2 

-2 。 h s 2 

。。l+ k~ ，，2 

。。 h 2 s 

。。k1(.-/l) 
3 k: 

。 h s z 

。 kz s 

-1 。 3 k: 
。。 。
。3k!(.-II) 

表4-2 式 (4. 3)に現われる配号の鋭明

18 19 110 111 112 113 

3 ('-11) 。 3 (.-11 ) kp(日) 3 ( • -11) 3 ( • -11) 

3( %-11) 。 3( • -11) kp ('-II) 3('-11) 3 ( • -11) 

3{'-1I)2 3{'-1I)2 1+咋{'_11)2 3 ( .-11)' 3('-11)2 。
、

3('-1I)+6ki ，，2{.-H) ，，2{._1I) 3{ト 11)+k! ，，2( .-11) kp(.-II) 3( '-1I)+6kt，，2 ('-11) 3(日 )+kp，，2(.-11) 

3(ト 11)+6峰y2(.-11) i('-II) 3{ .-11)+ k; y'( '-11) kp ('-11) 3(.-1I)+6kty'(.-II) 3('-II)+kγ(ト 11)

9('-11) +6峰('-11)3 ( .-11"/ 9(.-H)t暗(ト11)3 3kp{'-II) 仰ー11)+吋 ('-11)3 9(ト lIl+kp('-11)3 

6k~( '-11) '-11 k; ('-11) 。 6kp(.-II) kj， ('-11) 

3 + 6 k:( .-lIf (z-II )2 3 + k; (ト11)2 k p 2 3 + 6kp (ト HT 3 -1 k~( トItf

3 + 6 .t;(トII! ('-11 l 3+ぜ('-11)2 h p z 3 + 6kp (ト/1)2 3+唱(%-lIl

3" 2 。 3" 2 1+小2 3 ，，2 3" 2 

3 。 3 h p 2 3 3 

3('-11) 。 3 (. -11) kp (げ) 3( '-11) 3('-11) 

9 + 6 k; ，，2 ，，2 9+九Ex 2 3kp 9 + 6 kp ，，2 9+ kpi 
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両図より、いずれの深さにおいても半無限解による変位と全無限解のそれとは大差ないことがわか

る。すなわち、鉛直変位 Uzの全無限解を求めるに当って、仮想表面 (z = 0 )上でせん断応力

'zr = 0が満足されていないことによる補正項の寄与は小さいことを示唆している。

次lと、図4-4、4-5はそれぞれz=O.'2fJH、z=2.0H における鉛直応力 Ozを無次元加振

振動数ωH/vsをパラメータとして図示したものである。図4-4より、 z=O.25Hなる深さでは
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鉛直応力Ozの半無限解と全無限解iとは明らかに差異がみられる。 乙れに対して、図4-5より、

z =2.0Hなる深さでは鉛直応力。zの半無限解と全無限解iとは無次元加振振動数ωH/Vsが大きく

なるとともに差が大きくなる傾向にあるが、無次元加振振動数ωH/Vsが小さい場合i乙は大差ない

乙とがわかる。一方、図4-6、4-7はそれぞれz=O.25H、z= 2.0H におけるせん断応力'zr

を無次元加振振動数ωH/Vsをノfラメータとして図示したものである。乙れら両図より、せん断応
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国4-4 深さHにおりる鉛直点加復力による深さ 0.25Hの委直応力。z(ν=  1/3 ) 
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図4-7 深さHにおりる鉛直点加掻カによる深さ2.0Hのせん断応力'zr(ν=1/3 ) 

力τzrの比較においても鉛直応力 I1zと同様の傾向がみられ、しかも乙の傾向は鉛直応力。zより

せん断応力'zrにおいてより顕著になっている。 これは、全無限解の応力のうち、鉛直応力 I1z

はz=Oの仮想表面で I1z=Oとなり、半無限解における境界条件として一致しているのに対して、

せん断応力τzrはz=Oにおいてなr羊Oである乙とに起因しているものと考えられる。

本論文では、鉛直方向の点加振問題のみについて調べたが、水平方向の点加振問題に対しでも同

様の考察が成り立つものと思われる。したがって、変位・応力の全無限解を基本解として境界要素

法を地表面近傍の構造物の動的解析に適用する場合、変位挙動の解析には大きな誤差を与えないも

のと考えられるが、応力の解析には問題がある。
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4.3 各種分布形状加握力による変位解

前章においては、半無限弾性体内部の点加振問題および短形分布加振問題に対する変位解を求め

た。本章では、半無限弾性体内部および全無限弾性体の分布加振問題として円形面上の分布加振力

による変位解、さらに分布形状を変化させた場合の変位解の誘導および若干の数値計算を行い、矩

形面上の分布加振力による変位解との比較、検討を行う。

4. 3. 1 円形面上の分布加撮問題

矩形分布加振問題においては前章の式(3. 15 )にみられるように荷重形のFourier変換を利用す

るのに対し、円形分布加振問題においては Fourier-Bessel変換を利用する。

いま、円形上に分布する荷重形は次式で表わす乙とができる(鉛直円形分布加振問題 )2)。

( Qz . ----
lπro 
。=~ z-l 

τzr= 0 

o 

r2 lrl 
(1-，-r 

• 0 
I r I三五 ro 

I r 1:> rO (4. 4) 

乙乙で、 roは円形の半径、 Qzは円形上i乙分布する荷重を集中荷重に置き換えた場合の荷重振幅、

ρは荷重分布形を決定する定数である。

式 (4.4) IζF∞rier-Bessel変換を施せば次式のようになる。

品 Qzr∞ 2ρ・lpr(P)
62=-7Jo(hro)ρ Jp(kro) kん(kr)dk 

(4. 5) 

.ir = 0 

乙乙で、r( )はガンマ関数、 Jo( ) ， J p( ) は第O次および第ρ次のBessel関数である。
したがって、半無限弾性体内部i乙調和型鉛直円形分布加振力が作用するとき、変位・応力解は式

( 3.却)と同様の形で次式のように与えられる(時間項ezωtは省略)。
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2Jト2ρr(P). r 12 (θθθ2ーが θ2 
=---括 合 1d でう~~ K1+て-K?十士一K?+ -;:::-KA + τーで-K~十て一τK氏
πRSらl' "'0 Rl' 札 dX “ dy V d.宮&宅 dXdy V dy. V 

θ3θ3θ3 、
十 8X3K7十万28y

KS+百五J2Kdfρ(k日)fO(kr) dk (4. 6) 

なお、上式i乙現われる記号については前章のものを流用している。

本論文では、分布荷重形として剛体分布、等分布および放物線分布を考え、それぞれの分布加振

刀による鉛直変位向を求める。

(1) 円形剛体分布加振力による鉛直変位 (ρ=1/2 ) 

Qz r∞ W (k) 
Uz =一ーユヱτ-:-1 一一一一 sin(kro)fo(kr) dk 
41tμk;roJo /iF(k) 

(2) 円形等分布加振力による鉛直変位 (ρ=1 ) 

Qz r∞ W (k) 
=一一ーヱこすー l一一一一 f1 (krn) fn(kr) dk 乙πμk;ro J 0βF(k) Jl" U υ 

(3) 円形放物線分布加振力による鉛直変位 (ρ=2)

2Qz f'∞ W (k) 
=一一一一i-:r1 -一一一一-:-f?(krn)fn(kr)dk πμk; ro J 0 kβF(k) J ;t.' U' JU 

乙乙で、 W(k)，F(k)についても前章におけるものと同じである。

(4. 7) 

(4. 8) 

(4. 9) 

また、本論文では、円形等分布加振問題において加振位置がH=∞、すなわち全無限解との比較

も行うため、次i乙全無限弾性体の円形等分布加振力による鉛直変位 Uzを与えておく。

±αCZ-H) 。ポCz-H)
Qz f∞¢βe ..--k2e 
.1 D h (kro) fo (kr) dk 2πμk; ro J 0 

(4.42 ) 

なお、上式は前節の全無限弾性体の点加振問題l乙対する基本解の定式化を利用すれば容易に誘導す

ることができる。したがって、 ro→ Oとすれば、 f1(kro)→ kro/2より、当然、点加振力に

よる鉛直変位向(式 (4. 1) )となる。

さらに、円形等分布水平加振問題に対する水平変位Uxについても、半無限解と全無限解の比較

を行うため、次にそれらの変位解を与えておく。
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半無限弾性体内部の円形等分布水平加振力による水平変位Uxは、

ux=-d釘J~[{寺会-乎2.} Jo(kr) 

一守~{表号+乎?}以前)] ]1 (kr 0 ) dk (4. 10) 

一方、全無限弾性体の円形等分布水平加振力による水平変位Uxは、

~~ (' -:(i(Z-HJ .0fα(Z-H) 

uzz:-dbi{仰 JT k; l(i(Z-H) 
sケ-}ん(kr)

2 土(i(Z-HJ 、
x2-y2 (α(i e' ... -k2e -_.. k; e 1l  
~tα + (i Jh(kr)j h(kro)dk 

(4.11) 

となる。

4. 3. 2 矩形面上の労布加橿問題

短形等分布加振力による鉛直変位Uzは前章(式 (3.44) ) Iζ求められており、各種分布加振力

による変位解は次のように求める。

いま、短形 (2ax2b)上l乙分布する荷重形は次式のように表わす乙とができる(鉛直短形分

布加振問題 )11:

。Z=

Qz r(t+l) r(q+l) がか1/2. y2.q-1/2 
c1一一;:-j -， -c1一一一r-， 

πab rCT十1/2)r(q+l/2) ，. a2' 

I x I :壬a ， I y I :孟 b

O Ixl>a ， IYI>b 

τzx= 0 'yZ= 0 

( 4. 12 ) 

乙乙で、 a， bはそれぞれx， y方向の矩形の半幅、 Qzは短形上に分布する荷重を集中荷重に置

き換えた場合の荷重振幅、 ρ，qは荷重分布形を決定する定数である。
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式 (4.12 )に二重 Fourier変換を施せば次式のようになる。

一 -p +q 

←-2cι可布石b)q
rix = 0 T長=0

m… 
乙乙で、 Jp()， Jq()はそれぞれ第P次、第 q次の Bessel関数である。

(4. 13 ) 

ーしたがって、半無限弾性体内部に調和型の鉛直短形分布加振力が作用するとき、変位・応力解は式

(3.20 )と同様の形で次式のよう問えられる(時間項〆九省略)。

2ρ-tq-3 r (ρ十l)r(q+1)_ r∞ r∞ fθθθ2  ，1 I I?~ K， 十一一K?+一-K~ 十一一一 K凋
71:
2 k; 

-1
ー∞ー∞孟 l--1θx--~ θy"jθx2 --4 

θ2θ2θ3θ3θ3 、
+ー一一
-
K~十一-;;-K，，+一一;;Kヴ+一一一-K"十一一一-;;-Ko } θxθy 
-'!) 
θy2 -'0 θ.x3 

.， (θx2θy 百 θzθy2"¥1 J 

f0('1 a) JaU2b ) ) (，.x+(y) d，.d， 
(，}a)P('2b)q 

~~}~~2 

上式に次に示すような、

，}=kcosO， '2=ksinO， d，}d'2= kdOdk 

( 4. 14 ) 

なる変数変換を行えば、剛体分布、等分布および放物線分布加振力による鉛直変位Uz出欠のようになる。

(1) 短形剛体分布加振力による鉛直変位 (ρ=q=O)

Qz 戸i2r∞ kW(k)
z=一一一~l -;一一一一 cω(kxcos 0) cos (ky sinO) 
271:2μks JO JO fiF(k) 

-ん(kacosO)JO (kb sinO) dkdO (4. 15 ) 

(2) 短形等分布加振力による鉛直変位 (ρ=q = 1/2 ) 

U..=- Qz. 
rπ/千∞ W(k) cω(kx cos 0)ω (kysin 0) 

z一一一一一一「γ 一一一一一
271:2μk;abJo JO kfiF(k) cosO sinO 

• sin (kacos 0) sin (kb sin 0) dkdO (4. 16 ) 
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(3) 短形放物線分布加振力による鉛直変位 CT=Q=3/2)

U， = Qz r汁∞ W(k) ω (kxcos{}) c州 kysin {}) 
一 一一z - 21!"2μk; a2 b2九 Jok3flF(k) cos{}s例

. { SI:(ka川^_"¥(州kb 川~- cos(kb sin{})} - cos (kaωS {})ト{ー cos(kbsin{}) r dkd{} 
a cos {} 'J l kb sin {} ， J 

(4. 17) 

なお、式(4.15)-(4.17)1乙現われる記号については前章のものを流用している。

4. 3.3 各分布加援問題の数値計算とその考察

各分布加振問題l乙対する変位の数値計算結果は、次のような形で表わされる式の無次元係数項の

実部んと虚部12で図示する。

icd 
Qze 

U
z=一一一一一 (λ+iん)μa ( 4. 18 ) 

この場合、矩形分布加振力による変位と円形分布加振力による変位を比較するため、円形分布加振

力による変位解i乙は矩形嗣面の面積に等価な半径 (ro = 2J亨)を導入した。
計算条件は矩形載荷面として正方形 (a=b)、載荷深さがH/a=0，2，5 (a:載荷半幅)、

ポアソン比ν=1/3である。
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図4-8 短形と円形ょに作用する各種分布形による蛾荷中央変位 (H / a = 0 ， v = 1 /3 ) 
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図4-10 矩形と円形上に作用する各種分布形による緩術中央変位 CH/a=5，ν=1/3 ) 

図4-8、4-9、4-10は分布加振刀が剛体分布、等分布および放物線分布のときの載荷面中

央変位を比較したものである。なお、図4-8、4-9、4-10は載荷深さがそれぞれH/a = 0， 
2 ， 5の場合の結果である。これらの図より、等分布加振の場合、正方形載荷と円形載荷による載

荷面中央変位の実部と虚部は載荷深さH/al乙関係なくほぼ一致している。 一方、放物線分布加振

および剛体分布加振の場合i乙は、正方形載荷と円形載荷の載荷面形状の差異による影響が現われて

おり、放物線分布加振と剛体分布加振では逆の傾向となっている。なお、これらの影響は載荷深さ
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が大きくなるにつれて小さくなる傾向にある。これは、各分布加振力による載荷中央荷重値を示し

た表4-3からも推測される。

表4-3 各分布荷量形の載荷中央荷量値

誌~空空 円形載荷面 矩形載荷面

同4 体 分 布
Qz iL(ニーと Qz) 

2π r~ π2ab π2πづ。

等 分 布
Qz 2L(一 Qz 
πr2 4ab πr2 。 。

放物線分布
2Qz 9Qι(=ヱ.Qz)
πr2 。 16 ab '- 4πづ

注)πr;=4ab

Z
-
a
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図4-11 円形等分布鉛直加援力による蛾荷中央変位 (H / a = 0， 2， 5，ν= 1/3 ) 

図4-11は円形等分布加振力による載荷面中央変位の載荷深さH/aの変化による影響を示したも

のである。また、同図i乙は参考として全無限弾性体の円形等分布加振力による変位も合わせて示し

ておいた。同図より、 H/a = 5.0の場合i乙は無次元加振振動数白紙/Vsが1.5程度以上、 すなわち

ωH/Vs::> 7.5で全無限解にほぼ一致している。乙れを横波の波長Lと載荷面深さHlaの比でみる

と、 L/Hく 0.84となっている。同様に、 H/a=2.0の場合でも、 ωalVsすなわち ω'H/Vsの増

加 (L/Hの減少)とともに全無限解i乙一致する傾向にある。 したがって、横波の波長が載荷深さ
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iと比べて十分小さい (L /Hが小さい)場合には、半無限弾性体内部の分布加振による載荷面中央

変位は全無限弾性体のそれに一致するものと考えられる。
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図4-12 円形等分布水平加復力による加複方向載荷中央変位 (H / a = 0， 2， 5，ν= 113 ) 

一方、図4-12は水平円形等分布加振力による載荷面中央の加振方向変位の載荷深さ H/aの変

化による影響を示したものである。また、同図には鉛直変位の場合と同様に参考として全無限弾性

体の水平円形等分布加振力による変位も合わせて示しておいた。図4-11と民撤すれば、水平加振

力による水平変位の方が、鉛直加振力による鉛直変位よりも載荷深さ H/aが小さい位置で全無限

解に一致する乙とがわかる。

4. 4 結論

本章では、全無限弾性体の定常解である素解に鏡像を重ねただけで得られる変位・応力解と、半

無限弾性体における定常加振問題lζ対する変位・応力解との比較を行った。その結果、得られた主

な結論は次のようである。

(1) 変位解については、 z= 0.25H， Z = 2.0Hのいずれの深さにおいても半無限解と全無限解に

は大差ない。すなわち、全無限変位解を求めるに当って、 z=Oの仮惣表面上でせん断応力 !'zr=

Oが満足されていない乙とによる補正項の寄与は小さい。

(2) 応力解については、 z=O.25Hなる深さでは oz，!'zrの半無限解と全無限解には明らかに

差異がみられる。これに対して、 z=2.0Hなる深さでは、鉛直応力。zの半無限解と全無限解i乙は

無次元加振振動数 ωHIVsが大きくなるとともに差が大きくなる傾向にあるが、 無次元加振振動
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数ωH/Vsが小さい場合には大差ない。

(3) 乙の傾向は鉛直応力 Ozよりせん断応力 τzrにおいてより顕著になっている。 乙れは、全無

限解の応力のうち、鉛直応力 Ozはz=Oの仮想表面でOz=Oとなり、半無限解における境界条件

として一致しているのに対して、せん断応力 'rzrはz=Oにおいて 'rzr手Oであることに起因して

いるものと考えられる。

また、本章では半無限弾性体内部の円形および短形分布加振力による変位解を求め、若干の数値計

算およびその考察を行った。その結果、得られた結論は次のようである。

(4) 等分布加振問題の場合、正方形載荷と円形載荷による載荷函中央変位の実部と虚部は載荷深

さH/aIζ関係なくほぼ一致している。

(5) 放物線分布および剛体分布加振問題においては、正方形載荷と円形載荷の載荷面形状の差異

による影響が現われ、放物線分布加娠と剛体分布加振では逆の傾向となっている。また、乙の影響

は載荷深さが大きくなるにつれて小さくなる傾向にある。

(6) 円形等分布加振問題において、載荷深さ H/a= 5.0の場合には無次元加振振動数ω/ぬが
1.5程度以上、すなわち ωH/Vs:>7.5で全無限解にほぼ一致している。これを横波の波長Lと載

荷面深さ H/aの比でみると、 L1Hく 0.84となっている。

(7) 横波の波長が載荷深さに比べて十分小さい (L/Hが小さい)場合iζは、 半無限弾性体内部

の分布加振による載荷面中央変位は全無限弾性体の中央変位i乙一致するものと考えられる。
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第5章 変位基本解の各種問題への応用

5. 1 概観

本章では、第3章および第4章における半無限弾性体内部の加振問題における変位解の応用例に

ついて述べる。

まず、半無限弾性体内部の円形分布加振問題における変位解の応用として、弾性地盤l乙埋設され

た支圧式アースアンカーが動的周期荷重を受ける場合の変位挙動の解析を行う。すなわち、支圧式

アースアンカーを半無限弾性体i乙埋設された剛性をもたない完全たわみ性、および剛円盤とした二

つの場合についてのアンカーの動的変位挙動と埋設深さの関係について調べる。剛円盤の解析にお

いては、同心リンク要素1)を用いた動的変位挙動の解析を行う。

次lと、地中の外乱による地盤表面の変位挙動i乙関する基礎的研究として、半無限弾性体内部の球状

加振力による弾性体内部の変位解を誘導し、点加振力と球状加振力による表面の変位挙動の比較を

行う。なお、球状加振力による変位解の誘導に際し、円形等分布加振力による変位解より円周上の

線状加振力による変位解を求める。

最後に、入射波動問題i乙対する研究として、地盤上の板状構造物が地盤内部の加振力を受ける場

合の板状構造物および周辺地盤表面の変位挙動を調べる。すなわち、半無限弾性体上に置かれた板

状構造物i乙板要素による有限要素法を適用し、半無限弾性体内部の点力I振力による板状構造物一弾

性地盤系の動的相互作用解析を行う。

5. 2 定常加握力を受りる支庄式アースアンカーの動的変位挙動 3

近年、土木工車へのアースアンカーの応用例は多くなっており、アースアンカーの挙動やア〉の一

荷重による周辺地盤の挙動に関する多くの研究がなされている。アンカーには各種のタイプがある

が、そのうち摩擦式の柱状形アンカーが擁壁支持などに最も盛んに使用されている。一方、摩擦式

アンカーとその支持機構において異なる支圧式アンカーは、アンカーの周面摩擦抵抗の代わりに、

土のせん断強度による地盤の支持力を利用してその号|き揚げ抵抗力を得るため、アンカーの大きさ

に対して有効かっ経済的に大きな引き揚げ強さを期待できる利点があり、船舶係留用のマリンアン

カーや粘土地盤での擁壁工事に用いられている。
3) 4) 

支圧式アンカーに関する研究としては、 Roweら やButterfieldら によって半無限弾性体内

部の剛体アンカーの変闘激値解法lとより求められている。また、 selvdurai〉は全無限弾性体に

おける剛体アンカーの変位を解析的に求めている。田中6)は半無限弾性体内に埋設された円形アン

カーの挙動および周辺地盤の応力状態について理論的考察を行っている。乙れらの研究は静的な場
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合i乙対するアンカーの挙動についてのものである。

一方、定常加振力を受けるアースアンカーの動的変位挙動に関する研究は少なく、たとえば上回

ら7)による実験的研究がある。本章では、定常加振刀を受ける支圧式アンカーの変位挙動iζ関する

基礎的研究として弾性地盤i乙埋設された支圧式アンカーを想定し、三次元弾性波動論iζ基づくアン

カーの動的変位挙動の解析を行う。

5. 2. 1 解析方法

本解析では、支圧式円形アンカーを剛性をもたない完全たわみ性とし、かつ等分布加振力を受け

る場合と剛円盤とする2つの場合について動的変位を求める。

(1) 完全たわみ性、かつ等分布加振力を受ける場合

図5-llC:::示すように、半無限弾性体内部の円

形等分布加振力による鉛直変位向(r，z) (式

(4.41) )は次式で表わされる。

F 

F 

(r， z) 

T 

z 

図5-1 解析モデ}J，.と庫銀系

z ro r∞W(k) 
UZ( r， z)=一二Lう-1 一一一一 ]，(kro)]o(kr)dk Z μk; Jo sF(k) Jl' U'  JU 

ただし、

(5. 1) 

-aH ~ '_0 _-sH) r ，~ B L 2， _-az _ LO  _-sZ 
W(k)=吋 {(2k2ーバ)e ~ll_ 2k2e 1'11} {(2k2-k;) e ~~ -2k2e 

一 -1軒 -d/{ ーイ 、+k2{ (2が-k;)e 1'11_ 2ase-....1} {(2kLk;)e 1' ~-2αße ~~} 

r 叫 Cz-H) .0 _t:sCz-H)) 
+F(k)-{ase ----k2e' -_.~ 

F(h)=(2h2-KJ)2-4Fd， dzJ下士写，

円

4
唱

E
A
1
4
 

s=Jkiコ了



kp=ω/均 ks=曲/Vs

また、 qzは等分布加振力の振幅、 μはせん断弾性係数、 roは円盤の半径 Vp，Vsはそれぞれ縦

波および横波の伝播速度、ん()， h()はそれぞれO次および1次の Bessel関数である。

なお、上式中の符号±は載荷面より上の部分と下の部分l乙対応していることを表わす。

(2) 剛円盤とする場合

図5-2'乙示すように円形接触面を有限個の同心

リング要素1)i乙分割し、各リンク要素内での接触圧

を一定として影響係数を用いて全要素の接触圧によ

る変位を重ね合せることによって、各要素の未知接

触圧に関する連立一次方程式を解く問題i乙帰着させ

る。乙の接触圧分布より複素コンプライアンスを求

めれば、所要の剛円盤の動的変位が得られる。

いま、半無限弾性体内部i乙面積Sの剛円盤が存在

する場合、接触圧分布は影響係数を用いて得られる

次式の積分方程式を解く乙とによって求められる。

F 

qz (il 

国5-2 嬢触面の分割モデJ[.

uz=2zf uzz(f|弘山dF(引) (5. 2) 

こ乙で、 Uzは接触面Sの一様変位、 qz(r)は接触面S内の未知接触圧である。また、 Uzz(rJ r) 

は中心より rなる距離に作用するリング分布加振によって中心より rなる距離に生じる変位を表わ

す影響係数である。

次i乙、図5ー2に示す分割モデルl乙対して、式(5.2)は次式のように書き直される。

n 
uz(j)=.I Uzz(jJi)qz(i) (j=l-n) (5. 3) 

乙乙で、 Uz(j)はj要素の中央変位、 qz(i)はi要素の等分布接触圧の大きさを表わす。また、

円。
1
A
 

唱
E
A



Uzz (j I i )は i要素の単位等分布力による 1要素の変位を求める影響関数で、式 C5. 1)より次式

のように表わされる。

;-;- ro r∞ WCk) r ri+1 T ，，--. ri T ，，--. ， )一

Uzz (j I i) =一五疋人万百戸つ了!tChri+1)ー万 !tCkri)}んCkり)dk 

C 5. 4) 

ただし、 ヮ=(rj+1十 rj)/2 
次i乙、各要素の変位向(j)が既知であれば、 式 C5. 3)から各要素の接触圧qz(i)を未知量と

する多元連立一次方程式が得られる。したがって、乙の接触圧qz(i)を用いて剛円盤の動的変位を

求めることができる。

5. 2. 2 数値計算結果とその考察

本解析では、アンカーの変位を次に示す無次元係数項の実部 (F1 )と車部 CF2 )および絶対値

CJ苛工万)と偏角(ーtan-iF2/Fl))で図示する。
山t ωt

Uz=皇三一 (F，十iF?) =皇三-:-，)下片王7e-印FEsB . -1 ゐ EsB 吋
C 5. 5) 

乙乙i乙、 Qはアンカー引き揚げ加振力、 Bはアンカーの直径 C= 2 ro )、 Esは地盤の弾性係数で

ある。また、 ψF=-Mn1(F2lF1)である。

図5-3、5-4は無次元加振振動数ωB/Vsの変化がアンカ一変位と埋設深さの関係iと及ぼす

影響について図示したもので、それぞれポアソン比ν=1/3および1/2における変位の実部と虚部

を示している。

一方、図5-5、5-6はそれぞれポアソン比 ν=1/3および1/2における変位の絶対値と偏角を

図示している。これらの図より、アンカーの変位量は埋設深さとともに減少し、深さが DIB= 

3-5 C Dはアンカーの埋設深さ)以上においては一定の値になっている。つまり、乙の深さ近く

でアンカー埋設深さがアンカーに与える影響が小さくなり、一種の「限界深さ」がD/B= 3 -5 
近くで存在するものと思われる。とくに、無次元加振振動数ωB/Vsが大きくなるにつれて「限界

深さ」が浅くなっていることが分かる。したがって、乙の限界深さ以上にアンカーを埋設しでも変

位の減少は期待できないものと考えられる。乙の限界深さについては、静的な場合7)と同様に動的

な場合においてもD/B=3-5近くに存在することが分かった。
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さらに、図5-3-5-61乙示されているアンカーを剛性をもたない完全たわみ性円盤および剛

円盤とした二つの場合について、アンカーの埋設深さおよび加振振動数に関係なく、完全たわみ性

としたアンカーの平均変位量(アンカーの中心と端部でミの変位の平均値)は、アンカーを剛円盤と

した場合の変位量とほぼ一致していることが分かる。したがって、アンカープレートの剛性度の違

いによるアンカ一変位の違いは、比較的小さいことが分かる。なお、本論文では、アンカー背面で

の離脱は起乙らないと仮定しているため、本論文の結果は飽和粘性土の地盤に埋設されたアンカー

の挙動の理解i乙有用と思われる。しかしながら、実際の地盤に埋設されたアンカーの挙動を解析す

るには土の非線形な変形特性、土の異万性、アンカー背面での離脱現象など考慮すべき問題が残さ

れており、 これらの問題をいかに理論的iζ従盟すべきかは今後の課題であろう。

5. 3 球状加振力による地表面の変位挙動8)

本節では地中の外乱(たとえば地中発破など)による地表および地盤内部の変位挙動を解析する第一歩

として、半無限弾性体内部の調和型の球状加振力による表面の変位解の誘導と若干の数値計算を行う。

5. 3. 1 変位解の跨導

図5一71と示されるように半無限弾性体内部に半径ro 0 
Zωt 

の球状加振刀qoe が作用する場合の変位解は、 図5

-8、5-91乙示されている円周上の鉛直線状加振力お y 

よぴ水平線状加振力による変位解を合成して得られる。

乙れらの線状加振力lζ対する変位解については、鏡像の

原理を利用した誘導が松岡ら9)によっても示されている

が、本解析では文献10)の方法を用いて変位解の誘導を行

z 

F 

う。なお、本解析は調和振動を対象としているため、以
zωt 

下の記述においては時間項e の表示は省略する。

(1) 円周上の線状加振力による変位解

図5-8、5-9において、加振位置に線状加振力が

作用する円周を含む仮想の境界面を設け、同じ力学定数

をもっ二層弾性体i乙モデJレ化すれば、第3章において行

ったと同様の伝達マトリックス法による変位解を誘導す

ることができる。さらに、半無限弾性体の場合にはマト

図5-7 解析モデJ[，と座標系
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図5-8 円周上の線状鉛直加撮
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リックス積の分解が容易である乙とから、式変形によっ

て所要の変位解が得られる。

。

1-wt 

¥:美会:
z 

z 

図5-9 円周よの線状水平加担

円周上の線状鉛直加振力 qzによる変位解は、 加振力i乙対してFourier-Bessel積分公式を用い

て次式のように表わされる。

rO r∞1 k2U1 (k) . '.0..， L'  1 
uzr=-7711一一一+k2U2 (k) ~以内 )!1(kr) dk 

μ吋 JO l F(k). -':"1 

rO r∞1 kW1 (k). kW2 (k) . L... ， L'  1 
Uzz=一 τJ 1-一一一十一一一一+kW3(k)~ ん (kr0)ん(kr)dk 

; JO l F (k) . (iF(k) . """J 

一方、円周上の線状水平加振力 qrによる変位解は次式のように表わされる。

(5. 6) 

(5. 7) 

rO r∞r kH1(k). L.. ，L') 
Urr=一ーでT-I 1-一一一一 +kH?(k) ~ !o(krO)!l(kr) dk (5.8) ; J 0 l aF(k) '''''2'''' J JO""O' J1 

rO r∞r k2V1 (k) '.0..， L， 1 
Urz=ーでーァrI 1-一一一一 +k2V?(k)}!o(kro)!n(kr)dk (5.9) ; J 0 l F(k) ''''2 同 JJO''''O 。

ただし、

( ， '.0. ~o ， _ -ah _ • 0 _ -(ih、
U
1 
(k) = (k2十(iL2吋){(k2+(i2)e _._ 2k2e r..} 

+ k; { 2a(ieαh _ (k2+ p2 ) e -(ih } 

ーαh . ~ -(ih 
U2(k)= -e + e 

r ， p， αh _.o_-(ih 
W
1 
(k) = -ak; { (k2十(i2) e _.. - 2k2e 

W
2
(k)=一(k2+(i2-2 a(i )が {2depdh-(h2+P)e-Ph} 

h “(ih 
W3(k) =αe -k

2 
/ (i e 
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C._O  _o._-ah _ __-(ih、
Hj (k) = ( k2十(iL 2 a(i ) k2 { ( k2十 (i2)e - 2α(i e' } 

( _ '0  _ -ah 00， _ -(i h 1 
十 α(ik; -{ 2 k2e ー (k2+β2) e ト

ーαh -Bh 
H2 (k) =ーが/ae +(ie' 

2 ( • '0  -ah _ 0 _ -(ih、
V j (k) = -k; { ( k2十 (i2)e -2α(i e' } 

αh " O. 0"' _ -(i h1 
ー(k2十(i2-2α(i)-{2k2e 一(k2+ (i2 ) e ト

-ah ・Bh
V2(k)=-e +e' =U2(k) 

F(h)=(hZ+P)2-4h2吋， d=h2-4，P=hz-h;，hpzω/Vp，

ks =ω/Vs 

また、 Vp，Vsはそれぞれ縦波および横波の伝播速度、 μはせん断弾性係数、 10()，1!( )はそ

れぞれO次、 l次のBessel関数である。

(2) 球状加振力 q。による変位解

球状加振力 qoI乙対する変位解は、 式 (5.6) 

-(5. 9) 1乙示される円周上の線状加振力による

変位解を合成して得られる。いま、図5-101と示

すように、球状加振力 qoを鉛直加振力成分 (qo 

sin o )と水平加振力成分 (qo cosゆ)Iζ分ける

ことによって、所要の球状加振力による変位解は

次式のように求める乙とができる。

U -

H 

国5ー 10 球状加援モデル

Ur=-drf;。(fyx1(h)川将)
一 (fo-xfE1(k)jo(hJZ(270-z )) 

+ (イーが)X2 (k)ん(kJ弓コ2 ) 

F 

勾ー
ω 

+ x ( 2 ro-x )丸山10(ψ(2ro-x) }ん(財)dk ] dx 

( 5. 10 ) 
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Uz=一品j;。[fhz2Y1(k)fo(hJP) 

ただし、

一(rO-x)午1(k)!O(kJX(2ro-x)) 

十(イーが)Y2(k) !OCkJ守コ2 ) 

十 川川

がU1(れ の一一一
X， (k) =一一ーよ一一 +k2U?(k) ， 
1-'  F(k) -t;-' ， 

kHl(k) 一一一
X? (k) =ーーニ一一一+kH0(k) 4αF(k) 孟

kWl(k) . kW2(k) . ~... ，L' "， L， k2Vl(k) 一一一一
Y1 (k) =一一一一一一+一一一一一一+kW3(k)， Y2(k)=一一一一一+がV2(k)1"" F(k)' sFCk) . ....;1'" .~，.， FCk)....~ 

( 5. 11 ) 

なお、 U1(k)， U2(k)， ・・・・等はU1(k)， U2(k)， ・・・・等における hをH+xで、またX1Ck)，

X
2 
(k)，・・・・等はX1(k)， X2(k)， ・・・・等におけるU1Ck)，U2(k)， ・・・・等のH+xをH+x

-rOで置き換えたものを表わす。

(3) 変位解の数値計算法

式(5.10 )、 C5.11)で与えられる球状加振力による変位解の積分は数理的な変形によって求め

ることはできない。本節では数値積分によって積分値の評価を行う。まず、積分変数xl乙関する有

限積分については適当なきざみ幅で数値積分を行う。一方、積分変数 kl乙関する無限積分は、被積

分関数の分母がFCk)= 0となる Rayleigh極を有する。このため、同種の積分iζ対しては、直接
10).11) .~ • ..._.. • .__ .• _ •••• ..~.. _ • .12)-15) 

数値積分法 、適当な数理的変形を加えた後iζ数値積分する方法 などがみられるが、乙乙

では直接数値積分法を適用した。すなわち、第3章において述べたように変位解を Cauchyの主値

積分と Rayleigh極i乙対する留数の-jπ倍の和として表わし、 主値積分については極の近傍で積

分きざみ幅を小さくする不等間隔きざみ幅で数値積分を行う。なお、この積分きざみ幅については、

文献10)で採用したものを用いた。

~. 3_ 2 数値計算結果とその考療

球状加振力による変位解の数値計算結果は次式l乙示す形で整理し、それぞれの無次元係数項で図

示する。
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(5. 12 ) 
qoH 

Uz=ー一子ー(λ十 tん)
zμ 

qoH 
Ur ='V>ー (el+ie2) ， 
2μ 

また、参考のため、本論文では球状加振力による変位とともに鉛直点加振力による水平変位および鉛

直変位も合わせて図示する。乙の鉛直点加振力による変位は、第3章に得られている変位解を数値

計算したもので、球状加振力による変位解と比較するため、式(5. 12 )の形に補正して図示したも

のである。計算条件はポアソン比を ν=1/3，球状加振の半径を ro/H=O.1とし、無次元加振振動

数ao(=ωro/ Vs )をao= 0.05， 0.1， 0.2， 0.5の値に変化させた。

a.=O.2 .1cf) 

a.=O.5 -・0"s ご三:兵右耳

/'.，'"¥/ 

e， Jyチ\し/、::，く、"・~!1!
'~..-: 、~よーー斗ーニ主ぜさ:::5，ー，1ー

ー'01

球状加援力と鉛直点加復力による表面水平変位Urの実都〈 ν=1/3 ) 図5-11 
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球状加娠力と鉛直点加復力による表面鉛直変位 Uzの実部〈 ν=1 /3) 
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図5-11は球状加振力による表面水平変位と鉛直点点日振力による表面水平変位の比較を、また図

5 -12は球状加振刀による表面鉛直変位と鉛直点刀日振力による表面鉛直変位の比較を図示したもの

である。なお、無次元加藤振動数aoが0.05，0.1， 0.2， 0.5は横波の波長をLとすれば、 ro/H=0.1 

なる計算条件より加振深さがそれぞれ約0.08L， 0.16 L， 0.32 L， 0.8 Lの位置にある乙とを意味し

ている。

図5-11，5 -12ともに、無次元加振振動数ao= 0.5の場合には r/H=3程度以遠では両者の

変位挙動は一致する傾向にある。いま、両図の横軸 r/Hをr/LI乙換算すると、無次元加振振動数

ao= 0.05，0.1， 0.2，0.5に対応する図はそれぞれr/ L = 0.4， 0.8，1.6， 4.0なる距離までの変位
挙動を調べたことになる。したがって、球状加振力と点加振力による変位挙動の差異は、加振源深

さHIζ関係するものではなく、たとえば横波の波長のように伝播する波動の波長i乙依存しているも

のと考えられる。また、球状加振力と点加振力の加振源の違いによる影響は、 r/ L が小さくなる

とともに(図は r/H IC:対して図示しているため、 r/L = (r /H) * ( H /L )なる換算を施す)顕著
である。とくに、乙の違いは、図5-11の水平変位Urよりも図5-12の鉛直変位Uzにおいてより

顕著である。しかし、この場合iこも表面に沿って伝播する波の波長は一致している。なお、この傾

向は点、加振力と等分布矩形加振力による変位の比較16)においても得られている。

5.4 地盤内部点加振力による地盤上の板状構造物の変位挙動17)

本節では、地盤上の構造物が入射波動を受ける場合の構造物一地盤系の動的相互作用問題i乙関す

る解析を行う。構造物として板状構造物を考え、入射波動として内部点加振力を用いた。なお、板

状構造物l乙板要素による有限要素法を適用した。

5. 4. 1 解析方法

図5-131乙示すように半無限弾性体上iζ置か

れた有限板が、内部の点加振力を受ける場合の

板の変位を求める。板剛度が大きくなり、矩形

底面をもっ剛体と考えられる場合には、底面下

の接触圧分布を求める問題としていくつかの研

究成果が得られているm

本解析では、接触面を有限個の要素i乙分割し、

要素内での接触圧を一定として、影響係数の概

念によって変位を重ね合せる。そして、接触面 図5-13 加鍍位置、解析モデルおよび座標系
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における変位の境界条件ーから、各要素の未知接触圧に関する連立一次方程式を解く問題iζ帰着させ

る '。本解析では、有限板l乙FEMを適用し、一般によく知られている変位関数21)を用いた剛性
19) .20) 

マトリックスと質量マトリックスを利用した。
ωt 

正弦波外力による系全体の振動方程式は、時間項6 を省略して次のように表わされる19)。

-2F[M〕{8}十135[均J{ d }十{Q } = { P} ( 5. 13 ) 

こ乙で、 a， bは分割要素のx， y方向の辺長、 h，ρpはそれぞれ板の厚さおよひ密度である。ま

た、 ωは内部加振力の振動数、 Dpは板剛度(=Eph3/山 -4))， 与，lIpはそれぞれ板の弾
性係数およびポアソン比である。 {δ}は節点変位、 {Q}は節点反力、 {P}は節点外力で、そ

れぞれ鉛直成分と回転成分に分けて次式のようになる。

{ d } = { w1 ，w2 ， …・， bOZl， bOxz， 一・・ ，a8Y1 ， a8Y2 ， ・...r 

{Q }={QZI，QZ2，・・・・ ，TX1/b ， TX2/b， ー・・ ， TYl/a ， 乃2la，・・・.r
{ P } = { Pz 1 ， Pz丸一・・ ，MXl1 b， MX21 b， ...・ ，MYl/a，My2la， 一一 y

(5.14 ) 

乙乙で、 ωi，8xi ，8yiは節点iのたわみおよび回転角、 Qzi，Txi， Tyiは節点 iI乙働く反力お

よび抵抗モーメント、 Pzi，Mxi ，Myiは節点 JI乙作用する外力および外モーメントである。さら

に、式 (5.13 )における [MJ、[KpJは変位関数を、

ω=a1十a2x十a3Y十α4草2十a5xy+α6y2十α7X3十asx2y十α9xy2十a10y3

+al1 X3 y+a 12 Xy3 ( 5. 15 ) 

とするとき得られる無次元質量および無次元剛性マトリックスで、要素i乙対するものは周知であぷ

次に、節点lζ働く反力については、抵抗モーメントをOとして、鉛直方向の反力のみを考える。

このとき、板と半無限弾性体との結合の状態を模式的に示すと図5-14のようである。つまり、同

図に示すように、本解析では板の節点と地盤の分割要素の中央点を直接一致させる方法を用いる。

ただし、乙の方法によると、板の周辺部では実際の接触面より広い面積lζ対して連続条件を考えて

> 22) 
いることになる。 ChelU1gり は、乙の連続条件を用いて、半無限弾性体上の板の静的解析を行っ

た。一方、井口23)は、板(はり要素)と地盤l乙同じ分割メッシュを用い、簡単な変換マトリックス
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Semi -infinite 
elastic medium 

図5-14 弾性体ょに置かれた板モデル

を導入して、分割要素の中央点で連続条件を満足させるように工夫した。しかし、本解析では、乙

れら両方法の優劣l乙対する議論は省略し、連続条件は前者の場合のみを対象とした。したがって、

有限要素法を利用する場合には、全体の精度を向上させるうえで大きな制限があることに留意しな

ければならない。

次i乙、節点反力{Q}、節点外力{P}を地盤の剛性マトリックス(影響係数マトリックスの逆

マトリックス)を用いて求める。

(1)地盤の影響係数マトリックス

いま、板のたわみがwのときの接触圧をq(x，y)とすれば、接触圧q(x，y)は、本解析のよ

うな半無限弾性体i乙対する混合境界値問題については、次式の第 l種の Fredho¥m型積分方程式の

解となる。

どに G(x-x，Y-Y，ω) q (x， Y ) dx dy =ω(x， y ) ( 5. 16 ) 

ここで、 G(x-x， y-y，ω)はGreen関数、 すなわち半無限弾性体表面の (x，y)点i乙作用す

る単位の正弦波点加振力によって表面 (x，y )点l乙生じる変位である。しかるに、乙のG(x-x， 

y-y，ω) は座標と加振振動数iζ関係し、式 (5.16 )においてwの大小による q(x， y)の変化

i乙対しては無関係である。したがって、 q(x，Y)とωは線形関係で結ぼれる。乙乙で、式 (5.16 ) 

を無次元化すると次のようになる。
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(5. 17 ) l:lJ5(E-J，rJ，ω)Z(Z J)dJd7=W(5 可)

d 
A=一一
C 

w 
W=(i ， 一 1ーν;

πEs G
 -、A

，G
で
、
J

A
「
内

π
-
-
-atA 

-，，
t
、
一一
、一戸
U

?じだた

また、 Es.Vsは地盤の弾性係数およびポアソン比である。

と乙ろで、拭 (5.17 )で表わされる積分方程式は解析的i乙解けないため、本解析ちは次のように
18)-20) 

分割法 によって求める。図5-141乙示すように、短形の接触面i乙対する分割モデルにおいて、

次の仮定を設ける。

各要素内での接触庄は等分布とする。① 

各要素の変位は中央点の変位とする。② 

乙の場合、式 (5.17)は次式のように書き直される。

N 弘〈

21F(今一弘，守l一古川)'qk=W('{，TJ{) ( 5. 18 ) 

/¥ 

W (，{ ，可{)は要素lの中

央点の変位を表わす。また、 F ('{-'k'町一TJk'ω) はGreen関数を要素hについて面積積分

として、次式のように得られる影響係数である。

/¥ 

ここで、 Nは接触面の分割数、 qkは要素hの等分布接触庄の大きさ、

一
守
J
U
 
τc 
d
 
、‘，，ω
 

一
可，，，， 

柄
引
l
一2
、，，b 

p

炉、
，，‘、
-
F
U
 
'
R
 

f
l
h
o
 

n
-
-
t
d
 

一一
、‘，
Jω
 

L
V向
"
q
 ，，tv 

勿
M
1

… ~主巴bと三乙こιLLJr「 i仇WL，九s

E二::3勺析「ミミ~べよζι;L7ηZ

( 5. 19) FU'-'k' 

ここで、積分範囲は要素hの領域を表わす。

式(5.19 )で定義される影響係数は、要素

kl乙作用する単位等分布加振力によって '1乙

生じる変位で、概念的に図示すると図 5-15

のようになる。矩形面積 (axb)をもっ要素

b 
l乙対する式(5. 19 )の厳密式は、第3章の式

(3.42)1と若干の変形cz →o ，H→o )を

施せば、次式のように誘導できる。

影響係数計算の概念図菌5-15 
FC'r'k，ηJ一司k，ω)

一一 8 f-t三 sin{caoa/2，l L，"cosO}川 {C仇 2)(sinO}
π(1-νs)aoJoJo F(O :S1110Cω0 
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i an (CXcos ()+ysin(}) .e u..... .'d(d(} (5. 20 ) 

こ乙で、 q 

F (0 = (2(2-1 )昌一 4(2J(弓2~ ( Rayleigh関数)

r=J (1-2I1S)/2(I-IIS) ， X=("ーら)/). ， y=守lー可h

また、 ao=ωd/Vs. a=a/c=a)./d， b=b/dである。式 (5.20)は第3章において述べた

ように、極を含む特異積分となり、その計算は容易ではなし、。したがって、本解析においては北村
18)-20) 
ら が用いた、次に述べる実用的な方法によって影響係数を求める。

Zωt 
半無限弾性体表面i乙原点をとり、原点において鉛直万向l乙作用する朝日振力 Qze による表面

の鉛直変位は、第3章の式 (3.24)において若干の変形 (z →0， H→o )を施せば、次式のよう

に与えられる。

iwt r一一一一一
(1+νs)/cQze r∞ Cヘび-r

ω=一 l 可 E_.Tn((ω) d( 
πEs Jo F(() -u 

乙乙で、/c=ω/VS w=ωr / Vs， rは振源距離(=，..，;ヲ写声)である。

いま、式 (5.21)を次式のような形lζ書き直す。

ωt 
(I -11 i) Qz e I----:r-:-寸 -up

ω=一て一一・ーで-Jg;十g2e g 
7c J:!，s T 

(5. 21 ) 

( 5. 22 ) 

乙乙で、市=-tm1(g2jg1)，gl，g2は式 (5.21 )から得られる実部、虚部の値から式 (5.22) 

の係数を繰り出したものである。

本解析では、地盤の影響係数マトリックスを求める場合、対角要素となる載荷要素については等

分布加振力による変位(式 (5.a)) )とし、非対角要素となる載荷要素以外の要素の変位は合力が
19).20) 

等しい集中加振力による変位で代用する方法を用いる

(a) 載荷要素以外の要素iζ対する影響係数

要素iζ働く等分布接触圧を要素の中央点に作用する集中力として扱う。乙のとき、式 (5.22)の

絶対値ヘ gi+g; と偏角ψ の ω=ωr/ Vs I乙対する変化を調べると、 ωく 1の範囲i乙対して影
，、~，ロ G _".u'.'g 

響係数は、式 (5.22)によって求まる無次元変位となり、次式のように表わされる。

F( ，川1ω)=子Jg;+g~ e匂 ( 5. 23 ) 

ここで、 R=).r/d=J ("ーら)2+).2 (可， -7Jk)2である。 本解析においては、式 (5.23)の
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絶対値Jg存Efおよび偏角 rpgをムw=0.5間隔のwl乙対する数値として与えておき、その聞
は直線補聞によって求めた。

(b) 載荷要素に対する影響係数

いま、 ωが十分小さくなるように分割要素の大きさを決めるとき、載荷要素の影響係数は、式(5.20)

で表わされる厳密解の代わりに、等分布加振刀による要素中央点の変位を求める近似式を用いて得

られる ) 

F (0， 0， ω)=~ート { tan-1(U)十 tan-1(1/ U) 1 
C ao I l J 

イイrrr捌炉U川川1以川渦(は必下A応わ

+〈子rrrffrfff「mM炉an-1(1一→引州l(山叶(口川刊仙叶1げ叫崎勺叩/川瓜勺江応11，{ 川州(品子得嘉)+刊州i

こ乙で、 J.=bla，C'=r1.20である。また、上式の積分は sin ( K I cos () )， cos ( K / cos () )の

展開公式を利用して次式のように行う。

2n+l 

j k p n k l ssn(37)do=KDI--D3+ ・+(ー1)一一一-;-D2n+l + ・・・・ | 3! -.0 - -. (2n+1)! -~'''''1. 

2n 

J cos (去τ)do=Do-11D2十 +(-JL7D2n+1
2 !、“一)!-~n J 

(5.25) 

ただし、 Dn=J (cωofndO(n=o，l， )であるo式(5. 20) e' X = Y = 0 ( k = I )とお
いて得られる厳密式は極を含む特異積分を行わなければならないのに対して、式(5.2A)の近似式

は極を含まないため容易に計算できる。

(2) ドライピング・フォース

式(5. 13 )の節点外力{p}となるドライビング・フォースを求める。

いま、板と半無限弾性体表面の接触面における節点外力は、前項で求めた影響係数を用いて得ら

れる次式の積分方程式を解く乙とによって求められる。

ー〉1dP
 

F
4
1
 

1
1
J
 
F
 

，A
一

Z
S
で
d

ν
-
s
 

二
E

唱

i
-
π一一、〉J

U
 

F4E、
( 5. 26 ) 
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乙乙で、 {u}は弾性体内部の点加振力による弾性体表面の節点変位ベクトル、 {p}は節点外力

ベクトルである。また、[F Jは無次元影響係数マトリックスで、行列要素は次式のように与えら
れる。

行， kzF(5fEh，可l一守k，ω )d2/abJ. ( 5. 27 ) 

式(5. 23) (5. 24) I乙示した変位の影響係数およひe式 (5.26)、(5.訂)よりドライピング・フ

ォースを求める。すなわち、第3章で求めた点加振力による変位より、板が無い時の弾性体表面の

変位を求め、乙れを異符号としたベクトル{u}を式 (5お)I乙代入すれば、ドライピング・フォ

ース{P}が得られる。すなわち、節点外力のz方向成分は次式となる。

{pz }=πEsf A 〔FfI{uz}
(1-ν; ) 

なお、 {uz}については後述する。

(5.28) 

次iζ、上述の影響係数を用いると、節点変位のz方向成分と節点反力のz方向成分は次式で結び

つけられる。

{ω}=元子[F J {Qz } ( 5. 29 ) 

式(5.お)を次式のように変形して

{Qz }=主治[F Jー1{ω} ( 5.30) 

式(5.14)で表わされる{δ}と{Q}の関係を求めると次式となる。

{Q}=元号"T[Ks J { o } (5.31) 

乙乙で、

[ん〕=[〔「;::]
である。次に式 (5.31 )を式 (5.13 )に代入して、式 (5.31)よりドライピング・フォースを求め

れば、次式が得られる。
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(5.32 ) [-E〔M]十会 [Kp] +ε [Ks ] I {ム}={P}25加o 15 a b .. --" ~ .. --~ ~ 

{6}={o}/d， 

ε=12π若手奇(千)3{u }={U} /d ， 

b=b/d， 

{ P } = e [Ks ] { U} ， 

ここで、 a=a/c=aA./d，

何
一
円

h

一d
ふ
L
t
e
o

ρ
一ρ

~μ 

また、内は地盤の横波の伝播速度、内は地盤の密度である。 {u}は半無限弾性体内部の点加振
力による鉛直変位であり、次式のように与えられる酎(式(3. 26) )。

(1+νs) Qz co r∞ I (Wl(() . (W2(O . •... ，.， I 
I I 一一一一一一十一ー一一一一 +(W~(O I Jn((an) d( 

21rEsH ・'0L F(O pF(O' ''''''''J JU"-U  Uz=一

( 5. 37 ) 

ただし、

同(0=α{(2(2-1)e-aco -2(2e-
p内}{(2(2_1) e -abO_2(2e-pbO} 

時代)=(2{2ap'e-
acO
ー(2(2_1)e -pCO} { 2吋 e-

abO
ー(2(2_1)e-

PbO } 

ρ
y
 

)
 
nu 

phv 
《

U
，。(
 
ま

A
U
 

8
y
 
f
 

na 
F

、“
 

、.，AU
 

puv nυ 
'hv ，，.
、土
ρν α
 

一一
、B，，
y'

、
，，.、同

( Rayleigh関数)(2(2 _1)2 -4(2 ap F (0= 

r=JUー211S)/2C1-11S)β=Jiど了，α=J下二

Co =ωH / Vs bO =ωz / Vs aO=ωr / Vs 

また、 JO( )は O次の Bessel関数である。なお、上式中の符号土はそれぞれ載荷面より

上の部分および下の部分i乙対応していることを表わす。

2c 
数値計算結果とその考嬢5.4. 2 

本解析では、図5-161乙示すよう

x l乙第3象限と第4象限((x， y )平

面)1ζ有限板があると考えて、 y軸

有限要素モデルと加振位置

V 

図5-16 
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また、半無限弾性体内部の鉛直点加振力による板と地盤の鉛直変位の数値計算結果は次式の形で整

理し、無次元係数項の実部11と虚部んおよひ糟対値J7(工万「乙関して板と地盤の変位の比較

を行う。

w= 
(1十 Jls)Qz 

2πEsH 
(/1 + ifz ) (5.38 ) 

本論文の数値計算は無次元化した式で行うため、計算条件は板と地盤のポアソン比ゆ IIS を

ゆ=νs=0.2、密度比 ρμρsを ρ't/Ps= 1.0 、 h/ d = 0.2、 H/ d = 1/3、 d/c= 1/5と

し、無次元加振振動数 wd/Vsをωd/ Vs = 0.5. 1.0. 1.5. 2.0の値l乙変化させた。また、板と
地盤の剛性比 ε は ε=10∞(板と地盤の弾性係数比Es/Eþ~1/5) とし、 μ は μ= ( 1 -IIS ) 

(ωd/Vs)2e/1Oπとして、無次元加振振動数ωd/Vsおよび剛性比 εの値を代入して求めた。

なお、本解析ではy軸i乙関する対称性が考慮で・きるため、数値計算結果はすべて第4象限について

のみ図示した。

.t-{f ム .".a... ... ι .A.ムム.“..，~:.“...ð.
一. 

E郡山;.NU~哲.....UH

. ，.・ Gn卯ND PlATE 

g;::l¥くJ 一一

! ; i-T寸~ ，t斗ー十寸-tt「ト古4ptrJH
凶器・ 0・5

e;:4L 
一一 f，
.-.. f. 

「寸ーート-4-トー，ト「「寸「十「「「「「J
(C}gi-1・5

GnOUND PlATE 

図5ー 17 地銀と板の鉛直変位の比較(ゅ=νs= 0.2 ) 
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図5-17は無次元加振振動数 ωd/Vsの変化による板と地盤の鉛直変位を実部と虚部および絶対

値についての比較を示したものである。なお、無次元力I賑振動数ωd/ V s = 0.5， 1.0， 1.5， 2.0 

は、横波の波長をLとすれば、それぞれ0.4L， 0.8 1， 1.2 L， 1.6 Lなる距離までの板と地盤の

鉛直変位挙動を調べたことになる。これらの図より、加振源近傍においては地盤表面は大きな振幅

で振動しているにもかかわらず、板の振幅は小さい。しかしながら、加振源より遠ざかるにつれて

両者は同程度の振幅で振動していることがわかる。

このような解析は、地下振源による構造物の応答問題i乙対して用いることができょう。たとえば、

土木の分野においては、地下振源として、地下トンネlレから発生する交通振動や岩盤掘削i乙用いら

れる発破などによる地上構造物の振動問題がこれに相当するであろう。そ乙で、実際問題における

振動測定の解析による評価の一例として、図5-181乙見られるように大背部発破による上半覆工と

大背部地盤の振動測定結記九、上述の解析結果との検討を行う。図5一回は、第1回目の発破に

よる断面AA1乙おける覆工下端の加速度④と速度固の同時測定結果を比較したもので、両者はよく

対応していることが分かる。また、表5-1は各発破による最大振動{直の比較を示したものである。

乙の表より、発破点付近(第 1発破)では覆工と大背部地盤は異なる振動をするが、発破点より遠

ざかるにつれて両者は一体となって振動する傾向にある。乙れは、上述の解析において得られた結

果と同じ傾向を示している。なお、上述の解析における計算条件のdをd=2.25mCh=O.45m) 

とすれば、無次元加振振動数 ωd/陥=0.5， 1.0， 1.5 ， 2.0はそれぞれf"=<100Hz. 2∞Hz 
3∞Hz， 4DOHz 1乙相当している。ただし、横波の伝播速度らは縦波の伝播速度Vp与 4.7Krn/sec 
より 2.88Krn/ secとしている。
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図5-18 換銀器の取り付け位置
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各発破による最大振動値の比較

¥¥  振 動 速 度(kine) 覆工と地盤の比較 振動加速度(g) 

測定位置 覆 工 地 盤 V5 V6 V7 覆 工

一
測定成分 V5 V6 V7 V8 V9 VlO V8 V9 V10 V1 V2 H3 H4 

第 l発破 3.32 2.4 6 2.45 20.92 10.13 11.44 0.16 0.24 0.21 2.39 3.67 3.57 3.97 

第2発破 1.53 0.87 1. 47 1.59 2.83 3.86 0.96 0.31 0.38 2.66 4.97 3.25 7.69 

第3発破 1. 94 0.97 1.54 3.74 4.78 5.46 0.52 0.20 0.28 3.37 9.22 4.30 7.87 
L__ 
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5. 5 結論

本章では、半無限弾性体内部の加振力による変位解の応用例として、定常加振力を受ける支圧式

アースアンカーの動的変位挙動、球状加振力による表面変位挙動および地中点加振力による板状構

造物と地盤の動的相E作用についての数値計算を行った。その結果、次のような経論が得られた。

支圧式アースアンカーの動的変位挙動について、

(1) アンカーの埋設深さの増加とともにアンカーの変位量は減少し、深さがD/B=3-5以上

においては一定の値になる。したがって、乙の深さ近くでアンカー埋設深さがアンカーに与える

影響が小さくなり、一種の「限界深さ」がD/B=3-5近くで存在するものと考えられる。

(2) アンカーの埋設深さおよび無次元加振振動数 ωB/Vs IC関係なく、 たわみ性アンカーの平

均変位量(アンカーの中心と端部での変位量の平均値)は剛性アンカーの変位量とよく一致する。

したがって、アンカープレートの剛性度の違いにより、アンカーの接地面圧の分布は変化するが、

全体的なアンカーの変位量に与える影響は少ない。

一方、球状加振力による表面変位挙動について、

(3) 球状加振力と点加振力による変位挙動の差異は、加振源深さHI乙関係するものではなく、横

波の波長のように伝播する波動の波長i乙依存しているものと考えられる。

(4) 球状加振力と点加振力の加振源の違いによる影響は、 r/L(L:横波の波長)が小さくな

るとともに顧著である。とくに、この違いは水平変位よりも鉛直変位において、より顕著である。

さらに、入射波動を受ける板状構造物の変位挙動について、

(5) 加振源近傍上の地盤表面の変位振幅は、板状構造物の変位振幅よりも大きいが、加振源より

離れるとともに、両者は同程度の振幅で振動する乙とがわかった。

-133-



重量考文献

1) Richart， F. E.， J. R. Hall and R. D. Woods (岩崎敏男・嶋津晃臣共訳):土と基礎の振

動，鹿島出版会， pp. 210 -254， 1975. 

2)高谷富也・北村泰寿・桜井春輔:半無限弾性弾性内の支圧式アースアンカーの動的変位挙動，

第34回応用力学連合講演会， D43， 1984. 

3) R開 e，R. K. ar討 J.R. Booker A Methcxl of Analysis for Horizontally Embedded 

Anchors in an Elastic Soil， International Journal for Numerical and Analytical 

Methods in Geomechanics， Vol. 3， PP. 187-2a， 1979. 

4) Butterfield， R. a吋 P.K. Banerjee A Rigid Disc Embedded in an Elastic Ha!f 

S戸ce，Geotechnical Engineering， Vol. 2， PP. 35 -52， 1971. 

5) Selvadurai， A. P. S. : An Energy Estimate of the Flexual Behaviour of a Cirωlar 

Fαlndation Embedded in an Isotropic Elastic Medium， International J ournal of 

Numerical arxlAnalytical Methods in Geomechanics， Vol. 3， PP. 285-300，1979. 

6)田中泰雄:弾性体内におかれた支圧式アースアンカーの挙動，土質工学会論文報告集，Vol.22，

No. 4， pp. 170-180， 1982. 

7) 上田勝基・草深守人・三浦常男・羽野~~志:アースアンカーの動的模型実験について(第一報)，

第四国土質工学研究発表会， pp. 1183-1184， 1984. 

8)高谷富也・北村泰寿・桜井春輔:半無限体内部の球状加振刀による変位の解析，第17団地震工

学研究発表会， pp. 17-20， 19回.

9)松岡 理・松井徹哉・加藤史郎・八幡夏恵子・福和伸夫・志村保美:半無限弾性体内部円周上

の線加振問題の解について(その 1 素解)、(その2 斉次解および解法例)，日本建築学会

大会学術講演会梗概集， pp. 523-526， 1980. 

10)高谷富也・北村泰寿・桜井春輔:半無限弾性体内部の調和型点加振力による変位の解析，建設

工学研究所報告，第24号， pp. 33-54， 1982. 

11)野嶋治・田治見宏・市川修三:建物と地盤の相互作用iζ関する研究，竹中技術研究所，第

9号， pp. 38-50， 1973. 

12) Thoms∞， W. T. and T. Kobori : Dynamic Ccmpliance of Rectangular Foundations on 

叩 ElasticHalf -Space， Journal of Applied Mechanics， Transaction of ASME， Vol. 

30， pp. 579 -584，1963. 

13) Ewir腎，W.M.， W.S. Jardetzky arxl F. Press Elastic Waves in Layered Media， 

Mc Graw-Hi ll， PP. 44 -61， 1957. 

-134-



14) Holzlohner， U. SchwinglIDgen des Elastischen Halbraums bei Erregung auf einer 

Rechteckfllkhe， Ingenieur -Archiv， Vol. 38， PP. 370 -379. 1969. 

15)小林俊夫:Green函数の離散化手法を用いた建屋と地盤の動的相互作用の研究，日本建築学会

論文報告集，第3回号， pp. 21-幻， 1981. 

16)高谷富也・北村泰寿・桜井春輔:半無限弾性体内部における加振問題の解析，第6回日本地震

工学シンポジウム， pp. 16ω-1616， 1982. 

17)高谷富也・北村泰寿・桜井春輔:大背部発破によるトンネル上半覆工の動的挙動，第16回岩盤

力学i乙関するシンポジウム講演論文集， pp. 205-2ω. 1984. 

18)北村泰寿・桜井春輔:剛基礎底面の複素剛性i乙関するー解析法，土木学会論文報告集，第2叩号，

pp. 43-52. 1979. 

19)北村泰寿・桜井春輔:半無限弾性地盤上にある4辺自由板の振動解析，土木学会論文報告集，

第297号.pp. 59-69. 19卸.

20) Kitamura， Y. ， S. S水uraiand T. Takata凶 InteractionBetween Foundation Structure 

and Elastic Ground Medium under Harmonic Periodical Load， Memoirs of the Fuculty 

of Engineer i昭， Kobe University， No. 29， PP. 27-41. 1982. 

21) Zienkie.vicz， O. C. : The Finite Element Method (Third Edition )， McGraw-Hill， 

PP. 226 -240. 1975. 

22) Cheur沼， Y. K. a凶 O.C. Zienkiewicz Plates and Tanks on Elastic Foundations -An 

Applicati∞of Finite Element Method， International Journal of Solids and Structures， 

Vol.l， PP. 451-461. 19邸.

23) 19uchi， M. : Dynamic Interactiα1 of Soil-Structure with Elastic Rectangular 

FOlIDda ti∞， 第5回日本地震工学シンポジウム.pp. 457-464. 1978. 

24)桜井春輔・高谷富也・清水則一・北村泰寿:大背部発破によるトンネル上半覆工の振動測定，

第38回全国土木学会年次学術講演会， 1-69.1錦3.

-135一





第6章結 論





第6章 結 論

土木、建築などの分野における構造物の動的設計に際して、構造物ー地盤系を達成系として動的

相互作用効果の評価を行うことは重要である。地盤を波動伝播媒体として取り扱った弾性波動論に

基づく解析的研究によって、これまで数多くの成果が挙げられており、現在においてもこの方面の

研究はさかんである。一方、電子計算機の発達とともに、地盤工学における動的問題に有限要素法

や境界要素法などの数値解析法が適用されているのは周知のことである。有限要素法制庁によれ』孟

波動理論による解析では考慮する乙とが困難であった複雑な地層構造や地盤の力学特性などを取り

入れることが可能である。しかし、動的解析においては、無限の拡がりをもっ地盤を有限領域でモ

デル化しなければならないという境界条件の問題がある。また、計算機の容量の面から、三次頑ド

紬対称構造物の解析は現実的には容易ではない。これに対して、境界要素法解析は、地盤のような

無限媒体の取り扱いには、有限要素法餅肌比較して非常に有利な方法である。しかし、この境界

要素法解析は地盤内部の加振力による変位・応力基本解を必要とするため、数理的な取り扱いが複

雑となる欠点を有している。しかも、地中の変位・応力解に関する研究は少なく、既往の研究を

多層地盤へ拡張するには相当の数学的知識が必要となる。

と乙ろで、本論文では出盤を等方性の弾性体として取り扱っているが、構造物ー地盤系の動的相

互作用問題を解析する上で、地盤のモデル化は重要な問題である。従来から、線形弾性論を地盤に

適用するに当っては、数多くの問題点のある乙とが指摘されている。乙の問題に関して、たとえば

北村1)は、 「地盤材料の応力一ひずみ関係は非線形性が強く、さらに非均質性、異方性などの影響

も無視できない。これに対して、多くの実測結果から線形弾性論は変形問題に対しては適用性があ

まりないものの、鉛直応力に対しては妥当芯値を与えることが知られている2)。ぜい性度の高い岩

や繰り返し荷重を受けた後の土、あるいは比較的低い応力レベルでの土や岩の挙動を考えるときに

も、線形弾性論の適用は可能であるの。さらに、非線形は挙動が卓越した地盤に対しても第 l近似

値として線形弾性論を用いた解析結果は有用である。 Jと述べている。また、動的解析において、

地盤材料の非線形性を考慮するためには多くの仮定を設ける必要があり、解析手法も複雑にならざ

るを得ない。乙のようは事柄を考慮すれば、構造物一地盤系の動的相互作用効果に関する一般的な

現象の把鍾や説明に線形弾性論を適用することは、実用的な面からも捨て難い方法と判断される。

以上のような背景をふまえて、本論文は線形弾性論に基づくものではあるが、数理的な取り扱い

が容易江マトリックス法によって地中の変位・応力解の定式を提案した。乙の方法は、マトリック

ス積の演算のみによって、多層弾性体内部の定常加振力による変位・応力解を容易に求めることが

できるという利点を有している。また、乙の変位・応力の定式を利用して、半無限弾性体内部の周

ヴ
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波数領域l乙おける波動oコ伝播特性を解明し、さらに構造物一地盤系の動的相互作用問題への変位・応

力解の適用に関する基礎的な検討を行った。以下に、本論文の各章で・得られた結果について総括的

に述べるとともに、今後の課題などを要約して結論とする。

第1章緒論においては、本論文の研究の範囲を明確にするため、弾性波動理論による地盤内部の

波動伝播問題および構造物一地盤系の動的相互作用問題に関する従来の研究について概説し、それ

らの研究と本論文との関連性および特徴を明らかにした。さらに、本論文の目的および、内容につい

て略述した。

第2章では、円筒座標系および三次元直角座標系i乙対して、波動の上昇、下降波成分を含む変位・

応力の一般解を表わすベクトル・マトリックス表現を求めた。次いで、これらの一般解を用いて、

点』日振問題に対しては円筒座標系における変位・応力解、また地表面と平行な矩形面上の等分布加

振問題に対しては直角座標系における変位・応力解の定式を行った。とくに、本章では、構造解析

における伝達マトリックス法を利用して、多層弾性体内部の定常加振力による変位・応力解の定式

がマトリックス演算によって容易に得られることを示した。また、多層弾性体の加振問題において

問題となる波数積分に関して、二層弾性体を例にとって波動の分散性の面から考察した。

第3章では、第2章で提案した変位・応力解の定式を利用して、半無限弾性体内部の定常加振力

による変位・応力解が容易に誘導できる乙とを示した。すなわち、半無限弾性体内部の加振位置に

仮想の境界をもっ同じ力学定数の二層弾性体として、層境界で変位の連続と外力による応力成分の

ジャンプ条件を考慮して変位・応力解が得られることを示した。ところで、半無限弾性体の内部加

振問題に対して、この定式によって得られたマトリックス積表示の変位・応力解は、単えよる代数演

算のみによってマトリックス積の分解が可能である。本章では、点加振問題に対する変位・応力解

および‘矩形面上の等分布加振問題に対する変位解のマトリックス積を分解して解を表わしfこ。乙れ

らの解は特異点を有する無限波数積分表示となっているため、乙の積分に対する数値積分法が問題

となる。乙の点について、点加振問題に対しては直接数値積分法を用いたが、その際積分値の収束

性を早める工夫を行った。また、等分布加振問題における変位解については、解は二重無限積分の

形となるため、若干の数理的変形を施した後、分岐線駒子路を伴う複素周囲積分の適用を計った。

乙の複素周囲積分に際しては、虚軸に沿う特異点、を有しない無限積分が残るが、新たに積分の収束

性を考慮した方法を提案して無限積分の評価を行った。これらの変位解に対する計算結果より、点

加振および、等分布加振の加振状態l乙無関係に、変位の虚部、すなわち減衰が等しくなることが分か

っfこ。

第4章では、全無限弾性体と半無限弾性体に対して次に述べるこつの問題を計算し、自由表面の

存在が変位・応力に及ぼす影響を検討した。まず、全無限弾性体iζ文付る素解に鏡像を重ねただけ
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の解、すはわち応力境界条件の一部を無視した近似半無限解が、どの程度まで半無限弾性体に対す

る変位・応力解を近似することができるかについて調べた。これより、変位解については地表面か

らの深さに関係なく半無限解と全無限解には大差はないが、応力解については表面に近い所で‘は半

無限解と全無限解には明らかに差異がみられた。すなわち、全無限解を求めるに当って、仮想、表面

上での応力に関する境界条件が満足されていないことによる補正項の寄与は、変位解に対しては小

さいが応力解に対しては大きい乙とが明らかとなった。次に、全無限弾性体と半無限弾性体中の円

形と矩形(円形と同じ面積を有する正方形)面上に分布する各種分布形状を有する加振力による変

位解について、自由表面からの加振源深さによる載荷面中央の変位挙動を調べた。こ¢結果、等分

布加振の場合には、円形載荷と正方形載荷による載荷面中央変位の実部と虚部は、載荷深さに関係

はくほぼ一致した。また、伝播する波の波長が載荷深さに比らべて十分小さい場合には、半無限弾

性体内部の分布加振による載荷中央変位は全無限弾性体における載荷面中央変位に一致するものと

考えられる。

第5章では、半無限弾性体内部の加振力による変位解の応用例を示した。まず、弾性地盤に埋設

された支圧式アースアンカーが周期的な引き揚げ力を受ける問題を想定して、アンカーを半無限弾

性体に埋設された剛性をもたない完全たわみ性円盤、および剛円盤としたこつの場合についてのア

ンカーの変位挙動と埋設採さの関係について調べた。乙の結果、アンカーの埋設深さの増加ととも

にアンカーの変位量は減少し、一種の『限界深さ』が存在することが明らかになった。さらに、ア

ンカーの埋設深さおよび加振振動数に関係なしたわみ性アンカーの平均変位量(アンカーの中心

と端部での変位の平均値)は、剛性アンカーの変位量とほぼ一致する乙とが明らかとなった。次に

地中の外乱(たとえば、地中発破など)による地盤表面の変位挙動に関する基礎資料を得るため、

点加振力と球状加振力による表面の変位挙動の比較を行った。これより、球状加振力と点加振力に

よる変位挙動の差異は、伝播する波の波長に支付る加振源直上からの水平距離の比が小さくはると

ともに顕著とはり、加振源深さに関係するものでは江く、波の波長に依存していることが明らかと

なった。最後に、波動入射問題に対する研究の一環として、地盤内部の点加振力による地盤上の板

状構造物の応答と周辺地盤表面の変位挙動を調べた。この結果、加振源近傍上の地盤表面の変位振

幅は、板状構造物の変位振幅よりも大きいが、加振源より離れるとともに、両者は同程度の振幅で

振動する乙とが明らかとなった。このように、本章では地盤内部の加振力による変位解は多くの動

的問題の解析に適用できる乙とを示したが、最近のように構造物が重要かっ巨大化する傾向に対し

て、構造物の大きさと比較して地盤の多層性を無視することは妥当ではない。したがって、今後、

層状弾性体に文すする変位・応力解も重要となる。その際、本論文の第2章で提案した伝達マトリッ

クス法による半無限多層弾性体に対する変位・応力解の定式が有用である乙とは言うまでも芯い。
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以上、本論文で行った研究について総括的に述べたが、すべての研究が調和振動に関するもので

ある。したがって、最後にこの点について、今後の課題も含めて若干の説明を補足しておく。

本論文の第3章で得られた半無限弾性体に対する変位・応力解は、構造物ー地盤系の動的解析に

境界要素法を用いる場合の基本解として利用できる。しかし広がら、乙れら変位・応力解は特異点

を有する無限波数積分で表わされるため、数値積分による評価が必要である。これに対して、地盤の

内部減衰を考慮した粘弾性体に対する変位・応力解は積分軸上に極を有しない無限積分で表わされ

るため、煩雑な数値積分を必要としない。このため、実用を考慮して、基本解として粘弾性体に対

する変位・応力解を用いるのは一つの方法であろう。また、近年、田治見4)、Kausel5)，乙よって提

案されている波数積分を解析的に評価した近似解の利用も考えられる。ところで、境界要素法解析

では、均質線形問題に対する基本解を用いるため、比較的簡単な問題であれば、均質領域ごとに積

分方程式を作り、隣接領域との共通の境界上での結合条件を満すようiとすれば、非均質領域全体に

関する積分方程式を導く乙とができる。しかしながら、複雑は非均質領域を含む問題に対しては領

域型解析法の有限要素法解析と比較して必ずしも有利な数値解析法であるとは言えない。このため、

最近では複雑な非均質領域を含む問題や材料非線形の問題に対しては、有限要素法と結合したハイ

6)~8) 
ブリッド法による問題解析が多くなってきている 。しかしながら、乙れらの解析法を用いた

動的解析においては、有限要素の寸法が伝播する波動の波長に無関係ではない。このため、要素寸

法が解析結果に影響を及ぼさないように注意しなければならないが、得られた解析結果の精度に対

する検討が重要となろう。

さらに、本論文では、周波数領域で定式化した変位解を用いて構造物ー地盤系の調和振動解析を

行った。したがって、外力t入射波動も含めて)がFourier級数展開によって調和振動成分に分解

できる乙とを前提としている。地震波の入射による構造物一地盤系の動的応答問題に関しては、本

論文で得られた調和振動解析の結果を利用して、有限逆Fourier変換手法によって時系列応容を求

める乙とができる 9)。しかし、発破江どの衝撃的な外力による過渡応答問題の解析については、新

たに別の方法を考える必要がある。たとえば、最近のものとしてKara加lisら10)は、半無限弾性体

上の剛板が衝撃力を受ける場合の解析を境界要素法iとより行っており、とれらの衝撃的は外力によ

る過渡応答問題は、今後の研究課題であると言えよう。
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