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序文

本論文は，ディスクリプ夕方程式で表現された線形システム(ディスクリプタシステ

ム)の最適制御とロバスト制御に関する研究結果をまとめたもので，次の 5章からなる.

第 1章は緒論で，ディスクリプタシステムの最適制御とロバスト制御に関する研究の現

状と本研究との関連，そして，本研究の目的および、本論文の構成について述べる.

第 2章では，ディスクリプタシステムに対する最適レギュレータ問題，すなわち，閉

Jレープ系を安定にし，ある 2次形式の評価関数を最小にする操作入力を求める問題につ

いて考察する.そして，その問題が解けるための条件は，一般化リカッチ方程式の対称・

半正定解が存在することであることを示す.また，その一般化リカッチ方程式の解の存在

性と性質について考察し，解が存在するための条件を示す.そして，解が存在するとき，

システムに等価変換を施すことなく，システムの係数行列と評価関数の重み行ダIJで構成さ

れるある二つの行列の組の固有ベクトルを使ってフィードパックゲインを計賞する方法を

提案する.

第3章では，ディスクリプタ変数および操作入力の係数行列に不確かさが存イ1:するディ

スクリプタシステムの，線形フィードパック制御による 2次安定化問題についてJZ察す

る. 2次安定性は，ディスクリプタ変数の動的な振る舞いに関しては正定な 2次形式のリ

アプノフ関数を用いて陽に定義する.そして，システムの 2次安定化可能性を，一般化リ

カッチ方程式のある種の解の存在性と関連づけ，その十分条件と必要条件を示す. また，

システムが2次安定化可能であるとき，制御則は，システムの係数行列から定義されるあ

る二つの行列の組の固有ベクトルを使って計算できることを示す.

第4章では，すべての係数行列に不確かさを含むディスクリプタシステムのロバスト安

定化問題について考え，ロバスト安定化可能条件を， 2次安定化法からのアプローチによ

り導く.そのために，対象とするシステムとロバスト安定性に関して等価な，ディスクリ

プタ変数の微分の係数行列に不確かさを含まない二つのシステムを考える.そして，それ

らのシステムが2次安定であるとき，もとのシステムはロバスト安定であることを述べ，
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それぞれのシステムに対する 2次安定条件を，行列不等式条件として号える.さらに，行

列ポリトープ型の不確かさが存在する場合について，それらの 2次安定条件を満たすため

の条件を複数の行列不等式で表わす.そして，そのうちの一つの行列不等式条件に対し，

Homotopy法の考え方に基づいた解法を提案する.

第 5章は結論で，本研究の成果についてまとめる.
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第 1章

緒論

集中定数システムに対する代表的な数式モデルとして状態方程式がよく知られている.

状態方程式は，状態といっ，システムの将来の振る舞いに影響を与える必要かっ十分な情

報を集約した変数に関する一階の連立常微分方程式である.この状態方程式が有用である

のは，その解，つまり，状態の振る舞いが，初期状態と操作入力により陽に表わされ，解

析に有効であること，そして，状態のもつ情報を制御に利用できるからである.現代制御

理論は，その状態方程式表現に基づいて展開きれ，この表現が高い解析・設計能力をもつ

ことを示してきた.

ところで，状態方程式は，通常，システムの要素の物理・化学的特性やそれらの結合を

記述する数式モデルに，いろいろな変換を施すことにより得られる.そのため，状態)j程

式の係数行列は物理的な意味付けが困難になる可能性が強い.また，モデルのパラメータ

誤差を考える場合，状態方程式の係数行列の誤差と，システムの要素の特性を記述する数

式モデルレベルでの誤差との関連が見えにくいものとなる.つまり，システムの物均的構

造，物理パラメータの変化に関して議論をする上では，状態方程式は満足のいく数式モデ

ルとはいえない [1，2ト

一方，ディスクリプ夕方程式は，集中定数システムの要素の特性を表わす式とその結合

を表わす式を羅列して得られる数式表現であり，微分方程式だけでなく，代数方程式も含

めることができる.そのため ディスクリプ夕方程式は，状態方程式の観点からは一般に

冗長な変数を含むが，システム内の物理変数や定数，物理的構造を保存する能力をもっ記

述能力に優れた数式モデルである [1].しかし，ディスクリプ夕方程式は，その解の振る

舞いに状態方程式では生じないインパルスモードが表われるなど，状態方程式に比べる

と数学的に扱いにくく，現状では，解析・設計能力に優れているとはいえない.したがフ
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て，ディスクリプ夕方程式で表現された線形システム(ディスク 1)プタシステム)を対象

とした制御系の設計・解析能力の向上が望まれる.本研究では，ディスクリプタシステム

の解析・設計能力を高めることを目的に，この表現に基づいた最適制御およびロバスト制

御について考察する.

第2章では，ディスクリプタ表現の制御系設計能力を高めることを目的として，無限時

間の最適レギュレータ問題を考える.ディスクリプタ表現を対象とした最適レギュレータ

問題は，これまでにも多くの研究がなされてきた [3，4， 5， 6， 7， 8]. それらのうち， Cobb 

[3]や Zhaolinら[6]は，ディスクリプ夕方程式に特有のインパルスモードの処理を中心に

議論している.最適制御則は，インパルスモードをフィードパックによって除去した後，

ディスクリプ夕方程式を状態方程式に変換して，状態方程式に対する最適レギュレータ問

題の解を用いて導出している.

一方， Lewis [41は，ディスクリプ夕方程式の係数行列によって直接定義される一般化

リカッチ方程式を用いて，最適制御則を与えている.また， BenderとLaub[5]は，最適

制御則が一意でないことを指摘するとともに，制御則の計算にはディスクリプタ変数の微

分の係数から定義される行列と，システムの係数行列からなるハミルトン行列の組の閏

有ベクトルを用いる方法を与えている.さらに，片山と南野 [7)，XuとMizuka.mi[8]は，

Lewisとは異なる一般化リカツチ方程式を用いて，最適制御則を与えている.

本研究でも，ディスクリプ夕方程式の係数行列によって定義される一般化リカッチ方程

式やハミルトン行列を用いて最適制御則が求まることを示す.用いる一般化リカッチ代数

方程式は Lewisのものと同様であるが， Lewisが有限時間最適レギュレータ問題に対す

る一般化リカッチ微分方程式の定常状態としているのに対し，本研究では直接，代数方程

式を導出する.そして，このリカッチ方程式の解の存在性と性質について考察し，この方

程式が最適制御則の計賞に適当な解をもつための条件を明らかにする.また，ハミルトン

行列は， Benderら[5)のものより次数が低く，状態方程式に基づくハミルトン行列と同

様のものである.

このような結果を導くために，本研究では 2次形式評価関数の重み行列やフィード

パック制御則のクラスに形式上の制約を課す.しかし，それは，システムの動特性を評価

し，制御する上では，実質的な制約にはならない.また，対象システムはインパルスモー

ドをもたないとするが，このようなシステムのクラスは，状態方程式で記述できるシステ

ムのクラスであり，実際のシステムを考える上で ほとんど制約にならない.

ところで，状態方程式で表現された線形システムのロバスト安定化法の代表的なものと
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して， 2次安定化法が知られている [17，18， 19，20， 21卜これは，対象システムの不確か

さに独立な 2次形式のリアプノフ関数によって，構造的な不確かさに対するシステムの安

定性を保証する点に特徴がある.しかしながら，状態方程式では 一般にシステムの物理

的構造が保存されないため，物理パラメータの不確かさを取り扱う場合，その大きさの評

価が過大になる可能性が強い [22トこのことから，ディスクリプタシステムに対するロバ

スト制御に関する研究がなされている.

まず， Asai， Hara[22]は，ディスクリプタ変数の微分の係数行列が正則な場合について，

システムのすべての係数行列に時変の不確かさが存在する場合の 2次安定化可能条件を，

状態空間表現における H慌制御問題の可解条件として与えた.そして，その結果をもと

に，ディスクリプタ変数の微分の係数行列が非正則な場合について，あるクラスの不確か

さのもとで，もとのシステムをディスクリプタ変数の微分の係数行列がIE則な低次元シス

テムに変換し，そのシステムに対する 2次安定化可能条件を示した.ただし，もとのシス

テムに対するリアプノフ関数の存在性については示されていないため，その条件がもとの

システムに対する 2次安定化可能条件になっているかは明らかではない.

また，増淵，小原，須田 [23]は，行列ポリトープで表わされた，あるクラスの不確かさ

が存在する場合について，ロバスト安定化可能であるための十分条件を複数の練形行列不

等式条件で表わし凸計画法によって線形フィードパックゲインを計算する左いう手法を

提案した.そして，その安定条件が成り立っとき，システムの動的部分は 2次安定になっ

ていることを示した.

第3章では，ディスクリプタ変数および操作入力の係数行列に不確かさをもっシステム

の2次安定化問題について考察する.この章では，ディスクリプタシステムの特徴である

ディスクリプタ変数の微分の係数行列の非正則性を仮定するが，不確かさは考えていな

い.このようなシステムのグイナミクスは，ディスクリプタ変数の微分の係数行列とディ

スクリプタ変数の積により代表されるという事実を根拠に， 2次安定性を，ディスクリブ

タ変数の動的振る舞いに対しては正定な 2次形式の関数を使って陽に定義して議論する.

そして，ディスクリプタシステムの線形フィードパック制御による 2次安定化可能性を」

般化リカッチ方程式のある種の解の存在性と関連づけ 2次安定化可能であるための十分

条件と必要条件を導く.さらに，システムが2次安定化可能であるとき，ディスクリプタ

変数の微分の係数行列から定義される行列とシステムの係数行列から定義されるハミル

トン行列の組の固有ベクトルを使ったフィードパックゲインの計算法を与える.

第 4章では，ディスクリプタ変数の微分の係数行列にも不確かさをもっシステムの口パ
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スト安定化問題について考え，ロバスト安定化可能条件を， 2次安定化法からのアプロー

チにより導く.そのために 対象システムとロバスト安定性に関して等価な，ディスクリ

プタ変数の微分の係数行列に不確かさを含まないこっのシステムを考える.そして，それ

らのシステムが2次安定であるとき，もとのシステムはロバスト安定であることを述べ，

それぞれのシステムに対する 2次安定条件を，行列不等式条件として与える.さらに，行

列ポリトープ型の不確かさが存在する場合について，それらの2次安定条件を満たすため

の条件を複数の行列不等式で表わす.そして，そのうちの一つの条件が双線形行列不等式

条件となることから.Homotopy法 [26]の考え方に基づいた，線形行列不等式の解を逐

次的に更新して解いてく手法を提案する.

第 5章は結論で，本研究の成果についてまとめる.



第 2章

ディスクリフタシステムの最適レギュ

レータ

2.1 緒言

ディスクリプ夕方程式は，実システム内の物理変数や定数，物理的構造を保存すること

ができる記述能力に優れた数理モデルである [1]. しかし，状態方程式に比べると，数学

的に扱いにくいため，現状では，解析・設計能力に優れているとはし当えない.本市では，

ディスクリプタ表現の制御系設計能力を高めることを目的として，無限時間の最適レギユ

レータ問題を考える.

ディスクリプタ表現を対象とした最適レギュレータ問題は，これまでにも多くの研究が

なされてきた [3]"-'[8トそれらのうち， Cobb [3]や Zhaolinら[6]は，ディスクリプ夕方程

式に特有のインパルスモードの処理を中心に議論している.最適制御則は，インパルス

モードをフィードパックによって除去した後，ディスクリプ夕方程式を状態方程式に変換

して，状態方程式に対する最適レギュレータ問題の解を用いて導出している.

一方， Lewis [4]は，ディスクリプ夕方程式の係数行列によって直接定義される一般化

リカッチ方程式を用いて，最適制御則を与えている.また， Bend巳rとLaub[5]は，最適

制御則が一意でないことを指摘するとともに，制御則の計算にはディスクリプ夕方程式の

係数行列からなる(一般化)ハミルトン行列の固有ベクトルを用いる方法を与えている.

さらに，南野と片山 [7]，Xuと Mizukami[8]は， Lewisとは異なる一般化リカッチ方程

式を用いて，最適制御則を与えている.

5 
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本章でも，ディスクリプ夕方程式の係数行列によって定義される一般化リカッチ方程式

やハミルトン行列を用いて最適制御則が求まることを示す.用いる一般化リカッチ代数方

程式は Lewisのものと同様であるが， Lewisが有限時間最適レギュレータ問題に対する

一般化リカッチ微分方程式の定常状態としているのに対し，本章では直接，代数方程式を

導出する.そして，このリカッチ方程式が最適制御則の計算に適当な解をもつための条件

を明らかにする.また，ハミルトン行列は， Benderら[5]のものより次数が低く，状態

方程式に基づくハミルトン行列と同じものである.

このような結果を導くために，本章では， 2次形式評価関数の重み行列やフィードパッ

ク制御則のクラスに形式上の制約を課す.しかし，それは，システムの動特性を評価し，

制御する上では，実質的な制約にはならない.また，対象システムはインパルスモードを

もたないとするが，このようなシステムのクラスは，状態方程式で記述できるシステムの

クラスであり，実際のシステムを考える上で，ほとんど制約にならない.

2.2 対象とするシステム

本章で対象とするシステムは，次のようなディスクリプ夕方程式で表わされていると

する.

E土(t)= Ax(t) + Bu(t) (2.1 ) 

ここに，x(t)は π次元ディスクリプタ変数，u(t)は m次元操作入力，E， Aは η ×η 行

列，Bは nXm 行列である.この方程式が一意解をもつことを保証するために，

det (s E -A) "1-0 (2.2) 

と仮定する [9].ただし sは複素数である.

(2.1 )式のディスクリプタシステムのふるまいは，一般に，指数モードとインパルスモー

ドから成る.しかし，本章で対象とするシステムはインパルスモードをもたないものに限

る.そのために，条件

rank E = deg det (sE -A) (2.3) 

も仮定する [10].つまり，システムのダイナミクスは指数モードのみとする.その指数

モードのふるまいは，

(入E-A)η=0 (2.4) 
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を満たす複素数入と複素ベクト lレ句(ヂ 0)によって決まり r個の入の実部がすべて負

であるとき，システムは安定である.ただし，r = rank Eである.本章では， λを (E，A)

の組の固有値と呼び， ηを固有ベクトルと呼ぶ.また，入を (2.1)式のディスクリプタシ

ステムの極とも呼ぶ.

きて， (2.2). (2.3)式の条件のもとで
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となる正則行列 M，N が存在する [11].ここに，A1は rX r行列である.この M を

(2.1)式のディスクリプ夕方程式の左から掛け，Nを使って，ディスクリプタ変数に座標

変換
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を施そう.ただし，Xl(t). X2(t)は N-1x(t)を上部の T次元と下部の (η-r)次元に分け

た部分ベクトルである.こうして， (2.1)式と等価な
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が得られる.ここに.B 1 • B2は MBを上部の T行と下部の (n-r)行に分けたもので

ある.

(2.7)式から分かるように，システムのダイナミクスを表わすのは， Xl (t)のふるまいで

ある. (2.5)式を使うと，これは，もとの座標系では，
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(2.8) 

がダイナミクスを表わすことを意味する .N， M は正則だから，結局，ディスクリプタ

システムのダイナミクスは，Ex(t)によって代表させることができることがわかる.本章

では，この事実に注目して 2次形式評価関数を考え，最適制御則を導く.
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2.3 最適レギュレータ問題

(2.1)式のディスクリプタシステムに線形フィードパック

包(t)= -Kx(t) (2.9) 

を施したとき，閉ループ系

E土(t)= (A -BK) x(t) (2.10) 

が一意解をもち，インパルスモードをもたず，安定であれば，その線形フィードパックを

安定化フィードパックと呼ぶ.ここに，K は定値のゲインである.本章では，その存在

のために，可安定性の条件 [5]

ra叶sE -A B] = n， V s， Re sと0 (2.11) 

を仮定する.

本章で考える最適レギュレータ問題は，この安定化フィードバックの中で，無限時間の

評価関数

J = fooc {xT(t)ETQEx(t) + UT(り品川 (2.12) 

を最小にするものを求める問題である.ここに.Qは対称・半正定.Rは対称・正定の行

列である.この評価関数においては，ディスクリプタ変数の 2次形式として， XT(t)QX(t) 

ではなく ，xT(t)ETQEx(t)を採用している.これは，前節で述べたように， (2.1)式のシ

ステムのダイナミクスは Ex(t)によって代表されるので，システムの動特性を評価する

には，Ex(t)を評価すればよいことによる.

本章でも，状態方程式に対する最適レギュレ}タ問題のように，システムと評価関数の

間に可検出性を仮定する.すなわち，Q =CTCとおいて，観測出力を

y(t) = CEx(t) (2.13) 

としたとき，

I sE-A I 
rank I I = η Vs， Re s > 0 (2.14) 

I CE 

が成り立っているとする [5ト

ディスクリプタシステムに対する最適レギュレータ問題は， 2.1節で述べたように，多

くの文献で考察されている.それらでは，まず有限時間の最適レギュレータ問題が考えら
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れ，その極限として無限時間問題が考えられている.それに対して，本章では，制御則を

(2.9)式の安定化フィードバックに最初から限ることによって，直接，無限時間問題を扱

う.そして，最適フィードパックゲイン K を，システムの係数行列 E.A. Bと評価関

数の重み Q. Rで定義される一般化リカッチ方程式やハミルトン行列を用いて求める方

法を提案する.

2.4 最適フィードパックゲインの導出

前節で述べたように，本章で求めようとしている最適制御則は，安定化フィードパック

であって評価関数を最小にするものである.それを求めるために，ディスクリプタシステ

ムに対するリアプノフ型の安定条件から考える.次の補題は，参考文献[4]の結果を精密

にしたもので，証明は章末の付録 Aに与える.

[補題 2.1] Qを対称、・半正定行列とする.このとき.(2.1)式のディスクリプタシス

テムが安定ならば，一般化リアプノフ方程式

AT P E + ET P A + ET Q E = 0 (2.15) 

は対称・半正定解 Pをもち，それは一意とは限らないが，ET PE， E1'P， PEは・意で

ある.また，ETQE #0ならば，ETpE # 0である.

付録 Aの証明で指摘しているように， (2.15)式の一般化リアプノフ方程式の解 Pには，

対称、でないもの，対称、であっても半正定でないものも存在する.しかし，解のクラスをそ

こまで拡げても，本章の議論が得るものはない.そこで，解 Pは対称・半正定とする.

この補題 2.1を用いて最適制御則を導出する.いま， (2.9)式の安定化フィードパック

が存在するとしよう.2.2節で述べたように，システムのダイナミクスは Ex(t)によって

代表されるので，フィードパックを

u(t) = -KEx(t) (2.16) 

形に限っても一般性は失われない(章末の付録 B参照).それを施して待られる閉ルー

プ系は

Ex(t) = (A -BKE)♂(t) (2.17) 

である.
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きて， (2.16)式の線形フィードパックの中に最適なものがあるとすれば，それはどのよ

うなものであろうか.いま，ゲイン K=KEは閉 jレープ系を安定にするとしているので，

補題 2.1より，一般化リアプノブ方程式

(A -BKEf PE + ET P(A -BKE) + ET(Q + KT RK)E = 0 (2.18) 

を満たす対称、・半正定解 Pが存在し，ETPEは一意である.この Pを用いると，評価

関数 Jは

J=-fJ(州 A-BKEfPE + ETp(A -BKE)}仰 )dt

=-fj{J(ザ PEx(t)}dt 

= -(判明TpEx(叶:
と変形できる.閉ループ系は安定だから，x(∞) = 0であり，評価関数の値は

J = xT(O)ET PEx(O) 

(2.19) 

(2.20) 

と表わすことができる.したがって，評価関数を最小にすることは， ET-PEを半正定の意

味で最小とするような安定化ゲイン K=KEを求めることである.

ここで，九を ETPEを最小にするものの一つ，Ko = KoEをそれを実現する安定化

ゲインとする.このとき， (2.18)式のように，

(A-BkoE)TPoE+ET九(A-BKoE) + ET(Q + K~ RKo}E = 0 (2.21) 

が成り立つ.いま，ゲイン Koに対して，閉ループ系の安定性を乱さない程度の摂動 Ks=

K'jEを考えよう.それに対応した九からの摂動を P6と表わすと，摂動後の一般化リア

プノフ方程式は

{A -B(Ko + Ks)E}T(PO +乃)E+ E
T(九+P5){A -B(Ko + KIi)E} 

+ ET {Q + (ko + K5)T R(Ko + K6)}E = 0 (2.22) 

である.一般化リアプノフ方程式の解は一意ではないが，補題 2.1より， (2.22)式の

ET(PO + PIi)， (九+乃)Eや (2.21)式の ETpo.九Eが一意だから .ETp6と PIiE も

一意であることに注意しておこう.
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ここで， (2.21)式と (2.22)式の差をとると，

(A-BKoE)TP6E-ETKJBTP6E+ET九(A-BkoE)-ETP6BlrhE

十 ET{kI(RIto-BTPo)+(RJEo-BTPo)TJL}E+ETKIRK6E=0(223)

を得る.いま，摂動 K6が充分小さいとすると，それによって (2.22)式で決まる変動九iE，

ETP6も充分に小さいと考えられる.そこで，(2.23)式中のそれらの積の項は無視し，九九

に関する一般化リアプノブ方程式

(A -BKoEf号E+ET九(A-BKoE) 

+ET{JZI(RKo-BTPo)+(RK。-BTPo)Tkb}E=0(224)

を得る.閉ループ系は安定なので，P5はこの方程式の ET乃Eを一意に決める解でもある.

きて，ET PoEが最小，つまり ，ET九E孟ET(PO十九)Eと仮定しているから，任意の

K5に対して ETP5Eは半正定でなければならない.そのためには，

ET {KJ(RKo -BT九)+ (RKo -BT po)T K6}E = 0 (2.25) 

であることが必要である.なぜ、なら， (2.24)式は P/j に関して線形の方程式なので，もし

(2.25)式が成立していなければ，補題 2.1より ETP6E =/: 0であり，ある KIi に対して

ETp6Eが半正定であれば， -K6に対しては半負定になってしまうからである.

(2.25)式が任意のた6について成り立つには，明らかに，

(RK。-BTpo)E=0 (2.26) 

でなければならない.よって ETpEを最小にするような解 Poが存在するならば，それ

を実現するゲインは

ko=KoE， lto=R-1BTPo (2.27) 

である.そして，Poは(2.27)式を (2.21)式に代入して得られる一般化リカッチ方程式

AT}もE+ETjもA-ETpoBR-lBTpoE + ETQE = 0 (2.28) 

を満たすことが分かる.

以上により，最適フィードパックゲインの候補として考えるべきものが明らかとなった.

実際，この候補について次のことがいえる.



12 第 2章.ディスクリプタシステムの最適レギュレータ

[定理 2.1] 一般化リカッチ方程式

ATpE + ET PA -ETpBR一1BT PE + ETQE = 0 (2.29) 

が対称・半正定解 Pをもち，それを用いて定義された線形フィードパック

u{t) = -KEx(t)， k = R-1BTp (2.30) 

で， (2.17)式の閉ループ系を安定にするものが存在するならば，ETpEを最小にする P

を用いたものが最適制御則で，評価関数の最小値は

J川 in= xT(O)ET PEx(O) (2.31) 

である.

(証明) (2.17)， (2.29)式を用いると， (2.16)式の形の任意の安定化フィードパックについ

て， (2.12)式の評価関数は次のように変形できる.

J = .foOG XT(t)( _AT PE -ET PA + ET PBR-1 BT PE + ET kT Rk E)x(t) dt 

=-f{内 )ETp帥)+ XT(げ P帥)}dt 

+fJ(t)(JFWE-ETPBKE 

+ ET PBR-1BT PE + ET kT RKE)x(t) dt 

= xT(O)E
T P Ex(O) 

十 foOCxT(t)ET{K -R-1 BTpf R(止-Rザ P)Ex(t)dt (2.32) 

この右辺第 1項は，フイ}ドパックゲインに独立で，x(O)によってのみ値が決まり ，ETpE 

を最小にする Pについて，最小である.第 2項の積分は明らかに非負で，ゲイン K=KE

を(2.30)式のように選ぶと最小値の 0になる.よって，それが最適ゲインであり，評価

関数の最小値は (2.31)式で与えられる. 口

(注意 2.1) この証明で KEx(t)を u(t)に置き換えると， (2.30)式の制御入力が，線

形フィードパックで発生される入力の中で最適なだけでなく，任意の安定化入力の中でも

最適であると結論することができる.
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2.5 一般化りカッチ方程式

定理 2.1では， (2.29)式の一般化リカッチ方程式が，対称・半正定解をもち，それを用

いて定義きれた (2.30)式の形の安定化ゲインが存在することを仮定している.本節では，

そのような解の存在性と性質を調べる.

まず，存在性について，次の定理が成立する.

【定理 2.2] (2.1)式のディスクリプタシステムが可安定なら， (2.29)式の一般化リカツ

チ方程式は対称・半正定解をもっ.

(証明) 可安定性の仮定と付録 Bより，閉ループ系を安定にするようなフィードバック

u(t) = -K1x(t) 1 KI = KIE (2.33) 

が存在する.これを初期値とし，一般化リアプノフ方程式の対称、・半正定解による次のよ

うなフィードパックゲイン K=KEの更新を考える.

(A-Bj乙E)TPiE + ET Pi(A -BkiE) + ET(Q + kT Rι)E = 0 

Jtz+1=R-1BTR， tEL2，3，--- (2.34) 

この反復過程において，常に，閉ループ系

E土(t)= (A -BKiE)X(t) (2.35) 

が安定であって，対称・半正定解 Rが存在し，ET九E. ETpi• ~E が一意であること

を示そう.

まず， i = 1について，仮定と補題 2.1より，これは成立している.つぎに， t - 1につ

いてそれらが成立しているとして tの場合を考える.そのために， i -1の場合の (2.34)

式を次のように書き換えよう.

(A -Bl乙Ef~-lE + ET Pi-l(A -BJ乙E)

= _ET(Q + KT RKi)E -ET(え-Ki-1f R(え-Ki-dE (2.36) 

もし， (2.35)式の閉ループ系が安定でなければ，非負の実部をもっ極入と

(A -BKiE)η=入E句 (2.37) 
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を満たすべクト jレη(i0)が存在する.句に共役なベクトルをワとし，ポを左から， η

を右から (2.36)式に掛け， (2.37)式を用いると

2 (Reλ)守TET Pi-1Eη 

=-FET(Q+K7M，)h-fET(JEs-kz-1)TR(え-Ki-dEη(2.38) 

を得る.この左辺は非負，右辺は非正であるから，これが成立するには，すべての項が O

でなければならない.よって

である.これを用いると，

(Ki -Ki-t}Eη=0 

(A -BKi_lE)η= (A -BKiE)η 

=入Eη

(2.39) 

(2.40) 

が得られ， l - 1の場合も閉lレープ系が実部が非負の極入をもつことになる.これは，初

めの設定に矛盾するので iの場合も閉ループ系は安定であるといえる.このとき，補題

2.1により， (2.34)式が対称・半正定解 Rをもち，ET PiE. ET~ ， PaEは一意である.

きて， (2.36)式から (2.34)式を引くと，

(A -BKiEl(Pj-l -Pj)E + ET(~_l 一九)(A -BKiE) 

= _ET(え-KトlfR(Kj -Ki-dE (2.41) 

を得る.(2.35)式の閉ループ系は安定であるから， (2.41)式の一般化リアプノフ方程式は，

ET(Pi_l -~)E が対称・半正定であることを意味する.つまり ， ET PiE， i = 1，2，・・・は

対称・半正定で，単調非増大な系列であり，対称・半正定な極限 ETpEをもっ.そこで，

Pとして ETPiEの極限値を実現する任意の対称・半正定行列を考えると，付録 Aの最後

に述べられていることより .PE は PaEの極限に一致する.したがって. (2.34)式より，

(A -BKE)T PE + ET P{A -BKE) + ET(Q + KT RK)E = 0 

K = i< E ， k = R-1 BT P (2.42) 

が成立する.これより kを消去すれば， (2.29)式の一般化 1)カッチ方程式になる.こう

して， (2.29)式が対称・半正定解をもつことがいえた. 口

定理 2.2により， (2.29)式の一般化リカツチ方程式の対称・半正定解 Pの存在条件は

わかったが，それによって決まるフィードパックゲイン K=KEとして閉ループ系を安



2.5. 一般:ヒリカッチ方程式 15 

定にするものの存在はまだ保証されていない.上の証明においては 反復過程のフィード

パックゲイン κ=κEが安定化ゲインであることを述べたが，その極限が安定化ゲイ

ンであるとは限らない.それが安定化ゲインになるための条件を，

E=[~ ;'1']. H=[_ん-t;BTl (2.43) 

とおいて，次の定理で与える.なお，H はハミルトン行列と呼ばれる.

【定理 2.3】 (2.1)式のディスクリプタシステムが可安定で， (2.29)式の一般化リカッチ

方程式が対称・半正定解 p(一意とは限らない)をもっとする.このとき ，(E，H)の固

有値に実部が 0のものがなければ，その Pを使って定義された (2.30)式のフィードパッ

クのなかに閉ループ系を安定にするものが存在する.また，逆も成り立つ.

(証明) (十分性) 定理 2.2の証明中，反復過程の各閉ループ系は安定である. した

がって，その極限の閉ループ系は安定か，もし安定でないとしても，実部が 0の極をも

っ可能性があるだけである.この後者の可能性を否定すれば，十分である.いま，極限の

閉ループ系が不安定極 jω をもったとすると，

{jωE -(A -BR-1 BT PE)}η=0 (2.44) 

となるベクトル η(#0)が存在する.一方， (2.29)式の一般化リカツチ方程式を変形する

と次式を得る.

ETQE+jwETpE+ATpE =ETP{jωE -(A -BR-1BT PE)} (2.45) 

(2.44)式と (2.45)式をまとめると

[jtJ 5114=o (2.46) 

となる.これは，(E，H)の組が実部が 0の固有値 jω をもつことを意味しており，仮定

に矛盾する.したがって，仮定のもとで，極限の閉ループ系は安定になる.

(必要性) 対偶を示そう.いま ，(E，H)の組が実部が 0の固有値 jω をもったとする.

そのとき，

ljtJ jrTikI=o (2.47) 
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を満たすベクトル η，μ(少なくとも，どちらかは Oでない)が存在する. (2.29)式の一

般化リカツチ方程式を使うと，どの対称、・半正定解 Pについても

{ -jωE -(A -BR-1BT P E)f(μ-PEη) = 0 (2.48) 

が導かれる.もし μ-PETJ i: 0ならば，これは，閉ループ系が -Jω という極をもつこ

とを意味する.もし μ-PE'1} = 0ならば， (2.47)式を使って， (2.44)式を導くことがで

きる.これは，閉ループ系がjω という極をもつことを意味する.したがって，いずれに

しても ，(E，H)の組が実部が Oの固有値をもっ場合，閉ループシステムは不安定である.

口

以上の定理 2.1'" 2.3より， (2.1)式のディスクリプタシステムと (2.12)式の評価関数

に対する最適レギユレータ問題が解けるための条件が，システムの可安定性と (E，H)の

組が実部が 0の固有値をもたないことであることが分かった.ここで，定理 2.3が保証

するような閉ループ系を安定にする一般化リカッチ方程式の解 Pの一意性について考え

よう.主に前節での議論から分かるように，P自体は一意ではない.しかし， (2.31)式の

ように，われわれに興味があるのは，評価関数の値を決める ETpEの一意性である.ま

た，フィードパックゲインを決定する PEの値の一意性も興味あるところである.それ

らについて，次の定理で述べる.

【定理 2.4】 (2.29)式の一般化リカッチ方程式の対称・半正定解 Pで，閉ループ系を安

定化するフィードパックゲインを定義するものが存在するとする.それらについて，PE， 

ETp， ETpEの値はすべて一意である.そして，閉ループ系を安定化しない別の対称・

半正定解 P'が存在する場合，それとは ETP' E S; ET P E， ET P' E =1= ET P Eの関係にあ

る.

(証明 (2.29)式の一般化リカツチ方程式の解で，閉ループ系を安定化する任意の 2つ

を P1，P2 とする.

AT P1E + ET P1A -ET P1BR-
1 BT P1E + ETQE = 0 (2.49) 

AT P2E + ET P2A -ET P2BR-1 BT P2E + ETQE = 0 (2.50) 

いま， (2.49)式から (2.50)式をヲ|いて整理すると，

(A -BR-1 BT P1Ef(円一九)E+ ET(P1一九)(A-BR-1 BT P1E) 

= -ET(Pl -P2)BR-
1 BT(Pl一九)E (2.51) 
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を得る .P1は間 lレープ系を安定にしているから，補題 2.1より，この方程式は

ET(P1 - P2)E三0 (2.52) 

を意味する.同様に， (2.50)式から (2.49)式を引くと，

ET(P2 - P1)Eと0 (2.53) 

を得る.したがって，

ET P1E = ET P2E (2.54) 

であり，閉ループ系を安定化する解 Pのすべてについて， ETpEの値が一意であること

が示せた.その結果，付録 Aの最後で述べたように，PEとETpの一意性もいえる.ま

た. (2.49) '" (2.52)式において九を閉ループ系を安定化しない解 P'に置き換えると，

対称・半正定解が複数あり ，ETpEの値が一意でない場合，その中で，閉ループ系を安

定にする解は ETPEを最大にするものであることがいえる. 口

定理 2.4によると， (2.29)式の一般化リカッチ方程式の対称・半正定解であっても ，ETpE 

の値が最大でないものは，閉ループ系を安定にしない.そのような解が存在せず，対称・

半正定解のすべてについて ETPEが一意であるための条件を次に与える.この場合，~.J 

称・半正定解が見つかれば，それが閉ループ系を安定にすることは保証される.

{定理 2.5】 (2.1 )式のディスクリプタシステムが可安定で， (2.12)式の評価関数と可

検出の関係にあるならば， (2.29)式の一般化リカッチ方程式のすべての対称・半正定解 P

について.ETpEは一意である.また，それによって定義されたフィードパックゲイン

は，閉lレープ系を安定にする.

(証明) 可安定性の仮定と定理 2.2より， (2.29)式の一般化リカッチ方程式は少なくとも

一つの対称・半正定解 Pをもっ.その Pについて， (2.29)式を次のように変形する.

(A -BR-1 BT PEfPE + ET P(A -BR一lBTPE) 

= -ETCTCE -ETpBR-1BT PE (2.55) 

ただし，Q = CTCである.もし，閉ループ系が安定でなければ，非負の実部をもっ樫入

と

(A -B R-1 BT P E)η=入Eη (2.56) 
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を満たすベクトル η(手0)が存在する.この ηを右から， fを左から (2.55)式に掛ける

と，次式を得る.

2 (Re入)句TET PETJ = -r? ETCTCE17 -r? ET PBR-1 BT PE17 (2.57) 

この左辺は非負，右辺は非正であるから，これが成立するためにはすべての項が Oでな

ければならず，

CETJ = 0， BT PE17 = 0 (2.58) 

である.この第 2式を用いると

(λE -A)η={入E-(A -BR-1BT PE)}η=0 (2.59) 

を得る.これを第 1式とまとめると

[ À:~ A 1 |η=0， Re入と o (2.60) 
CE 

となる. (2.60)式は， (2.14)式に反し，システムと評価関数が可検出な関係にあるときに

は，起こり得ない. したがって，どの対称・半正定解 Pも閉ループ系を安定にする.定

理 2.4より，閉ループ系を安定にする解 Pについて ETPEは一意である. ロ

システムと評価関数が可検出の関係にあることは，システムのダイナミクスの不安定な

部分のふるまいを評価関数に反映させるといつことである.これは，状態方程式表現の場

合と同様，ディスクリプタ表現においても評価関数の合理的な選択である.

なお， (2.29)式の一般化リカッチ方程式の半正定解で，閉ループ系を安定にするものの

存在性については，定理 2.3でも述べている.それと定理 2.5が整合するためには，可検

出性の条件が成り立っとき ，(E，H)が実部が Oの固有値をもってはいけないが，それは

状態方程式表現の場合と同様の方法 [12]で示すことができる.

2.6 最適フィードバックゲインの計算法

これまでの議論から明らかなように，最適フィードパックゲインを求めるには，一般化

リカッチ方程式の解 P自体を求める必要はなく ，PEが計算できれば十分である.本節

では， (2.43)式のハミルトン行列 H を用いて，それを計算する方法を与える.

まず，ハミ lレトン行列 H とやはり (2.43)式で定義された行列 tの組み合わせに対す

る固有値，固有ベクトルについて 次の2つの補題を与える.
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【補題 2.2) (E，H)が入を固有値としてもつなら，一入も固有値である.

(証明) (E， H)の固有値を入，それに対応する固有ベクトルを η 次元ずつに分けて

[1JT e JTと表わす.
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八 (2.61) 

これより，

入ηTET=ηT AT _ ~T BR-1 BT 

入(，TE = _1JT ET Q E -~T A (2.62) 

が得られる.これらをまとめると

， I E 0 I ， I A -B R-l BT I 
一入 I(，T -ηT I I _'" I = I ~T -ηT I I (2.63) 

l > 'J  I 0 ET I l > 'J  I -ET Q E -AT 

となる.この式は，一入が (E，H)の固有値であることを示している. 口

補題 2.2は，(E，H)が実部が 0の固有値をもたないとき，実部が正の固有値と負の囲

有値を，同じ数ずつもつことを意味している.

【補題 2.3) P を (2.29)式の一般化リカッチ方程式の対称・半正定解で，安定化ゲイ

ン K= KE， K = R-1BTp を定義するものとする.いま ，(E，A -BKE)の組が固有

値 λをもち，それに対する国有ベクトルを ηとすると ，(E) H)も固有値入をもち，そ

れに対する固有ベクトルは [1JT (P EηfJTである.また，固有値入1，・・・，入，が相異な

るならば，対応する固有ベクトル η1，恥は線形独立であり，それらの固有ベクトル

の任意の線形結合は NullEに含まれない.

(証明) 入， ηが (E，A-BR-1BTPE)の組の固有値，固有ベクト Jレであるとき，入が

(E，H)の固有値でもあり，それに対する固有ベクトルが [1JT(PEη)Tfであることは，

(2.44) f"V (2.46)式で jω を入に置き換えることによっていえる.

いま，入1，・・・，んは相異なるが， η1，・・・， η，は線形独立でないとする.一般性を失う

ことなく， η1が他の固有ベクトルに従属，すなわち，ある複素数 Ciを使って，

η}=乞Ciワー (2.64) 
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と表わせるとする.ただし.lは {2，3，・"r}の部分集合で.T}i. iEι は互いに独立で

あるとする.A=A-BKEとおいて，両辺に(入lE-A)を掛けると，

(入lE-A)ηl=O=Lcd入1E-A)η1 
iEC 

=1::>)入1子ん)::i 、 ιη‘一月

=εC "1 

ーや (入1ーん)
=Aヱ;Caーマーη(2.65)

zεC ." 

となる .(E， A)の組は 0を固有値としてもたないから. OE-A=-Aは正別である.ゆ

えに. (2.65)式は

LCi ~入17 ん) .. 
aモ乙 ハ

を意味する. しかし， 7Ji， i Eι の線形独立性と入aヲさんより，これは成立しない. した

(2.66) 

がって，固有ベクト Jレに従属なものがあるとしたことが誤りであったことになる.

つぎに， η1，・ 1ηγ の線形結合が NullEに含まれないことは，等式

T F 

EE刊=玉三Aηz=AE式市 (2.67) 

によって示される.すなわち， ηJ，・・・， η?の線形独立性と Aの正則性より，この右辺が

Oになるのは Ci= 0， i = 1，・・ .，rのときのみである. 口

以上より ，Pが (2.29)式の一般化リカッチ方程式の対称・半正定解で，閉ループ系を

安定にするものであるとすると PEが次のように計算できることがいえる.

【定理 2.61 Pを (2.29)式の一般化リカッチ方程式の対称・半正定解で，安定化ゲイ

ンK= KE. K = R-1BTpを定義するものとし.(E，A -BR-1BT PE)の固有値はす

べて異なるとする.このとき ， (E，H)の実部が負の固有値に対応する固有ベクトルを

!ηIClT，・.'. (η?と;lTとすると，

PE = [~1 ~2ιo ... 0 ] [7Jl T}2 η，h1mal-1 ロ68)

である，ただし，T}，・十1， η叫は NullEに含まれる互いに独立な任意の η 次元ベクト

ルである.

(証明) 補題 2.3より .(E，H)の負の実部をもっ固有値に対して，固有ベクトルは次の

形をしている.
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つまり

[~l ~2ι] = PE [η1 'Th ηT ] (2.70) 

である.ここで，恥+1>・ 1 恥を NullEに含まれる互いに独立な任意の η 次元ベクト

Jレにとると， (2.70)式は次式と等価になる.

[6 6 ιo ... 0] = P E ["11 T}2 ηTηr+1 ... T}n] (2川

ここで， η1. 7J2い・ 1 恥の任意の線形結合は NullEに含まれないから， (2.71)式の行列

、，.
E
E
E
E
E
E
E
J

ηa 
-
E
A
 +

 

T
 η
 

T
 

n-m
 

-
E
A
 

η
，
 

P

・E

・-
E
E
-
-
E
E

・
h

(2.72) 

は正則である.よって， (2.71)式より ，PEは (2.68)式のように表わすことができる.

口

このような方法で求めた PEを用いれば，ディスクリプタシステムに変換を施さずに，

最適フィードパックゲイン K を直接求めることができる.

2.7 数値例

制御対象として，いわゆる ACCベンチマーク問題 [13]で対象とされたシステムを考え

る.図 2.1に示すように，質量 m1の台車 1と質量 m2の台車2がぱね定数 kのばねに

よって結合されているとする. Xl， X2はそれぞれ台車 1，台車2のしかるべき基準点か

らの変位をあらわし uは台車 lに作用する力を表わす.fを各台車に作用するばねが縮

む方向の力とし，台車がそれぞれ基準点にあるとき ，f = 0とする.このとき，システム

は次の運動方程式で表わせる.

m1Xl = f +u， m2X2 = -f， f = k (X2 -xd (2.73) 

台車 1，台車2の速度をそれぞれ V1，V2とし，ディスクリプタ変数を [x}X2 Vl V2 f]T 

とすると，このシステムの (2.1)式に対応するディスクリプタ表現は

1 0 。。 o 0 1 0 。Xl I I 0 

o 1 。。o I I止2 000  1 。X2 。
o 0 ml 。o I I Vl 一 o 000  l V1 + (2.74) 

。。 。
間 2 0 V2 o 0 0 0 -1 V2 

。
。。 。。。f -k k 0 0 -1 f I 0 
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図 2.1:ACCベンチマーク問題

となる.この方程式は

det (sE -A) = s2{mlm2s2 + (m} + m2)k}弄0 (2.75 ) 

だから，一意解をもっ.また，

rank E = degdet (sE -A) = 4 (2.76) 

が成立するから，インパルスモードをもたない.そして， (2.11)式の可安定性の条件も満

たしている.

ここで， m} = 3， m2  4とし，k = 2とおき， (2.74)式のシステムに支すして， (2.12) 

式の評価関数を最小にする (2.9)式のフィードパックを求める.重み行列は

Q = 1， R = 1 (2.77) 

とする.このとき， (2.43)式で定義した (E，H)の組は虚軸上に固有値をもたず， rank E = 4 

より，実部が負の相異なる固有値を 4つもつ.

-0.347土 1.017j， -0.622， -0.328 

それに対する固有ベクトルを !η7571T， [17I ~r]T とすると，

-0.059 + 0.031j I I -0.492 I 0.306 

0.035 + 0.022j I -0.278 I 0.252 

η1= 0.053 + 0.049j =η2，η'3 = 0.306 1，η4 = I -0.101 

0.010 -0.043j 0.173 I I -0.083 

0.188 -0.020j I 0.429 I I -0.109 
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ご1=

-0.961 + 0.037j 

1.000 

0脱十 O.l92jI =ら 6=

-0.064 -0.306j 

0.156 + 0.498j 

-0.889 

-0.349 

1.000 

0.970 

0.030 

?と4=

0.700 

1.000 

-0.207 

-0.246 

0.038 

である .Null Eのベクトルとして， η5=[0000 1fと選ぶと， (2.68)式より

18.729 -11.752 7.670 15.762 0 

-11. 752 15.288 -3.427 -4.874 0 

PE= 2.557 -1.142 4.934 2.500 0 

3.941 -1.219 1.875 11.573 0 

-1.384 0.076 3.058 -9.072 0 

23 

(2.78) 

(2.79) 

のように計算できる.この PEに左から ET を掛けると， ETPEが対称・半正定である

ことが容易に確かめられる.そして， (2.30)式より，フィードパックゲインは

(2.80) 

と計算できる.このとき，閉ループ系の極は確かにー0.347土1.017j，-0.622，ー0.328で

あり，安定である.

2.8 結言

ディスクリプタ表現されたシステムに対する最適レギュレータ問題について考察し，状

態方程式に変換することなく，最適制御則を求める計算法を与えた.本章で導いた結果

は，ディスクリプタ表現を座標変換によって状態方程式に変換し，状態方程式に対してよ

く知られた結果 [12，14， 151を適用し，逆の座標変換によってディスクリプタ表現に戻す

アプローチによっても得られるであろう.しかし，ディスクリプタ表現の解析・設計能力

を高めることを目的に，できるだけ状態方程式に変換した議論をしないよう努めた.その

点が，従来の結果 [31""[81との大きな違いである.なお，本章のすべての結果は，E = 1 

とおくと，状態方程式に対する結果に一致する.また，本章では，システムがインパルス

モードをもたないことを仮定したが，そうでない場合は参考文献 [10，16)などの方法でイ

ンパルスモードを消去した後，本章で得られた方法を適用すればよい.
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付録A 補題 2.1の証明

(2.15 )式の両辺に， (2.5)式で示した N を右から，NT を左から掛けて，適当に M，

M-1を挿入すると

NTATMTλl-T PM-1M EN  + NT ETλl™-Tpλィー1 九lAN

+NTETMTλl-TQM-1MEN = 0 

を得る.ここに， M-T は MT の逆行列を表わす.いま，

(2.81) 

TT'>II-l I Pu P12 I 一一 IQl1 Q12 I M-T PM-1 = I . U • U 1， M-TQM-1 = I ""u ~'" I (2.82) 

I P21 九2 I I Q21 Q22 I 

とおき. (2.5)式を用いて (2.81)式を計算すると

Af Pu + PllAt + Qu = 0 

P12 = 0， P21 == 0 

(2.83) 

となる. (2.7)式より. (2.1)式のシステムの安定性は，行列 Alの安定性に等価なので，

(2.83)式の解 Pl1は一意に定まる.また，Qの対称・半正定性より Qllが対称・半正定

であるから .P11 は対称、かつ半正定である.

このとき .(2.15)式の解 Pは

~ I Pll 0 I 
P=M1 1.. 1M (2.84) 

I 0 P22 I 

と表わせる.ただし，P22は任意の (η ー γ)x (π -r)行列である.つまり. (2.15)式の一

般化リアプノフ方程式の解 Pは，E， Aによって一意に決まる部分と，まったく任意の

部分から成っている.この任意の部分九2は対称、である必要はなく，半正定である必要も

ないが，対称・半正定のものを選べば.Pは対称、・半正定となる.また，そのような P

は明らかに一意ではない.

きて， (2.5)式と (2.84)式によれば，

_ I P11 0 I 
E.rp = N-j

. 1.. I M (2.85) 
I 0 0 I 

であるから.ETpが一意であることが分かる.同様に，PEも一意であり ，ETPEの一

意性も明らかである.
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ETpEの半正定性は，
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(2.86) 

より明らかである.それが 0になるのは ETQEが 0のときに限ることは，

巾中IQ11 0 I __ • 
E~ QE = N-~ I _ . I N-1 (2.87) 

I 0 0 I 

であるから，ETQE = 0のときに限り Q11= 0であり，また，そのときに限り Pll= 0 

であることによる.以上で，補題 2.1は証明された.

なお. (2.86)式から分かるように.ETpEの一意性と Pl1の一意'性は等価である.ま

た，(2.85)式より ，Pll の一意性は PEの一意性を保証する.したがって，ETPEが一

意に決まれば，PEも一意に決まることに注意しよう.つまり .ETpEの値を変えない

範囲の Pの変化は，PEの値も変えない.

付録B 線形フィードバックのクラス

(2.9)式の線形フィードパックは， (2.6)式のようにディスクリプタ変数の座標変換を施

すと，
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(2.88) 

と表わすことができる.ただし，K}， K2は行列 KNを最初の T 列と残りのい -r)列

に分けたものである.これを用いて. (2.10)式の閉ループ系を (2.7)式のように等価変換

すると，

土l(t)= (A1 -B1Kdxl(t) -B1K2X2(t) 

0= -B2K1Xl(t) + (ーん→ -B2K2)X2(t) (2.89) 

となる. (2.89)式のシステムがインパルスモードをもたないための条件は，

18fT 一(A1-BIKd BIK2 
rank E = deg det I 

B2K1 l叫→ +B2K2I 
(2.90) 
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であり，そのためには， (ι-r + B2K2)の正則性が必要十分である.このとき， (2.89)式

の第 2式は X2(t)について解くことができる.

X2(t) = -(ん-r+ B2K2)一lB2K1Xl(t) (2.91 ) 

これと (2.88)式より，インパルスモードを生成しないような (2.9)式の任意のフィードパッ

ク制御入力は，xdt)のみを用いて発生することができることがわかる. 2.2節で述べた

ことから，これは，そのような入力が Ex(t)のフィードバックによって実現できること

を意味する.



第 3章

ディスクリフタシステムの 2次安定化

3.1 緒言

状態方程式で表現された線形システムのロバスト安定化法の代表的なものとして. 2次

安定化法が知られている [17]"'[21].これは，対象システムの不確かさに独立な 2次形式

のリアプノフ関数によフて，構造的な不確かさに対するシステムの安定性を保証する点に

特徴がある.

ところで，状態方程式では，一般にシステムの物理的構造は保存されない.そのため，

物理パラメータの不確かさを取り扱う場合，その大きさの評価が過大になる可能性が強

い[22].一方，物理システムをディスクリプ夕方程式で記述することは，物理的構造を保

存するうえで有効である [11. したがって，ディスクリプ夕方程式で表現されたシステム

(ディスクリプタシステム)に対して 2次安定化法を開発すれば，保守性の少ない結果が

得られることが期待できる.

ディスクリプタシステムの 2次安定化問題については，ディスクリプタ変数の微分に対

する係数行列を正則として， Asai， Hara[22]が考えている.そこでは， 2次安定化問題を

等価な H∞問題に置き換えているため，具体的なリアプノブ関数を用いた議論にはなっ

ていない.それに対して，本論文では，ディスクリプタシステムの特徴である非正則な係

数行列を考え， 2次安定性を，ディスクリプタ変数の動的振る舞いに対して正定な 2次形

式の関数を使って陽に定義し，議論する.しかし， Asaiらが，その係数行列にも不確か

さを許しているのに対し，本論文ではそれを考えていない.

また，増淵，小原，須田 [23]は2次安定条件を複数の線形行列不等式で表わし，凸計

画法によって線形フィードパックゲインを計算するという手法を提案している.それに対

27 
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して，本論文では，ディスクリプタシステムの線形フィードパック制御による 2次安定化

可能性を一般化リカッチ方程式のある種の解の存在性と関連づけ，安定化可能であるため

の十分条件と必要条件を導く.そして，ハミルトン行列を使ったフィードパックゲインの

計算法を与える.

本章の内容は，対象システムの一部の不確かさとフィードパックゲインを少し制限的な

クラスに限定することにより，ディスクリプタシステムを適当な座標変換によって微分方

程式系と代数方程式系に分離できるという事実に基づいている.したがって，本章におけ

る結果は"座標変換→状態方程式に対する結果→逆座標変換"という過程で得ること

ができる.本章では，その結果がディスクリプタ表現上でどのような記述になるか，そう

して得られた結果が状態方程式への変換なしに制御系設計に使用可能か，を明らかにする

ことを目的としている.そして，それが可能であるという結論を得て，物理構造を保存で

きるという意味で記述能力の高いディスクリプタ表現の解析・設計能力を高めることに貢

献するものである.

3.2 対象とするシステム

本章では，ディスクリプタシステム

E土(t)= Ax(t) + Bu(t) (3.1 ) 

を基準システムとし，不確かさをもっシステムを

E土(t)= (A + LlA)x(t) + (B + LlB)u(t) (3.2) 

で表わす.ここに xは η 次元ディスクリプタ変数 uはm 次元操作入力である.係数

行列 E，Aは π×η行列，Bは ηXm行列で，定数とする.本章では，A， Bだけに不

確かき LlA，LlBが存在すると仮定する.実在するすべてのシステムがこのように表現で

きるわけではないが，多くのシステムにおいて可能である.なお，不確かさ LlA，LlBは

定数として議論するが，後に述べるように，ある表現のもとでは時変でもよい.

このようなディスクリプタシステムが一意解をもつことを保証するために，LlA = 0の

基準システムの場合も含めて，

det (sE -A -L1A)手0 (3.3) 
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と仮定する [9卜ただし sは複素数である.また，対象システムはインパルスモードを

もたないものに限る.そのために，インパルスモードをもたないための必要十分条件 [10]

rank E = deg det (sE -A -.1A) (3.4) 

を，やはり .1A= 0の場合も含めて，仮定する.つまり，不確かさとして.(3.3)式， (3.4) 

式が成立する範囲を越えるものは考えない.インパルスモードをもたないということは，

モードはすべて指数モードであり，その数は rankEである.

ディスクリプタシステムがインパルスモードをもたないという仮定は，ディスクリプ

タシステムとしてはクラスを狭めている.しかし，状態方程式で表わすことができるシ

ステムはすべて含んでいる.したがって，実際上，厳しいものではない.この仮定のも

とで， (3.2)式のダイナミクスつまり指数モードの振る舞いが Ex(t)によって代表でき

ることが， 2.2節で述べたのと同様にしていえる.ゆえに，x(t)のすべての振る舞いに

ついて Ex(t)→ o(t→∞)であることが，システムが安定であることであり，これは

x(t)→ o (t→∞)をも意味する.本章の議論は，この事実を有効に使うものである.

3.3 2次安定性の定義

状態方程式に対する 2次安定性の概念の拡張として，ディスクリプタシステムの 2次安

定性を定義する.そのために，Ex 1= 0である♂について xTET PEx > 0となるような

対称な定数行列 Pの全体を Hで表わす.明らかに，正定な対称行列は Hの要案である

が，正定や半正定でなくとも Hの要素になり得る.

インパルスモードをもたないディスクリプタシステムのダイナミクスは Ex(t)で代表

させることができるという，前節で述べた事実を根拠に，ディスクリプタシステムの 2次

安定性を以下のように定義する.

【定義 3.1】 (3.2)式のディスクリプタシステムにおいて包(t)三 Oとする.このとき，

行列 PEI1と定数 α>0が存在して 2次形式

V(x(t)) = xT(t)ET PEx(t) (3.5 ) 

の， (3.2)式の解 x(t)に沿った時間微分 V(x(t))が，ある指定された範囲の不確かさ .1A

と無関係に

V(x(t))豆一αIIEx(t)W (3.6) 
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を満たすとき，このシステムは 2次安定であるという.ここに， 11 11はらベクトルノル

ムを意味する.

リアプノブの安定解析法によると，この定義の条件は.t →∞のとき .Ex(t)→ Oを

保証する.

次に， 2次安定化可能性を定義する.

【定義 3.2] (3.2)式のディスクリプタシステムに対し，線形フィードパック

u(t) = Kx(t) (3.7) 

が存在し，ある指定された範囲の不確かさ L1A. L1B に対して閉ループ系

E士(t)= (A + LlA + BK + LlBK)x(t) (3.8) 

を2次安定にできるとき，このシステムは線形フィードパック制御で 2次安定化可能であ

るという.

(注意 3.1) インパルスモードをもたないディスクリプ夕方程式の動的部分は状態方程

式で表わすことができるが，その変換は係数行列に依存する.そのため，係数行列に不確

かさを含む場合，一般に，状態方程式への変換は不確かさに依存し，その変換により不確

かさの構造が影響を受ける.したがって，固定したリアプノフ関数を用いて安定性を保証

する 2次安定問題の場合，ディスクリプタシステムの 2次安定性と状態方程式表現された

システムの 2次安定性の等価性の成立は 一般には疑問である.

3.4 不確かさの表現

本章では.(3.2)式のディスクリプタシステムの不確かさを表わす行列 LlA.LlBは，次

のような形で表わされるものとする.

唱

E
A<一F

 
B
 

G
 

A
 

G
 

F
 

D
 

一一B
 

A
 

A
 

A
 

(3.9) 

ここに，D. GA， GB は既知の定数行列，Fが不確かさを表わす行列である.本章では，

議論の煩雑さを避けるため，Fは定数行列とするが，後述の (3.10)式. (3.15)式のよう

に行列 GA，フィードパックゲイン K のクラスを制限した後は，この Fを時変としても

よい.なお. 11 11はらベクトルノルムから誘導された行列ノルムである.
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さらに， GAは次のクラスの行列であると仮定する.

人(ul1G A コNul1E (3.10) 

つまり， GAは GA= GAEという形で表わされるものとする.不確かさを，物理構造を

保存しながら，常にこの仮定を満たすように記述できるという保証はないが，対象システ

ム内の各要素の特性とその結合関係を表わす式を並べてディスクリプタ表現を導く場合の

多くは，この仮定を満たすようにできる.そして， (3.1)式の基準システムが一意解をも

ち，インパルスモードをもたなければ，不確かさのある (3.2)式のシステムも一意解をも

ち，インパルスモードをもたないことを，次のように保証する.

まず， L1A = 0とおいた (3.3)，(3.4)式の条件のもとで

I I.. 0 I I Al 0 
MEN=I. 1， MAN=I . 

I 0 0 I I 0 -In-r I 
(3.11) 

となる正則行列 M，N が存在することが知られている [11].ただし，r = rankE， A1は

r X r行列である.このとき， (3.10)式と (3.11)式より

、 IsIr -A1 - D1FG1 0 
M(sE -A -DFGA)N = I 

-D2FG1 In-r 1 

(3.12) 

となる.ここで，Dl' D 2 • G1は
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(3.13) 

のように MD，GANを適当なプロックに分けた行列である.ただし，GAに対する (3.10)

式の仮定より ，GANの後ろい -r)列が 0であることを使った.(3.12)式より， (3.3)式，

(3.4)式つまり det(sE -A -DFGA)手0，rank E = deg det (sE -A -DFG A)が成立

し，不確かさのあるシステムの解の存在性，一意性とインパルスモードをもたないことが

保証される.

GB については特に制限はない.ここでは，後の議論に必要となる行列の定義 [211を

与える.まず，~を G~GB ~TE となるような行フルランクの行列とし， E を E2

~T(~ETt2~ と定義する.そして，争を

.þ~T = 0， 骨骨T=I (3.14) 
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となるように選ぶ.ただし，GB =0のとき， S = 0， <t = 1とする.もし rankGB = m 

ならば，三 =(~GB)-l ， 争 =0 とする.

(注意 3.2) (3.10)式のようにシステム行列の不確かさのクラスを限ると，ディスクリ

プタシステムから状態方程式への変換が不確かさに依存せず，不確かきを表わす行列 F

に影響を与えない.そして，ディスクリプタシステムの 2次安定性と状態方程式表現され

たシステムの 2次安定性は等価となる.したがって， 3.1節で述べたように，本章の結果

は“座標変換→状態方程式に対する結果→逆座標変換"という過程で得ることもでき

る.しかし，本章では，ディスクリプタ表現の解析・設計能力を高めることを目的に，で

きるだけ状態方程式に帰着きせずに議論を進める.

3.5 2次安定化可能条件

本章では 2次安定化のための (3.7)式の線形フィードパック制御のゲイン Kについ

ても，不確かさ GA に対してと同様に，次のクラスの行列に限る.

Nul1 K コNul1E (3.15) 

つまり .KもK=KEの形で表わされるものにする.このように制限しても ，Ex(t)が

システムのダイナミクスに関する必要かつ十分な情報をもつから，フィードパック制御の

能力には制約にならない.しかも，上で GAについて述べたのと同様，(3.8)式の閉ループ

系が一意解をもち，インパルスモードをもたないことが保証される.後のために. (3.15) 

式の条件のもとで，

KN  = [Kl 0] 
と書けることに注意しておく.ここに，K1は KNの初めの T 列である.

以上の準備のもとで，ディスクリプタシステム

E土(t)= (A + DFGA)x(t) + (B + DFGB)包(t)

に対する 2次安定化可能条件を与える.

(3.16) 

(3.17) 

【定理 3.1] 与えられた行列 QEIIと適当な正数 μに対して，一般化リカッチ方程式

(A -BSG~GA)TpE + ETp(A -B2~GA) 

+ ETp(DDT -B2BT -~B争T争BT)PE
μ 

+ G~(I -GB2G~)GA +μETQE = 0 (3.18) 
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が解 PETIをもっとき.(3.17)式のディスクリプタシステムは線形フィードパック制御

包(仲一{(去か争ザ九T
によつて2次安定化可能である.また， (3.17)式のディスクリプタシステムが (3.7)式の

線形フィードパック制御によって 2次安定化可能であるとき，充分小さい μ に対して，

(3.18)式の一般化リカッチ方程式は

Ex(t) = ~ A -B'2G~GA + (DDT -B'2BT -~B争T争BT ) PE} x(t) (3.20) 
t¥μ J J 

を安定にする解 PETIをもっ.

この定理の前半は， 2次安定化可能であるための十分条件としては， (3.18)式の一般化

リカッチ方程式が単に解 PEIIをもてばいいということを述べている.そして，定理の

後半は. 2次安定化可能性の必要条件として，その一般化リカッチ方程式は (3.20)式の

ディスクリプタシステムを安定にする解をもつことを意味している.つまり，一般化リ

カッチ方程式の解 PεHが (3.20)式のシステムを安定にするものでなくとも. (3.19)式

は2次安定化制御則なのであるが，そのとき，充分小さな μ>0に対する解 PETIとし

て (3.20)式のシステムを安定にするものが存在するということである.したがって 2

次安定化可能性を調べるには，この安定化解の存在性を調べれば，充分である.この事実

は， 3.6節でのフィードパックゲインの計算において使われる.

(定理 lの証明)(十分性) いま QεHが与えられ. (3.18)式の一般化リカッチ方程式

が正数 μに対して解 PEIIをもっとする.このとき.(3.19)式のフィードバック制御を

施して得られる閉ループ系は

E土(t)= IA + DFGA一(B+ DFGB) ~ ( ~1. が争+ '2) BT PE 十三G~GA} I x(t) (3.21) 
r~'--~~ ¥- -~'l\2μ } D .. J J 

である.いま， 釘 T=Oより，争GJ;= 0であることに注意して， (3.5)式の V(x(t))の

時間微分を (3.21)式の解に沿って計算する.

す(z(t))=zT(t)(ATPE+ETPA)z(t)-zT(t)(1ETPB争T争BTpE
μ 

+ 2ET PB'2BT PE + G~GB'2BT PE + ET PB'2G~GA) x(t) 

+2xT(t)ETpDF(GA -GB2.B
TpE -GB'2G~GA)X(t) (3.22) 

ここで， IIFII ~ 1を使うと，

2xT(t)ET PDF(GA -GB'2B
T PE -GB2G~GA) x(t) 
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孟xT(t)ETPDDT PEx(t) 

+ XT(t)( G~ -ET P B3G~ ーはGB3G~)(GA -GB3BT PEーらおおA)X(t)

= xT(t)ET P DDT PEx(t) + XT(t)G~ (I -GB2G~)GAX(t) 

+ xT(t)ET P B2BT P Ex(t) (3.23) 

が成立するから，

V(x(t))壬xT(t){(A-B3~GAf PE + ET P(A -B3~GA) 

-~ETPB争T争BTP E + ET P D DT P E -ET P B3BT P E 
μ 

+ G~(I -GB3G~)GA}X(t) 

μxT(t)ETQEx(t) (3.24) 

を得る.したがって， (3.17)式のディスクリプタシステムは， (3.19)式の線形フィードパッ

ク制御によって 2次安定化可能である.

(必要性) まず， (3.8)式の閉ループ系を (3.9)式を用いて

Ex(t) = (A + DFGA + BK + DFGBK)x(t) (3.25) 

と書こう.そして，左から (3.11)式の M を掛け，同じく (3.11)式の N を用いてディス

クリプタ変数を
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と変数変換する.ただし，Xl(t)， X2(t)はそれぞれ T次元， (η -r)次元ベクト jレである.

いま，

MB  = [ ~: ] (3.27) 

のように.MBを上側 T行と残りのい -r)行に分けて表わし， (3.11)， (3.13)， (3.16) 

式を用いると， (3.25)式の閉ループ系は
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となる.

X2(t) = {B2K1 + D2F(G1 + GBKd}Xl(t) (3.29) 
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のように依存していることがわかる.ただし，Xl (t)は r次元ベクトル空間の任意の値を

とり得る. したがって， (3.26)式より， (3.25)式の閉ループ系の解は
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(3.30) 

のように表わせ r次元空間に拘束されている.

きて， (3.17)式のディスクリプタシステムは 2次安定化可能であるから，定義 3.1，3.2 

より，あるフィードバックゲイン K によって得られる (3.25)式の閉ループ系の解 x(t)に

ついて

xT(t)(A + DFGA + BK + DFGBKf PEx(t) 

十 xT(t)ETP(A + DFGA十 BK+ DFGBK)x(t) 

三一αxT(t)ETEx(t) (3.31) 

を満たす行列 PEIIと正数 αが存在する.これに，適当に M や M-1，N や N-1を挿

入して

xT(t)N-T NT(A + DFGA + BK + DFGBKf MT M-T PM-1 M EN N-1x(t) 

+xT(t)N-T NT ET MTM-TpM-1 M(A + DFGA + BK + DFGBK)NN-1x(t) 

豆一αxT(t)N-TNT ET MT M-T M-1MENN-1x(t) (3.32) 

とする.ただし，M-T， N-Tは AfT， NTの逆行列を表わす.このとき ，(3.11)， (3.13)， 

( 3. 16) • ( 3.30 )式を用いると. (3.32)式は

Xf{t)(Al + D1FG1 + BIKl + DIFGBKdT PllXl(t) 

十 xi(t)Pll(A1+ D1FG1 + BIKl + D1FGBKJ)Xl(t) 

三一αXi(t)Ql1Xl(t) (3.33) 

となる.ここに.Pll. Ql1は

とおいたものの (1，1)ブロックで，各プロック要素は (3.11)式のプロックに対応している.
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ところで. (3.26). (3.34)式より
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である. Ex(t)=1=0とMEN N-1x(t) f. 0が， したがって

いい)I I 1 0 1=1 ト-lX(t)=1= 0 
o I 0 0 

が等価であることより ，PεHであることが Pllの正定性を意味することがいえる.ま

(3.36) 

た.M-™-l が正定であるから . Q11も正定である.

以上の議論から， (3.33)式は，不確かさをもっ状態方程式

Xl(t) = (Al + D1FGJ)X1(t) + (B1 + D1FGB)u(t) (3.37) 

が線形状態フィードパックによって 2次安定化可能であることを意味する. したがって，

参考文献 [21]の定理 (2.3)とその証明より，与えられた正定行列 Ql1に対して，リカツチ

方程式

(A1-B12GEG1)TP11+P11(A1-B12GEG1) 

+ P11(叫 -BIBB'{ーか1向 D角1

+ Gf(J -GB2G~)Gl +μQ11 = 0 (3.38) 

が充分小さい正数 μに対して，

土l(t)= {A1 -B13G~Gl + (D1D'[ -BIBB'{ -~Bl争T争BÎ) l\ t} Xl(t) (3.39) 
μ 

を安定にする正定解 Puをもつことがいえる.

きて， (3.38)式を (1，1)プロックに含むブロック行列の式を次のように構成する.
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(3.40 ) 

ここで，P22， Q22は任意の対称行列，Q12 = QI1は適当なサイズの任意の行列である.こ

こで，
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と

程

(A-BEGEGAFFE+ETP(A-B2GEGA) 

+円(DDT
一日T-jmw内

+ G~(J -GB2G~)GA +μETQE = 0 (3.42) 

が得られる.これらの T，Qが Hに含まれることは，Ex(t)ヂ0と (3.36)式が等価であ

ることと，

-T I Tl1 0 I II.T-1 DT n D _ II.T-T I Qll 0 I ETTE = N-T I 
~ JJ V 

I N-1， ETQE = N-T I 
~ll u 

I N-1 
(3.43) 

I 0 0 I I 0 0 I 

と表わせることを使うと，容易に示すことができる.

また， (3.11)式， (3.13)式. (3.27)式. (3.41)式を使うと，

det IM{sE -A + B3G~GA 一 (DDT -B3BT -~B争T争BT)ÞE}NI
Lμl  
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= det I slr -A1 + BlSG~Gl 一 (D 1 D'[ -B12BT -~Bl争T争Bf)九 I (3.44) 
lμI  

であることがいえるから， (3.39)式のシステムの安定性と (3.20)式のディスクリプタシス

テムの安定性は等価である.したがって， (3.17)式のディスクリプタシステムが (3.7)式

の線形フィードパック制御によって 2次安定化可能であるとき，与えられた QεHと充

分に小さい正数 μに対して， (3.18)式の一般化リカッチ方程式は (3.20)式のディスクリ

プタシステムを安定にする解 PEIIをもつことがいえた. 口

(注意 3.3) 定理 3.1の十分性の証明には A行列の不確かさのクラスに関する (3.10)

式の仮定が陽には使われていないが， (3.21)式の閉ループ系がー意解をもち，インパルス

モードをもたないことを保証ことと， (3.18)式の方程式の成立のために，この仮定を暗黙

に前提としている.なお， (3.18)式が成立するための必要条件としては， (3.10)式の仮定

を少し緩めた Null(1 -GBSG};)GA コNullEで十分であるが，この仮定の下で議論す

る場合は， (3.21)式の閉Jレ)プ系が一意解をもち，インパルスモードをもたないという仮

定を付加する必要がある.

3.6 フィードバックゲインの計算法

定理 3.1の(3.19)式の 2次安定化制御則から明らかなように，フィードパックゲインの

計算には， (3.18)式の一般化リカッチ方程式の解 PEII自体を求める必要はなく ，PEが

計算できれば充分である.しかも， 2次安定化が可能ならば，その PEとして， (3.20)式

のディスクリプタシステムを安定にするものが必ず存在する.本節では，ハミルトン行列

A -B3G3;GA 

H=  I 
1-μETQE -C0.(I -GBSG3;)GA 

を用いて，それを計算する方法を与える.

そのために
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 (3.45) 

I E 0 I 
E = ，- -_， (3必)

I 0 ET I 

とおいて，次の事実を述べる.それらは， 2.6節の最適レギユレータ問題に対する証明と

同様に示すことができる.

【補題 3.11 (E， H)の組が入を固有値としてもつなら，一入も固有値である，
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【補題 3.2] P を(3.18)式の一般化リカッチ方程式の任意の解とする.いま，

{E， A -BBG~GA + (DDT -BBBT -~RφTφBT)PE} (3.47) 
μ 

の組が固有値入をもち，それに対する固有ベクトルを ηとすると ，(E， H)の組も固有値

入をもち，それに対する固有ベクト jレは [ηT(PE句)TJTである.また，固有値入1，・ 1

ん (0でないとする)が相異なるならば，対応する固有ベクトルワ1，・ 1η，は線形独立

であり，それらの固有ベクトルの任意の線形結合は Nul1Eに含まれない.

補題 3.1は，(E， H)の組が純虚数の固有値をもたないとき，実部が正の固有値と負の

固有値を，同じ数 r(= rank E = (1/2)ra.nk E)個ずつもつことを意味している.補題 3.2

は，もし PETIが (3.18)式の一般化リカッチ方程式の解で， (3.20)式のディスクリプタ

システムを安定にするものであれば， (3.47)式の組の T個の固有値の実部はすべて負であ

るから ，(E， H)の組も実部が負の固有値を T 個もつことを意味している. したがって，

もし (E，H)の組が純虚数の固有値をもてば，実部が負の固有値は T個存在せず， (3.47) 

式の組の T個の固有値の実部がすべて負になることはない.ゆえに，すべての μ>0に

ついて (E，H)の組が純虚数の固有値をもっ場合は， (3.18)式の一般化リカッチ方程式の

解 Pで， (3.20)式のシステムを安定にするものは存在せず， (3.17)式のディスクリプタ

システムは 2次安定化可能でないと結論できる.

補題 3.2では， (3.47)式の組の固有値には重複がないものとしている.重複がある場合

には，固有ベクト jレや一般化固有ベクトルの選び方の議論が必要となるが，それらを独立

に選べば，同じ結論が得られる.

以上より，ある μについて (E，H)の組が純虚数の固有値をもたないことを前提とし

て. 2次安定化フィードパックゲインのための PEの計算方法が， 2.6節で述べた最適レ

ギュレータの場合と同様に，次のように与えられる.

【定理 3.21 P E TIを(3.18)式の一般化リカッチ方程式の解で， (3.20)式のディスク

リプタシステムを安定にするものとする.このとき ，(E， H)の組の実部が負の T個の固

有値(相異なるとする)に対応する固有ベクトルを [η757lT，・・・， [η?と;lTとすると，

PE = [C1 6 ιo ...0] [1]1 1]2 ... 1].， 1].+1 ... 1]11] -1 (3.48) 

である.ただし， ηr+l， η叫は NullEに含まれる互いに独立な任意の η 次元ベクト

ルである.

この定理は， (3.18)式の一般化リカツチ方程式の解 PETIで， (3.20)式のディスクリ
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プタシステムを安定にするものが存在する場合の PEの計算方法を与えている.しかし，

逆に.(E， H)の組が負の実部の固有値を T個もったとして，こうして計算した (3.48)式

が2次安定化制御則を与えるかというと，そうとは限らない. 2次安定化制御則を与える

ためには. (3.48)式の右辺に左から ETを掛けて得られる行列の 2次形式が.Ex 1= 0で

あるすべての Z について正である必要がある.

この定理 3.2と定理 3.1を合わせると 2次安定化可能性の判定を行なうことができ

る.すなわち，適当な μ>0に対して. (3.48)式の右辺を計算したものに左から ETを

掛けて得られる行列の 2次形式が.Ex =1= 0であるすべての zについて正であるという条

件を満たせば. 2次安定化可能である.もしいくら小さな μ>0に対してもこの条件を

満たすものが得られないなら 2次安定化可能でないと判定する.

ところで.Ex 1= 0であるすべての zとは，Eを特異値分解
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(3却)

の形に表わす行列の一部を用いて，冗angel!iの要素のすべてであるということができる.

ここに， Eは Eの特異値から成る rxr対角行列，[U1 U2]. [V1 九lは直交行列.l!iは

η Xrである.したがって. (3.48)式の右辺を計算したものに左から ET を掛けて得られ

る行列の 2次形式が.Ex手0であるすべての Z について正であるということは. (3.48) 

式の右辺を計算したものに左から v;.TETを，右から同を掛けて得られる行列が正定で

あるということであり，その確認は容易である.

3.7 数値例

図3.1に示すように，質量 ffilの台車 lと質量 ffi2の台車2がばね定数 kのばねによっ

て結合されているとする.そして，台車 1にはアクチュエータが取り付けられており，入

力信号 U の α惜の力で台車を駆動するものとする.Xl. X2はそれぞれ台車 1，台車2の

しかるべき基準点からの変位を表わす.fを各台車に作用するばねの力とし，台車がそれ

ぞれ基準点にあるとき.f =0とする.このとき，このシステムは次の運動方程式で表わ

せる.

ffilXl = f +αU， m2x2 = -1， f = k(X2 - xt) (3.50) 
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u 

図 3.1:2慣性系

台車 1，台車2の速度をそれぞ、れ Vl，V2とし，ディスクリプタ変数を [XlX2 Vl V2 f]T 
とすると，このシステムのディスクリプタ表現は

1 0 。。OIls2 o 0 1 0 。Xl I I 0 

o 1 。。o I I X2 0-0 0 1 。X2 。
o 0 ml 。o I I Vl 一 000  0 Vl + (3.51 ) 

。。 。
:' ~ Jl今

o 0 0 0 -1 V2 I 0 

。。 。o 0 I I f -k k 0 0 -1 f I 0 

である.この特性方程式は

det (sE -A) = s2{mlm2s2 + (ml + m2)k} t 0 (3.52) 

だから， (3.51)式は一意解をもっ.また，

rank E = 4 = deg det (sE -A) (3.53) 

が成立するから，インパルスモードをもたない.

さて，台車の質量 ml，m2の値は比較的正確に測定できると考えられる.ここでは k

とαの値は不確かで，それぞれ

k/ ::; k ::; kh1 α/::;α 豆αh (3.54 ) 

の範囲にあることが分かっているものとする .k，αの基準値としてそれぞれの範囲の中

間値 ko，α。をとると， (3.54)式は

k = ko + Jtkp， 

α=α0+ i2α'p' 

kn = kl + kh k" = khこk，一 日一0一一一τマ一一， 凡p一一一τ「一一
α/+αhαh一αt

α。=一一一一一一， αv 一一一一一一一
y 2 

Ifil三1，i=1，2 (3.55) 
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と表わすことができる.こうすると， (3.2)式の A，LlA， B， LlBは

。。1 0 。 。。。。。
。。o 1 。 。。000  

。。。。 1 LlA = 。。000  

。。o 0 -1 。。000  

-ko ko 0 0 -1 -!tkp /Ikp 0 0 0 
-、。 。

。 。
' LlB = fzap I (3.56) 

。 。
。 。

となる.このとき (3.9)式に対応した表わし方の 1つは

， 。。

F=l:;l 白 =[:J
D = I 0 1 1， 一!一九九 000lGA

一 o 0 0 0 0 
o 0 I 

1 0 

(3.57) 

であり ，GAは GA= GAEの形に表わすことができる.また， rankGB = 1であること

から， s = 1/{α/)であり，争 =0とする.

ここで， m} = 3， m2 = 4とし k，αの範囲をそれぞれ1.6~ミ k 552.4，952α<11と

すると ，ko = 2，αo = 10， kp = 0.4， αp = 1となる. (3.19)式のフィードバックゲイン

の計算に必要な PEの値は，前節で述べた方法により. (3.45)式のハミルトン行列を用

いて求めることができる.いま， ITに属する行列 Qとして単位行列を選ぴ， μ=0.05と

すると ，PEは

「

0.980 -0.639 0.268 0.917 0 

-0.639 0.815 -0.166 -0.315 0 

0.089 -0.055 0.100 (3.58) 

0.229 -0.079 0.055 0.674 0 

-0.140 0.023 0.045 -0.601 0 
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のように計算できる.これに左から ETを掛けると対称であり Exヂ0である Z に対し

て2次形式が正であることが容易に確かめられる.ゆえに. (3.19)式より，フィードパッ

クゲインは

(3.59) 

と計算できる.

3.8 結言

本章では，インパルスモードをもたないディスクリプタシステムのダイナミクスが Ex

で代表されることに注目して. 2次安定化可能であるための十分条件と必要条件を一般化

リカッチ方程式の解 Pの存在性と性質で与えた.安定化フィードパックゲインはその解

を用いて表現されているが，その解を求めることは状態方程式への変換なしでは容易でな

い.そこで，フィードパックゲインの計算には，P自体ではなく ，PEが計算できれば十

分であることに注目し，ハミルトン行列を使った有効な計算方法を与えた.

なお，本章では，ディスクリプタ変数の微分の係数行列 Eには不確かさがないとして

いる.これは， 2次安定性の概念が不確かさに独立な 2次形式リアプノフ関数の存在を要

求しており，本章では xTET PExをリアプノフ関数としたために生じた制約である.
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第 4章

ディスクリフタシステムの口バスト安定化

4.1 緒言

状態方程式で表現された線形システムのロバスト安定化法の代表的なものとして， 2次

安定化法が知られている [17，18， 19， 20， 21].これは，対象システムの不確かさに独立な

2次形式のリアプノフ関数によって，構造的な不確かきに対するシステムの安定性を保証

する点に特徴がある.しかしながら，一般に，状態方程式ではシステムの物理的構造は保

存されない.そのため，物理パラメータの不確かさを取り扱う場合，その大きさの評価が

過大になる可能性が強い [22].

一方，ディスクリプ夕方程式は，状態方程式の観点からは一般に冗長な変数を含むが，

システムの物理的構造を保存する能力をもっ有効な数式表現である [1トこのことから，

ディスクリプ夕方程式で表現された線形システム(ディスクリプタシステム)に対するロ

バスト安定化問題が研究されている.まず， Asai， Hara[22]は，ディスクリプタ変数の微

分の係数行列が正則な場合について，システムの係数行列に時変の不確かさが存在する場

合の 2次安定化可能条件を，状態空間表現における H偲制御問題の可解条件として与え

た.そして，その結呆をもとに，ディスクリプタ変数の微分の係数行列が非正則な場合に

ついて，あるクラスの不確かさのもとで，もとのシステムをディスクリプタ変数の微分の

係数行列が正則な低次元システムに変換し，そのシステムに対する 2次安定化可能条件を

示した.

また，増淵，小原，須田 [23]は，行列ポリトープで表わされた，あるクラスの不確か

さが存在する場合について ロバスト安定化可能条件を複数の線形行列不等式条件で表わ

し，凸計画法によって線形フィードパックゲインを計算するという手法を提案した.そし

45 
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て，その安定条件が成り立っとき，システムの動的部分は 2次安定になっていることを示

した.

本章では，すべての係数行列に不確かさをもっシステムのロバスト安定化問題につい

て考え，ロバスト安定化可能条件を 2次安定化法からのアプローチにより与える.そのた

めに，対象システムとロバスト安定性に関して等価な，ディスクリプタ変数の微分の係数

行列に不確かさを含まない二つのシステムを考える.そして，それぞれのシステムに対す

る2次安定条件を行列不等式条件として与える.このとき，それらの条件治宝対象システム

に対するロバスト安定化可能条件となる.きらに，行列ポリトープ型の不確かさが存在す

る場合について，システムのロバスト安定化可能条件を，一つは複数の線形行列不等式条

件として，もう一つは複数の双線形行列不等式条件として与える.そして， Homotopy法

[26]の考え方を基にした，その双線形行列不等式の解法を提案する.

4.2 対象とするシステム

本章では，ディスクリプタシステム

Ex(t) = Ax(t) + Bu(t) ( 4.1) 

を基準システムとし，不確かさをもっシステムを

(E + .1E)i:(t) = (A + .1A)x(t) + (B + .1B)u(t) ( 4.2) 

で表わす.ここで，x(t)は九次元ディスクリプタ変数，u(t)は m次元操作入力である.

係数行列 E，Aは η ×η 行列，Bは nxm行列で，定数とする.そして，この E，A， 

B にそれぞれ定数の不確かさ .1E，LlA， .1Bが存在するとする.

不確かさ .1Eとしては， .1E = .1EL E = E .1ER と表わせるものを考える.すなわち，

E + .1E = (I + .1EL)E = E(I + .1ER) ( 4.3) 

と表わせるものとする.また，.1EL， .1ER として，(4.3)式の行列のランクを変えない範

囲の不確かさを考える.そのために，

det (I + .1Ed =f 0， det. (I + .1ER) =f 0 ( 4.4) 

と仮定する.これは，システムの動的部分の次元，つまり指数モードとインパルスモード

の数の和は..1Eによって変化しないということを意味する.集中定数の物理システムを
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(4.1 )式のディスクリプ夕方程式で記述する左き ，(E+.1E)は対角行列となることが多

い.そのようなシステムは， (4.3)， (4.4)式の仮定を満たす.

きて，このディスクリプタシステムが一意解をもつことを保証するために..1E = O • 

.1A = 0のときの基準システムも含めて

det. [s(E + .1E) -(A + .1A) 1 =t 0 (4.5) 

が成り立っと仮定する [9トただし sは複素数である.また，本章では，対象システム

はインパルスモードをもたないものに限る.そのために，インノ'¥)レスモードをもたないた

めの必要十分条件 [10]

rank (E + LlE) = deg det [s(E + LlE) -(A + LlA) I (4.6) 

を，やはり LlE= O. LlA = 0の場合も含めて成立すると仮定する.このとき. (4.4)式

より，指数モードの数は，不確かさの有無に関わらず rankEとなる.

4.3 口バスト安定性と 2次安定性

まず. (4.2)式の対象システムのロバスト安定性およびロバスト安定化可能性について

定義する.

{定義 4.1] (4.2)式のシステムにおいて u(t)三 Oとする.このとき，ある指定された

範囲の定数の不確かさ .1E. LlAのもとで

det [s(E + LlE)一(A+ LlA) I = 0 (4.7) 

の根の実部がすべて負になるとき，このシステムはロバスト安定であるという.また，あ

る指定された範囲の定数の不確かさ LlE，LlA， LlBのもとで，線形フィードパック

u(t) = Kx(t) (4.8) 

が存在して，閉ループ系

(E + LlE)土(t)= {A + LlA + (B + LlB)K}x(t) (4.9) 

をロバスト安定にするとき， (4.2)式のシステムはロバスト安定化可能であるという.

(4.3). (4.4)式より ，Ex(t)は(4.2)式のシステムの指数モードの振る舞いに関する必要

かつ十分な情報をもつことが， 2.2節で述べたのと同様にしていえる.したがって， (4.8) 
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式のフィードパックゲイン Kのクラスを

K=KE (4.10) 

のように限定してもフィードパック制御の能力の制約にはならない.しかも， 3.5節で述

べたのと同様，閉ループ系が一意解をもち，インパルスモードをもたないことが保証され

る.つまり， (4.9)式の閉ループ系をロバスト安定にする (4.8)式の線形フィードパックが

存在すれば，そのゲインは (4.10)式の形で実現することができる.

きて， (4.3)， (4.4)式より，

det [s(J + LlEL)E -{A + LlA + (B + LlB)K}] 

= det [sET(J + J1ELf -{A + LlA + (B + LlB)K}T] 

= det[ sET一 {A+ .1A + (B + .1B)Kf(I + .1ELtT] det (1 + .1ELf (4.11) 

が成立するので， (4.9)式の閉ループ系のロバスト安定性と

ET y(t) = {A + LlA + (B + LlB)K}T(J + LlEL)-T y(t) (4.12) 

のロバスト安定性は等価である.また，

det [sE(I + LlER) - {A + .1A + (B + LlB)K}] 

= det [sEー {A+.1A + (B + .1B)K}(I + J1ERt1
] det (I + J1ER) (4.13) 

より， (4.9)式の閉ループ系のロバスト安定性と

Ei(t) = {A + LlA + (B + LlB)K}(I + J1ER)一1Z(t) (4.14) 

のロバスト安定性も等価である.

ところで， (4.9)式の閉ループ系がインパルスモードをもたないとき， (4.11)， (4.13)式

より， (4.12)， (4.14)式のシステムもインパルスモードをもたない.したがって， 2.2節

で述べたのと同様にして， (4.12)式のシステムのダイナミクスは ETy(t)により， (4.14) 

式のシステムのダイナミクスは Ez(t)によりそれぞれ代表させることができるといえる.

このとき， (4.12)式の解 y(t)の振る舞いについて ETy(t)→ o(t→∞)であることが，

(4.12)式のシステムが安定であることであり，これは y(t)→ o(t→∞)をも意味する.

そして， (4.12)式のシステムがロパスト安定であるとは，ある指定された範囲の定数の不

確かさ J1E，LlA， LlBのもとで，ETy(t)→o (t→∞)となることである.また， (4.14) 
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式のシステムについても同様のことがいえる.すなわち， (4.14)式のシステムが安定であ

るとは，Ez(t)→ o (t→∞)となることであり，ロバスト安定であるとは，ある指定さ

れた範囲の定数の不確かさ L1E，L1A， t1Bのもとで， Ez(t)→ o (t→∞)となること

である.

第3章でも述べたように. 2次安定性の概念は，不確かさに依存しない 2次形式のリア

プノフ関数により，システムの安定性を保証するものである.したがって. (4.12)式のシ

ステムが2次安定であれば，このシステムはロバスト安定である.そして，上に述べた

ロバスト安定性に関する等価性より， (4.9)式の関Jレープ系もロバスト安定である.また，

同様にして. (4.14)式のシステムが2次安定であれば. (4.9)式の閉ループ系はロバスト

安定であるといえる.本章では， (4.12)， (4.14)式のシステムに対する 2次安定条件を導

くことにより， (4.2)式のシステムに対するロバスト安定化可能条件を得る.

ここで， 3.3節で定義したのと同様にして， (4.12). (4.14)式のシステムに対する 2次

安定性を定義する.なお.Ex i= 0となる Z について xTETPEx> 0となる定数の η ×η

対称、行列 Pの全体をロと表わす.また.ETx i= 0となる zについて xTEPETx > 0と

なる定数の η ×η 対称、行列 Pの全体を百と表わす.明らかに，正定行列は IT，白の要

素であるが，正定や半正定でなくとも Hや白の要素になり得る.

【定義 4.21 (4.12)式のディスクリプタシステムはインパルスモードをもたないとす

る.このとき，行列 PE白と定数 α>0が存在して， (4.12)式の解に沿って計算した 2

次形式

V(y(t)) :;;: yT(t)EPETy(t) (4.15) 

の時間微分 V(y(t))が，ある指定された範囲の不確かさ L1E，LlA， L1Bに独立に

V(y(t))豆一αIIETy(t) 112 ( 4.16) 

を満たすならば，このシステムは 2次安定であるという.

【定義 4.31 (4.14)式のディスクリプタシステムはインパルスモードをもたないとす

る.このとき，行列 PEITと定数 α>0が存在して.(4.14)式の解に沿って計算した 2

次形式

V(z(t)) :;;: zT(t)ET PEz(t) ( 4.17) 

の時間微分 V(z(t))が，ある指定された範囲の不確かさ L1E，t1A， L1Bに独立に

す(z(t))三一αIIEz(t)112 ( 4.18) 
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を満たすならば，このシステムは 2次安定であるという.

4.4 線形行列不等式による口バスト安定化可能条件

本節では， (4.12)式のシステムに対する 2次安定条件，すなわち (4.2)式のシステムに

対する一つのロバスト安定化可能条件を示す.定義 4.2より. (4.10)式のクラスの K を

用いて得られる (4.12)式のシステムに対し，行列 PEnと定数 α>0が存在し. (4.15) 

式の V(y(t))の(4.12)式の解に沿った時間微分が

す(y(t))= y(tf EPETy(t) + yT(t)EPETy(t) 

= yT(t)(I + LlEL)-l{A + LlA + (B + .1B)K}PET y(t) 

+ yT(t)EP{A + LlA + (B + LlB)K}T(I + .1EL)一Ty(t) 

三一αyT(t)EETy(t) (4.19 ) 

を満たすとき，このシステムは 2次安定である.(4.19)式をもとに，次の定理が成立する.

【定理 4.1】 ある指定された範囲の定数の不確かさ ~E ， LlA， ~Bのもとで，行列不

等式

{(A + .1A)P + (B + LlB)W}(E + LlEl 

+ (E + .1E){(A + .1A)P + (B + .1B)W}T 

+α{E + LlE)(E + t1Ef壬O (4.20 ) 

を満たす行列 p>o，W と定数 α>0が存在すれば， (4.2)式のシステムはロバスト安

定化可能である.

(証明) (4.3)式より， (4.20)式は

{(A + t1A)P + (B + LlB)W}ET(I + .1ELf 

+ (I + LlEdE{(A + .1A)P + (B + .1B)W}T 

+α(I + LlEL)EET(I + ~EdT 壬 O ( 4.21) 

と表わされる.いま，U1を冗angeETの正規直交基底からなる行列とし.U2を冗angeET 

の直交補空間，つまり Nul1Eの正規直交基底からなる行列とする.このとき， (4.21)式
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中の1T9UWETは，EU2 = 0より

WET = W(U1U[ + U2UJ)E
T 

= (WU1U[ + SU2UJ)E
T ( 4.22) 

と表わされる.ここに， Sは任意の mxη 行列である.ここで，

Wo = WU1 U[ + SU2UJ ( 4.23) 

とおくと， (4.21)式より ，Woは行列不等式

{(A + L1A)P + (B + L1B)Wo}ET(I + L1Er)T 

+ (I + .dEr)E{(A + L1A)P + (B + L1B)Wof 

+α(1 + .dEL)EET(I + L1Er)T三0 ( 4.24) 

を満たす.このとき，

K = WOp-1 (4.25) 

とおくと， (4.24)式は

{A + L1A + (B + L1B)K}PET(I + L1Er)T 

+ (I + L1Er)EP{A + L1A + (B + L1B)K}T 

+α(I + L1Er)EET(I + L1Er)T三0 (4.26) 

となる.

ここで， (4.25)式の Kの中に (4.10)式のクラスのものが存在することを示そう.(4.23)， 

( 4.25)式より
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=W仏U[P-1U1U[ + SU2U:{ P-1U1U[ 

+ WU1U[ P-1U2UJ + SU2UJ P-1U2UJ ( 4.27) 

と表わされる.ここで

S=-W仏U[P-1U2(UT P-1U2)-lUi ( 4.28) 
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とすると， (4.27)式は

K = WU1U[ P-
1U1U[ -WU1U[ P-1U2(Uf P-

1U2t1uf P-1U1U[ 

= WU1U[P-
1{I -U2(Uip-1U2)-lU!P-

1}U1U[ (4.29) 

となる.いま ，U1は 'R1J.ngeETの正規直交基底からなる行列であるから，U1 = ETU1と

なる行列 U1が存在する. したがって，

K = WU1U[ P-1{I -U2(UJ P-1U2)一luiP-1}U1U[ E (4.30) 

となる.

きて， (4.26)式の左から{I+ .1EL)-1を，右から (I+ .1EL)-Tを掛けると

(I + .1EL)一l{A十 .1A+ (B + .1B)K}PET 

+ EP{A + .1A + (B + .1B)Kf(I + .1EL)一T

+αEET 
::; 0 (4.31 ) 

となる.したがって. (4.19)式より， (4.12)式のシステムは 2次安定，つまり (4.2)式の

システムはロバスト安定化可能である. 口

ここで， (4.20)式の行列不等式の性質について述べる.いま，Viを勉ngeEの正規直

交基底から成る行列とし，V2を勉ηgeEの直交補空間，つまり NullET の正規直交基

底から成る行列とする.そして，(4.20)式に左から[Vi九]Tを，右から!日¥12]を掛け

ると， (4.3)式の仮定と ET九 =0より

[日目21 --Iく 0

Yl~ 0 I 

Yll = Vt(AP + .1AP + BW  + .1BW)(E + .1EfV1 

+ Vt(E + .1E)(AP + .1AP + BW  + .1BW)TVi 

Y12 = Vt(E + LlE)(AP + LlAP + BW  + LlBW)T九

( 4.32) 

となる.したがって， (4.32)式の左辺は負定には成り得ない.つまり， (4.20)式は等号制

約付きの行列不等式である.

(4.32)式の行列不等式が成立するためには

Y12 = Vt(E + .1E)(AP + .1AP + BW  + LlBW)TVz = 0 (4.33) 
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となることが必要である.(4.33)式は，定理 4.1の証明で用いた行列 U}，U2 を用いると

Vt(E + LlE)(U1U[ + U2UJ)(AP + LlAP + BW  + LlBW)T九

= Vt(E + LlE)U}U[(AP + LlAP + BW  + LlBW)T九=0 (4.34) 

となる.ここで， (4.3)， (4.4)式の仮定より， (4.34)式の V{(E+ LlE)U1は正則であるか

ら，結局，(4.32)式が成立するためには，すなわち， (4.20)式が成立するためには

U[(AP + LlAP + BW  + LlBWfv2 = 0 

となることが必要である.

( 4.35) 

ところで，対象システムについて，定a.ngeLlA c冗angeE，定angeLlB c冗angeEが

成立するとき， (4.35)式は成立し得る.すなわち， (4.20)式の行列不等式の解は存在し得

る.そのような不確かさのクラスは文献 [22]でも考えられている.そこでは，対象シス

テムをディスクリプタ変数の微分の係数行列が正則な低次元のシステムに変換し，そのシ

ステムに対する 2次安定化可能条件が示されている.しかし，もとの対象システムに対す

るリアプノフ関数の存在性が示されていないため，その条件がもとのシステムに対する 2

次安定化可能条件となっているかは明らかではない.

きて，本章では， (4.2)式のディスクリプタシステムの不確かさ LlE，LlA， LlBは次の

ようなポリトープ型で表わされているとする.

LlE = 2: {}iE， ， LlA =乞{}i九
i=1 i=1 S士 1

2: (Ji = 1， (}i三0(i=1，"'，σ)
事=1

このとき， (4.20)式の行列不等式は

{L (Ji(A + A)P + 2: (}i(B + Bi)W}{工仇(E+ Ed}T 
i=1 i=1 i=1 

+{乞(Ji(E+ Ei)}{乞(Ji(A+ A)P +乞()i(B+ BdW}T 
i=1 i=l 

+α{2: (Ji(E + Ei)}{乞(}i(E+ Ed}T :s; 0 ( 4.37) 
i=1 i=1 

と表わされる.そして，この式は

Mα2: Bi(E + Ed 
i=1 く O ( 4.38) 

αL(Ji(E + Eif ーαI
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M=乞(}i(AP+ AiP + BW + BiW){:L ()i(E + Ei)}T 

+ {E ()i(E + Edl E ()i(AP十 AiP+ BW + BiWf 
i=1 i=1 

と等価である.(4.38)式を展開し，整理すると

~ B; Qi + L L ()i()jQij豆O
事=1 i=l j=i+l 

Qi = I A口 (E+Eれ (E+ Ei)A&i α(E +_Ed I 
|α(E + EdT ーα1

Qり =IAα(E+Ej)T+(E+E刈 tα(E+~j) I 
J I α(E + Ejf ーα1

+1 ACj(E+EdT+{E+瓦)A&j α{E+ Ed 1 

| α(E + EdT ーα1

ACi = (AP + A，P + BW + BiW) 

ACj = (AP + AjP + BW + BjW) 

( 4.39) 

となる. したがって， (4.2)式のシステムがロバスト安定化可能であるための一つの十分

条件が次のように得られる.

[定理 4.2】 行列不等式

Qi壬0， (i = 1，・・ 1σ)

Qij ~ 0， (i = 1γσ-1， j = i + 1，'・1σ)
( 4.40) 

を同時に満たす行列 W.P>Oと正数 αが存在すれば， (4.2)式のシステムはロバスト

安定化可能である.

4.5 双線形行列不等式によるロバスト安定化可能条件

本節では， (4.14)式のシステムに対する 2次安定条件を導くことにより.(4.2)式のシス

テムがロバスト安定化可能であるためのもう一つの十分条件を得る.定義 4.3より， (4.10) 

式のクラスの K を用いて得られる (4.14)式のシステムに対し，行列 PETIと定数α>0
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が存在し， (4.14)式の解に沿った (4.18)式の V(z(t))の時間微分が

す(z(t))= iT(t)ET P Ez(t) + zT(t)ET PEi(t) 

= ZT(t)(J + LlER)-T {A + LlA + (B + L1B)K}T P Ez(t) 

+ zT(t)ET P{A + LlA + (B + LlB)K}(I + LlER)一1z( t) 

三一αzT(t)ETEz(t) (4.41) 

を満たすとき，このシステムは 2次安定である.したがって. (4め.(4.4)式より，次の

定理が成立する.

【定理 4.31 ある指定された範囲の定数の不確かさ iJE.LlA. iJBのもとで，行列不

等式

{A + LlA + (B + LlB)K}T P(E + .t1E) 

+ (E + L1E? P{A + LlA + (B + LlB)K} 

+α(E + LlE?(E + LlE)三0 (4.42 ) 

を満たす行列 PεIT，K と正数 αが存在すれば.(4.2)式のシステムはロバスト安定化

可能である.

ここで，前節と同様に， (4.42)式の行列不等式の性質について述べる.いま， U1 を

冗angeET の正規直交基底から成る行列とし.U2 を冗angeET の直交補空間，つまり

λ(ul1 Eの正規直交基底から成る行列とする.また.V1を冗angeEの正規直交基底から

成る行列とし，V2を冗angeEの直交補空間，つまり NullET の正規直交基底から成る

行列とする.(4.42)式に左から [U1 UZ1
Tを，右から [U1 U21を掛けると， (4.10)， (4.3) 

式と EU2=0より

i九巴:21三0
~~ 0 

ち1= U[(A + LlA + BK + L1BKf P(E + LlE)U1 

+ U[(E + LlEf P(A + LlA + BK + LlBK)U1 

y12 = Ur (E + LlE? P(A + LlA)U2 

(4.43 ) 

となる.したがって， (4.43)式の左辺は負定には成り得ない.つまり.(4.42)式は等号制

約付きの行列不等式である.
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(4.43)式が成立するためには

九2= U[(E + I1Ef P(A + LlA)U2 = 0 

となることが必要である.さらに， (4.44)式は

U[(E + LlEf(ViV{ + v2ず)P(A+ LlA)U2 

= U[(E + LlEfv1 ~T P(A + I1A)U2 = 0 

( 4.44) 

( 4.45) 

となる.ここで， (4.3)， (4.4)式の仮定より， (4.45)式の U[(E+ LlEfV1は正別である

から，結局，(4.43)式が成立するためには，すなわち， (4.42)式が成立するためには

vt P(A + LlA)U2 = 0 (4必)

となることが必要である.対象システムについて，NuJ1 LlAコNullE が成立すれば，

(4.46)式は成立し得る.すなわち， (4.42)式の行列不等式の解は存在し得る.

(注意 4.3) (4.9)式の閉ループ系と(4.14)式のシステムのディスクリプタ変数の聞には

x(t) = (I + LlERt1 z(t) 

なる関係がある.したがって， (4.42)式の条件は

V(x(t)) = xT(t)(E + LlE)T P(E + LlE)x(t) 

としたときに， (4.9)式の閉ループ系の解について

V(x(t))三一αxT(t)(E+ LlEf(E + .1E)x(t) 

( 4.47) 

(4.48 ) 

(4幼)

が成立することを意味する.ディスクリプタ変数の微分の係数行列に不確かさがある場

合，ディスクリプタシステムの 2次安定性の定義をこのように変更することが妥当かも知

れない.

さて，再び(4.36)式を用いると， (4.42)式の行列不等式は

{L 8i(A + Ai) + L 8i(B + BdK}T P乞8i(E+ Ei) 
i=1 i=1 

+{乞8i(E+ Ed}T P{L8i(A + Ai) +乞(Ji(B+ Bi)K} 

+α{玄(Ji(E+ Ei) f (L 8i(E + Ei)}三0
i=1 i=l 

(4.50) 
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と表わされる.そして，この式は

必 α乞(}，(E+ Eif 
.=1 く O

α乞(}i(E+ Ed 一αI
I=l 

必={乞(}i(A+ A‘+BK+及K)}TP{L8i(E +広)}
':=1 i=1 

+ {L: 8i(E + Ei)}T P{L: Bi(A + A.) + E B，{B + Bi)K} 
i=1 ‘=1 i=1 

と等価である. (4.51)式を展開し，整理すると，

L (}; Ri + L L f)めRU50
i=1 ':=1 ;=i+l 

R. = I Ã~iP(E + E，.) + (E + E.:)T Pん α(E+ Ei)T I 
|α(E+瓦 α1

R;.= I Ã~iP(E+Ej)+(E+EjfPÃαα(E+ 鳥fl
- I α(E + Ej) -al 

+1勾jP(E+ Ei) + (E + Eif Pん α(E+ Eif I 

|α(E+Ed α1 

ACi = (A十 Ai十 BK+ BiK) 

ACj = (A +Aj +BK + BjK) 

57 

( 4.51) 

( 4.52) 

となる.したがって， (4.12)式のシステムが2次安定であるための，つまり(4.2)式のシ

ステムがロバスト安定化可能であるためのもう一つの十分条件が次のように得られる.

【定理 4.4] 行列不等式

Ri三0， (i=l，・・1σ)

Rij:三0，(i=l，'・1σ -1，j=i+1，"'，σ) 
( 4.53) 

を同時に満たす行列 K.PETIと定数 α>0が存在すれば.(4.14)式のシステムはロバ

スト安定化可能である.

(注意 4.3) P E I1の条件は，冗a.ngeEの基底から成る行列を U として

uTpu > 0 (4.54) 

と表わせるので. (4.53)式の行列不等式と連立させることができる.
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4.6 行列不等式の解法

4.4， 4.5節で述べたことからわかるように，定理 4.2の(4.40)式は，P， W，αに関す

る等号制約付きの線形行列不等式，定理 4.4の(4.53)式は，P， K に関する等号制約っ

きの双線形行列不等式となっているが，これらを直接的に解く有効な方法は確立されてい

ない.等号制約なしの組形行列不等式については，有効な解法アルゴリズムが開発されて

おり [24，25]，それを解くための計算機ツールも存在する.そこで本節では，それを用い

て(4.40)，(4.53)式の行列不等式を解くことを考える.

まず，定理 4.2の(4.40)式は， 4.4節で述べたのと同様に，適当な直交行列を左右から

掛けると

iQ211叶1150p(t=lv・1σ)
QTt2 0 I 

lQj11QJ21 I ::; 0， (i = 1，・・ 1σ ー 1，j = i + 1，・・ 1σ(4.55)
Q~12 0 

の形に表わすことができる.(4.55)式に対し， εを正数として，等号制約のない線形行列

不等式
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j = i + 1，・・・，σ) ( 4.56) 

を考える.このとき(4.55)式より，充分小さい ε>0に対して， (4.56)式を P.W.αに

ついて解き，それを(4.40)式の解とすればよい.これは，線形行列不等式

Qiく ε1，(i = 1γσ) 

Q'jく EI，(i = 1， .. • )σ-1， j = i + 1，・・ 1σ)
( 4.57) 

を，充分小さい E>Oについて解くことを意味する.

定理 4.4の(4.53)式についても，上に述べたのと同様，充分小さい正数 εについて

~<ε!， (i=l，・・ 1σ)

Rijく ε1，(i = 1γ ・1σ ーし j =t +l，--vσ) 
( 4.58) 
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を満たす P，K，αを求めればよい.ただし(4.53)式は P.Kに関して双娘形の行列不等

式であり，現状ではこれを解く有効な方法がない.そこで，上に述べた方法と， Homotopy 

法 126]の考え方をもとにして，定理 4.4の (4.53)，(4.54)式の行列不等式を解くことを考

える. Homotopy法の考え方は，入 =0のときに解き易い問題となり，入=1のとき，も

との問題となるような問題を，入という新しい変数を導入して構成し，それを，入を 0か

ら lまで逐次的に変更して解くものである.

本節では，この考え方に従って，

1 4a(入)P(E+入Ei)+ (E +入広)TP ACi(入)
~(入) = I 

|α(E +入Ed

|λ2i(入)P(E+入Ej)+(E+入EjfP ACi(入)α(E+λEjf I 
~j(入 V~ ， J" J' J，I 

|α(E+入Ej) ーα1

+ I A~j(入)P(E +川)+ (E +入E.)川 Ci(入)α(E+広 fl
| α(E+入Ed 一α1

ACi(入)= A+λAi +BK +入BiK

ACj(入)=A+入Aj+BK十入BiK

と定義し，行列不等式

九(λ)< eI， (i = 1，'一，σ)

Rij(入)< cI， (i = 1，・・ 1σ ー 1，j = i + 1，'・ 1σ)

uTpu > 0 

( 4.59) 

( 4.60) 

(4.61 ) 

を考える.ここに，uは 'RangeEの基底から成る行列で， εは正数である.本節では，入

を 0から 1まで逐次的に変更し，その入の値に対応した (4.60)，(4.61)式の行列不等式

を解き，解を反復的に更新する.ただし，このとき，充分小さい e>Oについて， (4.60)， 

(4.61)式の P，K の一方の値を固定した線形行列不等式を解く.

ここで，入 =1のとき，これは (4.53)，(4.54)式の行列不等式となる.また，入 =0の

ときは，不確かきに関する項を含まず， (4.60)式の複数の不等式条件は，実質的に一つの

不等式条件

R1(O)く cI ( 4.62) 

となる.そして， (4.61)， (4.62)式の行列不等式条件は，不確かさのない (4.9)式のシス

テムが安定であるための条件である.本章では，入 =0のときの解 P，Kが存在するこ
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とを保証するために， (4.1)式の基準システムは安定化可能であると仮定する.このとき，

K は第 2章で述べた方法で求めることができる.また，本節では，M を正整数とし，区

間 [0，11に

入竺入k寸 (k = 0，1，"'， M) ( 4.63) 

のように等間隔に M+1個の点をとるものとする.

以上をまとめて， (4.53)， (4.54)式の行列不等式の解法を以下のように提案する.

主主E.l (4.1)式のシステムを安定化する K を求め，その K に固定して， (4.61)， (4.62) 

式の P，α に関する線形行列不等式を解く.そして，M = 2， k = 0とし，Ko K， 

九=pとおく.

Step 2 k = k + 1とし.K = Kk-1 と固定して.(4.60)， (4.61)式の P，αに関する線

形行列不等式を解く.解が求まれば，Kk = Kk-1， Pk = Pとして Step4へ，解が求ま

らないときは Step3へ進む.

Step 3 P =凡ー1と固定して， (4.60)式の K.αに関する線形行列不等式を解く.解が

求まれば，凡 =Pkー1，Kk = K として Step4へ進み，解が求まらないときは，M を大

きくし.k = 0として Step2に戻る.

Step竺 k<Mならば.Step 2に戻り .k =Mならば終了する.

4.7 数値例

次のような不確かさをもっディスクリプタシステムを考える.
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の基準システムの係数行列を
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とする.また，各係数行列の不確かきは，次のように定数行列の凸結合で表わされている

とする.
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いま， (4.65)， (4.66)式より，パラメータ el，e2は，それぞれ

1豆町三 5，1 ~ e2 ~ 3 ( 4.67) 

の範囲の値をとるので，
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が成立する.したがって， (4.64)式のシステムは一意解をもっ.また，インパルスモード

をもたないことも容易にわかる.

(4.66)式において，Ei (i = 1，'・.，4)は

Ei = E Ei = Ei E (i = 1，' . . ， 4) ( 4.69) 

の形に表わすことができるので，L1Eは(4.3)式の仮定を満たす.また， (4.69)式の Ei(i = 

1，・・・， 4)は一意ではないが， (4.4)式の仮定，すなわち

det (I + (hEl +・・・ +84E4) f-0 ( 4.70) 

を満たすものが存在する.

きて，前節で提案した解法にしたがって， (4.53). (4.54)式の行列不等式を満たす行列

K， PEIIと正数 αを求めよう.まず，第 2章で提案した方法を用いると，基準システ

ムに対して，閉lレープ系を安定にするフィードパックゲインの 1っとして

(4.71) 

が得られた.そして，この K に固定した (4.61)，(4.62)式の P，αに関する線形行列不

等式の解は，

I 1.4131 -1.6625 4.2394 I 

P = I -1.6625 6.2384 -4.9874 I 

I 4.2394 -4.9874 0 

α=  6.3373 

(4.72) 

となった.さらに， (4.71)， (4.72)式の K，Pを解の組の初期値とし.Step 2から Step

4の手順にしたがって解を求めた結果，M=4のときに

( 4.73) 

が得られた.
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4.8 結言

本章では，ディスクリプタ変数の微分の係数行列にも不確かさをもっシステムに対する

ロバスト安定化可能条件について考察した.そして，対象システムとロバスト安定性に関

して等価なシステムを 2次安定化するアプローチにより，行列ポリトープで表わされた不

確かさをもっシステムがロバスト安定化可能であるための二つの十分条件を示した.そ

の一つは線形行列不等式条件であり もう一つは双線形行列不等式条件であるが，それぞ

れの条件が適用できるシステムのクラスが一般に異なる.そして 双線形行列不等式に対

し， Homotopy法の考え方をもとに，線形行列不等式の解を逐次的に更新して解く手法を

提案した.
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第 5章

結論

本研究では，ディスクリプタシステムの解析・設計能力を高めることを目的に，最適制

御およびロバスト制御問題について考察した.それらの成果について以下にまとめる.

まず，本研究では，インパルスモードをもたないディスクリプタシステムのダイナミク

スが，ディスクリプタ変数の微分の係数行列とディスクリプタ変数の積によって代表きせ

ることができることを第 2章において示し，その事実を本論文を通じて有効に用い，議論

した.第 2章では，ディスクリプタ表現されたシステムに対する最適レギュレータ問題に

つい考え，その問題が解けるための条件が一般化リカッチ方程式の対称・半正定解が存在

することであることを示した.そして，その一般化リカッチ方程式の解の存在性と性質に

ついて考察し，解が存在するための条件を示した.また 状態方程式に変換することな

く，最適フィードパックゲインを求める計算法を新たに提案した. 2章で導いた結果は，

ディスクリプタ表現を座標変換によって状態方程式に変換し，状態方程式に対してよく知

られた結果を適用し，逆の座標変換によってディスクリプタ表現に戻すアプローチによっ

ても得られるであろう.しかし，ディスクリプタ表現の解析・設計能力を高めることを目

的に，できるだけ状態方程式に変換した議論をしないよう努めた.その点が，従来の結果

との大きな違いである.

第3章では，ディスクリプタ変数および操作入力の係数行列に不確かさが存在するディ

スクリプタシステムの，線形フィードパック制御による 2次安定化問題について考察し，

2次安定化可能であるための十分条件と必要条件を一般化リカッチ方程式の解の存在性と

性質で与えた.システムの 2次安定性は，ディスクリプタ変数の動的な振る舞いに関して

は正定な 2次形式のリアプノフ関数を用いて陽に定義した.安定化フィードパックゲイン

はその解を用いて表現きれているが，その解を求めることは状態方程式への変換なしで

65 
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は容易でない.そこで，フィードパックゲインの計算には，その解自体を求める必要はな

く，解にディスクリプタ変数の微分の係数行列に掛けたものが計算できれば十分であるこ

とに注目し，ハミルトン行列を使った有効な計算方法を与えた.

第4章では，ディスクリプタ変数の微分の係数行列にも不確かさをもっシステムに対す

るロバスト安定化可能条件について考察し，ロバスト安定性に関して等価な，その行列に

不確かさを含まないシステムを 2次安定化するというアプローチにより，対象システムが

ロバスト安定化可能であるための二つの十分条件を行列不等式条件として導いた.そし

て，その一つが双線形行列不等式となることから， Homotopy法の考え方に基づいて線形

行列不等式の解を逐次的に更新していくという解法を提案した.

第 2. 3章で得られた結果は，対象システムの一部の不確かきとフィードパックゲイン

を少し制限的なクラスに限定することにより，ディスクリプタシステムを適当な座標変換

によって微分方程式系と代数方程式系に分離できるという事実に基づいている.したがっ

て，これらの結果は"座標変換→状態方程式に対する結果→逆座標変換"という過程

で得ることもできるであろう.しかし，本研究では，その結果がディスクリプタ表現上で

どのような記述になるか，そうして得られた結果が状態方程式への変換なしに制御系設計

に使用可能か，を明らかにすることを目的としている.そして，それが可能であるという

結論を得て，物理構造を保存できるという意味で記述能力の高いディスクリプタ表現の解

析・設計能力を高めることに貢献するものである.
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