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第1章

読者
吾A
日間

人聞社会の活動がより高度化するにしたがって，今までは単一素材に近い素朴な状

態の材料がもっ性能で，十分かつ満足されていたものが，宇宙開発，海洋開発，原子力

開発，さらには省資源，省エネルギ化などの極限状態での高性能化に対する要求が出て

くるに及び，新しい材料の出現が不可欠となっている.このような要望に応えるべく，

これまでに純粋な状態の材料(素材)でよりよいものを創製する努力とともに，よい組

み合わせ方法を創造することによって，素材にはなかった高性能化が期待で、きる材料の

開発が行われている.このように， 2種類以上の材料を組み合わせ合成することによっ

て，単一素材には無かった優れた性質をもっ材料を創製することを「材料の複合」と

呼んでおり，このようなプロセスで創製された材料を一般的に「複合材 (Composite

Materials)Jと定義している (1) 例えば，粒子強化系，分散強化系，繊維強化系及び

積層強化系等に分類される材料は，マトリクス相と第 2相である強化相との組み合わ

せであるため，狭義の「複合材」と呼ばれる.さらに，方向制御合金，金属間化合物等

の金属材料，セラミクス，多孔質材等の焼結材料，高分子材料，コンクリート構造物

及び動植物に見られる生体材料等も微細な構造 (Microstructure)を有しており，広

義には「複合材」と定義される (2，3) これら材料に見られる共通点は，し、くつかの素

材の巨視的あるいは微視的な組み合わせによって構成されていることであり，空間的

には階層性(Hierarchy)を有している.例えば，粒子強化型複合材に見られるマトリ

クス相-強化粒子からなる系を微視構造とすれば，この集合体からなる全体構造との

聞には明確な階層が存在する.また，図1.1に示すような金属材料においては，巨視

的に見れば均質媒体と見なせるものの，結晶粒，結晶粒界といった内部構造にとどま

らず，変形に誘起されることにより，結晶粒内へ転位の蓄積にともなう下部組織の形

成が起こる.またこの転位の集団挙動の素過程は，さらに下部組織の個々の転位挙動

1 
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であり，上記の現象を解明するためには，最終的に原子オーダーまで遡ることになる.

このように，多数の力学事象間の力学的相互作用は，微視構造を有する材料の巨視的

な材料特性決定のプロセスにおいて，中心的な役割を担っており，各階層における力

学事象はより下位層の構造に特有の性質に強く依存したものとなる. したがって， ミ

クローマクロ間の中間(以下，メゾと呼ぶ.)領域の力学応答及び発生する力学事象の

素過程を把握した上で，力学事象問の相互作用を解明し，これにより材料全体として

の応答・特性を記述する必要がある.

Atomistic Discrete Dislocation Polycrystal Macroscale 
dislocations pattems plasticity plasticity 

直司層調日
Min. Length 

Scale， L 0(10-lOm) 0(10-8 
m) 0(10一7m) 0(10-5 

m) 0(10-3 m) 

Fig.1.1 Hierarchy in the structure of polycrystalline materials: window of res-

olution for dislocation plasticity jviscoplasticity， including the typical 
minimum explicit length scale of resolution at each scale(4). 

本研究では，これら微視構造を有する材料の高機能・高強度を付与するために必要

な材料創製ならびにその特性評価に必要な力学モデルの構築と数値シミュレーション

による変形挙動の解明を目的としている.すなわち，微視レベルから出発して巨視的

特性を記述するために，メゾ力学事象の素過程一メゾ力学事象の集積・相互作用-巨

視的材料特性を一貫して記述する力学手法の開発により，微視構造を有する材料の巨

視的な外力及び変形拘束下でのミクローメゾーマクロスケールの構造変化・破壊予測

に対して途を開き，さらに必要とする力学的特'性を持った材料の形態・機能設計に対

して新しい展開を可能とするものと考えられる.

1.1 微視機構を考慮した力学手法

複合材料の力学の目指すところは，宇宙航空機産業の発展とともに 1960年代から現

在に至るまで， r微視レベルで、の変形挙動を考慮、しつつ，し、かに均質化して巨視的な複

合材構造物の変形挙動を記述するかJという点にある.このため，微視的な不均質体
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を均質異方性体と見なした等価物性値を考慮することで，巨視的な均質媒体として取

り扱う研究が行われてきている.このような一連の力学的アプローチを含めて， r微視

構造の存在に起因した不均一性を包含した等価な材料定数を求める」ための手法を広

義に「均質化手法 (HomogenizationMethod) Jと呼んでいる.

本節では，上記の等価物性値を算出するいくつかのアプローチを列記し，その特色

について概説を行う.ついで，材料の微視構造の特徴長さに依存した巨視的変形挙動

について検討可能な数理モデルとして近年注目されているひずみ勾配塑性理論につい

て述べる.

5複合則 (Ruleof Mixture)と複合則的半経験式

各構成要素の特性値にそれぞれの体積含有率をかけて平均量を求める方法を，一般

的に複合則と呼んでいる.また，複合則的な半経験式としてはHalpin-Tsai(5)，植村一

山田 (6)などがある.これは，今までに知られている複合材の弾性定数に関する解析結

果と，一部に実験結果より得られた半経験的なパラメータを導入することで修正した

複合則である.これら半経験式は，極めて単純な線形関係、で記述される近似式で、かっ

その取り扱いが容易なため，現在も広く工業分野において使用されている.しかしな

がら，同式中に導入されるパラメータは，マトリクスー強化相の複合形態ならびに強

化相の形状等に見られる微視構造の性状が変化することにより，その都度修正を加え

なくてならず，さらに，その理論的根拠が明確でないことが問題点としてあげられる.

5等価介在物法 (EquivalentInclusion Method) 

上記の複合則に対して，より理論的な側面から構築された力学手法の一つに，固有

ひずみ場の概念を用いた等価介在物法 (7)がある.これは，無限媒体のマトリクス中に

おかれただ、円体介在物の問題を扱って，無限遠方でひずみが付加された場合に，介在物

中のひずみ一応力が一様になることを理論的に示したものである.これにより，マト

リクス中の第 2相のひずみの値が無限遠方で与えられたひずみと構成要素の弾性定数

により表現可能となる.この理論の優れている点としては，以下の 3点が挙げられる.

(1)第 2相を回転だ円体近似するため，回転軸方向とそれに垂直方向の比で表される

アスペクト比を変化させることによって，任意の形状の強化相が記述できる. (2) 3次

元解析により，マトリクス一強化相の空間分布状態を取り扱うことができる. (3)void， 

き裂，界面はく離等の欠陥を，回転だ円体を特殊な粒子へ置き換えることで上記の問

題について解析することが可能となる.このような中，本解析手法の適用例として電

気的性質や磁気的性質，熱的性質等の複合材の様々な性質を連成した解析が行われて
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いる (8，9) さらに，第 2相の体積含有率の増加にともない，強化相聞の相互作用が無

視できなくなる問題に対しては，強化相内に発生するひずみ場の乱れを従来の固有ひ

ずみ場へ付与することにより，複合材と同じ弾性定数をもっ仮想的に一様なマトリク

ス中に埋め込まれた 1個の等価介在物を考えることで、等価介在物法の修正を行ってい

る(10) このような考え方を，セルフコンシステント法 (Self-consistentMethod)と

呼んでいる.例えば，上記力学特性に対する複合則にひずみエネルギを考慮すること

により，等価弾性定数の上/下界理論 (11，12)や，繊維強化等の複合により導入される

複合材の異方性弾性論 (13，14)等の議論も，全て等価介在物理論に帰着する

一方，等価介在物理論を有限領域の unitcellの問題へNemat-Nasser& Tayaが拡張

を行っている (15) 彼らは，図1.2に示すような巨視構造内の任意の一点近傍において

内部構造が微視的に周期性を有するとの仮定より， unit cell内の第 2相へ一様な固有

ひずみ場を与えることで，微視的な内部構造を考慮、しつつ，等価な特性量が得られる

ことを示した.これを基に，だ円体介在物以外の直方体，円柱介在物の問題等が解析

されている (16) さらに，強化相の存在により微視的に擾乱が付与されるひずみ場を

速度形で記述することにより，非線形挙動に対する解析が行われている (17，18， 19) ま

た，同解析手法を微視的な変形挙動について検討可能な形式へ書き改めることにより，

unit cell内の応力一ひずみ分布を評価し，微視問題と巨視問題とを連成する手法が提
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Fig.1.2 (a)P is a material point or element surrounded by a material neigh-

borhood， i. e.， a macro-element; (b )Possible microstructure of an RVE 

for the material neighborhood of P. 
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案され，微視構造を有する材料のマルチスケール解析手法としての有用性が示されて

いる (20，21) 

5代表体積要素法 (RepresentativeVolume Element Method) 

図1.2に示すような巨視的な任意の一点近傍において，き裂，結晶粒， voidならび

にその他微視構造を有する場合には，その代表的な一部を取り出し，その代表要素に

対する境界値問題から巨視的な材料挙動を予測する試みがなされている.この手法は，

取り出す要素を代表体積要素と呼ぶことから，その頭字語より RVE法と呼ばれてい

る.一方向繊維強化型複合材以外の強化形態に対しては，これまでの半経験式で計算

できないため， RVE法による材料特性評価の有効性が示されている (22，23) また，損

傷力学(連続体損傷力学:Cotinuum DamageMechanics)もこの手法に基づいた

適用例の一つで、あり，微視的な損傷を物体の内部構造変化と捉え，多数のき裂の存在

の影響を応力やひずみとは別の，連続変数(損傷変数)により代表させることで解析

を行う手法である (3) 例えば，延性多孔質材に見られる空孔率を損傷係数と捉えるこ

とにより，巨視的な塑性流れ応力へその影響を導入した Gurson型の塑性構成式がある

(24) さらに，変形誘起塑性 (TRansformationInduced Plasticity:TRIP)現象に見られ

る一連の相変態過程において生成されるマルテンサイト相の体積含有率を内部変数と

して捉えることにより， TRIP現象を考慮した構成式の提案が行われてし干る (25，26， 27) 

ただし，この種の解析においては，微視構造の影響を体積含有率等の巨視的に平均化

した量により反映された等価物性値により微視的な諸量を考慮するため，微視構造の

存在に起因した微視的な応力，ひずみ分布を考慮した結果得られたものとはなってい

ない.また，この種のアプローチにて微視的な変形状態までも表現するためには，全

体構造から微視構造に至るまで極めて多くの離散化を行い，直接的な変形状態を得る

ことが要請される.

5漸近展開理論に基づく均質化法 (AsymptoticHomogenization Method) 

上記の研究とは別の経緯をたどってきた力学手法に 2変数漸近展開理論に基づく

均質化法がある (28)"，(31) これは， 1970年代後半に開発された応用数学的手法であり，

RVE法と同様に力学的なエネルギつりあいを考える解法ではあるものの，境界条件

の定義が RVE法に比して，より厳密で、あるなどの利点を有している.このような中，

Guedes & Kikuchiは上記均質化法の有限要素解析理論とともに，具体的なアルゴリズ

ムと多くの例題を提示し (32)，2変数漸近展開理論に基づく均質化法の工学分野におけ

る普及に貢献した.本手法は，複合材を均質材と見なすことの可能な構造物全体のス
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ケールと，強化粒子，繊維といった微視構造のスケールにおける変形の連成を陽な形

で表すだけでなく，任意の巨視的な外力及び変形拘束下での解析ができる利点をもっ

ている. したがって，これまでに弾性問題の解析 (32)~(35) が行われた後，時間非依存

(36)~(40) ならびに時間依存 (41 ， 42) の弾塑性変形解析等が報告されており，.複合材の階層

モデリングに対する解析手法として注目されている.

5ひずみ勾配塑性理論 (Strain-GradientPlasticity Theory) 

微視構造にともなう特徴長さに依存した変形応答を記述するために，構成式や支配

方程式中にひずみ勾配項，拡散項を導入する数理モデ、ルの提案がなされている (43) こ

れらの理論には大きく 2つのアプローチが存在しており，一つは， Ashbyの「幾何学

的に必要な転位 (GeometricallyNecessary Dislocations) (44) Jの考え方より導出

された理論である.これより Fleckらは，銅ワイヤーのねじり試験ならびにその解析

により，ひずみの 1次勾配を含む形式の構成式を提案している (45) 他方は，材料の

微視構造と巨視的変形応答の関係を詳細に検討し，得られた高次のひずみ勾配項を含

んだ形式の構成式 (46，47)を用いている.例えば，強化粒子型複合材に見られるような

強化粒子の粒子径，体積含有率及び変形にともない発展するひずみ集中域といった微

視構造内の有限寸法の違いが巨視的変形応答に及ぼす影響について，マトリクスの塑

性流動応力にひずみの 2次勾配を付与した構成式 (48)を導入した数値シミュレーショ

ンにより，実験的 (49)に知られている強化相粒子径，体積含有率に依存した巨視的変

形挙動を数値シミュレーションにより再現している (50) 一方，図1.1に示したような

多結晶体に見られる微視構造ならびに変形に誘起され形成する下部組織の違いが，巨

視的変形応答に及ぼす影響について検討するための数理モデルとして，上記のひずみ

勾配塑性理論が注目されており，塑性変形の素過程である転位ならびにその転位堆積

挙動のモデ、ル化 (51，52， 53)が行われている.

1.2 本論文の構成

本研究では，微視構造を有する材料に見られる微視レベルの不均一性と，その結果

生ずる巨視レベルで、の変形応答を明らかにすることにより，同材料の高強度化，高機

能化を付与することを目的としている.本論文は以下の章により構成されている.

第 2章では，非連合塑性理論に基づいた粘塑性構成式及び結晶塑性理論に基づく塑

性構成式より，ひずみ速度依存型の構成式ならびに，延性多孔質材の塑性構成式より
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ひずみ速度無依存型の構成式の導出を行う.つづいて，微視構造の存在に起因する微

視的不均一性の結果生ずる様々な巨視的変形応答を解明するために，微視的観点に立

脚した手法である固有ひずみ場を用いたマイクロメカニクス的均質化手法及び 2変数

漸近展開理論に基づく均質化手法について示す.さらに後者の理論については，大き

な変形をともなう弾粘塑性境界値問題を取り扱い可能な形式へ一般化を行い，微視的

関係式及び巨視的平衡方程式を導出することで，上記構成式を導入した更新ラグラン

ジュ法による有限要素方程式の定式化を行う.

第 3章では，固有ひずみ場を用いた複合材のマルチスケール解析手法に注目し， unit 

cell内に発生する固有ひずみ場の平均化手法の一つである SubdivisionsMethodによ

り評価される複合材の機械的特性と 2変数漸近展開理論に基づく均質化法を導入

した有限要素解析による結果との比較により，詳細な精度評価を行う.これにより，

Subdivisions Methodによる材料特性評価の高精度化を行う.つづいて，同解析手法

により一方向繊維強化型複合材及び短繊維強化型複合材の機械的特性評価に適用する.

ここでは，強化相配置の違いが巨視的な弾性応答に及ぼす影響について検討を加える.

第 4章では 2章で定式化した弾粘塑性体の構成式を導入した均質化法へ，微視構

造の特徴長さに依存した巨視的変形応答を記述すべく，ひずみ勾配依存型構成式の導

入を行い，有限長さの考慮可能な均質化法へ一般化する.ついで，これを用いた有限

要素シミュレーションにより，粒子強化型複合材の数値モデ、ルを構築し，強化粒子の

粒子径，体積含有率，粒子配置ならびに巨視的な負荷方向の違いが微視レベルでの変

形応答ならびにその結果生ずる巨視レベルで、の変形応答に及ぼす影響について検討を

行う.

第 5章では，高温強度材料として使用されている γ'相含有Ni基単結晶超合金の機

械的特性を明らかにするため 2章で定式化した弾粘塑性体の構成式を導入した均質

化法へ，結晶塑性理論に基づく構成式の導入により，単結晶材に特有の弾塑性異方性

を考慮可能な均質化法への一般化を行う.つづいて， γ/γ相聞の幾何学的配置に対し

て微視的周期性を仮定することにより， γ'相含有Ni基単結晶超合金の平面応力引張

を受ける数値モデ、ルを構築し，これに対応した有限要素シミュレーションを行う.こ

こでは，同材料に見られる γ'相形状，体積含有率に加え，巨視的な負荷方向に対応す

るγ/γ'両相の結晶方位の違いが，微視レベルで、の変形特性およびその結果誘起される

巨視的な変形挙動に及ぼす影響について明らかにする.

第 6章では， 5章における平面応力下の解析により表現することのできなかった γ'
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相の幾何学的配置ならびにγ/γ'両相の結晶方位といった空間的に配置する情報を詳細

にモデル化する目的から， γ'相含有 Ni基単結晶超合金の 3次元変形挙動のモデ、ル化

を行う.ついで，構築した数値モデ、/レに対する有限要素シミュレーションにより， γ'

相体積含有率及び、γ/γ両相の結晶方位の違いが微視レベルで、の変形応答及び、その結果

誘起された巨視的な変形挙動に及ぼす影響について検討を行う.

第 7章では，種々の初期空孔率を有する銅多孔質材の単軸引張試験を行い，実験結

果を n乗硬化則で表現できるとの仮定から，形式的に母材の塑性係数及び加工硬化係

数の算出を行った.つづいて，得られた母材の材料定数を用いて，銅多孔質材に対す

るブリネル圧子押込み試験の有限要素解析を行う.ここでは，放電プラズ、マ焼結法に

より作製された高空孔率材試料に対して，ブリネル硬さ試験を行うことで，数値解析

結果との比較を行う.これにより，これまでに提案されている延性多孔質材の塑性構

成式の違いが庄子押込みにともなう変形応答に及ぼす影響について検討を行う.

第 8章では本研究の総括を述べている.
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第2章

基礎理
吾A
B間

本章では，まず，固有ひずみ場の概念を用いて微視的な不均一性を有する材料を，巨

視的均質体として取り扱い可能とするマイクロメカニクス的均質化手法について概説

する.ついで，各種材料の大きな塑性変形挙動を対象とした客観性を有する応力速度

と変形速度(ひずみ速度)との間の線形結合で示される構成式を示す.ここでは， i)非

連合塑性理論に基づく粘塑性構成式， ii)結晶体に対する構成式ならびに iii)ボイド材

の塑'1生構成式について概説する.さらに， i)の構成式に対してひずみ速度依存性変形

を表現可能な形式へ一般化を行った構成式を 2変数漸近展開理論に基づく均質化手

法に導入することで，微視的関係式及び巨視的平衡式を示し，更新ラグランジュ法に

基づく有限要素方程式の導出を行う.

2.1 固有ひずみ場を用いた均質化手法

2.1.1 応力場とひずみ場の表現

複合材等に見られる強化相配置に微視的な周期性を仮定することで，巨視的な弾性

テンソル及びコンブライアンステンソルは任意の物質点 mの関数として表現すること

が可能である.

そこで以下では，巨視的な任意の物質点近傍において，局所的に周期性を有した図

2.1に示す長さ 2αi(i=1，2，3)のunitcellより構成される材料を想定する.このとき，

13 
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巨視的な弾性テンソル G'は次式のような周期条件を満足することが要請される.

G'(x + d) = G'(x) 

d=乞(2α川町
(2.1) 

ここで， ntは任意の整数 eiは基底ベクトルで、ある.

X1 

(a) Periodic Microstructure (b) Unit cell 

Fig.2.1 Unit cell for periodic microstructure. 

このような周期構造を有する材料に対して，巨視的に一様なひずみ場ピならびに

応力場 σ。が付与された境界条件を規定すれば， unit cell内に生じる変位，ひずみ場，

応力場は周期性を満足する.そこで，これらの変数を物質点 zの関数として，フーリ

エ級数で表現することによりその周期性を表現する (1，2， 3) 

今，巨視的レベルにおいて一様なひずみ場ピが付与された構造物の任意点近傍で，

局所的に周期性を有する微視的構造が存在すると仮定すれば，このとき， unit cell内

に発生するひずみ場 ε(x)は，巨視的に一様なひずみどと微視構造の存在により周期

的に発生する変動ひずみ場♂(x)との線形結合にて次式のように表現できる.

εij(X) =εむ+ε5(z) (2.2) 

式 (2.2)と同様に，巨視的に一様な応力 σ0が付与された場合に unitcell内に発生す

る応力場 σ(x)は，次式で表現される.

σij(X) = σむ +σ~(x) (2.3) 
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ここで，式 (2.2)，(2.3)中のεP(x)，σP(x)は次式のように表せる.

土∞

ε5(z)=乞〆ij(と)exp(/，x・と)
ご

(2.4) 

土∞

σ~(x) = L:'F(Tij(ご)exp(/，x・と)

と

上式中の L←J二1)は虚数単位であり，フーリエ係数Fε(x)，Fσ(x)は以下のように表

(2.5) 

示される.

〆ij( む= 礼Cij (x) 叫 (-/，x と心)dVx 

戸A川ij以jバ(トb“L 町句州仰jバ(仲忽

ごιドk戸=笠笠竺 (何η向k=寸 0ヲ 土 L 土::1:2， 土叫3孔， ... ) 
Uk 

(2.6) 

(2.7) 

(2.8) 

ここで，Uはunitcellの体積( 8α1α2α3)を示し 2αkはunitcellを規定する xk(k=

1，2，3)方向の辺の長さを示す.今 Fε(0)，Fσ(0)の場合 (nl=n2=η3=0)は，それぞ

れ一様なひずみ場，応力場を示すため，フーリエ係数の総和から除く必要がある.し

たがって，式 (2.4)， (2.5)中のどはい1=n2=町 =0)の場合を除く総和を示す.

以上より， unit cell内のひずみ場ε(x)及び応力場σ(x)は，式 (2.6)，(2.7)で定義さ

れるフーリエ級数を用いて次のように表現される.

土∞

εij(X) =喝+乞 Fεij(と)exp(/，x・と)
と

(2.9) 

土∞

σij(X) =σ5+玄'FZ1(と)exp(/，x・と)
と

以上の定式化より， unit cell内に生ずる変位 u(x)についても次式のように表現される.

(2.10) 

土∞

Ui(X) = uf + L:' FUi(と)exp(/'x・と)

ご

刈(む=~ fu Ui(山 p(-/，xと)dVx 

、、.，，，
F

1a--
4
Eムつ臼，，aE

‘、

(2.12) 

2.1.2 固有応力場と固有ひずみ場の表現

ここでは， Eshelbyの固有ひずみ場と固有応力場の概念 (4)を有限領域 (unitcell)に

対して導入することにより， unit cell内の材料特性の均質化を行う.これにより，介
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在物を有する微視的に不均一な材料に対して，固有ひずみ場，固有応力場が存在する

均一材料としての取り扱いが可能となる.すなわち，介在物の存在により unitcell内

の応力場，ひずみ場に生ずる変動を表現することが可能となる. したがって，巨視的

に均質化された材料は，実際の不均一材料と同様な応力場，ひずみ場を有することと

なる.

今，固有ひずみ場ピ(a)及び固有応力場ゲ(a)は，介在物領域 Q に存在するとの仮

定より，次式 (2.13)，(2.14)のように表現される.

εら(a)= H(a; n)εら(a)

σら(a)= H(a; n)σら(a)

(2.13) 

(2.14) 

ここでH(a;n)はHeavisideのステップ関数であり，以下のように定義されている.

" r 1 a in n 
H(a; n)笠{

I 0 elsewhere 
(2.15) 

微視的周期性の仮定の下，介在物の存在により不均一変形場が発生する材料におい

ては，介在物内部に発生する固有ひずみ場及び固有応力場を式(2.1)と同様に，次式の

周期関数にて表現することが可能である.

εら(a+ d) =εら(a) (2.16) 

σら(a+ d) =σら(a) (2.17) 

さらに，これら固有ひずみ場，固有応力場の微視的周期性を表現するために，式(2.4)，

(2.5)と同様にフーリエ級数を用いると，一様な成分と周期的に変動する成分との線形

結合にて次のように表現される.

会(a)=同))u+EAm

土∞

σら(a)= (σら(a))u+ど.r0":/と)叫(I，aと)
と

(2.18) 

(2.19) 

ここで，上式中の右辺第 1項に現れる(・)uは unitcellの体積平均を表しており，

(ε*(a))u及び(σ*(a))uはそれぞれ一様な固有ひずみ場，固有応力場に対応している.

また，右辺第 2項の Fピ(と)及びFゲ(と)は次式の通りである.

Fε;j(む=~ fu C;j(a)仰 (-I，a と)ぬ (2.20) 
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:FCJ:i (と)= }r r CJ:i(X) exp(-tXと)dVx (2刈
U JU 

以上から，微視的周期構造を有する不均一な材料は，同じく周期性を有する固有ひず

み場と固有応力場によって均質化されるため，図 2.2に示すように介在物の弾性テン

ソル cnをマトリクスの弾性テンソル cM に置換して表現することが可能となる.

ε
。(x)+εp(x) 

Homogenized 

-炉

ε。(x)+εp(x) -e*(X) 

CM 

¥ /  
、、 ./

CM I CM 

CM
: [ピ(x)+εp(x) ] in M CM

: [ε。(x)+ピ(x)] in M 

CfI.: [ピ(x)+ピ(x)] in Q CM
: [ピ(x)+εp(x)ーピ(x)] in Q 

Fig.2.2 Homogenized unit cell using eigenstrain. 

ついで，固有ひずみ場ピ及び固有応力場ゲは，次式の適合条件 (Consistencycon-

dition)を満足する.

σij(X) = C:jkl(X)εkl(X) = Ci%dεkl(X) -ekl(x) 1 (2.22) 

むj(X)= D:jkl(X)σkl(X) = Dふ[σkl(X)-σkl(X) 1 (2.23) 

なお，上式中に現れる c'及び D'は，それぞれ巨視的に均質化された弾性テンソル

及びコンブライアンステンソルで、あり，式(2.13)，(2.14)と同様に， Heavisideのステッ

プ関数を用いて次式のように表現される.

C:jkl(X) = H(xj M)Ci%1 + H(xj n)cgkl (2.24) 

D~jkl(X) = H(xj M)Df'AI + H(xj n)Dskl (2.25) 

また，式(2.22)，(2.23)より，固有ひずみ場と固有応力場との関係が次式により示され

ることが明らかである.

σら(X)= -Cf'Alekl(X) (2.26) 
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2.1.3 ひずみ場一固有ひずみ場ならびに応力場一固有応力場の関係式

ここでは，ひずみ場一固有ひずみ場ならびに応力場一固有応力場のそれぞれについ

て，その相互関係を示す式を示し，場の支配方程式及び適合条件式から固有ひずみ場

及び固有応力場を求解する方程式を導出する.

巨視的に均質化された材料に対し，式 (2.22)及び式 (2.26)より固有応力場と応力場

の関係式は次式のように表される.

的j(X)= qぷI(X)εkl(X)+♂(X) (2.27) 

つづいて，平衡方程式マ・σ(X)=o及び変位一ひずみ関係式V'Q9U(X)より，次式が成

立する.

[cぷlUk，I(X)+σら(z)lj =0 for X εU (2.28) 

ここで，V'Q9U とゲの両者が周期関数であることから，いずれもフーリエ級数展開

表示したのち，.ru(と)について解くと次式を得る.

州(と)=t (ごcMι):1{ι.rO"ZI (と)} (2.29) 

ここで，マトリクス一介在物相を等方弾性体と仮定すると，上式に現れる(ぼとι.cM
.とe)'γ-一-担-

は以下のように表現される.

(ご CMOi1=シ-2{_出いjjih/!とI， IとIdef. (CiCi) 1/2 間

ただし，式 (2.30)中の入及び μは， Lame定数である.

一方，フーリエ空間における変位一ひずみ関係式

.rek1( と) = L i { F川川u匂凡川州k丸州川，1パtバ(と)+叩切Fバ刈u叫川帆l.k (2.31) 

から，フーリエ空間における応力一ひずみ関係が次式で与えられる.

Fσij(と)=qぷl.rεkl(と)+.rσら(と) (2.32) 

以上，式(2.31)，(2.32)より，フーリエ空間における応力場一固有応力場の関係式(2.33)

を得る.

F向j(と)= .r7i~kl.rO"ZI(と) (2.33) 

品(似 -cふsym{ふ(ご cM.e):~ o} +んkl (2.34) 
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ここで， sym A (笠(ね(ご cM
と)匂と})は 4階のテンソル Aの対称成分 1

は 4階の単位テンソルを表している.

つづいてひずみ場一固有ひずみ場のフーリエ空間における関係式は，式 (2.26)を用

いて次式のように表現される.

Fεkl(と)= :FSktmn:Fε;バ (2.35) 

:F S~kl(ご)笠 sym{Ci (ご cM と)お}cふ (2.36)

今，式 (2.35)を式 (2.4)に代入し，ピ(と)を式 (2.20)により表現することで， εP(x)

とど(x)との関係が次式のように得られる.

土∞ ， 唱 舟 、

ε4仇z引ω(伊2←E子子?，〉コ:FS拐払仇zふι川mn川nバ点(ぽと)川{古品んH町均(伊附2

土∞〆唱"、

=乞'Fscmn(とH去LE::nn (ピ)exp ([と・ (x-x')) dVx' ~ 
l H Jn ..... J と、日νJ

(2.37) 

同様に，式(2.33)を式(2.5)に代入し，ゲ(と)を式(2.21)により表現することで， σP(x)

と ゲ(x)との関係が次式のように得られる.

土 ∞〆、

σd伽5抗仰(伊忽か E子子:F凡:FTi~k品喝l叫古品んH町印(伊x;刈刈川Q町仰州)片川附σぺ;

土∞， 1舟、

=乞'FT5kl(とH去LO"kl(ピ)exp ([e・(x-x')) dVx' ~ 
と、日

(2.38) 

なお，上式 (2.37)，(2.38)は介在物 Q領域内で積分を行うので，その物質点をぜで

表現している.

式 (2.37h及び式 (2.38hより，ピ(x)とゲ(x)が算出されれば，周期的に変動する

εP(x)及びσP(x)が一意に決定されることが明らかである.したがって，以上 2式を

適合条件式 (2.22)，(2.23)のそれぞれに導入することで，次式の関係式が得られる.

ε%1 = (0.ぷm-CZmn)-1Gn(z)

-芝刈mn(と){~ [E::nn (ピ)叫([e.(x -x')) dVx'} ~ (2.39) 
Ul Jn ) 

と…

σむ=(Dふ1- Dskl)-1 O"kl(X) 

土∞ f1r _*(~'L，.~(.c (~ ~'\LJlíl > (2.40) -乞'FT5kl(とH百 Lσkl(X')exp ([e . (xーピ))dVx' ~ 
と、日
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方程式(2.39)，(2.40)のそれぞれをど(x)及びゲ(x)について求解することにより，

固有ひずみ場及び固有応力場の正解を得ることが可能となる.しかしながら，各々の

物質点毎にど(x)及びゲ(x)は変動し，式(2.39)，(2.40)中の右辺第 2項に現れる被

積分関数を直接的に評価することは， unit cell内に無限の物質点を取ることと等価な

ため，その算出が極めて困難であることが分かる.したがって，通常は次節に示すよ

うな平均化近似を行うことにより，その積分の取り扱いを簡略化する手法が提案され

ている (5)

2.1.4 国有ひずみ場の平均化近似とその概念

ここでは，巨視的に一様なひずみ場一固有ひずみ場及び巨視的に一様な応力場一固

有応力場の関係式を示し，式(2.39)，(2.40)に現れる被積分関数項を容易に取り扱うこ

とで，巨視的に均質化された等価弾性テンソル U及び等価コンブライアンステンソ

ル万を算出する式を示す.

今， Eshelbyの等価介在物法 (4)と同様に，式 (2.22)，(2.23)をunitcell内で一定と

する平均化を行うことにより，巨視的に一様な応力場 σ。及び巨視的に一様なひずみ

場どが次式のように表現される.

σ2=Utjkdl=Cぷdε;I一 (εkl(X))U} (2.41) 

ε;l=万klmnO"kl= Ct:tmn {σ二n一(σみ(X))U} (2.42) 

なお，上式中に現れる(・)uは， unit cell内での体積平均を示しており，次式で表現さ

れる.

(.)u =村(• )本(x)dO (2.43) 

以上より，固有ひずみ場，固有応力場によって微視的不均一性を有する材料を均質

化することにより，介在物の存在により発生する微視領域内の変形場の乱れが，巨視

的な等価弾性テンソル及び等価コンブライアンステンソルに及ぼす影響について検討

することが可能となる.
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基礎関係式2.2 

本節では，非連合塑性理論に基づいた粘塑性構成式及び結晶体に対する構成式へひ

ずみ速度依存性を考慮した構成式を示す. ついで，平均応力または空孔の発生のみを

考慮、した静水圧に依存する延性多孔質材の塑性構成式を示す.

変形理論に基づく弾粘塑性構成式2.2.1 

全ひずみ速度 tが，弾性ひずみ速度ど及び粘塑性ひずみ速度合vp との線形結合に

次式が成立する.て表せるとすると，

(2.44) E"; = È~; + È~Y ZJ ~ZJ' ~ZJ 

Hookeの法員Ijから次式が成立する.等方性材料を仮定すると，

(2.45) 
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Sij = aij +σポkk=D2kltL

ふ及び忌はそれぞれ Kirchhoff応力及び Cauchy応力の J印刷ここで，

νはポアソン比を表している.G はせん断弾性定数，neは等方弾性テンソル，り，

また，式(2.45)の逆表示は次式の通りである.

(2.46) 

町=仙

マ
与j Bfjkl Skl 

ここで，上式中の Be(=ne
-
1
)は等方コンブライアンステンソルで、ある.

今，偏差応カゲに対し，平行及び垂直な応力速度成分をそれぞれが，

すると，変形理論によるひずみ速度依存性体の粘塑性ひずみ速度 eVP は次式のように

σ'-n'と

(2.47) 

与えられる (6)

，:.vp _ 3;..， I 3 {・.， ¥ 
一一…一一一川 3-2HZ3t2HskvzJ'UZ3j 

ただし，上式中の H，Hs及びがは以下の意味を持つ.

(2.48) .。Jσ
 

一σ
一一σ

一一
・
帽

J-n 
H 6 1 5  一一m HQ tVP' .L.Ls ω[VP 

。及び 6は，Mises型の相当粘塑性ひずみならびにその速度であり，(UP及び tVPは，
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σ-' 一…συ 

Fi，;.2.3 Geometrical relationships among yield locus in the stress space， stress 
increment， normal and tangential direction vector. 

それぞれMises型の相当応力とその速度である.図 2.3に示すように，式 (2.47)の右辺

第一項は，応力速度の降伏曲面に対する法線方向成分の塑性ひずみ速度の寄与分を表

し，第二項は応力速度の降伏曲面に対する接線方向成分のそれを表す.すなわち，式

(2.47)では，塑性ひずみが応力点において降伏曲面にとがり点が存在する極めて単純

なモデ、ルと理解することができる.また， ω は偏差応カゲに対する塑性ひずみ速度

の非同軸性の程度を示すパラメータであり，式 (2.47)においてω→0の場合，粘塑性

ひずみ速度に対して応力速度の降伏曲面に対する接線方向成分の寄与を考えない流れ

理論に帰着する.

式 (2.44)，(2.46)及び式(2.47)を用いて式 (2.45)は式 (2.49)のように表され，

速度依存性体の応力速度一ひずみ速度関係式が得られる.

v' ・削柄

Stj=D5KAI-ryRj 

ただし，

r T¥e ，3G f 1 1: 1: 2G(1 +ν) ， 3G _， _， 1 I 
DLkl= 瓦-~"3G I DTjkl + i 1 ~ÓijÓkl --1 -:.= ~~ 十五(7'ij(7' kl r I 

3G I ー 3(7'kl ー

Pij = (jσ'Z3=DLkl万五一 =DijklPkl ， 

である.

3σrt4 

Pij =ヲf

ひずみ

(2.49) 

(2.50) 

式 (2.49)で得られた構成式をそのまま有限要素解析に用いると，安定に解析するた

めに非常に小さな時間ステップにて解析する必要があり，解析効率は極めて悪くなる.

そこで，時間ステップを極力大きく取り，解析効率を向上させるため，

存性体の構成式に Peirceらの提案する接線係数法 (7)を導入する.

ひずみ速度依
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時刻 tとt+ムtにおける相当粘塑性ひずみ速度をそれぞれEVP( t ) ， EVP ( t +ムt)とし，

時間間隔ムtにおける相当粘塑性ひずみ増分ム♂Pに対し，式 (2.51)に示す線形補聞を

行う.

ム(DP=ムt[ (1 -0)グ (t)+ OEVP(t +ムt)] (2.51) 

なお，上式中のパラメータ Oはo~O~ 1であり ，0=0のとき Euler法，0=1/2のと

きCrank-Nickolson法，0=1のとき完全に陰的な積分法となる.ここで tは0-， tに

依存することに注目し， FP(t+ムt)を時刻 tにおいて Taylor展開すると次式を得る.

。，=Vp !::l二.Vp

グ (t+ムt)=グ (t)+ニニ-so-+ここームF
θσθ♂Jp 

さらに，式 (2.49)より相当応力速度bが

b戸=竿苧勾弘句0向ij-防jD凡D
L乙σ d

(2.52) 

(2.53) 

のように得られるので，式 (2.53)へムtを乗ずることにより相当応力増分ムσが次の

ように得られる.

ムσ=九IEklムtームtVPPklPkl (2.54) 

つづいて，式 (2.52)及び式 (2.54)を式 (2.51)へ代入したのち，ム(DPについて解くこと

により，相当粘塑性ひずみ増分が次式のように得られる.

叩 ( EVP(t) ， 1 ~\ 
ムtVP=ムtI -一一+一一一-P1-1E，.， I 

--¥ 1 + ~ . h 1 + C M-"ι/ 

ただし，式 (2.55)中のと及び hは以下の意味を持つ.

。，=Vp
~=Oムtミァh。σ

h = PklPkl -(事;)(等)-

(2.55) 

(2.56) 

さらに，式 (2.55)の両辺をムtで除したものを式 (2.49)に代入することにより，以下

の応力速度一ひずみ速度関係式が得られる.

Vp  tan.FP(t) 
Sii = D九1 C 1- 1 一一一'-~Pi1'

"J -zJ'" -'" 1 +と ψJ ' 
(2.57) 

V tan def. .-"v 1 ~ 
Dιu~. Dι，一一一一一P勾 P1-1

ZJ削 ZJ'" h 1 + C 'r M 

ここで， ~， h を求めるために，相当応力 0-， 相当粘塑性ひずみ ~P による相当粘塑

性ひずみ速度 EVP の偏微分を算出する必要があるが，これらは各モデ、ルで、用いる関係



24 第 2章基礎理論

マ
式によって求められる.また， Kirchhoff応力速度 SとJaumann速度 S との聞には

以下の関係式が成立する (6)

マ
Sij Sij -HijklEkl ， 

Htjkl=j(σ内 +σ山+叫+ωjd

つづいて，式 (2.58)を式 (2.57)に代入することより，以下の応力速度ーひずみ速度関

(2.58) 

係式が得られる.

( n'IJ tan TT ¥ -'- kVP(t) 
S;; = ( DL.; -H;;l-I 1 εM一一一-.::.!..P;;= L;;l-IE，.， -P!" 

"J ¥ リ "J山/ M 1 + e "J リ山"'" 1-J 
(2.59) 

ただし，式 (2.59)中の Lは接線剛性係数を，p'は緩和応力速度を示しており，それ

ぞれ以下のような意味を持つ.

、I
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(2.60) 

2.2.2 結晶体の構成式

結晶内に生じる主要な塑性変形の様式は，材料の結晶構造によって決まる特定の面

における特定の方向に沿って生じるすべり変形である.このすべり変形は，結晶が外

部から受けた力のすべり面に沿うすべり方向におけるせん断応力成分である分解せん

断応力が，臨界値に達した時発生する.

Asaro(8)は弾塑性変形を受ける単結晶体の変形を次のように考えた.均一な弾塑性

変形を受けて変形状態にある単結晶体について，変形勾配 Fが図 2.4に示すように結

晶格子の伸びと回転による変形勾配 Feとすべり系に沿った塑性せん断による変形勾

配 FPに分解でき，次のように表されるとする.

Fij = FikFfj (2.61) 

図中の s(α)はすべり方向に沿った単位ベクトル m(白)はすべり面に垂直な単位ベ

クトルで、あり，指標 (α)は複数あるすべり系の α番目のものを表す.これらは変形を

受けた後，単位ベクトルであるとは限らないが，直交するという条件から以下の関係

をもっ.

s~(α) _ r;te Jα) 
・・" . 

z 晶 ZJ~J (2.62) 
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y{α) 

|I I J I I 
|I r'T I I 
l I I L I I 
|I I f叶|

Fig.2.4 Mu1tiplicative decomposition of the total strain gradient F = F e
• FP. 

The rotation and stretching of the lattice are taking into account 

through the elastic deformation gradient Fe
. 

me(α)一一(α)F:.
•• V J ~ JZ (2.63) 

式 (2.61)より現変形状態における変形速度勾配 Lは次のように表示できる.

Liィ=hmF-:=f宇FE:1+F.etPFP-1Fjf1 
"J --UIl， 汀11 -lm-m1 '.-u. κ ， (2.64) 

ここで，変形速度テンソル d及びスピンテンソル O を用いて L を次のように表す.

Lij = dij + 0.ij (2.65) 

ただし，d及び Q を空間座標 zと速度匂を用いて表示すると以下のように表される.

dtj=j(町村j，i)

04j=j(tjij一切)

(2.66) 

(2.67) 

さらに dと 0 は，弾性部分 (de，{le)と塑性部分(dP，{lP)に分解することができる.

dz3=dL+dL， 04j=03+QC (2.68) 

よって，式 (2.64)，(2.65)より次式を得る.
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(2.69) 

(2.70) 
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塑性変形はすべりによってのみ生じると考えるため，現状態において次式が成り立つ.

dむ+nfj=乞守(α)s;(α)m;(α) (2.71) 

なお守(白)は，すべり系 αにおけるすべり速度(せん断ひずみ速度)を表す.

つづいて，式 (2.69)，(2.70)及び式 (2.71)を用いることにより，次のような基準状態

に対する塑性の変形勾配 FPの発展方程式が得られる.

持FfJ1=乞す(白)sjα)mj白)
α 

(2.72) 

さらに，式 (2.71)の右辺を対称部分と反対称部分に分解することによって次式を得る.

dfj =玄I4q)守(α) (2.73) 

Q5=2:w;;白)守(α) (2.74) 

ここで p(α)及び w(a)は，それぞれ全てのすべり系に対するど(白 ，me(白)の対称成

分及び反対称成分を表すテンソルであり，次のように定義される.

D(白)也f.1 (A白)~e(a) I ~e(白人e(白)\
晶 tJ 2 ¥ -t ""J ・""t ~ J J 

w;Sa)ゼ.; (S~(α)~e(α) - m~(白) S~(α)) 一一・ 'm;''-m;' 'S;' '1 tJ 2 ¥ ~t ""J ""t ~ J J 

(2.75) 

(2.76) 

結晶の弾性変形はすべりに影響されないものとすると，弾性体の構成式は式 (2.45)と

同様に次式のように表される.
マ

Sfj = Dfjkldkl (2.77) 

v 
ここで seは結晶格子と共に回転する軸を基準とした Kirchhoff応力の Jaumann速度

であり，通常の Jaumann速度 S と以下の関係がある.

v 

Sfj = O"ij -nらσkj+σiknkj (2.78) 

v 

Stj=句 -nikσkj +σiknkj (2.79) 

'17 '17 

以上から，式 (2.78)及び式 (2.79)で示される応力の差 se-Sは，式 (2.68)，(2.74) 

より次式のように表現される.

55-54j=ZpjfV (2.80) 
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ここで，式 (2.80)中の β(α)は以下のように定義している.

92)笠 wr)σkj一 σzkWU) (2.81) 

以上より，式 (2.73)，(2.77)， (2.80)及び式(2.81)を用い，以下の形式の構成式を得る.

えj=Dら〆kl一乞Rj;)守(α) (2.82) 

ここで，式 (2.82)中の R(白)は以下のように定義している.

R2)笠 DLK147)+92) (2.83) 

次に，すべり系 αにおける分解せん断応力はSchmid則 (9)で与えられ，次式のよう

に表わされるものとする.

ァ(α)=ぺα)σij
上式の両辺の物質導関数を取ると，次式のようになる.

ナ(白)=ぺqhj+njq)613

これはさらに次のように変形できる.

ナ(α)=54吋σij十円?)56α)

ナ(α)=53)σZ3+R?)52)

一方，式(2.62)'""( 2.64)及び式(2.75)，(2.76)より次式が得られる.

i;e(a)庁一々(白)rle
.L ijυZJ一 μijU，ij 

式 (2.86)に式 (2.88)を代入すると，

ナ(α)=R?)540)+92)d;j

さらに式 (2.77)を代入することにより，次式を得る.

ナ(α)=R2)dL

(2.84) 

(2.85) 

(2.86) 

(2.87) 

(2.88) 

(2.89) 

(2.90) 

一方，せん断ひずみ速度今(α)に対する構成式 (10，11)として，次のような指数則を用

し、る.

'7"(a) 1'7"
(α) I去-1

ん(α)- ;，(白)ιーにー
g(α) I g(白)

(2.91) 
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ここで，g(白)は基準分解せん断応力，a(α)は基準せん断ひずみ速度であり m はひず

み速度感度指数である.また，g(臼)の発展方程式は次のように表される.

タ(α)=pd|ρ)I (2.92) 

上式中の hasは硬化係数と呼ばれており，次のように表される.

hαs = qH(γ) + (1 -q)H(γ)8αβ (2.93) 

ここで， γは各すべり系のすべり量の総和，また qは潜在硬化を示す係数であり， f.c.c. 

結晶構造の場合の実験結果 (12)と比較して， 1.0 < q < 1.4が現実の値をよく表すと報

告されている.さらに式 (2.93)中の H(γ)は，せん断応力一せん断ひずみ関係式 (2.94)

から，式 (2.95)のように定義されている (13)

ア(サ=可+(九叫anh(主) (2.94) 

d7(γ) def. TTI_.¥ L ___L2 ( hoγ1  ヲヲ一 lt:l.H(γ) = hosech~ t一一) (2.95) 
¥ 7s - 70 J 

ここで，hoは初期硬化率，九は飽和分解せん断応力，70(=g(a)(0))は初期臨界分解せ

ん断応力である.つづいて，構成式 (2.82)を仮想仕事の原理式へ導入する前に，比較

的大きな時間ステップに対して安定な数値計算を可能にするために， 2.2.1節と同様に

接線係数法 (7)を用いて構成式を書き換える.

時間間隔ムt内に発生するすべり増分ムγ(α)以下のように線形補間を行って表示する.

ムγ(α)= {(1-0)守町 (2.96) 

ここで0::;0::;1である.上式右辺の守(α)(t+ムt)をTaylor展開を用いて以下のよう

に近似する.

i'(a)(t+s 

式 (2.91)より，

ヂ白)山 (2.98) 

ここで，ム7(α)=ナ(α)ムムムg(α)=1/α)ムtである.また， sgn(・)は(・)内の変数の符号

を表す.式 (2.95)へ式 (2.73)，(2.90)， (2.92)及び式 (2.98)を用いることにより，次式
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が成立する.

釘(白)十(α)(t)+叩(

一 仙守でウ(0t吃ん川hass叩叫(ドい門〆ρ川川β的勺)つわ)いy川守ヂ伊抑州内(伊例町3向町叩)代勺切(収肋tの)~いムt
"V::J βj  

これらの式を整理して，次式を得る.

LN;白βムγ(s)= (す(白)(t)+ Q~j)dij) d..t 
β 

'1"(α) 1'1"(臼)I士一l

i'(a)(t) = a(α)戸|戸|

Q~白)色f. ()ム吋(α)(t1 D(白()ムta(白)I T'同|士一1臥 (α)
一 一 一一一ZJ mT(α ~~ZJ mg(α) Ig(α) I ~~ZJ 

。ム附)(t) f (時)ザ))， ___ f-(s)¥ has 1 
{ 内 )+s叫川))33j

=い

(2.99) 

(2.100) 

(2.101) 

(2.102) 

(2.103) 

これらの式でm→0とすると，ひずみ速度無依存の構成式に一致する.Nαpはm>O

のとき非対称である.Nαβ の逆を M白β として式 (2.100)の両辺に Masをかけると次の

ようになる.

ここで，

如何)=(j(α)+凡α)dij)ムt

j(α)=乞Mα同(s)(t)

P 

R?)= 乞 MaßQ~1)
β 

式 (2.104)を式 (2.82)に代入して次の形式の構成式を得る.

5ij=CtJkldkl-2:R2)j(α) 

Ctjkl=DLkl-ZR2)F17) 
α 

(2.104) 

(2.105) 

(2.106) 

(2.107) 

(2.108) 
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以上から， Kirchoff応力の Jaumann速度 S と変形速度テンソル d(ひずみ速度e)及

び結晶のすべり速度に関連する量 j(白)とを関係づける構成式が得られた.なお，式

(2.107)は式(2.59)と同形式であるため，後述する式(2.132)へ導入することにより，結

晶体に対する均質化法の解析が可能となる.

2.2.3 延性多孔質材に対する弾塑性体構成式

以下では， Gurson型の塑性構成式， Tvergaardの修正 Gurson型の塑性構成式及び

Goya-N agaki-8owerby( G.N .8.)型塑性構成式， 8tereology理論を導入した修正 G.N.8.

構成式の各種多孔質材塑性構成式の概説を行う.

2.2.3.1 Gurson型構成式

Gurson(14)は，等方圧縮性材料に対する関係式を導くために，図 2.5-(a)に示すよう

な無限媒体中に 1個の球形，または図 2.5-(b)の円筒状の空孔を含んだ単体を均一体

として理想化し，空孔の体積含有率 fは空孔を含んだ連続体のそれに等しいと考えた.

この理想化された単体の挙動を剛塑性極限解析により評価し，近似的に次式のような

空孔率 fを含んだ連続体の降伏関数を提案している.

(a) spherical model 

、
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(b) cylindrical model 

Fig.2.5 8pherical and cylindrical model. 

争(σi.i，O"M ，f) = (三)2 + 2qdn cosh (~~kk) _ (1 + q3rn) (2.109) 
'¥ σM/ ¥L.σM/ 、ノ

ただし，上式中の 3は多孔質体の相当応力， σMは母材の初期降伏応力， σは巨視的

な応力，fは空孔率である.なお，相当応力 δは偏差応力成分ゲを用いて以下のよ

うに表現される.
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ところで，実質部である母材部分は， Misesの降伏条件による法線則を満足すると仮

定すれば，空孔を持つ連続体の塑性ひずみ速度 U も次式により求めることが可能と

なる.
θ争

(2.111) 
り θσij

ここで， A は材料のひずみ硬化特性より算出することが可能なスカラー量である.

今，変形中も等方性を保ち，母材の降伏応力 σMと空孔率 fのみが変化しかっ母材

の塑性仕事率と空孔を含んだ連続体の塑性仕事率との聞に次式が成立するものと仮定

する.

(1-1)σMtb=σぷむ (2.112) 

ここで， tbは母材の相当塑性ひずみ速度を示す.したがって，次式が成立することが

分かる. 。M 一五 σijCii T def.σM ー }Z_J_. 7i aer 一一

川 (1-1)σM'ttf 
(2.113) 

なお，瓦は塑性ひずみ曲線の微視的硬化係数を示す.

本研究では，空孔率 fが現存する空孔の成長などによってのみ変化するものとし，

空孔率の発展方程式に次式を用いる.

! = !growth = (1 -1)i).k (2.114) 

以上から，降伏関数式 (2.109)に適合条件式を適用し，さらに式 (2.112)'"" (2.114)を用

いることより Aが算出される.したがって，求められたスカラーパラメータ Aを式

(2.111)に再度導入することにより，塑性ひずみ速度♂は最終的に次式のように表現

される.

tC=古川M25kl

MH笠 izJ14+叫， JZqlnsinhJPEl
zσM Z l乙σM)

def. h r 3庁ι汀ισii)2 
H 一一 {-4」 +α一~ - 3n(1 -1)σMγ 

1-! l 2σMσMJ 

γ笠 qlcosh {詑}-q3!2n-l 

(2.115) 

(2.116) 

したがって，全ひずみ速度 tは式 (2.44)と同様に，式 (2.46)と式 (2.115)との和から，

次式 (2.117)のように表現される.

らj= [ Bfjkl +主将M515kl (2.117) 
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v 
Sij= Dijklikl 

式 (2.117)の逆表示は以下の通り.

(2.118) 

Plastic loading 

Elastic or U nloading 

T
i
n
u
 

r--EE
，、Ea--
、

一一
1
八

ただし，

(2.119) DUkltf[D2kl-jW47714 

7712 笠•
DfjklMf3 ， h笠'H+Mgm

である.

元々の Gurson型降伏関数には式(2.109)において， q1=n=q3=1.0で表現されてお

り係数の無い状態であるが， Tvergaard (15)は塑性分岐問題に対して，軸対称unitcellに

関する数値計算と多孔質材の連続体モデ、ルとの数値解析結果との比較から，式 (2.109)

中の 3つのパラメータをそれぞれ次式のように与えることを提案している.

(2.120) q1 = 1.5 ， n = 1.0 ， q3 = qi = 2.25 

Goya-N agaki-Sowerby型塑性構成式2.2.3.2 

これまで Gurson型塑性構成式が，多孔質材のせん断局所帯発生という巨視的不安

しかしながら，大きな塑性定現象を解析するために多くの研究にて使用されている.

変形をともなう場合には，空孔の形状比が変化することが予測され，微視的観点より

破壊解析を行う場合には，空孔の合体条件にアスペクト比や空孔の母材部に対する相

対寸法を重要なパラメータとして含むことによりその変化を許容するモデ、ルが要請さ

Gursonの降伏関数に対して，幾何学的及び力学的考察れる.そこで Goyaら(16)は，

図2.6に示すような正四面体の各頂点に空孔を有する unitcellを用いた有限

要素解析により，次式で示す降伏関数を提案している.

(0-/σM)2 
，_ L____ f Iσkkl 1 ~(σハ σM，f)=1exp{一}J' -iVi' J I (1 

_ 
q3fn)2 

， "UJ ---r 
l2σMJ 

を加え，

(2.121) 

q1 = 1.283 ，η= 2/3 ， q3 = 0.833 

2.2.3.1 節と同様に，降伏関数式 (2.121) へ適合条件式と式 (2.112)~(2.114) を用いる

ことより，式 (2.111)の Aが算出されるので，再度式 (2.111)に Aを導入することに

より，塑性ひずみ速度♂が次式のように表される.

(2.122) 
n l......，G......，G 'il 
ifj = liM'0Mk1 Skl 
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Fig.2.6 A regular tetrahedron with a void at each corner. 

rA ι f~. _~~ f 1σkkll ωf. f 1 (σII ~ 0) Mij U t:L. '1 ~ι4ー+ん αA ， α=-q1exp{ ー'''1 ~ ， A u"，. ~ 
2σM(2 I VZJ~' ~ ， ~ -4 ':11 ~'~p l2σM J ' .~ -l -1 (σII < 0) 

H主fよい+αklily-3αγA(l-f)σM A f巳凸 > (2.123) -fl σM J ~~ f'~\~ J /~lVl ， -1  2(σM()2 

Fィσ'ijrn-1 q1 f 1σM 11 '" def. ， ~_ rn γ= q二二」Lf +-exp{ 一一~ ， (U~. ・ 1 -q3fn 

(σM()2 J '2 -..r l2σMJ 

式(2.46)と式(2.122)との和から，全ひずみ速度 tが式 (2.117)と同様に次式のように

表現される.
A 一一_r可一一_1':'. I V 

Eij = I Bfjkl +言M';jM':tI 5kl (2叫

ただし，式(2.124)の逆表示は， Gurson型塑性構成式の場合との比較より， σM→σM.(

となっていることに注目すると，式 (2.118)と同形式で以下のように書き表される.

v 
Sij= DijklEkl (2.125) 

入=!1 Plastic loading 

L 0 Elastic or U nloading 

D J  lDLkl-j桝~1 (2.126) 

可営 DLK11ZZ，バ H+7ZZ丙
一方，母材内部に存在する物体の情報，例えばその量，大きさ及び形状等を知る必

要がある場合，またその全体からの予測が困難な場合がある.そこで，母材の切断面

の状況よりそれを予測する面解析ならびに線を利用する線解析を用いる.これを総じ

てStereology理論 (17)と呼んでおり，元来はある情報を得る場合に，それより低次の

情報から高次の情報を推定する理論である.今，これを多孔質材の空孔率分布の推定
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に適用すると，材料の切断面の平均空孔面積率と材料の体積空孔率が等しいとするこ

とに他ならない.こうした結果から，式 (2.121)右辺第 1項の分母に現れる損傷変数

j2/3は，空孔率そのものとなる.以上の考察から，佐々木ら (18)は，空孔配置に対し

てより等方性を有するような図 2.7に示す unitcellに対する有限要素解析により，式

(2.121)の係数を以下のようにすることを提案している.

1-(1-1)/-/亡訂
q1=134，n =1.o，q3=f  (2.127) 

ここで，図 2.8に示すように，式 (2.121)中のパラメータ q3は空孔率の変化に対して

も顕著な変化が見られないため，本研究で示す解析においては，q3=0.33としている.

斗、
Fig.2.7 Quasi-isotropic void distribution model. 
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!司
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Fig.2.8 Parameter q3 vs. void volume fraction f. 
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2.3 2変数漸近展開理論に基づく均質化手法

本節では 2変数漸近展開理論に基づく均質化法の基本的な考え方を簡単に述べた

のち，大きな変形を伴う弾粘塑性境界値問題に対応すべく，現変形状態を基準とした

更新ラグランジュ法に基づくひずみーひずみ速度依存性体への均質化法の適用を行う.

2.3.1 均質化法の概要

図 2.9に示すような周期的微視構造を有する材料を考え，全体構造を記述する巨視

的な座標系 x，微視構造を記述する微視的な座標系 νの 2つの座標系を導入する.

また，微視構造は全体構造と比較して非常に小さいものとし，そのスケール比を ηと

する.

unit cell 

Fig.2.9 Material with locally periodic microstructure. 

座標系 zを基準とした場合，与えられた点における微視構造は小さく，物質点と見

なせるが，その点の ηのオーダー程度で記述されるごく近傍においては，微視構造の

不均一性に起因した巨視的な材料特性が大きく変動する.したがって，変位，ひずみ等

の場を記述する関数は，巨視的な座標系 z と微視的座標系 Uの 2変数にて表記され

る関数であると考えられる.また xとUとの問にはスケール比 ηを介して y=x/η 

の関係、があるため，座標系 Uにより微視構造を記述することは，微視構造を全体構造

と同程度の寸法に拡大したものと考えることが可能である.ここで x，yの 2変数

により記述された関数は，微視構造と同一の周期を持ち，その周期性を Y-periodicと

呼ぶ.

つづいて，均質化法の定式化を行う際に必要となるいくつかの関係式を示す.今，あ

る場を記述する関数 ctを考える.上述の通り，場の関数を x，yの 2変数関数と見
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なすことにより，次式のように表記することが可能である.

争(x)=争(x，y)， y = x/η (2.128) 

上式のように pが Uにも関係するということは，巨視的には固定された点上で、あっ

ても，その点の非常に小さな領域，すなわち微視的な領域においては関数値吾が変

化していることを示している.

つづいて pが ηについて漸近展開が可能であると仮定し pの漸近展開を行う

ことで次式を得る.

争(x)= <tO(x， y) +η争l(X，y) +η2争2(X，y) +・・・ ， y = X/η (2.129) 

ここでゲ(i= 1，2，3，.一)は yの関数であることより， Y -periodic条件を満足する.

さらに p に対する zの微分演算を次式にて記述する.

θ<t 1θ争
ー争(川(=x/η))=-+--
Xi θXi ηθYi 

(2.130) 

つづいて， Y -periodic条件を満足する関数世(y)に対しては，以下の積分公式が成立

するものとする.

li~~ 1叫竺 Idn→ 1 ~土 l 宙(y)dY>dn (2.131) 
η→0+0 Jn ~ ¥.η) --- . Jn llYI Jy ~ ¥<7/-- J 

ここで， IYIは unitcellの体積を示す.以上，式 (2.129)-----(2.131)が成立するために

は，微視構造が周期性を有しかっ全体構造に比較して非常に小さいという 2つの条件

が必要となる (19，20) 以下では，本節にて示した関係式を用いることにより，境界値

問題を微視的問題と巨視的問題に分離し定式化を行っていく.

2.3.2 ひずみーひずみ速度依存性体への均質化法の適用

図2.9に示すように，現変形状態の物体の体積を n，表面上の一部品上に作用する

表面力を P，残りの表面 Suには変位速度 U が与えられているとし，物体に作用す

る物体力を G，材料の密度を ρとすると，仮想仕事の原理式は次式で与えられる (6)

1 IIjidvi，jdn = I Pid叫dS+ 1_ pGid叫dn (2.132) 
Jn ・ JSt Jn 

ここで，IIはLagrange応力速度(公称応力速度)であり，式中の( )山( )はそれ

ぞれ( )内の現座標における偏微分θ( )/δ巧及び物質導関数を示す.なお IIは

Kirchhoff応力速度 S を用いて以下のように表現される.

IIij = Sij +σmjVi，m (2.133) 
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公称応力速度 IIと変位速度 uが満足すべき基礎式は，運動方程式(2.132)，ひずみ速

度一変位速度関係式

境界条件

Eij =トj+ Vj，i) ， 

(R=Hjmj 
11; = V; 

on St 

on Su 

(2.134) 

(2.135) 

及びひずみ一ひずみ速度依存性体に対する構成式 (2.59)(6)

Sij = LijklEkl -P:j (2.136) 

である.

今，式(2.132)中に現れる可容変位速度ω及び方程式の解である変位速度 U は，従

来の均質化理論と同様に X，Yの 2変数関数として扱い，いずれも Y-periodic条件を

満足することから，可容変位速度勾配ωjについては式 (2.137)，変位速度りの漸近

展開形が式 (2.138)のように与えられる.

θdVi . 18バ引
V; 一一+一一~ (2.137) 
Z，J θXj ηδYj 

V((X， y) = v?(x) +ηvl(x， y) +η2vl(x， y) +・・・ (2.138) 

ここで，式 (2.134)に式 (2.137)を代入することにより，ひずみ速度に対する漸近展開

形が次式のように得られる.

Eij =η-14(り)+η。(均(υ)+E;j(V)) +η1 (鳥(V)+会(匂))+η2 (一一)+・ (2.139)

ここで，式 (2.139)中のひずみ速度喝(り)及びEt(υ)は以下のように定義される.

Ë~j( v) d，g (2.140) 

以上より，式 (2.132)に式 (2.137)，(2.139)を代入することで，仮想仕事の原理式の 2

変数表示を行い， η→0の極限から，dv = dV(x)とすることにより，次の式 (2.141)

を得る.

k [i市÷占訂ilバ(トLムんLijk1川ij併似川jμ州川岬klバlべ判(伊何何后均品恥;L似ωlバρか(い作例川t匂刈yけ)+村叫叫t4命21)い+σ向旬m吋j( 2託t;ト+2号却:)ト一弓吋)2寄7d十
l 兵郎Piðvid•刈dιωS+ 1_ハ|卜一土'~1 [ ρροQωid灯Y!凶6仇伽Vidω【n (2.141叫1り) JS

t 
-，~~，-- ， Jn ¥IYI Jy'--'--) 
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つづいて，式 (2.141)の解であり Y-periodic条件を満足する以下の関数を考える.

~[州川坐lMM M引-l-+」 l+仇 JdY=f(L k +σん)V;Vt dY 
tJpq 2 ¥θYq θYp) θYq J aYj "".. - }y ¥.<JtJ"! I V!JV"t θめ

χkl • • • Y _ periodic 

(2.142) 

[ [Lij引 (2.143) 

φ. . . Y -periodic 

なお，式(2.142)，(2.143)の解が存在するための条件として，次式を満足することが要

請される.

uj=-χ?tSL(旬)+仇 (2.144) 

式中のχkl φは特性変位関数と呼ばれる Y-periodicを満足する関数である.なお，上

式 (2.144)で示されるように，微視的変位速度がは Q領域での巨視的な剛体回転の

影響を受けないことを示している (21)

したがって，式 (2.141)は式 (2.144)を用いることにより，式 (2.145)のように表さ

れる

Inr 叫lnbfド5klSL(U)-P5+σtmj呪 132fdQtF6utdS+LPHGJutdQ(2附

ここで，式(2.145)中の上付き H で示される諸量はそれぞれミクロ場にて均質化され

た量であり，以下の意味を持つ.

Lふ=訂[Lijkl-吋(寄+努)]ι
巧=制l弓-吋(努+号)]ι
σ5=制 σmjibι

75zI=市叫ん一句読)ι
ρH 市[pdY

つづいて，ひずみ速度凸j及び応力速度品jが以下に示す漸近展開形

(2.146) 

凸j-η-1(勾1(川))+η。(喝(川))+η1 (ゐ(川))+η2 (S;j(川))+. . . . .. (2.147) 
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Sij =ηo (st(川))+η1 (勾(x，y))+η2(23(ZJ))+(2凶)

で表せるとすると，式(2.147)より，式(2.144)を式(2.139)へ代入した式とのスケール

比に対する係数比較から，微視的ひずみ速度が式(2.149)で表される.一方，式(2.147)，

(2.148)と構成式 (2.136)より，微視的応力速度が式 (2.150)のように表される.

(åX~1 βγkl\1 (θ仇 θゆj¥
4(ZJ)=82(U)-5(な+32門l(ty)+E同十万五)

st(X， y) = LijkIE~I(X ， y) -Plj 

(2.149) 

(2.150) 

また，微視的変位速度引は，式 (2.138)及び式 (2.144)から，次のように与えられる.

ザ=uf+uj=tjf-dlSL(u)+仇 (2.151) 

以上から，微視構造について解くべき特性変位関数χkl及び φは，微視構造の形態と

材料定数のみに依存し，全体構造のひずみ，応力等から独立して求解されることが分

かる.一方，全体構造について解くべき巨視的平衡方程式 (2.145)は，均質化された

巨視的特性量等が特性変位関数より求められるため，微視構造と独立して求解するこ

とが可能となる.



40 第 2章基礎理論

2.4 有限要素法

本節では， 2.2.3節にて示した延性多孔質材塑性構成式 (2.118)，(2.125)を仮想仕事

の原理式 (2.132)(6)へ導入し，有限要素方程式の導出を行う.ついで， 2.3節で示した

2変数漸近展開理論に基づく均質化法により分離した，微視的関係式 (2.142)，(2.143) 

及び巨視的平衡式 (2.145)の有限要素表示を行う.

2.4.1 延性多孔質材の塑性構成式に対する有限要素方程式

延性多孔質材の塑性構成式 (2.118)，(2.125)を用いて変位速度形有限要素方程式を

導出する.今，物体力が働かないとすれば，仮想仕事の原理式 (2.132)(6)は次式のよう

に表現される.

L九州3dV=Athhj; (2.152) 

マ
ここで， Lagrange応力速度 E はKirchho証応力の Jaumann速度 S を用いて次式の

ように表現される (6)

v 
IIij = Sij -HijklEkl +σmjVi，m ， (2.153) 

式 (2.153)へ構成式 (2.118)，(2.125)を導入した後，式 (2.152)中の左辺の被積分項は

次式のように書き換えられる.

IIjidV;，j = (Dij・kl.- Hijk1) Ek1dE;j +σmjVi，mdV;，j (2.154) 

式 (2.154)を式 (2.152)へ代入することにより，次式で示される仮想仕事の原理式が得

られる.

I ~ dE;'i (Dijk1 - Hijk1) Ekl + dvtjσmjVi，m ~ dV = I Pid1収S (2.155) Jv l 'J' .J'.. .J'..' '，J ".J .，... J J St 

上式をマトリクス形式に改めるため，座標 zの代わりに (x，y，z)系を導入し，次の記

号を用いる.

{σ} = (σxxσ抑 σzzσxyσyzσzxf

{e} = (ExxらyEzz ExyらzEzx) T 

{P} = (九乃九f
{v} = (vx vy vzf 

{q} = (vx，x Vy，y vz，z Vx，y vx，z vy，x vy，z vz，x Vz，y) T 

(2.156) 



2.4有限要素法 41 

これより，式 (2.155)は次のようなマトリクス形式で表される.

fv {d {ど}T [D'] {e } + d {イ}T[Q]{q}} dV =か{ザ}T{斗dS (2.157) 

ここで上式中の [D']及び [Q]は，それぞれ D;3・klqz-Dtjkl-Rjkl及びσmjに対応する

マトリクスである (6)

つぎ、に，任意の要素内の変位速度 {v}を要素の節点における変位速度 {vN}と形状

関数 [p]との線形結合によって次のように表示する.

{v} = [p]{vN}， {vN} = ({VN1}T {VN2}T ... {vN NJT) (2.158) 

「仇 o 0 1 
[p] = ([φ1] [φ2] ... [φ爪])， φn] = I 0 CTn 0 I (2.159) 

L 0 0 ゆnJ
ここでいNn} (vxn vyn vzn)Tは節点 η における変位速度成分を表し，形状関数[φJ

は要素形状と節点数 Neが決まれば，その具体形を求めることができる (6) また，要

素内のひずみ速度 {e}及び変位速度勾配 {q}は，それぞれ次式で与えられる.

{e} = [B]{vN}， {q} = [E]{vN} (2.160) 

なお，上式中の [B]及び[E]は形状関数の導関数を成分とするマトリクスで表される

(6) 以上より，式 (2.159)と式 (2.160)を式 (2.157)に代入することにより，一つの要素

に対する仮想、仕事の原理式が次式で与えられる.

d {v*N} T {fv ([Bf[D'][B] + [E]T[Q][E]) dV {vN}ーん[p]T{ρ)ω} = 0 (2削

任意の d{v*N}に対して式(2削が成立するためには，次式が恒等的に成立すること

が要請される.

[KJ{川 =[P] (2.162) 

ただし，式 (2.162)中の [K]及び[P]は次式で定義されるマトリクスである.

[K]笠 fv([B]T[D'][B] + [Ef[Q][E]) dV 

[P]笠ん[p]T{ρ} dS 

(2.163) 

式 (2.162)は要素の剛性方程式を表している.これを各要素について求解し，全節点

について重ね合わせることで全体構造の剛性方程式を得ることができる.得られた剛

性方程式に境界条件を導入し，その方程式を解くことによって未知節点変位速度を求

める.その際，速度形で表現された剛性方程式に増分量を決める係数を掛け，節点変

位増分を求める.このときの係数の大きさは，降伏点に一番近い応力状態の要素を次

ステップで降伏させる Rmin法(22)を用いるものとする.
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2.4.2 均質化法により 2変数分離表示した有限要素方程式

以下では，ひずみ-ひずみ速度依存性体に対して一般化を行った均質化法により得

られた微視的方程式 (2.142)，(2.143)ならびに巨視的平衡方程式 (2.145)を有限要素法

により定式化を行う.

まず， 2.3章にて導出した微視的方程式 (2.142)，(2.143)のマトリクス表記を以下に

示す.

[ ( a{ e }T[L]{ゐ}+ a{ q}T[Q]{X，y(q)} ) dY = [ ( a{ v }T[L] + a{ q}T[Q][R] ) dY 

[(市}T[L]{九}吋{q}T[Q]{快川

ここで，各マトリクスは次式で表せる.

{σ} = (σ11σ22σ33σ12σ23σ31f 

{e} = (E11 E22 E33 E12 E23 E31f 
{P'} = (P'11 P'22 P'33 P'12 P'23 P'幻 )T

{υ} = (V1 V2 v3f 

{G} = (G1 G2 G3)T 

{ q} = (V1，1 V2，2 V3，3 V1，2 Vリ U幻 V2，3V3，1 V3，2)T 

{χ，y} = (χ3χ7χ7xYχ3χ3) 

{χ3}=(χ?i1)χ22)χ53)χ12)χ53)χ81))T 

斗 ~L， = ~ (8_xf1 
+θχjl¥ 

χ(り)= "2 ¥ 8y~ 十可~)

{ 九} = ( ゆ仰(υ似11り)ゆ伽ρ仰凶2勾)ゆ伽σ仰附3勾)ゆ仰ο仰問2勾)ゆ伽σ仰附3め)ゆ仰(σ仰3幻1リ)

斗 φ 一 ~ ( θωゆ仇:+θωゆt)} 
(り)-"2 \布石~)

{χ仰)}= (必(q)χ京q)χ話q)χ誌q)χ京q)必(q))

{ χバ3(ωωωq)} = ( χd?H{ 1 ) χ ?包&;ム2幻)χ ?g払;ム3め)χ ?Hι:ム2勾)χ ?Hι{ら3め)χ必?包;1 ) χ ?包払;ム3め)χ必?5;1 ) χ必?5;勾

{ φ ，y仰U以仰(ωωqω)}= ( ゆ(ο11り)ゆ(σ22勾)ゆ仰(σ33勾)ゆ(ο12勾)ゆ(ο13め)ゆ(ρ21り)ゆ(σ23勾)ゆ(σ3幻刊1り)ゆ(σ32勾)f

(2.164) 

(2.165) 

(2.166) 

ここで，[L]及び [Q]はそれぞれLijk1及びσmjに対応するマトリクスである (6)

さらに式 (2.158)と同様に，要素内の任意の点における特性変位 {χ}，{φ}をそれぞ

れ，要素の節点における特性変位{χN}，{φN}と形状関数 [P]との線形結合により以
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ここで， {χNn}= (χKIlnf2nf3n) 及び{φNn}=(φlnφ2nφ3n?は，節点 η に

おける特性変位成分に対応している.また，要素内の特性変位の偏微分{χ，y}，{φJ 
は，それぞれ次式のように書き表すことが可能となる.

{χ，y} = [B] {χ勺， {χ，y(q)} = [E]{χN} 

{φ，y} = [B] {φN}， {φ，y(q)} . [E] {φN} 
(2.168) 

以上から，式 (2.158)と式 (2.165)'"" (2.168)を微視的方程式 (2.164)へ代入することに

より，微視構造において一つの要素について解くべき有限要素方程式が得られ，次式

のように表現される.

6州

一Lμμ([回阿B到町]T門T[町

6刊恥ν{いμvN叶(μ[([問剛B到訂f門T勺[附+叶咽咽[同問E訓f[Q]

このとき，任意の 6何{りN}に対して式 (σ2.169的)， (2.170)が成立するためには，次式を満

足することが要請される.

{[ ([Bf[L][B] + [Ef[Q][E])叶{XN}

= [ ([B]T[L] + [Ef[Q][R]) dY (2.171) 

{[ ([B]T[L][B] + [E]T[Q][E])叶(φN}= [[Bf {P'} dY (2.172) 

つづいて，巨視領域における任意の要素内節点速度{V}を，要素節点における変位

速度 {VN
}と形状関数[q;]との線形結合により，式 (2.158)と同様の形式に改めるこ

とで，次式のように表示する.
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つづ、いて，巨視領域における要素内のひずみ速度{E}，変位速度勾配{否}は次式のよ

うに書き表される.

{E} = [B]{VN
}， {可}= [E]{VN

} (2.175) 

ここで，上式中の [B]及び[E]は，巨視領域を規定する形状関数の導関数を成分とす

るマトリクスであり，式 (2.160)と同形式である.以上から，巨視的平衡式 (2.145)に

ついては，次式のようにマトリクス表示される.

fn (O{E}T[LH]{E} -O{E}T[pH] + O{可}T[UH]+ O{可}T[rH]{奇})dO 

=レ{V}T{ρ}dO+か{V}T[pH]{G}dO (2.176) 

ここで，式 (2.176)中の [LH]，[pH]， [σH]， [rH]及び [pH]は次式で表される.

[L
H

] =市ρL](同一ω)ι

[pH] =市Lμμ([件仰y})dY 

[u凶σuH
]ト=土 /れ[仰悶剛Q]似]{伸φ九内川，y(州州U“仰ωω{ωωωqωq)}昨d灯Y，IYI }yl-"J lr ，y~q) 

門=市伊](戸]一凡(山Y，

[pH] =市か]dY

なお，上式中の [P]及び{χ，y(g)}のマトリクス形式は以下の通り.

(2.177) 

[P] = ({p¥} {P'2} ... {p'NJf 1 
> (2.17花8)

{χ仰

また，上式 χ，y(g)は節点の特性変位 χ(d)gを用いて次式のように表すことが可能である.

{χ，y(g)} = [E]{χ(~g} 1 
> (2.179) 

{χ(d)g} = (χ3(q)χあ)χ7(q)χお)χ設q)χ3(q)χ京q)χ話q)χ誌q))J 
次に，巨視的平衡式 (2.145)へ式 (2.165)"-'(2.168)を代入することにより，全体構造

を構成する一つの要素に対して満足すべき巨視的平衡方程式が次式 (2.180)のように示

される.

O{V叶ん ([B]T[LH][B]+ [E]T[rH][El) dO . {VN
}ーん[ψ]T{ρ}dO 

_fn[pH][ψf{G}dO _fn[B]T[PH]dO +ん[E]T[UH]ω]=0 

(2.180) 
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同様に，式 (2.177)に式 (2.165)'"" (2.168)及び式 (2.179)を代入すると次式が得られる.

[L
H
] =市ρL](戸l一 [B]{χ(d)})ι 

[pH] =市[(件附{内)})ι

[o-H] =土 I[Q][E]{φ(d¥}dY， IYI }yl~ Jl-Jl"'-\a) 

門=市[[Q]([1]一回]{χ(d)9})ι

[pH] =土 L[p]dY
IYI }y 

(2.181) 

このとき，式 (2.180)が任意の <5{VN
}に対して成立するためには，次の式 (2.182)が

常に満足することが要請される.

参考文献
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第3章

微視構造を有する材料の弾性特性

評価

3.1 緒言

工業的に使用される機能性材料の多くは，巨視的に見ればいずれも均一性を有する

ものの，微視的に見れば介在物，空孔，き裂及び析出相等の存在に起因する微視的不

均一性を有している.その結果，微視レベルにおけるこのような不均一構造の違いが，

巨視的な材料特性に大きく影響を及ぼす. したがって，これら微視的観点に立脚した

力学モデ、ノレを作成し，材料の力学挙動を評価することは，材料の安全な利用のみなら

ず，新しい機能性材料の設計においても極めて重要な研究課題となっている(1)

このような力学モデ、ルの一つに，固有ひずみの概念を導入する Eshelbyの等価介在

物理論 (2)がある.これは，無限弾性体中にだ円形状の介在物が存在する場合の力学問

題を，固有ひずみ場の概念より簡便に扱う力学手法であり，個々の材料の幾何学的な性

状や配置といった空間的な分布情報を加味した理論 (3)であることから，これまでに数

多くの問題に対して適用されている (4，5) 一方Nemat-N出 serらは，マトリクス中の

介在物配置に微視的周期性を仮定することにより，有限領域へ拡張した単位セル (unit

cell)の議論を提案し (6，7)，従来の等価介在物理論と同様に unitcell内へ一様な固有ひ

ずみ場を導入する平均化手法にて，十分な精度で巨視的な材料特性が得られることを

示している.さらに，介在物内部で分布する固有ひずみの問題に対応すべく，介在物

領域内を離散化し部分領域毎に固有ひずみを評価する手法 (6，7)が提案され，線形弾性

体の解析だけでなく非線形問題の解析 (8)，，-，(12)にも適用されている.また，同手法を微

視的な変形挙動についても検討可能な形式へ改めることにより， unit cell内の応力一

48 
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ひずみ分布を評価する手法が提案されており (11，12)，微視構造を有する材料のマルチ

スケール解析手法としての有用性が示されている. しかしながら，閥解析手法を相変

態，高温強度材中の析出相といった実材料に見られる複雑な形状の介在物を有する材

料に対して適用した例を見ると，介在物領域内の離散化の違いにより，最終的に得ら

れる解析結果が著しく異なっている (13) これまでの議論では，固有ひずみ場の求解な

らびにその結果得られる巨視的な材料定数の精度評価が主であり，上述した介在物内

の部分分割にともなう離散化手法の違いが，解析結果に及ぼす影響についての議論は

十分にされていない.したがって，巨視的な等価物性値のみならず unitcell内のひず

み場，応力場といった微視構造内の変形挙動を検討することにより，その原因を明ら

かにすることは，同解析手法を用いた高精度の材料特性評価を行う上でも，必要不可

欠であるといえる.

そこで本章では， Eshelbyの等価介在物理論から発達した微視構造を有する材料のマ

ルチスケール解析手法の精度評価を行うために，介在物の部分分割毎に固有ひずみ場

を求解することで得られる解析結果と 2変数漸近展開法に基づく均質化理論 (17，19) 

を導入した有限要素解析による結果との比較を行う.ついで，介在物内部で離散化さ

れた部分領域の分割手法の違いが， unit cell内の微視的変形挙動ならびに巨視的な材

料応答に及ぼす影響について検討を行うことにより，同解析における高精度化手法を

提示する.最後に，本手法を強化相配置ノ《ターンの異なる一方向繊維強化型複合材な

らびに短繊維強化型複合材の特性評価に適用する.

3.2 Micromechanics理論に基づく均質化手法

今，巨視的に一様なひずみ場どが付与された構造物の任意点近傍で，局所的に周期

性を有する微視的構造が存在すると仮定する.このとき，図 3.1に示すunitcell内部

に発生するひずみ場 ε(a)は，巨視的に一様なひずみどと微視構造の存在により周期

的に発生する変動ひずみ場εP(a)との線形結合により次式のように定義される.

εij(a)色f・εむ+εZ(z) (3.1) 

つづいて， unit cell内における材料特性を均一に取り扱うために，以下の式 (3.2)を満

足する固有ひずみ場を導入する (2)
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C;jkl(X)εkl(X) = Ci~dεkl(X) -C~l(X) 1 (3.2) 

(C/1.， X in M ( 0 X in M 
C~ ・kl(X) = ~ 句作 ε~l(X) = ~ 

配t l chI Z 27Z Q K41弓l(X) X in [2 

ここで cM及びcnはそれぞれマトリクス及び介在物相の弾性係数テンソルを示して

いる.

X] 

(a) Periodic Microstructure (b) Unit cell 

Fig.3.1 Unit cell for periodic microstructure. 

Nemat-Nasserらは， unit cell内で発生する応力 σ(X)，ひずみ ε(X)及び変位 u(X)

といった任意の関数吾(X)を次式に示すフーリエ級数を用いた表現に書き改めること

により，微視的周期性を記述している (6，7) 

土∞

争ij(X)= 乞'Jtj(と)exp(/'x・と)

と

ん(と)= }r r <Tij(X)叫 (-/，X と)dVx 
U JU 

(3.3) 

cp =笠7r np = 0，士1，土2，土3，. . • ，etc.， for p = 1，2，3; (3.4) 
-αp 

ここで U は unitcellの体積( 8α1α2匂)， /，(c-ゾ-1)は虚数単位， 2αkはunitcellを

規定する xk(k= 1，2，3)方向の辺の長さであり，式 (3.3)中の"L'は，式 (3.4)において

町 =n2=町 =0の場合を除く総和を表す.
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ここで，式 (3.2)中に現れるひずみε(X)ならびに固有ひずみ場ピ(X)を式(3.3)へ導

入する.ついで，式(3.1)中第 2項に現れる eP(x)に対し，式(3.3)より得られるど(x)

を導入することにより以下の関係式が得られる.

U43kdl=C41141一 (Ckl(X))U1 (3.5) 

ただし，式 (3.5)中の(・ )uはunitcell内の体積平均を表す.

つづいて，式 (3.2)の右辺の勾配を取ることにより得られる平衡方程式

[ Ctf，.l (εkl(z)-41(z))13=0 (3.6) 

から，一様なひずみ場どと固有ひずみ場ピ(X)との関係式が次式のように得られる.

ε%1 = Ak1mnε;バ

Aω 笠 (0.ιq-Cspq) Cf;:mn 

市土∞ 舟

εpq(X) =去EJ'Fsprs(と)Iε;s (ピ)exp (~と・ (X -x')) dVx' 
νJO  
~ e 

品 l( と) = jhドお抑Kι似(jパ(ω6命t

一T己占さtZ〈Gバμω州ω(jμω悩1バρμμ(k“ωkバ凶(1+1己4土ううZ子計戸(i“ωωzべんω(j〆dkl， 日 ゐ/~ ， ~笠 (cqcq) 1/2 

(3.7) 

(3.8) 

ただし，式(3.8)中の νはマトリクス相のポアソン比を表し， ν=入/{2(入+μ)}である.

Nemat-Nasserらは，式 (3.8)の右辺に現れる被積分項に対し，固有ひずみ場どを通

常の等価介在物法(2)と同様に，体積 Qの介在物内部で一定とした e*= [2-1んどの匂

による平均化手法を用い，式(3.8)を式(3.5)へ代入することで，マクロに均質化され

た等価弾性テンソルUを次式のように表現している (6，7)

Cijk1 = cttq {ιqkl一 (A附ーらqkl)一1 } (3.9) 

なお，式 (3.9)中の Iは 4階の単位テンソル sは次式で示される 4階のテンソル

である.
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土∞

Sijkl =乞'FS5kl(と)Jg(と)g(ーと)
と

g(ト~In叫と州h
(3.10) 

ここで，式 (3.lOh中の J=fJ/Uはunitcell内における介在物相の体積分率， g(と)及

びg(ーと)は介在物形状に依存した形状効果を示す関数及びその複素共役を示す.

以上り定式化から，式 (3.lOhに示される介在物の形状効果は，介在物領域 Q に対

する exp(tx. e)の積分値として表現される.これまでに，だ円体，直方体ならびに円

柱状介在物を有する unitcellの解析において，式(3.9)による解析結果と実験値との比

較より，十分な精度にて巨視的な材料特性評価が可能であることが示されている (16)

なお本論文では，式 (3.9)による材料応答の評価法を一様化法 (Uniform Method) 

と呼ぶ.

一方，介在物領域内において固有ひずみ場が分布する場合においては，上記のよう

な平均操作ではなく，介在物領域 Q を叫個の部分領域に分割し，それぞれの領域内

で発生する固有ひずみとして部分領域仏(fJ=Uた1fJr)毎に一定の固有ひずみ場を対

応させる手法が提案されている (6，7) したがって，分割された領域仏毎に固有ひず

みを算出し，得られた固有ひずみ場を分割領域内の平均値に置きかえることによって，

式 (3.8)から巨視的な等価弾性テンソルを以下のように定式化している.

九kl=ゆq(ιqd 
(ALM)-1笠 εE{(Cふn-CSい)0ふ16TS-S31)

(3.11) 

ここで，式(3.11h中の 6rsはクロネッカーのデ、/レタ記号 srsは次式で表される 4階

のテンソル量である.

土∞

S[Jkl = 2:' FS~kl(と)Jsgr(と)gS(ーと)
と (3.12) 

グ(と)=UTexp(42尚

ただし，式 (3.12h中の Js= fJs/U(s = 1，2，.・.，ne)は S番目の部分領域の体積分率を

示している.
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Walkerらは，式 (3.1)，(3.2)より，部分分割毎に平均化されたひずみes(x)を求解

する形式に改め， unit cell内のひずみ分布を次式により表現している (11，12) 

ε;l=玄玄{drs+ R~fmn}csmn 

土∞、
RUKl=乞'FRZkl(と)rgr(と)gS(ーと

(3.13) 

と>(3.14) 

FRzふゐ似kμ以lバ(ωと心)=s可ym{cいごCi(はとι.cM
とe)見ι吋}(C~ι二μμkl 一C:九η叫ωk

以上から，巨視的及び微視的な変形応答が式(3.11)及び式(3.13)より算出される.このよ

うな定式化により，微視ー巨視構造を連成した変形応答が同時に評価可能となり，微視構

造を有する材料のマルチスケール解析手法として，その有用性が示されている (11，12) な

お，本論文においては式(3.11)による解析手法を部分分割法 (SubdivisionsMethod) 

と呼ぶことにする.

3.3 部分分割法による解析とその精度評価

3.3.1 数値解析モデル

以下では，巨視的一様変形の場を考え，微視的周期性の仮定の下，マトリクス (M)一

介在物相(口)からなる 2相複合材の unitcellに対して平面ひずみ問題の解析モデ、ル

を構築する.ついで，作成した解析モデ、ルに対して，式 (3.11hによる等価弾性定数

ならびに式 (3.13)より算出される unitcell内のひずみ分布の求解を行う.ここで，式

(3.10h及び式 (3.12hの計算には，式 (3.4)中の叫について 20項取ることで十分に解

が収れんすることを確認し，これより示す解析は向 =0，土 1，・・・， 土20としてい

る.このようにして得られた結果に対し， 2変数漸近展開法に基づく均質化理論 (17，19) 

(以下，均質化法と呼ぶ)を導入した有限要素法による解析結果と比較することにより，

Subdivisions Methodの精度評価を行った.

なお，これより示す解析結果は特定の複合材を想定せず，式 (3.11h及び式 (3.13)

による微視ー巨視的変形挙動の解析ならびにその精度評価を目的としているため，解

析条件である材料定数等はパラメトリクに与えることにした. したがって，これ以降

の問題に対しては特に断りのない限り，マトリクス一介在物相のヤング率 EM'Enを
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En/EM=3， 10，両相のポアソン比を νM=vn=O.3として解析を行う .

3.3.2 部分分割法における離散化精度の違いが解析結果に及ぼす影響

本節では，介在物内部の部分分割を格子状に配した ModelI(図 3.2-(a))ならびにマ

トリクス一介在物界面に発生する大きなひずみ勾配をより詳細に評価可能な ModelII 

(図 3.2-(b))の 2種類の解析モデ、ルについて，式 (3.13)による unitcell内のひずみ分

布ならポに式 (3.11hによる等価弾性定数の評価を行う.なお，マトリクス部分を加え

たunitcellは有限要素法における Mesh分割に相当しており，周期境界条件の下で均

質化法を導入した有限要素解析を行い比較を行った.

X2 X2 V
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d

X) 2d2 X) 

a
l
l
I
l
l
1
1
1
1
1
1
 

今
・'u

，G
 

う
'u

|2d1 I 

(a) Model 1 (b) Model 11 

Fig.3.2 Unit cell containing square inclusion. 

介在物の体積含有率を巧=35， 55vol.%， 両相の剛性比が En/EM=lOの場合に得

られる X2方向の等価弾性定数C22/CMを縦軸に，介在物内部を離散化した際，部分領

域の面積のばらつき度を示す分散 σ2を横軸にとったものを図 3.3に示す.なお，図

3.2-(b)はσ2勾 2.33X 10-3である.

Vf=55vol.%とした解析モデルにおいては，介在物領域の離散化に際し，部分領域

の面積の違いよる差が顕著に認められ，グラフ中破線で示した均質化法による解析結

果との対応が悪くなっている.これは，部分領域の面積の違いが大きくなった場合，

竹=35vol.%としたモデ、ルに比して，介在物内部に発生する大きな固有ひずみの分布

を精度良く表現していないことに起因する.
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部分領域

3.3 

Vf=55vol.%とした解析モデ、ルにおいては，介在物領域の離散化に際し，

の面積の違いよる差が顕著に認められ， グラフ中破線で示した均質化法による解析結

これは，部分領域の面積の違いが大きくなった場合，

Vf=35vol.%としたモデルに比して，介在物内部に発生する大きな固有ひずみの分布

を精度良く表現していないことに起因する.
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つづいて，Vf = 35vol. %とした解析モデ、ルに対し，図 3.2に示す各モデ、ルより得ら

れたひずみ値E22/弓2を図 3.4に示す.ここで図中のプロットは Xl，X2及びご軸上

のひずみ値に対応しており，節点での値は，隣接要素のひずみを平均化したもので対

応させている.

図から， ModelIにより算出されるひずみ分布と，均質化法により評価されたひずみ

分布との対応が良いことが分かる.しかしながら， Model IIから得られるひずみ値は，

異種界面近傍ならびに介在物中心部のひずみとも著しく異なる.その結果，式 (3.11h

により算出される巨視的な材料定数の精度も低下する.

一方， Subdivisions Methodと均質化法による材料特性評価において要した CPU

Timeを比較すると， Subdivisions Methodの場合，およそ半分の時間で解析結果が得

られることを確認している.このような計算時間の短縮は，式(3.1)を増分的に取り扱

う非線形問題 (8)~(12) 等の適用において有用であり，工学的にも非常に意味のあること

と言える.

以上より， ModelIによる固有ひずみ場を用いた解析手法にて，介在物を含有する

複合材の微視的変形挙動ならびに巨視的な機械的性質を高精度かっ高速度で、評価可能

なことが明らかとなった.

3.4 複合材の弾性特性評価

3.4.1 一方向繊維強化型複合材に対する弾性特性の評価

本節では，一方向繊維等の第 2相によって強化された複合材における強化相配置の

違いが，微視-巨視的な変形挙動に及ぼす影響について検討を行う.さらに比較のた

め，式 (3.9)に示した Uniform Methodより得られる解析結果も付記する.

今，強化相の配置ノミターンの違いに起因する微視構造の差異が，マクロな弾性応答

に及ぼす影響について検討するための解析モデ、ルとして，図 3.5に示すような平面ひ

ずみ引張を受ける基本単位領域を考える.なお，強化相の体積含有率及びその寸法を

Vf = 35vol.%及び2d1= 2d2とし，式 (3.11hによる求解に必要な部分分割は，(2dI)2， 

(2d2)2のいずれの領域とも， 100個の等面積規則分割とすることで計 200個の固有ひ

ずみ場を求解する問題に帰着させた.また，強化相の配置パターンの違いは，領域内

に 2つ配置した強化相の重心を基準として Xl方向に平行移動することで表現して
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いる.したがって，図 3.5中に示す角度 Oは 2つの強化相における重心とを結ぶ距

離と Xl軸方向への移動距離との正弦を示し，それぞれ， () =0， 15， 30及び45
0

とする

モデ、ルを構築した.

M 

咽睡

ーー2a1 

c"'l 
q 

x] I C'¥I 

2d2 

Fig.3.5 Computational model of unit cell containing two inclusions with vol-

ume fraction V， = 0.35. () indicates the relative location of the second 

inclusion. 

図 3.6に等価弾性定数をマトリクス相の弾性定数で正規化したc/cM と2つの強化

相配置の相対位置を表すノミラメータ Oとの関係を示す.なお，図中の×印で示されるプ

ロットは，Uniform Methodより算出された X2方向の等価弾性定数Z722/C8を示して

いる.En/EM=3及び10としたいずれの場合においても，。の増加とともにZ711/CM

が上昇し， Z722/CJZは低下を示すことが分かる.これは，強化相の配置上()=o。の場

合 X2方向lこ5齢、異方性を示すためである.さらに， () = 45 とした場合には，マク

ロな最大主せん断応力方向に強化相が配置されるため，せん断弾性定数C33/C/31が最

も大きくなっている.なお，以上の等価弾性定数の変化は，En/EM=10とした場合

により顕著となって現れることが確認される.

つづいて，En/EM=10及び()=15， 30。とした場合， Uniform MethodとSubdivisions

Methodより得られた C22/0:去を見ると，両者に大きな差異が認められる.これは，図

3.7に示す()=O，45
0

の場合に比して，強化相内部に固有ひずみ弓2/ε;2が大きな勾配

をもって分布するのを， Uniform Methodでは強化相内部で一定値として取り扱うため
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Fig.3.6 Overall moduli vs. distribution angle () defined in Fig.3.5. 

。

である.なお，図 3.7に示す分布の差異は，強化相配置の違いにより式 (3.12hに現れ

したがって， 固る強化相同士の相互作用に及ぼす影響が異なることに起因している.

Subdivisions 有ひずみ場が強化相内部で複雑に分布する問題の取り扱いにおいては，

Methodによる解析手法が極めて有用であることが明らかとなった.
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3.4.2 短繊維強化型複合材に対する弾性特性の評価

以下では，図 3.8に示すような矩形の強化相を第 2相として含有する短繊維強化型

複合材を想定し，強化相の配置パターンの違いが巨視的な変形応答に及ぼす影響につ

いて検討を行う.ここで，強化相の中心間距離2α1を一定とし，図中の O及びゆを O

'"'-'180
0

の範囲でパラメトリクに変化させることにより得られる unitcellを構築する.

また，図中の unitcell内に占める強化相の体積含有率Vfは15vol.%で一定とし 1つ

の強化相内部を 100個の等面積一様分割によって離散化することで，計200個の固有

ひずみ場の求解を行う問題へ帰着させる.なお，両相のヤング率比 En/EM及びポア

ソン比νM=均をそれぞれ 10及び0.3とし，構築した unitcellに対して平面応力引張

負荷の下で，巨視的な弾性特性を評価する.

Fig.3.8 Computational model of unit cell containing two short-fiber rein-

forcement composite materials. () andゆdefinethe inclination angles 

of two inclusions with respect to X2 coordinate and are varied from 0 

to 180
0

• 

図 3.9に，図 3.8中で定義された()，ゅの変化にともなうマクロな等価弾性定数c/cM

の変化を示す.。=ゆ =0。に対する X2方向ならびに()=ゆ=900 に対する Xl方向の

unit cellは，それぞれの荷重方向に対していずれも強し、異方性を示し，かっ強化相配置

の対称性より得られる等価弾性定数は同値となる.したがって，図 3.9-(a)，(b)に示す

ように， Z711/CZについては (()，4>) = (90¥901，Z722/C8については (()，ゆ)= (0¥0
0

)， 

(0¥180
0

)， (180¥0
0

)， (180¥180
0

) の 4点において，等価弾性定数は最大値δll/Ct[= 

C22/C!s.巴1.53を示した.さらに，いずれの場合においても，以上 5点(()，ゆ)より荷

重方向に対して強化相配置が変化すると，巨視的な弾性特性が著しく低下することが
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確認できる.したがって，本節で示す短繊維強化型複合材の弾性特性は，強化相配置

の違いに大きく影響を受けることを示している.

一方，図 3.9-(c)Iこ示すせん断弾性定数C33/C:1については，巨視的に等方体と見

なせる(()，ゆ)= (45¥1350

) 及び (135¥45
0

) の 2点で、最大値C33/C:1回1.26を示すもの

の， ()，ゅの変化に対して大きく変化しない.これより，短繊維強化型複合材の製造に

おいて生じる繊維の配向角度の違いが，せん断弾性定数に及ぼす影響は小さいと予測

される.

本節で構築した短繊維強化型複合材の解析モデ、/レは，強化相のみを有限個に離散化

し，所定の強化相体積含有率となるよう周期境界を規定した unitcellとしている.し

たがって，マトリクスの要素分割も必要とする有限要素解析に比して，効率よく数多

くの解析モデ、ルを作成することが可能である.そのため本解析手法は，複合材のよう

に数多くの因子がマクロな変形応答に及ぼす影響を評価する場合において有用である

といえる.



(a)で11/ci1 

(b)己2/C213

(c)己3/C話
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3.5 結 言

本章では，微視構造を有する材料のマルチスケール解析手法の一つで、ある Subdivi-

sions Methodの高精度化を行い 2変数漸近展開法に基づく均質化理論を導入した有

限要素法による解析結果との比較により，その解析精度を確認した.その結果， Sub-

divisions Methodにおいては，介在物領域内を等面積一様分割にて離散化することに

より，高精度の弾性特性評価が行えることが分かつた.また，均質化法による有限要

素解析に要する時間と比較し，およそ 1/2のCPU-Timeで微視一巨視レベルを連成し

た問題の求解が行えることを確認した.

つづいて，本解析手法を一方向繊維強化型複合材及ひ、短繊維強化型複合材に対して

適用し，強化相配置の違いが巨視的な弾性特性に及ぼす影響について検討を行った.そ

の結果，一方向繊維強化型複合材に対する弾性特性評価より，繊維の配向方向に対す

る横方向の巨視的な剛性が，繊維配置の違いに大きく依存し変化することを確認した.

さらにこの変化は，マトリクス一強化相の剛性比が大きい場合，強化相内部に発生す

る固有ひずみが大きくなるため，より顕著となって現れることが分かった.また，短繊

維強化型複合材の弾性特性の評価から，巨視的な剛性は，繊維の配置パターンの違い

により著しい変化を示し，その最大値と最小値との間で約 25%の差異を生ずることを

確認した.一方，巨視的なせん断剛性に対して生ずる差異が 5%程度であることより，

繊維の配置パターンの違いがせん断弾性定数に及ぼす影響は小さいことが分かつた.
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第4章

平面ひずみ引張を受ける粒子強化型

複合材の変形挙動

4.1 緒言

各種工業分野において多用されている複合材は，マトリクス相中に含有する強化材

の機械的特性，配合のパターン，強化材形状等を適切に設定することで，単一材では

得ることのできない良好な機械的特性を実現できる.このような複合材は，主に粒子

強化系，分散強化系，繊維強化系ならびに積層型複合材等に分類されており，要請さ

れる使用環境ならびに強度に応じて選択し使用されている (1) この中で，粒子強化系

複合材に注目すると，変形の大部分はマトリクス相によって吸収され，その変形が強

化材の粒子径，体積含有率及び、配置パターンによって大きく変化することが知られて

いる (2) また，材料を構成する微視的な組織の特徴長さと同程度の領域に変形が集中

すると特徴長さに依存した応答が顕在化し，その変形挙動ならびに機械的性質が通常

の材料とは異なり，特徴長さに依存することが実験 (3)~(6) 及び理論的 (6)~(15) に明らか

にされている.したがって，粒子強化型複合材の力学的挙動を評価するためには，強

化材の粒子径，体積含有率及び、配置ノミターンなどの特徴長さが，複合材の巨視的な変

形応答に及ぼす影響を再現可能な力学モデルの構築が望まれている.

このような要請の中，通常の構成式に高次のひずみ勾配項を導入することで間接的

に材料の特徴長さを考慮可能な形式に一般化し，有限要素法を用いて粒子強化型複合

材の変形挙動の解析を行った研究がある (16) そこでは，単軸引張を受ける粒子強化型

複合材の単位領域に対する有限要素シミュレーションから，強化材粒子径，体積含有

率及び配置パターンの違いが，複合材の変形挙動ならびに変形抵抗に及ぼす影響につ

67 
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いて検討されている.しかしながら，巨視的な負荷方向が限定された場合の研究であ

るため，同解析手法を任意の巨視的な外力及び変形拘束下での変形へ適用することが

できない.

一方，微視構造を有する材料に対して，任意の巨視的な外力及び変形拘束下におけ

る変形挙動の解析を可能とする有力な手法として 2変数漸近展開法に基づく均質化理

論 (17，18)がある.この手法は，複合材を均質材と見なすことが可能な構造物全体のス

ケールモ，含有粒子及び強化繊維といった微視構造のスケールにおける変形の連成を

陽な形式で表すことを可能とする.これまでに，弾性問題の解析 (19)~(22) が行われた

後，時間非依存 (23)~(26) ならびに時間依存 (27) の弾塑性変形解析等が報告されている.

しかしながら，これらの解析結果は，通常の局所形で記述される構成式を導入したも

のであるため，粒子強化型複合材に見られるようなマトリクス相の変形の特徴長さ依

存性が，巨視的変形挙動に及ぼす影響について考慮することができない.

そこで本章では，弾粘塑性体の構成式中に高次のひずみ勾配項を導入することによ

り間接的に特徴長さを考慮可能とする構成式 (14)を均質化法に導入し，任意の巨視的

変形下における粒子強化型複合材の変形応答の数値シミュレーションモデ、ルの構築を

行う.ついで，これを用いた有限要素解析により，粒子強化型複合材の強化材粒子径，

体積含有率及び配置パターンに加えて，負荷方向の違いが巨視的な変形応答ならびに

変形抵抗に及ぼす影響を明らかにする.

4.2 解析モデル

4.2.1 ひずみ勾配依存形構成式

本研究で解析対象とする粒子強化型複合材では，変形の大部分がマトリクス相にお

いて吸収される.したがって，マトリクス中に含有する強化粒子の存在に強く依存した

大きな非弾性変形が発生する.そこで，このようなマトリクスの変形応答を表現するた

めの構成式として，弾粘塑性体の構成式(28)を用いる.大きな時間増分に対して安定し

た解析を可能とするために，接線係数法 (29)を用いて弾粘塑性体の構成式を Kirchhoff

応力の速度 Sとひずみ速度テンソルtの関係式として表示すると次式 (30)となる.

Sij = Lijk1i (4.1) 
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ここで，Lは接線剛性係数を P'は緩和応力速度を示す.これら諸量の詳細につい

ては， 2.2.1節にて具体形を示したのでここでは再記を行わない.

構成式(4.1)は，任意の一点の応力をその点におけるひずみ及びひずみ速度によって

表現する局所形式になっている.このような構成式へひずみ勾配依存性項を導入する

ことにより，構成式を間接的に特徴長さを考慮、可能な形式へ一般化し，強化相粒子間

の微視的な領域へ変形が局在化することで、顕在化するマトリクス相の変形挙動の特徴

長さ依存性を現象論的に表現する.このような材料の応答のひずみ勾配依存性の導入

については，これまでにいくつかの文献(7)~(14) において詳細が述べられている.本章

では，式(4.2)に示すように，マトリクス相の流れ応力に対して相当粘塑性ひずみにラ

プラシアンを施した項を付加することで取り扱いの容易な形式にてひずみ勾配項を導

入する.

/戸p¥n I .z，:vp¥m 

万=σ0(1+二一)い+ニァ 1-C¥lヤp (4.2) 
¥εo  /¥εo  } 

ただし，上式中の σ0，ε0，Eo，η 及び m は材料固有の定数である.また，右辺第 2

項はひずみ勾配依存性を示す項であり，係数 Cは材料のひずみ勾配依存性の程度を示

す定数で力の単位を持つ.ここでC=oは，従来の局所形構成式に帰着する.

式 (4.2)を用いて材料の変形応答を表すためには，導入したパラメータ Cの値を決

定する必要がある.その手法については現在も研究が進められており，実験的に観測

されたせん断帯幅とシミュレーション結果から得られるせん断帯幅が一致するように

決定する方法 (3，4)，マイクロメカニカルモデル (12)による決定法等がこれまでに提案

されている.本研究では，特定の材料を想定することなく，粒子強化型複合材の変形

応答に及ぼす強化材粒子の体積含有率，粒子径，配置ノミターン及び負荷方向等の影響

を検討することを目的としているため，ひずみ勾配係数 C値はパラメトリクに与える

こととした.式(4.2)の形式で材料の流れ応力を記述し，応力速度一ひずみ速度関係式

(4.1)へ導入することにより，ひずみ勾配依存形式に一般化された弾粘塑性構成式が得

られる.

4.2.2 ひずみ一ひずみ速度依存性体に対する均質化法

大きな変形をともなう弾塑性境界値問題に対応すべく，現変形状態を基準とする更

新ラグランジュ法に基づ、く線形方程式へ通常の均質化法 (17，18， 19)を応用することによ

り，これまでに弾塑性変形 (23，24， 25)や大変形の均質化理論 (31)が定式化されている.以
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下では，文献[27]で示された時間依存型の均質化理論に基づき，ひずみ一ひずみ速度

依存性体に対する均質化法の定式化を行う.

図 4.1に示すような現変形状態における物体の体積を n，表面積を S，Sの一部

品上に作用する表面力及び残りの表面丸における変位速度をそれぞれ P 及びりと

し，準静的な変形を扱うものとして物体力は無視する.文献 [27]にしたがえば，構成

式 (4.1)を仮想仕事の原理式 (30)に導入した後，式中に現れる可容変位速度向及び変

位速度りを X，Yの 2変数関数として扱うことにより，ひずみーひずみ速度依存体

に対して一般化した以下の式を得る.

unit cell 

Xi 

Fig.4.1 Global and local problems with two spatial scales. 

r r ・ " d引zlθ6Vi''"'' r l|LZEOI(u)-phσH + T H  」 |--dO-lR6tlids(4.3) んlL.Jijkl-'-'kl ¥ U J .L ij 1. U ij I I ijkl dXl JθXj ーんt

LZkl=古川Lijk1-吋 (35+諭]dY， 

R7=UIRj-吋(な+号)]ι~ (4.4) 

σ5=制 σ吋設ι

dl=制 (σ什句読)dY 

4M42(U)-i(努+努片付)+ ~ (号+設) μ5) 

勾(X，y) = Lijkli~I(X ， y) -弓 (4.6)
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なお，式(4.3)，(4めは巨視的方程式を，式(4.5)，(4.6)は微視的発展式を表している.

ここで，式 (4.5)中の Eoは，全体構造内でのひずみ速度(巨視的ひずみ速度)を表し，

χkl φは特性変位関数と呼ばれる unitcellに関する方程式であり，次式から求解され

るY-periodicを満足する関数である.

r r T 1 (8X;1 θχj「 v叶恥 f L ILijpq~ (~一一 + ~ó1~.q 1+σqjdpi -~よ|こ一二dY= L (Lijkl+σ〆μ)ニユdY
んl~zJPq2 ¥θYq θYp) I ~qJVpz θYq JθYj ん θdYj (4.7) 

χkl ••• Y _ periodic 

r I T 1 (θ仇 θゆ1¥θ仇 18d引 fI I L~ t. l':' I -_T'" +一一 1+σ 一一一I~_vvz dY = I P!~ ニニユdY
んlLlij巧 θUITθYk) ， 町内mJθYj んリ旬 (4.8) 

φ. .. Y -periodic 

ここで，式(4.3)-----(4.8)に現れる σはCauchy応力を表す.

以上から，微視構造について解くべきがI及び φは，微視構造の形態と式 (4.2)の

寸法効果を表す定数のみに依存しており，全体構造のひずみ，応力等から独立して算

出することが出来る.一方，このようにして得られた特性変位を，式(4.4)の巨視的特

性量に導入し巨視的平衡方程式(4.3)の求解を行うため，微視構造とは独立して巨視的

な変形応答が得られる.

4.3 粒子強化型複合材の解析モデル

4.3.1 数値シミュレーションモデル

図 4.2に平面ひずみ引張を受ける粒子強化型複合材の微視構造モデ、ルを示す.巨視

的構造内の任意点近傍領域において強化粒子が規則的に配列しているとの仮定より，

マトリクス相一介在物相からなる基本単位領域を解析対象としている.ここで，マト

リクス相はひずみ勾配依存形構成式 (c=co)及びひずみ勾配非依存形構成式 (c=O)

で支配される弾粘塑性体とし，強化相は等方弾性体と仮定した.図 4.2-(c)に示す基本

単位領域を四角形要素単位で 1024個に規則分割し， Crossed Triangles要素によって

構成した.なお，本解析モデルにおいては無変形時の粒子形状に正方形を想定してお

り，以下に述べる粒子径 dはその一辺の長さに対応している.ここで，異種材料界面
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↑↑ U 
2W 

Xl (b )Periodic microstructure 

(a)Macroscopic region (c)Unit cell 

Fig.4.2 Computational model of particle reinforced composite material. 

におけるマトリクス相と強化相との聞に相対的なすべりは発生しないものとして解析

を行二っている.

一方，巨視構造については図 4.2-(a)に示すように，平均ひずみ速度 u/Lが 2.0x 

10-3 [sec-1
]となるように端面変位速度を与え一様引張となるような変形としている.

なお，図 4.2-(b)に示す Oは，巨視構造の X2軸と微視構造のめ軸とのなす角度を表

しており，。をパラメトリクに変化させることにより，負荷方向の違いが巨視的な変

形挙動に及ぼす影響を検討する.

本研究は特定の材料を対象とした解析ではないが，シミュレーションにはマトリクス

相及び強化相についてそれぞれ， Al及びSiCとほぼ同じ材料定数を用いることで，粒

子強化型複合材料のモデル化を行った.なお，解析に用いた材料定数を表 4.1に示す.

Table 4.1 Material parameters. 

Matrix Reinforcement 

E Elasticity modulus [GPa] 69.0 450 

ν Poisson's ratio 0.333 0.170 

σys Yield stress [MPa] 275.0 

η Strain hardening exponent 0.250 

m Strain-rate sensitivity exponent 0.024 

ε。Reference strain 0.002 

ε。Reference strain-rate [sec-1
] 0.002 
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4.3.2 ひずみ勾配項の評価

構成式(4.2)中にひずみ勾配項を包含する場合，要素間で高次の変位速度勾配の連続

性が要請される.これまでに，変位速度と相当粘塑性ひずみ速度を独立変数とした混

合形の変分原理を用いることにより，要素間で要請される変位速度勾配の連続性の次

数を減じた混合形有限要素法が提案されている (32) そして，ひずみ勾配依存形構成式

にしたがう材料の変形の局所化挙動シミュレーションにおいて，提案された混合形有

限要素法を用いて得られた結果と，通常の変位形有限要素法によって得られた結果と

の比較を行い，後者により十分な精度の解が得られることを確認している (32) そこで

本研究においても，変位速度勾配の連続性に特別の配慮をしない変位形有限要素法を

用いた数値シミュレーションにより，粒子強化型複合材の変形挙動の評価を行うこと

とした.

ここで，ひずみ勾配項の流れ応力に及ぼす影響を表す式 (4.2)における C値は，図

4.2-(c)に示すように，基準の要素分割32x32としたときの四角形要素の幅(ω =W/16) 

に相当する ω とマトリクス相の初期降伏応力円sを用いて Co=360σysω2(=0.05[N]) 

としている.なお，マトリクス相のひずみ勾配は，文献 (16)の手法を用いて評価した.

4.4 数値シミュレーション結果及び考察

4.4.1 強化材の体積含有率・粒子径及び負荷方向の違いが巨視的な変

形応答に及ぼす影響

本節では，マトリクス一強化相からなる基本単位領域に対して，強化材の体積含有率

Vj • 粒子径 d 及び巨視的な負荷方向の違いを示す O が異なる複合材の解析モデ、ルを作

成し，これら微視構造の違いが巨視的な変形挙動ならびに変形抵抗に及ぼす影響につい

て検討する.強化材の体積含有率は巧=25，44.4vol.%.粒子径 dは24及び 12[μm]の

複合材に対して，負荷方向。をパラメトリクに変化させたものを解析対象とした.な

お各解析モデ、ルの要素分割数は，巧=25vol.%とした時に四角形要素単位で図 4.2-(c)

に示すような 32x 32の規則格子により分割を行い. lケ=44.4vol.%については，一つ

の四角形要素形状及び寸法を等しくするよう選択をしたため，その分割数を 24x 24と

している.

巨視的一様変形の仮定の下，巨視的平均ひずみu/L = 0.01， 0.03， 0.05において，図
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4.2-(a) に発生する応力場より算出される巨視的最大主応力値 ~max の変化を図 4.2 に

示す.V，=const.の下では，マトリクス相の流れ応力の評価に c=coとするひずみ勾

配依存形構成式を導入したモデルによって得られる ~max 値が ， C=Oとするひずみ勾

配無依存形構成式により得られる値よりも大きな値を示しており，平均ひずみの増大

とともにその傾向が顕著となる.また，負荷方向。の増加とともに ~max 値は低下す

るものの，()=const.の下では，強化粒子の体積含有率 v，を大きく，粒子径 dを小寸

法とすちことにより，巨視的な変形抵抗を増大させることが可能であることが確認さ

れる.これは，マトリクス相の変形応答をひずみ勾配依存形構成式により表現するこ

とで，実験で報告されている複合材の変形挙動の粒子寸法，体積含有率依存性強度 (2)

をシミュレーションにて再現可能であることを示している.
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つづいて，負荷方向。の変化により巨視的な変形抵抗に著しい差異を生ずることに

ついて検討を加えるために，Vf=25vol.%， 0=0，450
の場合に平均ひずみu/L=0.05の

ときに得られた相当粘塑性ひずみの分布を図4.4に示す.C=O， 0=45
0
としたモデ、ル

は，マトリクス相の全領域で変形を吸収し大きな岡IJ性の低下を示すのに対して，0=0。

においては，強化粒子のコーナ一部近傍及びこの点を起点として進展する高ひずみ域

が結合する箇所にて，著しいひずみ集中を生ずる.このようなマトリクス相に発生す

るひず1場の違いにより，巨視的な変形抵抗に大きな差異を生ずる.さらに，マトリ

クス相の変形応答の評価にひずみ勾配依存形構成式を導入した場合の解析結果に及ぼ

す Oの影響を見るために，図4.5に相当粘塑性ひずみの 2次勾配の分布を示す.強化

粒子径 dを小寸法とした複合材モデル図 4.5-(b)においては，マトリクス相に大きな

ひずみ勾配を発生し，巨視的な変形抵抗の増大に寄与するーマ2"[叩三 0の領域が占め

る面積も増加する.また，Vf = 44.4vol.%とした場合の結果を示す図4.5-ii)から，Vf 

の増加により，変形を吸収する強化材聞のマトリクス相領域が狭くなるため，大きな

ひずみ勾配を発生することが分かる.しかしながら，いずれの巧においても Oの増

加とともに，_¥72"[叩 >0の領域が占める面積が小さくなっていることが確認される.

したがって，粒子強化型複合材の強化機構である強化粒子を，小寸法かっ体積含有率

を大きくとっても，。の増加とともにその機能が低下するため，巨視的な変形抵抗の

増大が期待出来ないことを示している.

なお，ひずみ勾配依存形構成式を導入することにより，図 4.4に見られる C=Oにお

けるコーナー部近傍の変形集中は抑制され，高ひずみ域が拡散する.これは，文献 (16)

で示された解析結果に対応している.
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4.4.2 強化材の配置パターン及び負荷方向の違いが巨視的な変形応答

に及ぼす影響

2W 

Pattern 1 、

4W 

Pattern 11 

(a)Periodic microstructure (b)Unit cell 

Fig.4.6 Different pattern of reinforcement particles location in composite ma-

terial and corresponding finite element meshes. 

以下では，粒子強化型複合材の強化粒子配置及び巨視的な負荷方向が異なる複合材

の解析モデ、ルを作成し，これら複合材の巨視的な変形特性に及ぼす影響について検討

する.微視的周期性を満足する条件下において，強化材の配置ノミターンを考えた場合，

多くの自由度があるが，ここでは，図 4.6に示すような (a)格子状 (Pattern1)ならび

に (a)の配置の規則性を緩和した (b)千鳥状 (Pattern11)に強化粒子が配置されてい

る 2つのモデルについて数値シミュレーションを行った.なお，図 4.6-(b)示される

Pattern 1及び11の要素数は，要素寸法及びその形状が等しくなるように作成し，それ

ぞれ32x 32及び64x 32とした.また，両モデルとも竹=25.0vol.%， d=24(μm]一

定とした複合材のモデ‘ルを解析対象としている.

2つの強化材配置パターンの複合材に対して，負荷方向。=0，30。とした場合の無

次元化平均応力δ/σ仰と平均ひずみu/Lの関係を図 4.7に示す.前節において検討した
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ように，マトリクス相の変形応答にひずみ勾配依存形構成式を導入したモデルは，巨

視的な変形応答に粒子寸法依存性が付与される.したがって，c=oによるシミュレー

ション結果に比して，いずれの場合においても大きな変形抵抗を示す.また，配置ノミ

ターンの違いが巨視的な変形抵抗に及ぼす影響は，構成式の違いによらず， () = 0，30
0 

とした場合，u/L=0.05において δ/σysの値に 2倍程度の差異を生ずる.これは，巨

視的な変形抵抗が強化材配置ならびに負荷方向の違いに大きく依存することを示して

し、る.

5 

4 

ヒf3
-、lt> 2 

。

Pattem 1; 8=O[deg.] 

一一一 c=o

Pattem II; 8=O[deg.] 

Pattem II; 8=30[deg.] 

一一.C=Co; d=24μm 

Fig.4.7 A verage stress-strain relation for different loading direction () = 0 and 

30
0 

with different pattern of reinforcement particle. 

つづいて，各強化材配置ノ号ターンに対してc=Oより得られる相当粘塑性ひずみ及び

c=c。より得られる相当粘塑性ひずみの 2次勾配の分布を，図4.8に示す.図4.8-(a)

に見られる単位領域内部の変形の進行は， Pattern 11とする強化材配置の場合におい

ても，高ひずみ域はマトリクスー強化相界面のコーナ一部近傍より生じ，ついでこの

ひずみ域が結合したバンド状の変形域を形成している.この変形挙動は，強化材配置

に強く依存しており， ()=O。とした複合材モデ、ルに対して， Pattern 11の高ひずみ域の

幅は Pattern1の場合よりも大きくなっている.これは， Pattern 1においてマトリク

ス相のより狭い領域にてひずみ集中が起こるためであり，図4.8ー(b)からも，大きなひ

ずみ勾配が発生する領域が，マトリクス相全体に占める割合が高いことが確認される.
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一方， 0=30
0

においては，Pattern 11の強化材配置とする複合材モデ、ルの方が，大き

なひずみ勾配を発生するため，図 4.7に示すように，巨視的な変形抵抗が Pattern1の

それに比して大きくなる.
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Figι8 Distribution of (a)representative viscoplastic strain and (b )positive 

strain gradient term (-'ÿ'2~p ミ 0) for different particulate-reinforced 

composite materials with different particle distribution under differ-

ent loading direction at u/L=0.05. 
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4.5 結言

本研究では，ひずみ勾配依存形構成式を 2変数漸近展開理論に基づく均質化法へ導

入することにより，任意の巨視的変形下での粒子強化型複合材の特徴長さに依存した

変形応答の数値シミュレーションモデルを構築した.ついで，これを用いた粒子強化

型複合材の有限要素シミュレーションより，強化材の体積含有率，粒子寸法，配置ノミ

ターン及び巨視的負荷方向の違いが，巨視的な変形特性に及ぼす影響について検討を

行い，以下の結論を得た.

強化粒子径を一定とする場合，強化材の体積含有率の増加にともない，複合材内部

の強化粒子間関が減少するため，マトリクス相に大きなひずみ勾配が発生する.その

結果，体積含有率一定の下では，粒子径を小寸法とすることにより，複合材の変形抵

抗が増加することを確認した.また，マトリクス相に生ずるひずみ勾配項の大きさは，

強化材配置ならびに巨視的な負荷方向の違いに大きく依存し，その結果，複合材とし

ての変形抵抗が著しく変化することを示した.以上の結果は，粒子寸法を小さく，使

用環境下の力学状態に応じて，マトリクス相に発生するひずみ勾配項を大きくするよ

うな粒子配置を選択することにより，複合材の変形抵抗を増大させることが可能であ

ることを示唆している.

なお，本章で示した解析モデルは，特定の複合材を対象としたシミュレーション結

果でないものの，実験によって報告されている粒子強化型複合材の力学特性を数値シ

ミュレーションによって再現することができた.
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第5章

平面応力引張を受けるイ相含有Ni基

単結晶超合金の変形挙動

5.1 緒言

Ni基単結晶超合金(スーパーアロイ)は，面心立方晶の固溶体相である γマトリク

ス相中に，同じく面心立方晶の規則相 (γ 相)を溶体化処理一加熱時効処理プロセス

によって高体積率でかつ 0.5μm程度で微細析出させた 2相整合組織である (1) この

材料は，高温度，長時間の使用に際しても， γ/γ'相聞の界面における整合性が極めて

良好であり，微細析出相である γ相の凝集粗大化が抑制されるなどの理由から非常に

優れた高温強度特性を有している (2) 特に近年においては，燃焼特性の高効率化及び

CO2， NOxの排出抑制等に代表される環境面の配慮から，超高温1500
0

C級のタービン

プレードが開発 (3)されており，ガスタービン動翼，ジェットエンジン及び核反応炉等

の高温部材として広く使用され，その開発が注目されている.

このような Ni基スーパーアロイの強化機構である γ'相析出プロセスに対する研究

は，これまでに多く行われており，添加元素の違いが析出プロセスに及ぼす影響を検

討した (4，5)ものや， γマトリクス中からの析出プロセスを解明するために Lifshitz-

Slyozov(6)及びWagner(7)の提案した拡散律則に基づく LSW理論へγ/γ相聞の弾性ひ

ずみエネルギを考慮、した修正 LSW理論 (MLSW理論)による解析 (8)等が報告されて

いる.一方， γ'相含有 Ni基スーパーアロイの機械的特性に関しては，数多くの実験

的ならびに理論的報告 (9)があり， γ/γ相関の格子misfitの違いにより生ずる残留応力

場を有限要素解析により明らかした例 (10，11)や，同材料のクリープ特性 (12，13， 14)等の

研究が行われている.しかしながら，このような単結晶合金の機械的特性は，その結

86 
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晶方位と γ'相形状及び γ相の体積含有率等に起因した顕著な異方性を示すことが知

られており，これら微視構造を有する特性が合金の機械的特性に及ぼす影響について

は，十分な研究がなされていないようである.そのような中， Asaroによって提案さ

れた結晶塑性モデ、ル (15)を導入した同材料の有限要素シミュレーションが行われ， γ'

相形状，体積含有率ならびにγ/γ'両相の結晶方位に依存した微視的な不均一性が，巨

視的な変形応答に及ぼす影響について検討を行っている (16) しかしながら，巨視的な

負荷方向を限定した場合の研究であるため，同解析手法を任意の巨視的な外力及び変

形拘束下での変形へ適用することができない.

そこで本章では，結晶材料に見られる結晶方位に起因した顕著な異方性を忠実に表

現するために，結晶塑性理論を用いて定式化された構成式を 2.3節で得られた均質化

法へ導入した有限要素法の定式化を行う.ついで， γ/γ'相聞の幾何学的配置における

微視的周期性を仮定することにより単位モデルを作成し， γ相の形状，体積含有率に

加え，結晶方位の違いが巨視的な変形応答に及ぼす影響について詳細な検討を行う.

5.2 解析モデル及び解析条件

5.2.1 結晶構造に起因する弾・塑性異方性を考慮した均質化法

本節では， 2.3節にて定式化したひずみーひずみ速度依存性体に対する均質化法へ結

晶体の構成式(2.107)を導入することにより， γ'相含有Ni基スーパーアロイの数値モ

デ、ルを構築する.

今， 2.3節にしたがえば，結晶体に対する構成式 (2.107)を物体力の項を無視した仮

想仕事の原理式 (17)に導入することにより，全体構造及び微視構造に対する方程式は

それぞれ以下のように表すことができる.

lr 叫lM引I~ふIEL(り)-Pd+σij 川:jkl広|高知=ん郎VidS

1 (βxf.l βX~l ¥ i:，o I ¥ ， 1 (θ仇 θゆj¥
4(川)= E~(り) -~ l言+BtEL(匂)+ "2同十万五)

SZ(ZJ)=CZ3d 

(5.1) 

(5.2) 

(5.3) 

なお，式(5.1)中の上付き Hで示される諸量はそれぞれミクロ場にて均質化された量
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を示し，その具体形については次式のように表される.

円 H _ 1 r rρρ1  (θχ:jBθχ~j ¥ 1 -1V 

し ijklニ同ん lVijkl- Vij巧〔石JT万石)J Ul  

r 1，"， .....(0) ;(，.¥ /'f 1 (θ仇 θゆ1¥ I 
月=-llZRU)f(α)-Cijkl~ (ー+-i|IYI}y I白 t

J
IO:12¥.θYl θYk)] 

σH 1 r ~θ仇 J一一---..
ij一IYI}yvmJθYm 

H ー土 Irσ/or5"，ー σ 生町dY 
ijkl一 IYI}y ¥VIJ れ 町内m)

(5.4) 

また式 (5.2)中のχ?l，仇はunitcellに関する式 (5.5)，(5.6)により求解される特性変位

であり， Y -periodic条件を満足する.

r r ~ 1 (βX~l βX~l\βγ~ll ar5引 rI ~ ~ ¥ ar5引
j|C-l-L+-i l+σdpi-L|-JdY=j (C3kl+σlj r5ki ) ー~dYんl'-'lJpq 2 ¥.θYq θYp) θYq JθYj }y ¥ '-'lJIO:I I v IJθr5Yj 

χkl ... Y _ periodic 

rl 行..~ (笠L笠~\ム庁笠~I 笠Vi rlV _ rヤ ロ(α)針。)笠VirlV 

んl円 3削 2¥.θYl θYk) I vmJθYmJθYj ーんケー1JJ θ6ujA 

φ. .. Y -periodic 

(5.5) 

(5.6) 

以上の式を有限要素法を用いて解くことにより，微視構造におけるひずみ，応力分布

ならびに全体構造におけるひずみ，応力分布を求めることができる.

5.2.2 "相含有Ni基スーパーアロイの数値モデル

図5.1に平面応力引張を受ける Ni基スーパーアロイの微視構造モデ、ルを示す.図中

の(110)面を含む薄板内において， γ'相が格子状に規則正しく配列するとの仮定より，

図5.1中の破線部分に示す微視構造内の単位セルを解析対象としメッシュ分割を行っ

た.解析モデ、ルは図 5.2に示すように， γマトリクス相に対応する白色部分及びγ'析

出相に対応す石灰色部分のそれぞれを 200及び300分割の合計500個の四角形要素単

位で分割を行い，各四角形要素を CrossedTriangle要素によって構成した.なお， γ

マトリクス相に規則的に配列する γ'相の形状には"('相の析出を行う溶体化処理一

加熱時効時に見られる実形状を想定した Mullerらの解析 (10)を参考に，次の 3種類;

(a)square， (b)butterfly， (c)circleとするモデ、ルを作成した.ここで，各要素分割とも

uIIit cell内における γ'相の体積含有率Vfは，図 5.3に示す実材料の FEG-TEMによ

る組成分析結果より Vf=70vol.%としている.
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Fig.5.1 Computational model for Ni-based superalloy containing γphase 

precipitation. 

square butterfly circ1e 

Fig.5.2 FE-mesh for microscopic region with three type morphology ofγ 

phase precipitation Vf = 70vol. %. 

Fig.5.3 Typical microstructure of Ni-based superalloy (CMSX-4) with γ-

phase precipitation obtained through SEM (x5000). The γphase 

precipitates appear in black while the γchannels are white. 
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川<110>

11<001ノ z x 

Fig.5.4 Crystal orientation and twelve slip systems. The left and right illus-

tration indicate [001] and [110] loading direction corresponding the 

crystallographic orientations， respectively. 

解析は巨視的一様引張問題となるような変形を考え，全体構造の境界条件として上

端面に一定の変位速度u= 10-3[sec-1]を付与した.なお，図 5.1に示す端面変位 uを

プ、ロックの初期長さ Lで正規化した平均ひずみ u/Lが1.5%に達するまで引張変形を

与えている.一方，微視構造内の境界条件はunitcellに周期境界条件を付与し，平面応

力問題の仮定から，式(5.5)よりは11χ22χ12)の 3モード，式 (5.6)より φの 1モー

ドの計 4モードの特性変位関数求解を行う.つづいて，負荷方向に対応した結晶方位

の違いがマクロな変形挙動に及ぼす影響を検討するために，図 5.1に示すような (110)

面内で結晶方位を (001)(以下， [001]loadingと呼ぶ.)， (110) (以下， [110]loadingと

呼ぶ.)とする 2種類の解析モデ、ルを作成した.また， γ相を弾粘塑性体， γ'相を弾

性体と仮定し， γ相については図 5.4に示すf.c.c.結晶体の 12すべり方位を与えてい

る.ここで， 12すべり系を用いたf.c.c.構造の平面応力解析には，面に垂直な方向の

応力を零とするように配慮、して解析を行う[付録A参照](18).なお，実材料の精密な単

軸引張試験結果と結品塑性理論を用いたハイブリッド有限要素解析により同定された

異方性ノミラメータ (16)を導入することにより， γ/γ 両相とも弾性体の直交異方性を考

慮、している.

表5.1に， γ/γ'両相の異方性パラメータ及び式(2.95)中の材料定数ho，70，九を示す.
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Table 5.1 Anisotropic parameters for γmatrix and γprecipitation. 

C11 C12 C44 h。 TO Ts 

[ GPa] [MPa] 

γmatrix 210 140 92 267.0 255.5 262.4 

γI precipitation 230 155 98 

5.3 γf相形状及び、γ/γr両相の結晶方位の違いが巨視的な

変形挙動に及ぼす影響

本節では， γ相形状及びγ/γ'両相の結晶方位に対応した巨視的な負荷方向の違いが巨

視的な変形挙動に及ぼす影響について検討するため， γ相形状を (a)square，(b)butterfiy 

及び(c)circleとした unitcellに対する解析結果を示す.

図5.5に，図 5.1中の端面平均応力 5と巨視的な解析対象であるブロックの初期長

さLで正規化した平均ひずみ u/Lとの関係を示す.なお，図中の二点鎖線は γ単相

からなる単結晶体の単軸引張シミュレーション結果を， 口 は (001)方向に対する単軸

引張試験結果を示している. [OOl]loadingの場合， γ'相形状の違いによる巨視的な変

形挙動の差異が小さいのに対し， [110]loadingとした場合は， γ'相形状に依存した巨

視的変形挙動が顕著となることが確認される.この結果に説明を加えるために，図 5.7

""'5.9にu/L=0.015時点の各すべり系 (α)におけるせん断ひずみ速度守(α)の分布を示

す.ここで，各すべり系の番号は図 5.4に対応していることを付記しておく.なお，す

べり系 3，6， 9及び 12におけるせん断ひずみ速度の値は，ほぼ Oで、あったため分布図

を示していない.また，図 5.10にu/L=0.015時点の相当粘塑性ひずみ {VPの分布を

示す.

単結晶体の単軸引張シミュレーション結果(16)は，図 5.6に示すように，塑性変形

に寄与する活動すべり系の数が， [OO1]loadingの場合に 1，2， 4， 5， 7， 8， 10， 11の計 8

すべり系， [110]loadingの場合に 1，2，4，5の計 4すべり系である.しかしながら，図

5.7""'5.9に示す結果は，いずれの γ'形状に対しても [OOl]loadingの場合が 7，8，10， 11 

の計 4つ， [110]loadingの場合が上記の 4つに加え 1，2ヲ 4，5のすべり系でも塑性変

形を駆動していることが分かる.これは，分解せん断応力 T(α)が式 (2.84)に表される
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Fig.5.5 Effects of γ'-phase morphologies and crystallographic orientation on 

average stress-strain relations. 
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Fig.5.6 Shearing strain rate vs. average strain for the γ-matrix material 

withoutγ'-phase precipitates(16). 

Schmid則で与えられており， γ'相の存在に起因する不均一変形により巨視的な負荷

方向以外の応力成分が分解せん断応力に影響を及ぼすためである.ついで図 5.10よ

り， [001 ]loadingでは，変形の大部分を巨視的な引張方向に直交した γ相内の領域(以
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下， γverticalchannelと呼ぶ.)で吸収するのに対し， [110]loadingでは，活動するす

べり系の増加により， γ-verticalchannelに加え，巨視的な引張方向に平行な γ相内

の領域(以下， γhorizontalchannelと呼ぶ.)においても変形の吸収が起こる.さら

にγ形状の違いにより， γ相中に分布する高ひずみ領域のパターンが著しく異なるこ

とが観察される.特に， γ相形状を circleとした場合には， γ-horizontalchannel及び

γ-vertical channelが非常に狭くなっており，この部分に生ずる応力集中に起因して分

解せん断応力が増加し，大きな塑性すべり変形を駆動する.その結果，他の γ'形状と

するモデ、ルに比して，巨視的な変形抵抗が小さくなる.

以上から， γ形状及び結晶方位の違いにより，微視領域における変形パターンが異

なり，その結果，図 5.5に示す巨視的な変形応答に差異を生じたと結論付けられる.

なお，図 5.10に示す相当粘塑性ひずみ (VPの分布が巨視的な引張負荷方向に対して

対称に分布しないのは，図 5.11に示したせん断モードの特性変位 χ12 が対称となら

ないためである.
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Fig.5.7 Distribution of shearing strain rate今(白)for each slip systems defined 

by Fig.5.4. at u/L=0.015 under (a)[OOl] and (b)[110]loading direc-

tion in case of squαre type morphology ofγ'-phase precipitation. 
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Fig.5.8 Distribution of shearing strain rate今(α)for each slip systems defined 

by Fig.5.4. at uj L=O.015 under (a)[OOl] and (b)[110]loading direc-

tion in case of butterβy type morphology ofγ-phase precipitation. 
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Fig.5.9 Distribution of shearing strain rate守(α)for each slip systems defined 

by Fig.5.4. at uj L=O.015 under (a)[OOl] and (b)[110]loading direc-

tion in case of circle type morphology ofγ'-phase precipitation. 
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Fig.5.11 Characteristic deformation χ12 under (a)[OOl] and (b)[110] loading 

direction corresponds to the crystallographic orientations. 
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5.4 γr相体積含有率及びγ/γ1両相の結品方位の違いが巨

視的な変形挙動に及ぼす影響

以下では， γF相の体積含有率及びγ/γ'両相の結晶方位に対応した巨視的な引張方向

の違いが巨視的な変形挙動に及ぼす影響について検討を行う.なお， γ相の形状は図

5.2-(a)のsquareとし，図 5.12に示すようにそれぞれ γ'相の体積含有率lうを 50，60

及び70vol.%とした unitcellを作成した.

50ν01.% 60ν01.% 70vol. % 

Fig.5.12 FE-mesh for microscopic region with different volume fraction ofγ' 

phase precipitation corresponding the square type morphology. 

図5.13に図 5.1より定義される端面平均応力 δと平均ひずみujLとの関係を示す.

なお，図中の二点鎖線は γ単相からなる単結晶体の単軸引張シミュレーション結果を，

口は (001)方向に対する単軸引張試験結果を示している. 5.3節で示した結果と同様

に， [001 ]loadingに比して [110)loadingとした場合に， γ相体積含有率の違いが巨視的

な変形抵抗に及ぼす影響が大きく現れることが確認される.この結果に説明を加える

ために，図 5.14及び図 5.15にそれぞれγ/γ'両相の結晶方位に対応した巨視的な負荷

方向を [001]， [110]loadingとした場合の ujL=0.015時点における各すべり系 (α)にお

けるせん断ひずみ速度守(a)の分布を示す.ここで，各すべり系の番号は図 5.4に対応

していることを付記しておく.なお，すべり系 3，6， 9及び12におけるせん断ひずみ速

度の値は，ほぽ Oであったため分布図を示していない.また，図 5.16にujL=0.015

時点の相当粘塑性ひずみ [l1Pの分布を示す.

Vfの増加とともに，析出相のコーナ一部を起点として単結晶体の単軸引張挙動では

塑性変形に寄与しないすべり系 7，8， 10， 11のせん断ひずみ速度の分布がより顕著と

なって現れることが観察される.また， [110]loadingの場合は変形初期より，単結晶体
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Fig.5.13 E百'ectsof γ'-phase volume fraction and crystallographic orientation 

on average stress-strain relations. 

の単軸引張挙動と同様に 1，2， 4， 5のすべり系が変形の大部分を駆動するのに加え，変

形後期において 7，8， 10， 11のすべり系が後続的に駆動し， γ相中の塑性変形に寄与

することが分かる.一方， [OOl]loadingの場合には，v，の増加に対して γ相中に発生

するせん断ひずみ速度の値に差はあるものの，塑性変形を駆動するすべり系の数及び

γvertical channnelでの分布の傾向に大きな差異を生じない.以上の結果から，図5.16

の相当粘塑性ひずみ {VP 分布が示すように，V，の増加に対し [OOl]loadingとした場合

の分布は大きな差異を生じないが， [110]loadingとした場合には，すべり系の増加に起

因して γ-verticalchannnelに加え， γhorizontalchannelでも大きな変形が起こるた

め，巨視的な変形抵抗に大きな差異を生じている.また， γ'相の体積含有率を 50vol.%

とした場合には，析出相のコーナ一部及びコーナ一部より進展し結合する箇所にて著

しいひずみ集中が起こり， γ相中で弾性変形を示す白色部分の領域が大きい.しかし

ながら，v，の増加にともない，主なる変形の吸収を行う γマトリクス領域が狭くな

るため，上記の未塑性変形部分にも変形の吸収が起こり， γ相内の変形の集中が緩和

していることが観察される.その結果， γ'相体積含有率v，の増加とともに巨視的な変

形抵抗が増大している.
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and (b )[l1O]loading direction， respectively. 
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5.5 結言

本章では， γ相含有Ni基単結晶超合金の機械的特性を明らかにする目的から， γ/γ

相聞の幾何学的配置における微視的周期性を仮定することにより，ひずみ-ひずみ速

度依存性体に対して定式化された均質化法に結晶塑性理論に基づく構成式を導入した

有限要素法の定式化を行った.つづいて， γ相形状，体積含有率に加え，巨視的な負

荷方向に対応したγ/γ 両相の結晶方位の違いが，巨視的な変形特性に及ぼす影響につ

いて検討を行うため，平面応力引張下で、の有限要素解析モデ、ルを作成した.ついで，対

応する有限要素シミュレーションにより，これら微視構造の変形挙動とその結果生ず

る巨視的変形応答について検討を行ったところ，以下のことが明らかとなった.

γ'相形状ならびにγ/γ'両相の結晶方位に対応する巨視的な負荷方向の違いが巨視的

な変形挙動に及ぼす影響について検討したところ， [001]loadingとした場合に比して

[110]loadingとした場合の結果は，単結晶体の単軸引張挙動では活動しないすべり系が

γ相中で新たに塑性変形に寄与することを確認した.さらに， γ'相形状の違いにより

γマトリクス中に発生する応力場が著しく異なるため， unit cell内で観察されるひず

みの吸収領域のパターンに差異を生ずる.その結果，巨視的な変形抵抗に大きな差異

を生ずることが分かった.つづいて， γ'相の体積含有率ならびにγ/γ'両相の結晶方位

に対応する巨視的な負荷方向の違いが巨視的な変形挙動に及ぼす影響について検討し

たところ，上記と同様の機構にて [001]loadingとした場合に比して [110]loadingとした

場合の結果が，顕著な体積含有率依存の巨視的変形挙動を示すことを確認した.また，

体積含有率を小さくした場合には，変形の吸収を起こす γ相が広く， γ相のコーナ一

部及びコーナ一部より進展し結合する部分で著しいひずみ集中を示した.一方，体積

含有率の増加とともに γ領域が狭くなるため，未塑性変形部分にも変形が及ぶため顕

著なひずみ集中が起こらない.その結果， γ'相体積含有率の大きくした場合に巨視的

な変形抵抗を大きくすることが分かった.
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第6章

イ相含有Ni基単結晶超合金の 3次元

変形挙動

6.1 緒言

Ni基単結晶超合金は， 5章緒言で示したように高温強度の要請される部所において

広範囲に使用されている.一方，このような高温度，高応力下の環境で使用し続けるこ

とにより，実材料の破壊前の現象として析出相である γ'相の連結 (Rafting)を起こす

ことが知られている (1，2) このような著しい形態変化現象を解明すべく，これまでに数

多くの実験的 (3，4， 5)及び理論的研究が行われている (6，7，8) 例えば， Khachaturyanは，

凝集粗大化した介在物の性質が，その弾性エネルギを最小とすることにより予測可能

であることを示している (9) この端に， Khachaturyanら(10)が， Rafting過程で見ら

れる平行矩形平板の対 (doublet)と，溶体化処理一加熱時効処理により平衡状態となっ

た立方体八隅子(octet)との界面ひずみエネルギを考えることで， octetから doubletへ

の遷移過程におけるエネルギ変化を明確し，実材料に対する実験データとの比較を行っ

ている.また， Mishinら(11)は， MLSW理論による介在物相の成長動力学を評価する

ことで外力の作用する単結晶超合金の Raft構造の安定性機構について検討している.

一方， Schmidt & Gross(12)及び、Mueller& Gross(13)らが， Eshelbyの等価介在物法に基

づくマイクロメカニクス的手法(14)により γ/γF界面の駆動力を評価することでRafting

過程の前予知を行っている.さらに， Socrate & Parksら(15)は， γ/γ'界面近傍のひず

み状態を詳細に評価するために，界面を線要素で表現した有限要素解析をおこなって

おり，得られた微視的なひずみ状態より界面の駆動力を算出することで， Rafting過程

の前予知を行っている.しかしながら，これまでの研究の多くが，微視的観点のみに

104 
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注目した解析となっているため，その結果，生ずる巨視的な変形応答については議論

がなされていない.さらに，この Rafting過程は，巨視的な外力と微視的な変形を規

定する両相の結晶方位に強く依存するため，詳細な力学モデ、ルの構築を行うためには，

微視-巨視レベルで、の変形状態を同時に解析する必要がある.このような中， Busso 

ら(16)は， γ相の体積含有率を一定の下で， γ相の寸法と γ/γ'相聞の相対距離に依

存した巨視的変形応答を記述するため，ひずみの 1次勾配を含む構成式を用い，これ

を導入した 3次元有限要素解析を行っている.しかしながら，これまでの有限要素解

析では，巨視的な負荷方向と微視構造を規定する軸とを一致させたものとなっている

ため，任意の外力，結晶方位に対する変形応答について議論することができない.

そこで本章では， 5章にて構築した均質化法に基づき， γ'相含有Ni基単結晶超合金

の 3次元変形解析を行う.ここでは， γ'相の体積含有率及びγ/γ 両相の結晶方位の

違いが微視的な変形挙動ならびにその結果生ずる巨視的な材料特性に及ぼす影響につ

いて明らかにする.

6.2 3次元変形挙動解析モデル及び解析条件

6.2.1 微視的関係式と巨視的平衡方程式

本節では， 5章と同様に， 2.3節にて定式化したひずみ-ひずみ速度依存性体に対す

る均質化法へ結晶体の構成式(2.107)を導入することにより， γ'相含有Ni基単結晶超

合金の 3次元変形挙動解析モデ、ルを構築する.以上から，全体構造及び微視構造に対

する方程式は，それぞれ式(5.1)及び式(5.2)，(5.3)と同様に次式で表すことができる.

lnr 叫lnF1418;l(り)一号+句+乃jkl刻万三dfl=LY4611zdS

1 (βX~l . ax7l
¥ 1 (θ仇 θゅ14(川)= Ë~(り) -~ ¥言+去円l(V)+ '2同+万五;)

勾(x，y) = Cjkli~l(X ， y) -I: R~j) j(α) 

(6.1) 

(6.2) 

(6.3) 
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ここで，式 (6.1)中の上付き H で示す均質化された巨視的特性量は式 (5.4)と同様に

次式で表される.

flH _ 1 { rρρ1  (θχ:j lθχ~j\ 1 -1V 

Vijkl一同ん lVijkl -Vijpq"2 ¥，石-;T ayp) J U .l 

r 1，""" .....(0<) ;(r>¥ r<  1 (θ仇 δゆl¥ I ι-l lZRt3jf(白)-CUM-l-+一)I IYI }y L~ --tJ J -'JM 2¥δYl θYk) J 

σH 1 { θ仇J

一一一 -σ 一一一-..
ij - IYI }y vmJθYm 

H 1 { ( βXfl¥ 
TUkl =一一 IIσlj弘 -(Jmjニム IdYIYI }y¥J ""'v" ...... -""J θYm) 

rrr <  1(θχ;Iθχjl¥βγ叶 ad引 rI r<  ~ ¥ ad引

(6.4) 

L ICijpq~ (一一+一一 1+σAt-i| 一~~tdY = L (Cijkl+σIら)~~_Vt dY 
んiりpq2¥δYq θYp) θYqJθYj }y ¥ '-'tJI>，I I V IJθdYj (6.5) 

χkl '" Y _ periodic 

CJ(22E+坐)+σmj判学dY=fzRJ;)j(白)会dY
y L -'JI'" 2¥δYl δYk) ， -"'J aYmJ aYj --- }Y白り

(6.6) 

φ. " Y -periodic 

なお，本章で取り扱う 3次元変形挙動解析においては，式(6.5)より χij(χij =χji)の

6モード及び式 (6.6)より φの 1モードの計 7モードの求解を行っている.

6.2.2 γ'相含有Ni基スーパーアロイの 3次元変形挙動解析モデル

図6.1にNi基スーパーアロイの 3次元変形挙動の解析モデ、ルを示す.図6.1-(a)の町

座標系で規定される全体構造内の任意の 1点近傍において，図 6.1-(b)のように γ相

が格子状に規則正しく配列するとした微視的周期性の仮定より，図 6.1-(c)に示すunit

cellを微視構造内の解析対象としメッシュ分割を行った.解析モデルは図 6.1-(c)に示

すように， γマトリクス相に対応する白色部分及びγ'析出相に対応する灰色部分のそ

れぞれを648及び216分割の合計864個の 8節点立方体要素単位で、分割を行っている.

したがって， unit cell内の全節点数は997である.なお， γ/γF両相ともf.c.c.結晶体で

あることから，微視構造を規定する (Yl，Y2， Y3)座標系のそれぞれを， [001]， [010]， [001] 

結晶方位に対応させている.ここで，各要素分割とも unitcell内における γ'相の体積

含有率Vfは，Vf=50， 70vol.%としている.

解析は全体構造に対して一様引張問題となるように変形を加え，巨視レベルの境界

条件として上端面に一定の変位速度u=1O-3[sec-1]を与え，図 6.1-(a)に示す負荷方向
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]巳x
(b) Periodic Microstructure (c) Unit cell 

(a) Macroscopic region 

Fig.6.1 Cornputational rnodel for Ni-based superalloy containing γ'-phase 

precipitation. 

の端面変位 U を，ブロックの初期長さ Lで正規化した平均ひずみ u/Lが1.5%に達

するまで引張変形を与える.一方，微視レベルの境界条件は unitcellの微視的周期性

を満足する境界条件を付与することにより，式 (6.5)，(6.6)の求解を行っている.つづ

いて，巨視的な変形挙動に及ぼす負荷方向に対応した結晶方位依存性の影響を検討す

るために，図 6.1-(c)に示すような (101)面内 (Y3Yl面)[001]軸からの回転角。及び

[001]軸まわりの回転角。を変化させた解析モデルを作成する.なお， (()，ゆ)はf.c.c.結

晶体の対称性より， 0 ~ (}:::; 90
0

及び O~ ø~ 45
0

とし，この範囲内でパラメトリクに変

化させて解析を行う .5章と同様に， γ相を弾粘塑性体， γ'相を弾性体と仮定し， γ

相については図 5.4に示してf.c.c.結晶体の 12すべり方位を与えている.なお， γ/γ'

両相は5章の表 5.1で示した異方性パラメータを導入している.

6.3 解析結果及び考察

6.3.1 弾性特性に及ぼす γ'相体積含有率及びγ/γ両相の結品方位の

影響

本節では，得られた有限要素解析結果より， γ'相体積含有率及びγ/γ 両相の結晶

方位の違いが巨視的な弾性特性に及ぼす影響について検討する.図 6.2，6.3に， ()， o 
の変化にともなう図 6.1-(c)中的方向のヤング率に対応した均質化弾性定数EH の変
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化を示す.なお図 6.2中の縦軸は， [001]結晶方位すなわち()=ゆ=0。のときに得られる

均質化弾性定数 E~I叫について，図 6.3 中の縦軸は， (()，ct)変化にともなう γ単相のヤ

ング率E"((()，ゆ)(17)で基準化している.
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図から，EHは((}，ct)=OO，すなわち [001]結晶方位で最小値と取ることが分かる.ま

た， (}=O。においては，ゅに依存しないことが分かる.これは，ゆが Y3軸まわりの

回転角であるためである.さらに，ゆ=0。で()= 45
0

で対称となるのは Y3軸に対応

する [001]軸が，Y3Yl面 ((101)面)内のみにおいて，。が変化することから理解でき

る.ゆ一定の下では，EH は(}=O。で、最小値をとり，。の増加にともない増加する.そ

して， () = 450

を越えたあたりから再び減少し，() = 900

で極小値をとることが観察さ

れる.また，ゅの違いが EHに及ぼす影響は，。の増加とともにより顕著となる傾向

を示していることが分かる.。一定の下では，EH はゆ=0。で、最小となり，ゅの増加

にともなって増加し，ゆ=45
0

で最大値をとることが分かる.ここで EH の最大値は，

(()，ゆ)=(54.t，450

)，すなわち [111]結晶方位の場合で，最小値に比して約2.4倍の岡IJ性

が得られることが分かる.さらに図 6.3から， (()，ゆ)=(30¥45
0

) 及び(()，ゆ)= (75¥15
0

) 

のときに，EH の増大に寄与する γ相の影響が最も顕著となることが分かる.

一方， γ相体積含有率 V，を大きくしても，巨視的な弾性定数に大きな変化が見ら

れないことが分かる.これは，有限要素解析に導入したγ/γ'両相の異方性パラメータ

に大きな差異が無いためであり，その結果，巨視的な弾性定数に及ぼす特性変位 χkl

及び φのオーダーが小さいことに起因している.

6.3.2 粘塑性特性に及ぼす γ'相体積含有率及びγ/γ'両相の結晶方位

の影響

本節では，巨視的な負荷方向に対応したγ/γ'両相の結晶方位の違いが巨視的な粘塑性

特性に及ぼす影響について検討する.γ'相体積含有率V，三50vol.%，ゆ=0。とした場合

のO変化にともなう平均応力一平均ひずみの関係を図6.4に示す.また， (()，ゆ)=(0¥0
0

) 

のとき unitcell内に発生する各すべり系 (α)のせん断ひずみ速度す(白)の分布を図 6.5

に示す.ここで守(白)=0，すなわち，塑性変形に寄与しないすべり系については図示し

ていない.

。=0。とした場合， 5章の結果と同様に，塑性変形に寄与する活動すべり系は図 6.5

示す. 1， 2， 4， 5， 7， 8， 10， 11の計 8すべり系である.しかし， () = 15。とした場合では，

図6.6の示すように変形初期において 5，10の 2すべり系で塑性変形を駆動したのち，

変形の後期段階で 1，2， 3， 4， 7， 8， 9， 11のすべり系での変形を加えて計 10すべり系

で塑性変形を駆動することを確認した. unit cell内で発生した変形は上記のすべり系

にて吸収されるため，活動すべり系の増加により微視構造内の変形吸収が大きくなり，
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その結果，図 6.4に示すように巨視的な変形抵抗が低下している.図 6.7に(101)面を

横断面としたときに unitcell内に発生する相当粘塑性ひずみ ('lPの分布を示す.。の

変化に応じて， unit cell内に発生したひずみの集中領域が変化していることが観察さ

れる.このような微視構造内のひずみ集中領域の違いに誘起され，巨視的な変形抵抗

に差異を生じたものと理解できる.
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Fig.6.7 Equivalent viscoplastic strain distribution for di百erentloading direc-

tion () over cross-sectional plane (101) at u/L=0.015. 

つづいて， γ'相体積含有率の違いが巨視的な変形特性に及ぼす影響について検討す

るため，図 6.8に()= 300

， ct = 0， 30
0

の下での平均応力一平均ひずみ関係を，図 6.9

にunitcell内で発生する相当粘塑性ひずみ分布を示す.ct=O。に比して，ct= 30
0

とし

た場合に巨視的な変形抵抗が増加しており ，Vfを大きくした場合，この傾向が顕著と
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なって現れることが分かる.これは， 5.4節で、行った考察と同様に，竹の増加により

主なる変形の吸収を行うγ領域が狭くなることに起因している.また， unit cell内の

高ひずみ領域が占める割合は， 4>=0。の場合に比して小さいがことが観察される.す

なわち，ゅの増加にともない， unit cell内での変形の吸収が緩和され，その結果，巨

視的な変形抵抗が増大することになる.
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Fig.6.8 Average stress-strain relations for loading direction Oandゆdefined
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). 
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6.4 結 言

本章では 3次元空間内に配置される γ相ならびに巨視的な変形抵抗を規定する

結晶のすべり系などを忠実に再現するために， 5章で示した結晶塑性理論に基づく構

成式を導入した均質化法により， γ'相含有Ni基単結晶超合金の 3次元変形解析モデ

ルの構築を行った.つづいて，上記の数値シミュレーションモデルに対する有限要素

解析により， γ'相の体積含有率 Vf及びγ/γ'両相の結晶方位の違いが巨視的な材料特

性に及ぼす影響について検討を行った.本章で得られた結果を以下にまとめる.

γ'相体積含有率を一定の下， γ/γ'両相の結晶方位の違いが巨視的な弾性特性に及ぼ

す影響について検討したところ，[001 ]loadingに対しては， [001]軸まわりの回転を示

すゅの変化に対して一定であることを確認した.また，巨視的な弾性特性は (101)面

内[001]軸からの結晶方位差を示すノfラメータ Oの変化よりも，。の変化に対して著

しく変化することが分かった.さらに， γ/γ両相の結晶方位を表すパラメータ()，ゆを

変化させたところ，均質化弾性定数の最大及び最小値は，それぞれ(()，ゆ)= (0¥00

)，す

なわち [001]結晶方位及び(()，ゆ)= (54.7¥45
0

)，すなわち [111]結晶方位の場合であり，

最大値は最小値に比して約 2.4倍となった.一方， lうの違いが均質化弾性定数に及ぼ

す影響について検討したところ，Vfの寄与は小さいことが分かつた.

つづいて，同材料の粘塑性特性について検討したところ，弾性特性と同様に，。変

化のともない，顕著な塑性異方性を示すことを確認した.これは， γ'相の存在に起因

する不均一変形場に誘起される各すべり系でのせん断ひずみ速度が結晶方位の違いに

より大きく異なるためであり，塑性変形を駆動する各すべり系における変形について

平面応力問題の仮定では再現できなかった変形様式の著しい違いを再現した結果であ

る.また， γ'相体積含有率を大きくした場合には，主なる変形を吸収する γ相の領

域が狭くなり，そこへ変形が集中するため巨視的な変形挙動に及ぼす影響が大きくな

ることを明らかにした.さらに， γ/γ'両相の結晶方位の違いにより γマトリクス中に

発生する応力場が著しく異なるため，unit cell内で観察されるひずみの吸収領域のパ

ターンに差異を生ずる.その結果，巨視的な変形抵抗に大きな差異を生ずることが分

かった.
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第7章

延性多孔質材の機械的特性と

ブリネル圧子押込み解析

7.1 緒言

多孔質材料は，近年各種工業分野において様々な面で強い関心を集めている.これ

は多孔質材料が，その母材となる固体材料自体によって特徴づけられる一次的特性に

加え，空孔によって作り出される二次的特性を持ち合わせている点から，材料学的お

よび物性学的に母材とは異なる新しい特性を生み出す可能性を有していることによる

(1) 例えば，粉末を圧縮・焼結させて作られる多孔質材料については，一般の機械加工

品に比して機械的性質は劣るものの，成分や組織の制御および成形の平易さから注目

を浴びている.また近年，従来のホットプレス焼結法 (HP)，熱間等方圧焼結法(HIP)

および雰囲気炉などに代わる新しい焼結法として放電プラズマ焼結法 (SPS)が開発さ

れ (2)，益々空孔率の高い材料の開発が可能となり，フィルターや熱交換機あるいは含

油機械部品等をはじめとする他の多くの方面で使用されつつある.こうした中で，こ

れら材料を機械や構造物として設計し使用する際には，その材料・構造物の強度が，目

的の機能および安全性を保持しうるか否かという問題を常に想定しなくてはならない.

すなわち，多孔質材料の強度に関する基本的性質を知ることは不可欠なことである.

これら多孔質材を含めた金属材料の機械的性質の 1つに硬さがあり，同試験法の特

徴である測定の簡便性ならびに迅速性を兼ね備えて点等の理由から，材料の強度評価

法と関連して，古くより実験的及び理論的に検証されている.例えば， Tabor(3)はダ

イアモンド庄子押込みによる硬さ値及び加工硬化指数により，材料の最大荷重との関

係を定量的に示し，いくつかの冷間加工された材料に対して降伏応力が硬さ値の 1/3

116 
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に近似されることを示している.一方 Cahoon(4)らは，種々の材料に対する実験的検

証より， Tayborの式に修正を加えている.このように，実験的研究の充実に比して，

理論的検証が十分にされていないことから，有限要素法を用いた硬さ試験の数値解析

が盛んに行われている.例えば，富田ら (5)は剛塑性有限要素法の応用として，ブリネ

ル硬さ試験の解析を行い，材料特性及び圧子の押込み速度の違いが硬さに及ぼす影響

について検討している.また村上ら (6，7)は，ひずみ増分理論に基づく弾塑性有限要素

法ブリネル硬さの解析法を提案し，実験結果との比較から閥解析手法の妥当性を確認

している.さらに最近では，実験的検証が困難な微小材料，薄膜等に対する弾・結晶

塑性有限要素解析による超微小硬度解析 (8)，圧子押込みによる非弾性材料定数の推定

法(9)等多くの理論的検証が行われている.以上のように，圧子押込みにより未知材料

の材料定数を推定していくとしづ興味深い研究がされている中，本研究で扱うような

多孔質材に関しては，くさび型圧子押込みに対する実験的検証 (10，11)が知られている

だけであり，これら材料に対して，過去に提案されてきた多孔質材塑性構成式により

得られる解析結果と実験結果との検証は未だ確認されていない.

そこで本章では，多孔質材あるいは母材の材料特性を調べていく上で必要となる硬

さ試験解析シミュレータの構築を目的としている.また，放電プラズ、マ焼結法により

作製された種々の多孔質材のブリネル硬さ試験を行い，シミュレータの妥当性の検証

を行う.ここでは， 2.2.3節で示した延性多孔質材塑性構成式ならびに各構成式中のパ

ラメータの違いが解析結果に及ぼす影響について検討を加える.

7.2 単軸引張試験及び母材材料定数の同定

7.2.1 実験材料及び実験条件

単軸引張試験には， 32""""48meshの銅球を放電フ。ラズ、マ焼結法にて焼結し， 4>20x40何m]

の円柱状に成型された銅多孔質材を用いた.材料の公称初期空孔率んならびに実際の

重量より算出された空孔率(以下，正味初期空孔率fnと呼ぶ.)を表 7.1に示す.

供試材は，図 7.1に示す試験片に成形した後，加工による残留応力除去ならびに母

材に十分な延性を持たせるために， 400
0

Cで 1時間の真空焼鈍を施したものを引張試

験片とした.

上述の公称初期空孔率を持った銅多孔質材に対して引張試験を行い，試験片最細部
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Table 7.1 Profile of the initial void volume fraction. 

Nominal void volume fraction 10 Net void volume fraction In 

0.02 0.02 

0.05 0.05 ， 0.072ヲ 0.075， 0.085 
0.10 0.091 ， 0.10 ， 0.112 
0.15 0.129 

0.20 0.191 ， 0.194 
0.25 0.223 

40 

20 

4 I 16 

Fig.7.1 Dimensions of tensile test specimen. 

直径の変化量よりひずみ(以下，単純に真ひずみと呼ぶ.)を算出し，試験片が破断に

至るまで、測定を行った.以下に，真ひずみ算出の際の関係式を示す.

ε= ln会=2.1n (7.1) 

ただし，式 (7.1)中の Ao及び Aのそれぞれは，変形前及び変形後に対応する試験片

最細部の横断面積を示し，d，。及び dのそれぞれは，変形前及び変形後の試験片最細

部直径である.

7.2.2 実験結果及び考察

図7.2に実験結果の一例として，公称初期空孔率がん=0.02，0.10及び0.20である銅

多孔質材の引張試験結果を両対数グラフに真応力一真ひずみ関係で示す.ん=0.02と
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した場合の引張試験結果は，真ひずみにしてε=0.50程度に至ってから延性的に破断し

たのに対し，10=0.10とした場合にはε=0.30程度，10=0.20においては， ε=0.10に

満たないひずみ量で試験片は破断し，十分な伸びを生じなかった.初期空孔率ん=0.02

の場合の試験片破断面近傍では，小さなくびれが確認されたのに対し，それ以上の初

期空孔率を持った試験片の破断においては，明確なくびれは現れず，破面は脆性的な

破断形態を示していることを確認している.このことから，初期空孔率を大きく取っ

た材料の場合は，引張変形に対して，銅球間接合部(または， リガメント部)に変形

が局所化する傾向が強くなり，多孔質材に全体としてのほぼ一様な変形が期待できな

いことが示唆される.すなわち，多孔質材に対し η 乗則が適用できるとし，塑性係数

や加工硬化指数を算出する際には，一定の空孔率を保ち一様な変形をするある程度の

大きさの領域の存在を期待したいのではあるが，特にん=0.10以上に対する引張試験

データは必ずしもそうでないことを示している.

E 
a司

。

10
3 

国 102

+uuω b 司ョョ

ミ ro
。 ι=0.02
ロ ι=0.10
企 ι=0.20

ーーーーー least squares 

10
1 

10-2 10-1 100 

Logarithmic sectinal-area strain ε 

Fig.7.2 Relation between true stress and logarithmic sectional-area strain. 

各正味初期空孔率んにおける真応力一真ひずみ両対数線図より算出される塑性係数

♂及び加工硬化指数 η をもとに，図 7.3，7.4に初期空孔率 fと塑性係数ゲの関係な

らびに初期空孔率 fと加工硬化指数 η との関係をそれぞれ示す.図 7.3より，初期空

孔率と塑性係数との間には一次関数で近似される線形関係が見られるのに対して，図

7.4に示す初期空孔率と加工硬化指数との関係においては，少々ぱらつきがあるもの

の，10=0.10まではn=0.5で一定と見なして良いと考えられる.そこで，塑性係数の
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Fig.7.3 Determination of plasticity coefficient by extrapolation. 

。

Exp. 

<o 

。

-
o
 

u
 。

。。。

定 0.6

~ 0.5 
口。
骨0.4
0 

宮0.3
c 
Q) 

] 0.2 
..s:: 

さ0.1
区

0.1 0.2 
Initial void volume fraction 10 

nu 
nv 

Fig.7.4 Determination of work一hardeningexponent by extraporation. 

空孔を持たない中実材料に

各初期空孔率について対する塑性係数がグ=535[MPa]と求められる.

整理された実験結果より算出される♂及び η 値より母材の材料特性の推定が可能と

したがって，

み最小自乗法による近似直線を引き外挿することにより，

なる.
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7.3 ブリネル圧子押込み解析

本節では，単軸引張試験結果より η 乗硬化則を仮定することにより算出された母材

の材料定数を適用する一例として， 2.2.3節で示した多孔質材塑性構成式のいくつかを

導入したブリネル圧子押込み解析を行い，その妥当性を検証して行く.さらに，導入

された構成式による違いや，各構成式中に含まれるパラメータの影響等についても検

討を行う.

7.3.1 ブリネル硬さ試験

本研究にて使用した銅多孔質材は，銅球である実質部分と空孔の 2つからなってお

り，これら組織の平均値として表現できる測定法としては，押込み庄子の比較的大き

なブリネル硬さ試験 (12)が有効であると思われる.したがって，本研究では前述した

理論的検討の目的から，単軸引張試験に使用したものと同様の熱処理を施した銅多孔

質材(公称初期空孔率のそれぞれを 10=0.10，0.20及び0.30とする.)に対して，プリ

ネル硬さ試験を行った.以下，多孔質材に対するブリネル硬さ測定の実験条件を表7.2

に示す.

Table 7.2 Conditions of Brinell hardness test on copper porous materials. 

Diameter of indentation [mm] 

Test load [N] 

Load application time [l/s] 

Rate of loading [N/s] 

10 

4018 ， 3430 ， 2940 ， 2450 ， 1960 

1470 ， 1176 ， 980 ， 735 

10 

9.8 

なお，試験終了後に試料上端面に残った永久くぼみの直径は，接眼式測微鏡にて測

定を行い，永久くぼみの形状は幾何学的に完全な球分であるとの仮定 (13)の下，くぼ

み径 dより押込み深さ 6を算出した.

7.3.2 数値解析条件

銅多孔質材のブリネル圧子押込み解析で、は，圧子を直径D=10[mm]の剛体球とみ

なし，被試験体として直径 2.0D，長さ 2.0Dの円柱材を想定した.ここで問題の対称
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性より，図 7.5中のような 1/2領域を解析対象とし，軸対称問題の解析を行った.つ

づいて境界条件は，図 7.5の互E上では対称の条件を考慮し，ベッドに接する百万上

及び圧子と順次接触していく互万上においては潤滑が十分であるとの仮定から摩擦は

無いとしている[付録D参照].また，CD上の節点は自由とし拘束は与えていない.

Aヒオ
~L 

~ 
トl

B I~ l.OD JC 
Fig.7.5 FE meshing and dimensions of computational model. 

解析領域の要素分割は，圧子との接触部近傍にて変形が著しいことを考慮し，図 7.5

のように行った.なお，解析領域の総要素数は20x20の400要素，分割には 8節点で

4 Gauss積分点を持つ isoparametric要素を用いたので総節点数は 1281個である.

ここで銅材すなわち母材に対する材料定数としては， 7.2.2節にて算出されたものを

使用した.その材料定数等を表 7.3に示す.

Table 7.3 Material parameters for copper matrix. 

Young's modulus E [GPa] 122.5exp(-5.16j)(叫白)

Poisson's ratio ν 0.34 

Plastic coe伍ent σ 本 [MPa] 535 

Initial yield stress σy [MPa] 39.2 

Strain hardening exponent η 0.50 
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7.3.3 解析結果及び考察

以下，解析結果についての考察を行う.なお，グラフは縦軸に荷重値を，横軸には

押込み深さ 6を球形圧子の直径 D にて除した無次元押込み深さにて整理している.

図7.6に初期空孔率を持たない中実材に対する実験結果と解析結果との比較を示す.

図より，解析結果は実験結果との対応が良いことが分かる.これより，本節で用いた

解析法の妥当性が確認されたと言える.さらに，解析結果が階段状となるのは，図 7.5

に示すように押込み圧子形状を記述する球面曲線が，解析領域の上端面互万上の新た

な節点に接触する時点であり，これら新接触点近傍では材料の塑性変形が十分に進ん

でいないことに起因するものと考えられる.図 7.7に試験荷重4902N時のくぼみ周辺

の相当応力分布を示すが，これより，新接触点付近では材料の降伏は生じておらず弾

性域であることが分かる.以上の現象は， lstepに与える増分変位を十分に小さくした

り，接触点近傍の要素分割を細かくすることで対処可能であるが，図 7.6に示す解析

結果と実験結果との対応が良いことより，研究目的に係る考察を進める上で十分な計

算精度を今回の要素分割にて得られるものと思われる.
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Fig.7.6 lndent load variation for solid material (10-0.0). 

さらに初期空孔率をん=0.10， 0.20とした場合の実験結果及び解析結果との比較を

それぞれ図 7.8，7.9に示す.ここでも先程と同様に，解析結果を同一荷重に対する押込

み量について比較すると，両図とも Gurson型塑性構成式(16)による結果が最も小さく，
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Fig.7.7 Representative stress distribution (P=4902N) 

G.N.8.塑性構成式 (17)による解析結果が押込み量を最も大きく評価していることが確

認される.また， Tvergaardの修正降伏関数(18)ならびに 8.B.塑性構成式(19)による解

析結果は同様の傾向を示し， かっ全荷重領域において実験結果との対応が良いことが

分かる. 以上のことは， 多孔質材有限要素単位セルに関する報告においても示されて

おり (19)，多孔質材に対するブリネル庄子押込み解析においても，解析結果が同様の傾

向を示すことが確認された.
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Fig.7.8 lndent load variation for solid material (f~O.10). 
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Fig.7.9 lndent load variation for solid material (fo=0.20). 

一方，試験片内部の空孔挙動を考察するために，初期空孔率がん=0.10の材料に S.B.

塑性構成式を導入した場合について，押込み荷重が 4902Nの時点、でくぼみ周辺の空孔

率分布を図 7.10に示す.

V I Output Se!: FEMAP Ncutral-8nslow I似ごonlour.Void 四 tioJ
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Fig.7.1O Distribution of void volume fraction(fo-O.lO). 

図から，最小空孔率の分布は圧子直下の表面層より約 2""3mm下の位置で、最も小さく

なっていることが分かる.これは，圧子直下表面層より少し下部層にて変形に対する
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静水圧成分が支配的となり，母材が降伏しやすくなるために空孔率の減少が起こった

ものと考えられる.

図7.11に初期空孔率をん=0.30とした場合の解析結果と実験結果との比較を示す.

図より，初期空孔率をん=0.20とした場合と同様に同一の荷重に対するひずみ量につ

いて整理していくと，先の解析結果との同様に， Gurson型塑性構成式を導入した場合

の解析結果が最も押込み量を小さくし， G.N.S.塑性構成式による解析結果が 4つの多

孔質材略伏関数の中で最も大きく押込み量を評価していることが分かる.しかしなが

ら，これまでの解析結果との対応が比較的良かった Tvergaardの修正構成式ならびに

S.B.塑性構成式による解析結果は，初期空孔率をん=0.30とした場合の実験結果をう

まく表現出来ていないことが分かる.すなわち，ブリネル圧子押込みにともなう圧縮

変形の支配的な解析においては，10=0.20程度までであれば，上述の塑性構成式を導

入することで十分な精度の解析結果が望めると言える.
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Fig.7.11 Indent load variation for solid material Uo=0.30). 
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7.4 結日

本節では，まず，その機械的性質の検証が望まれる種々の初期空孔率を持った銅多

孔質材に対する単軸引張試験結果に対し，延性金属材料の応力一ひずみ曲線を精度良

く評価することが可能な η 乗硬化則が成立するものと仮定し，形式的に塑性係数なら

びに加工硬化係数を求め，これらの実験結果を外挿することにより母材の材料定数を

算出した.

つづいて，得られた母材の材料定数を用い，多孔質材に対するブリネル圧子押込み

試験の有限要素解析を行った.ここでは，これまでに提案されている Gurson型塑性構

成式， Tvergaardの修正構成式， Goya-Nagaki-Sowerby構成式 (G.N.S.構成式)及び

Stereology理論に基づく修正構成式 (S.B.構成式)の 4種類を導入し，構成式の違い

による解析結果への影響等について検討した.また，放電プラズマ焼結法により作成

された比較的高い空孔率を有する材料に対して，ブリネル硬さ試験を行い，数値解析

結果との比較を行った.

その結果，初期空孔率がん=0.20程度までの多孔質材に対する解析であれば， Tver-

gaardの修正 Gurson型構成式ならびに S.B.塑性構成式を導入した場合の解析結果が

実験結果との対応が良いことを確認した.このように，圧子押込みにともなう圧縮変

形過程においては，押込みにより生じた静水圧によって空孔率の減少が見られ，特に

庄子直下近傍の多孔質材の材料特性は，母材のそれに近づくことになるが，それでも

ある程度の空孔率が存続することを確認した.

初期空孔率をん=0.30とした場合の解析結果は，実験結果と大きく異なっている.

実験に供されたこのような高空孔率の多孔質材においては，銅球同士が大きく変形す

ることなく単に少し接触する形で焼結されており，こうした状況は空孔形状が球形で

あることベースにして塑性構成式論が展開されていることと著しく異なるものである.

したがって，実験結果で現れた巨視的な変形特性は，多孔質材を形成する空孔形状そ

のものの影響が現れたものであり，高空孔率多孔質材の塑性構成式に対しては，形状

効果等を包含することの可能な数値モデ、ルの提案が必要で、あることを示唆している.
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来吉
吾~
E岡

本研究では，多孔質材，複合材，析出型超合金といった微視構造を有する材料の高

機能化，高強度化を行うべく，微視レベルからの詳細な変形機構を捉え，その結果生

ずる巨視的な変形挙動を明らかにするために，微視的観点に立脚したいくつかの力学

手法に対して，高精度化及び種々の変形応答を記述可能な形式へ一般化を行った.つ

いで，これらを導入した数値シミュレーションによって微視構造を有する材料に特有

の変形挙動を明らかにした.本研究によって得られた結果を各章ごとにまとめて記す.

第 2章では，非連合塑性理論に基づく粘塑性構成式及び結晶塑性理論に基づく塑性

構成式からひずみ速度依存性の構成式ならびに，延性多孔質材の塑性構成式からひず

み速度無依存性の構成式を導出した.つづいて，微視構造の存在に起因した微視的不

均一性によって生す、る様々な巨視的変形応答を解明すべく，微視的観点に立脚した力

学手法である固有ひずみ場を用いたマイクロメカニックス的均質化手法及び 2変数漸

近展開理論に基づく均質化手法について示した.さらに，大きな変形をともなう弾粘

塑性境界値問題を取り扱い可能な形式へ 2変数漸近展開理論に基づく均質化法を一般

化することで，微視的関係式，巨視的平衡方程式を導出し，本章にて示した構成式を

導入した更新ラグランジュ法による有限要素方程式を定式化することで，均質化法を

用いた弾粘塑性問題の数値シミュレーションの基礎を確立した.

第 3章では，固有ひずみ場を用いた複合材のマルチスケーノレ解析手法に注目し， unit 

cell内に発生する固有ひずみ場の平均化手法の一つである SubdivisionsMethodによ

り評価した複合材の機械的特性と 2変数漸近展開理論に基づく均質化法を導入した

有限要素解析による結果との比較により精度評価を行った.その結果， Subdivisions 

Methodにおいては，介在物領域内を等面積一様分割にて離散化することにより，高精

度の弾性特性評価が行えることを示した.つづいて，本解析手法を一方向繊維強化型
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複合材及び短繊維強化型複合材に対して適用し，強化相配置の違いが巨視的な弾性特

性に及ぼす影響について検討を行った.その結果，一方向繊維強化型複合材に対する

弾性特性評価より，繊維の配向方向に対する横方向の巨視的な剛性が，繊維配置の違

いに大きく依存し変化することを確認した.さらにこの変化は，マトリクスー強化相

の剛性比が大きい場合，強化相内部に発生する固有ひずみが大きくなるため，より顕

著となって現れることを明らかにした.また，短繊維強化型複合材の弾性特性の評価

から，巨視的な剛性は，繊維の配置パターンの違いにより著しい変化を示し，その最

大値と最小値との問で約 25%の差異を生ずることを確認した.一方，巨視的なせん断

剛性に対して生ずる差異が 5%程度であることより，繊維の配置ノミターンの違いがせ

ん断弾性定数に及ぼす影響は小さいことを明らかにした.

第 4章では， 2章で定式化した弾粘塑性体の構成式を導入した均質化法へ，微視構

造の特徴長さに依存した巨視的変形応答を記述するために，ひずみ勾配依存型構成式

を導入することで，有限長さを考慮可能な均質化手法による数値モデ、ルを構築した.つ

いで，これを用いた有限要素シミュレーションにより，粒子強化型複合材に見られる

強化粒子の粒子径，体積含有率，粒子配置ならびに巨視的な負荷方向の違いが巨視的

な変形応答に及ぼす影響について検討した.その結果，強化粒子径を一定とした場合

は，強化材の体積含有率の増加にともない，複合材内部の強化粒子間隔が減少するた

め，マトリクス相に大きなひずみ勾配が発生することを確認した.これにより，体積

含有率一定の下では，粒子径を小寸法とすることで，複合材の変形抵抗が増加するこ

とを明らかにした.また，マトリクス相に生ずるひずみ勾配項の大きさは，強化材配

置ならびに巨視的な負荷方向の違いに大きく依存しており，その結果，複合材として

の変形抵抗が著しく変化することを明らかにした.以上の結果は，実験によって報告

されている粒子強化型複合材の力学特性を数値シミュレーションによって再現してお

り，強化材の粒子寸法を小さく，使用環境下の力学状態に応じて，マトリクス相に発

生するひずみ勾配項を大きくするような粒子配置を選択することで，複合材の変形抵

抗を増大可能であることを示した.

第 5章では， γ'相含有 Ni基単結晶超合金の機械的特性を明らかにする目的から，

γ/γ相聞の幾何学的配置における微視的周期性を仮定することにより，ひずみーひず 4

み速度依存性体に対して定式化された均質化法に結晶塑性理論に基づく構成式を導入

した有限要素法の定式化を行った.つづいて，同材料に見られる γ相形状，体積含

有率に加え，巨視的な負荷方向に対応した γ/γ'両相の結晶方位の違いが，巨視的な
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変形特性に及ぼす影響について平面応力問題の有限要素シミュレーションより検討を

行った.その結果， γ/γ 両相の結晶方位に対応する巨視的な負荷方向の違いが巨視的

な変形挙動に及ぼす影響について検討したところ， [001 ]loadingとした場合に比して

[110]loadingとした場合の結果は，単結晶体の単軸引張挙動では活動しないすべり系が

γ相中で新たに塑性変形に寄与することを確認した.さらに， γ相形状の違いにより

γマトリクス中に発生する応力場が著しく異なるため， unit cell内で観察されるひず

みの吸収領域のパターンに差異を生ずる.その結果， [110]loadingとした場合に，巨視

的な変形抵抗に大きな差異を生ずることが明らかとなった.ついで， γ'相の体積含有

率の違いが巨視的な変形挙動に及ぼす影響について検討したところ，体積含有率を小

さくした場合に，変形の吸収を起こす γ相が広く， γ'相のコーナ一部及びコーナ一部

より進展し結合する部分で著しいひずみ集中を起こすことを明らかにした.また，体

積含有率の増加とともに γ領域が狭くなるため，未塑性変形部分にも変形が及び顕著

なひずみ集中が起こらないことを確認した.その結果， γ'相体積含有率を大きくした

場合に巨視的な変形抵抗が大きくなることを明らかにした.

第 6章では， γ/γ 両相の結品方位ならびに γ'相の空間配置といった 3次元的に存

在する微視構造の詳細なモデ、ル化を行うため， 5章で示した結晶塑性理論を導入した

均質化法の 3次元シミュレーションモデ、ルを作成した.ついで， γ'相の体積含有率及

びγ/γ'両相の結晶方位の違いが，巨視的な変形特性に及ぼす影響について有限要素シ

ミュレーションより検討を行った.その結果， γ/γ'両相の空間配置に対応した結晶方

位を変化させた場合， γ'相体積含有率の違いにより巨視的な弾性特性に顕著な差異を

生じないことを明らかにした.これは， γ/γ'両相の異方性弾性係数に大きな差がなく，

巨視的な変形挙動に寄与する特性変位に大きな差を生じないためである.一方， γ/γ'

両相の空間配置に対応した結晶方位を (101)面内で変化させた場合に比して， (001)面

内で変化させた場合に，粘塑性特性については大きな差異を生ずることを明らかにし

た.これは， γ'相の存在に起因する不均一変形場に誘起される各すべり系でのせん断

ひずみ速度が結晶方位の違いにより大きく異なるためであり，塑性変形を駆動する各

すべり系での変形について平面応力問題の仮定では再現できなかった変形様式の著し

い違いを再現した.また， γ'相体積含有率を大きくした場合には，主なる変形を吸収

する γ相の領域が狭くなり，そこへ変形が集中するため巨視的な変形挙動に及ぼす影

響が大きくなることを明らかにした.

第 7章では，種々の初期空孔率を持った銅多孔質材の単軸引張試験結果に対し，延
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性金属材料の応力一ひずみ曲線を精度良く評価することが可能な η 乗硬化則が成立す

るものと仮定することで，形式的に塑性係数ならびに加工硬化係数を求め，これらの

実験結果を外挿することにより母材の材料定数を算出した.つづいて，得られた母材

の材料定数を用い，多孔質材に対するブリネル圧子押込み試験の有限要素解析を行っ

た.ここでは，これまでに提案されている延性多孔質材の塑性構成式を導入し，構成式

の違いによる解析結果への影響等について検討した.また，放電プラズマ焼結法によ

り作成された比較的高い空孔率を有する材料に対して，ブリネル硬さ試験を行い，数

値解析結果との比較を行った.その結果，初期空孔率がん=0.20程度までの多孔質材

に対する解析であれば， Tvergaardの修正Gurson型構成式ならびに Stereology理論に

基づく修正GoyaてNagaki-Sowerby塑性構成式を導入した場合の解析結果が実験結果と

の対応が良いことを明らかにした.一方，初期空孔率をん=0.30とした場合，上記 2

種類の塑性構成式を導入した解析結果と実験結果との対応が悪くなることを明らかに

した.これは，実験に供されたこの種の高空孔率多孔質材において，銅球同士が大き

く変形することなく単に少し接触する形で焼結されるため，こうした状況は空孔形状

が球形であることベースにして塑性構成式論が展開されていることと著しく異なるこ

とに起因するためである.したがって，実験結果で現れた巨視的な変形特性は，多孔

質材を形成する空孔形状そのものの影響が現れており，高空孔率多孔質材の塑性構成

式に対しては，形状効果等を包含することの可能な数値モデ、ルの提案が必要で、あるこ

とを明らかにした.

以上から，微視的観点に立脚した力学手法を用いて，微視構造の存在により生ずる

不均一な変形挙動ならびに微視構造内の不均一性に誘起された巨視的変形応答につい

て微視ー巨視階層聞を速成する解析手法の確立により，微視構造を有する材料の機械

的特性について総合的に検討することが可能となった.さらに，複合材に見られるマ

トリクス相と強化相聞での接着力低下ーはく離等の微視レベルで、の破壊前予知やその

結果生ずる巨視的変形応答の評価，あるいは，析出強化型単結晶合金に見られる変形

の局所化一転位の集団挙動をともなう下部組織形成， Raftingといった動的な変形過程

の予知などに対して，本論文で示した力学手法が有効である.



付録A

平面応力問題の取り扱い

2.2.2節で導かれたひずみ速度依存性構成式(2.107)を用いて有限要素解析する際，平

面応力問題として取り扱うために構成式を以下のように定式化する.はじめに式(2.107)

をマトリクス形式で表示するため，座標系的の代わりに (x，y，z)系を導入し，次のマ

トリクスを用いる.

V Iマ V V V V V ¥T 
{S} (Sxx Syy Szz Sxy Syz Szx) 

{ d } ("dxx dyy dzz 2dxy 2dyz 2dzx f 
{t} = (txx t仰 tzztxy tyz tzx )T 

Cxxxx Cxxyy Cxxzz Cxxxy Cxxyz Cxxzx 

Cyyyy Cyyzz Cyyxy CyyyZ Cyyzx 

Czzzz Czzxy Czzyz Czzzx 

[C] = I ~附 C明z Cxyzx 

Cyzyz Cyzzx I ~ (A.1) 

sym. Czxzx 

D:___ D巴 … D:_~~ D:__.. D乙… De伊日xxxx -XX'1J'1J - xxzz -xXX'JJ - xX'JJZ -xxzx 

D~_._._. D~_.~~ D~_._.. D~....~ D:. yyyy ~ yyzz ~ yyxy -yyyz -yyzx 

D~zzz D~zxy D~zyz D~ 

[D
e
] = Dらxy D~yyz D~ 

D~~_.~ D~ yzyz -yzzx 

sym. D~xzx 
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また 1，2，...， V個のすべり系を考慮する場合，

R印 R2
R;;)R;? 

[R] = 
Rii)RZ) 
R勾 R勾
R3RZ) 

R2R2 

RLす
Ru 
RZ) 
RU 
RU 
Rjプ

{j} = (j(1) j(2) ... j(v))T 

式 (A.1)，(A.2)を用いると，式(2.107)は次のように表せる.

マ
{ S} = [O]{ d} -{t} 

[0] = [ne
]_  [R][F] 

{t} = [R]{f} 
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(A.2) 

(A.3) 

ここで，式中のベクトルを z方向に関係するもの(添字2)と，それ以外のもの(添

字 1)とに分離する.

'17 /'17 '17 '17¥T '17 ('17 '17 '17 ¥T 
{SI} = (Sxx Syy SXy) {S2} = (Szz Syz Szx) 

{dl} = (dxx dyy 2dxy)T {dd = (dzz 2dyz 2dzxf 
(A.4) 

{tt} = (txx tyy txy f {む}= (tzz tyz tzxf 

また，

「hhl l九九九|[01] = I Cyyxx Cyyyy Cyyxy I [02] = I Cyyzz Cyyyz Cyyzx 

lGmG抑 hlICGMG| (A.5) 

[03] = I Cyzxx Cyzyy Cyzxy I [04] = I Cyzzz Cyzyz Cyzzx 

Czxxx Czxyy Czxxy J L Czxzz Czxyz Czxzx 

とすると，構成式(2.107)は

({?1})=IW1l叶 dI})ーいっ{Sd J. l[03] [04]J l {d2} J l {t2} 
(A.6) 

と書ける.ここで 2次元平面応力問題に縮退させるため，次式で表せるように構成式

の定式化を行う.

{St} = [02D]{d1} - {t2D} (A.7) 
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平面応力問題では，次式で表されるように Cauchy応力及びその物質時間微分の z方

向に関する成分が 0である.

σzz σyz - σzx = 0 1 
CJzz = CJyz = CJzx = 0 J 

Cauchy応力の物質時間微分と， Kirchhoff応力の Jaumann速度の関係から

となる.ここで，

{U2} = {S2} + [C*]{d2} 

= [C3]{d1} + ([C4] + [C*]) {d2}一{t2}

= [C3]{dd + [C:]{d2} - {お}

{ゐ}= (九z勺zbzz)T

[C:] = [C4] + [Cつ
rO 0 0 1 

[Cつ I0 ~σ仰 jσxy I 
I 0 ~σzu jσxx I 

式 (A.8)より {U2}={O}となるので，この関係を式 (A.9)に代入すると，

{d2} = -[C:t1[C3]{ dd + [C:t1{お}

と整理でき，式 (A.ll)を式(A.7)に代入すると，

(A.8) 

(A.9) 

(A.lO) 

(A.ll) 

{Sd = ([C1]-[C2][C:t
1[C3l) {d1} -{td + [C2][C:t1{t2} (A.12) 

が得られる.したがって，式 (A.8)の形に整理すると，

[C2D] = [C1]-[C2][C:]-1[C3] 1 
{t2D} = {t1} -[C2][C:]-1{お}J 

(A.13) 

と表せる.未知のひずみ成分は式(A.ll)で求めることができる.このようにして，実

際の結晶をモデ、ル化した 3次元的なすべり系を考えた場合にも平面問題としての取扱

いが可能となる.



付録B

(110)面座標系への座標変換

5章では，実験と対応させた有限要素シミュレーションを行っている.ここでは， (110) 

面に負荷方向を (001)方向と (110)方向とするための座標変換について述べる.

2つの直交座標系 (x，y， z)系及び(乙η，()系の単位ベクトルをそれぞれ e，e'とし，

方向余弦マトリクス T を次のように定義する.

{e'} = [T]{e} (B.1) 

lt = COS {}f，:r: m1 = COS {}f，ν n1 = COS {}f，z 1 

[T] = Il2 = COS {}c:r: m2 = COS {}cy n2 = COS {}cz 1 (B.2) 

h = COS {}1/:r: m3 = COS {}ην n3 = COS {}1/z I 

2つの独立なベクトル81，82及びそれらの外積方向 83は， 2つの座標系でそれぞれ

81 =α1e1 + b1e2 + C1e3 =α2e~ + b2e~ + C2e~ 1 

82 = d1e1 + e1e2 + he3 = d2e~ + e2e~ + he~ ~ 

83=g1e1+h1e2+t1e3=g2e;+h24+t241 

と表される.ここで，

gl = (bd1 -e1C1)/ L1 ， 

h1 = (C1d1 -11α1)/ L1 ， 

i1 = (α戸1一 d1b1)/L1ヲ

g2 = (b2h -e2C2) / L2 1 

h2 = (C2d2 - hα2)/ L2 ~ 

ら=(α2e2- d2b2)/ L2 J 

(B.3) 

(B.4) 

L1 ゾ(bd1-e1c1)2 + (仏-1向 )2+ (a1e1一d1b1)21 
~ (B.5) 

L2 ゾ(b2h一的)2+ (悦-f:仇)2+ (α2e2 - d2b2)2 J 
基準座標軸 Z 軸及び U軸がそれぞれと軸及び η軸に変換される際，基準座標系に

よってと軸及び η軸が表現できるならば次式が成立する.

{v'} = [T]{υ} (B.6) 
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138 付録B (110)面座標系への座標変換

ここで，

[d g| 
[v] = I b1 e1 h1 

C1 11 i1 

[いl
(B.7) 

[v'] = I b2 e2 h2 

C2 12 i2 

となるので，座標変換マトリクス Tは

[T]T = [v'][vt1 (B.8) 

と表すことができる.



139 

基準座標系 Z 軸 y軸をそれぞれ (100)方向， (010)方向とすると，基準座標系に

おけるすべり方向単位ベクトル，及びすべり面に垂直な単位ベクトルは，表B.1のよ

うに表される.

Table B.1 Crystalline orientation of reference frame. 

m(α) m(α) s(α) 

1 

1 1 1 1 1 1  
21 8 

ゾ3y'3ゾ3 y'3y'3y'3 

3 9 

4 10 

111  1 1 1 
11 

y'3ゾ3 ゾ3 ゾ3 y'3ゾ3
12 

y 

Fig.B.1 Schematic diagram of reference frame and 12 slip systems. 
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また， c軸， η軸をそれぞれ (1肌 (001)方向，及び (0叫，作10)方向と与えた場

合，それぞれにおけるすべり方向単位ベクトル及びすべり面に垂直な単位ベクトルは

表B.2，B.3のように表される.

Table B.2 (110)(001)slip system. 

m(α) s(α) m(α) s(o) 

l 
li方針 7 151  ~ -~] 

[[[kl 
1 1 1 

吋一品
1 11  

2 トマヲ一一l 8 [-~一万一 2l2 ，/2 2 
3 [0 0 -1] 9 [-100] 

4 
1 1 1 

ト万一一l2 ，/2 2 
10 I121. J [-~一万

5 [-[[ -ム 0]
11 1  

ト一万一l2 ，/2 2 
11 [0J3 [[] 

1 1 1 
ト一方~]2 ，/2 2 

6 [0 0 1] 12 [1 00] 

y 

X 

Fig.B.2 Schematic diagram of (110) (001) slip system. 
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Table B.3 (l10)(110)slip system. 

m(α) s(白) m(α) s(α) 

1 !万 2-21 7 [方 1-11
2 2 

2 Iム ~O] 11111 
~L~ 

8 Iみo一品 [万 1
2 2 

3 ト方 ;jl 9 [0 -10] 

4 
1 1 1 

[万 -5-21 10 [方 -jjl

ゆか] 1 1 1 
5 ト万一一一l2 2 

11 l ム O~] 場11l
2 2 

6 [001] 12 [0 1 0] 

y 

Fig.B.3 Schematic diagram of (110) (110) slip system. 



付録C

弾性異方性の取り扱い

本来，結晶体は結晶構造に依存した弾性異方性を有している.ここでは，弾性異方

性を考慮、した弾性テンソルの取り扱いについて述べる.

/ 
1
・
』ou 

'
E且nu 

F
E
E
L
 

/ 

/ 

/ 

[100] 

Fig.C.1 Schematic diagram of coordinate transformation. 

式 (2.82)に示す本研究で用いた Asaro型の結晶塑性モデ、ルの構成式は以下の通りで

ある.

54j=DL〆kl-EJRJf)今(α) (C.1) 
α 

ここで，弾性体の構成式は式 (2.77)で与えられる.

v 
Sij = Dfjkldkl (C.2) 

一般に弾性テンソルは 21個の独立した成分を有するものの，本研究で取り扱う Ni

基単結晶超合金は立方晶系の異方性を有しており，これは，直交異方性の特殊な場合，
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すなわち， 3つの主軸方向が等価な場合に相当する.したがって，独立な弾性係数の

数は 3つとなる.以下にその具体形を示す.

D;xxx D;xyy D;xyy 。。。
D;xxx D;xyy 。。。

[ne
] = I D;xxx 。。。

D~zzz 。。 (0.3) 

D~zzz 。
sym. D~zzz 

さらに， 5章で行う平面問題に対応させるために，式(0.3)の弾性テンソルに対し以

下のような座標変換を行う.
v v 

(x，y，z)座標系の 2階のテンソルSから(乙η，()座標系の 2階のテンソル8'への座

標変換マトリクス Aは一般に次のように表すことができる.

{ 8' } = [A]{ 8 } (0.4) 

v v v v v v v v v v 
{S'} {5'xx 5'yy 5'zz 5'xy 5'yx 5'yz 5'zy 5'zx 5'xz}T 

{8} 
ママ

{Sxx Syy Szz Sxy Syx Syz Szy Szx Sxz}T 

li mi 
12m2 
13mi 
1112 m1m2 

2 ni 
2 n2 
2 n3 

n1n2 

η

n

n

n

 

m

m

m

m

 

m

m

m
加

m

m

m

m

 

'

i

n

，a
q

O

咽

i

n
n
n
1
L
 

1

叫
ん
1
u
n
w

唱

A

n

，a
q

o

'

i

唱

A

q

4

q

d

q

，a

n

n

n

n

 

Tゐ

9
-
q
d
v
t
A

m

m

m

n

 

m
向
川
町
山

(0.5) 

[A] 112ft m2m1 n2n1 11m2 11m2 m向 m向叫ん n112

1213 m2m3 n2n3 13m2 13m2 m3n2 m3n2 n312 n312 

1312 m3m2 n3n2 12m3 12m3 m2n3 m2n3 η213 n2h 

1311 m3m1 n3n1 11m3 hm3 m1n3 m1n3 n113 n1h 

hl3 m1m3 n1n3 13m1 hm1 m3n1 m3n1 n3h n3h 

ただし，(x，y，z)座標系と(乙η，()座標系聞における方向余弦は式(B.2)と同じく以下

のように定義する.

Z y z 
c 111=cω(}cx m1 =COS (}cy n1 =COS (}cz 

η1 12=cos (}TJX m2=COS (}TJY η2=COS (}TJZ 

( 1. 13=cos (}cx m3=COS (}cy n3=COS (}cz 
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マ
したがって S及びぽの座標変換マトリクス A1及びA2はそれぞれ次のようになる.

、t
F
J

、t
f
J

vgvs-

r
d
t
、
1
4
1

{S'} = [A1]{S} 

{d
el

} = [A2l{ de
} 

T
 、t

F
Jm

T

 

マ

P

A，z
 

zv円
、

υ

刊
u
d

v
c
υ
M
u
 

vcυ 

刊
u
d

Z
 

マ
g

m

u
vcυ 

z
 

Z
 

マ

'

ヲ

M

F

円、J
Z

i
v
c
υ
 

N
M
V
 

判
M

V

N

u

e

v
g
v
ら

z
 

z

z

 

F

z

 

v
c
u
v
c
υ
 

r
』，、

rs
、.、

[A1l 

limi 
12m2 
13m3 
l1l2 m1m2 

2 ni 

n~ 
2 n3 

n1n2 

2ltm1 

2l2m2 

2l3m3 

ltm2+l2m1 

2m1n1 

2m2n2 

2m3n3 

m1n2+m2n1 

(C.6) 

(C.7) 

2n1lt 

2n2l2 

2n3l3 

n1l2+n2lt 

(C.8) 

l2l3 m2m3 n2n3 l2m3 +l3m2 m2n3 +m3n2 n2l3 +n3l2 

l3l1 m3m1 n3n1 hm1 +ltm3 m3n1 +m1n3 n3lt +n1l3 

{d
el

} = {d~x d品dZ2dら2d;;2dユ}T
{d
e} = {d~x d~y d~;; 2d~y 2d~;; 2d~x}T 

[A2l = 

l?mi 
12m2 
13mi 

2ltl2 2m1m2 

2l2l3 2m2m3 

2 
ni 
2 n 2 

n~ 
2n1n2 

2n2n3 

ltm1 

l2m2 

l3m3 

ltm2+l2m1 

l2m3+l3m2 

m1n1 

m2n2 

m3n3 

m1n2+m2n1 

m2n3+m3n2 

n1lt 

n2l2 

n3l3 

n1l2+η2lt 

n2l3 +n3l2 

(C.9) 

2l3l1 2m3m1 2n3n1 l3m1 +l1m3 m3n1 +m1n3 n3lt +η1h 

座標変換後の弾性テンソルを Delと表すと，次式によって弾性テンソルの座標変換を

行うことができる.

[D勺=[A1][D
e][A;-1l (C.10) 

このようにして得られた弾性マトリクスを構成式 (2.82)に導入することにより，弾性

異方性を考慮、した有限要素解析が可能となる.



付録D

ブリネル圧子押込み解析における

諸条件

D.l 圧子押込みによる変位境界条件

ブリネル硬さは球庄子に一定荷重をかけ，試験片表面に押込み，除荷後試験片に残留

した永久くぼみの寸法によって硬さを決定している.球状圧子としては焼き入れ鋼球

が一般的に使用されており，試験片に比して，圧子内の応力状態も塑性変形を無視で

きるもののすれば，除荷後のくぼみ影響もほぼ球面の一部に近いもののとなる.そこ

で本研究では，この鋼球圧子を近似的に剛体庄子を見なし，押込み解析を行っている.

図D.1に示すように，増分計算の第 η ステップの始めに圧子球面の方程式は次式を

満足する.

r2 + (Z-α)=α2 -EムD
 

つづいて，押込み量ιの変形を与えた後の圧子球面方程式は次式の通り.

z 

O'(O，-o) 

Fig.D.1 Displacement boundary condition (l-step). 
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γ2 + (z-α+ι)2 =α2 (D.2) 

ここで r， Zは円柱座標， αは圧子の球半径， dnは第 η ステップにおけるくぼみ中

心の節点に与えられる増分押込み量である.

図 D.1において， 1， l'は変形前後の試験片接触表面上のある節点であり， (r[， Z[) 

は I点の座標値，ムU[，ムV[は節点 Iの r， Z方向の変位である.

そこでl'点の座標値 (r[+ムU[，Z[ +ムV[)を式 (D.2)へ代入し，ムV[について解

くと次式を得る.

ムV[=α-Z[一 ι-0α2ー (r[+的[) 、、B
E

，，
qo 

D
 

''i

、
これは，変形する材料が満足すべき変位境界条件であるが，増分変位ムU[，ムV[に関す

る非線形方程式であるため解の算出に際しては困難でありかっ計算時間も長くなるこ

とが予想される.そこで，式 (D.3)の右辺第 4項を Taylor展開することで，次式の線

形方程式を得る.

μー (TAUI)22FljTUI-2(ム)3川 (D.4)

今，各ステップの増分押込み変位ιを十分小さく取ると，式 (D.4)の第 3項目以降は

微小項と見なせるので，次式は十分良い近似であると考えられる.

μ-(r[仙[)2::::::::: va2 - r2一声幻[ (D.5) 

また節点 Iに対し，

イ+(z[一 α)2=α2件 α-z[ =必亡弓 (D.6) 

が成立することより，式 (D.3)は次式の線形方程式に縮退することが可能である.

一詐ず[+ムv[= -dn (D.7) 

式 (D.7)はムU[，ムv[に関する一次線形方程式であり，第 η ステップにおいて試験片接

触表面上全ての節点が満足すべき変位境界条件である.この近似によって，プリネル

硬さ試験の非線形解析問題が増分過程の 1ステップに関しては線形問題に帰着するこ

とが分かる.
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D.2 圧子押込みによる荷重境界条件

本研究では，庄子と試験片の接触条件には取り扱いの容易な摩擦無しのすべり条件

を採用した.したがって，試験片の接触表面に剛体球圧子から与えられる外力は，常

に球面の法線方向を向くことが要請される.そこで，試験片接触表面の要素を十分な

Meshにて分割を行うことにより，接触表面の各節点にかかる荷重も球面の法線方向に

向かうと見なすことが可能となる.そこで図 D.2に示すように，節点 Iにおける T，Z

方向の節点力成分をそれぞれF1r，F1zとすれば，接触表面上任意の節点 Iに対し，完

全潤滑 (μ=0)の場合の荷重境界条件として次式が成立する.

z 

r 

Fig.D.2 Force boundary condition for indentation surface. 

(山=乃T 孔品
特 F1=マムーニ-

F1cos α= -F1r sm αcos  α 

F1r COS α+ F1z sin α=0 (D.8) 

さらに，節点，1にかかる T，Z方向の増分荷重ムF1r，ムF1zも球面の法線方向とすれば，

式 (D.8)より次式が成立する.

(F1r +ムF1r)COS(α+ムα)+ (F1z +ムF1z)sin(α+ムα)= 0 (D.9) 

ここで a，ムαは図 D.2でステップの始めと終わりに z軸に対して節点 Iが圧子球心

Oに向かう角度及びその増分である.
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今，次式

( 今cos(α十ムα)= cosα-sinα・ムα-cos a . -_ -+ . . . 

A J ( D . 1 0 )  

州 α+ムα)= sinα+cosα ムα-sinα す-
が成立することから，上式の第 3項以降を微小項と見なすと次式を得る.

(F1r +ムF1r)(cosα-sinα・ムα)+ (F1z +ムF1z)(sinα+cosα ・ムα)= 0 (D.ll) 

式 (D.ll)一式 (D.9)より，次式が得られる.

ムFlパosα+ムF1zsinα + (F1z COSα -F1r sinα)ムα

+ (ムF1zCOSα ームF1rsinα)ムα=0
っ“

噌

E
ムD

 

r'a
・‘、

式 (D.12)の第 4項に対して， 2次の微小項で、あることから省略し，式 (D.8)を適用す

ると次式を得る.

ムF1rCOSα+ムF1zsinα+ (-F1 COS2α-F7sin2α)ムα=0

ゃ=令ムF17・COSα+ムF1zsin α -F1 • ムα=0
(D.13) 

さらに図 D.2より，球心 0'に対する球上の点]，]'及び点]'を通り T軸と平行な線分

との交点で作られる直角三角形より，次式が幾何学的に成立する.

αムα=ゾムu2+ (ムu.tanα)2=ゾ幻2(1+ tan2α)=ムu.COSα 
(D.14) 

字::::}ムα=竺竺ムα
α 

式 (D.14)を式 (D.13)へ代入し，両辺 COSαで除したものは以下の通りである.

ムF1r+ムF1ztanα
Fl

ムu=O
α 

(D.15) 

このように，増分押込み変位を十分に小さく取ることにより，以上の操作によって接

触表面の節点力が球面の法線方向を保持するようになる.

D.3 増分方程式の構成

これまでの D.l， D.2節にて述べてきた解析手法により，増分荷重ムF1r，ムF1zを含

む連立方程式が次式のように表現される.

k2lー 1，21ー 1 k2l-1，21 
k2l，21ー 1 k2l，21 

ムUl I ム丹T

ムVl I ムF1z

、、E
E
J

P
O
 

噌
'
ムD

 

''t
、
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式(D.16)の第 (21)行にtanαを掛けたものを第(21-1)行に加えた後，右辺に式(D.15)

を適用すると次式を得る.

kん21一W 一l+k仰 I一1tan α kん2幻I一し口山2訂I+kん2口Itanα . .. I J ムu

k21.21一→
k21.21 . .. I IムU町I 

ムF1r+ムF1ztan α 

ムF1z

F1r A 

τω> (D.17) 
ムF1z

つづいて，式 (D.17)の第 (21-1)行目から(乃/α)・ムUIを引いた後，第 (21)行目へ式

(D.7)の変位境界条件を導入することにより，新接触点が満足すべき変位境界条件の近

似解が得られる.

F1 
k21ー 1.21ー 1+ k21-1.21 tan α一一!.... k21ー l.21+k21.21tan α 

rI α 

ぷ亡万

ムUI

ムVI

、I
，F

oo 

t
，ムD

 

/
i
‘、

目
、
矛
『

n
 

O

J

 

D.4 球面接触表面上において変位境界条件を満足させる

ための手法

接触表面の節点が式 (D.7)を満足すれば，接触面は球面を保持する.しかしながら，

図D.3に示すように第 η ステップにおいて，変形前の試験片の接触表面01に最近接一

節点 (I+ 1)'が，押込み庄子内部に入り込むという物理的に起こり得ない現象を計算

上起こすことが予測される.したがって，節点 (1+ 1)'が式 (D.1)の球面方程式を満足

するためには，以下に示す条件式を満足することが要請される.

(rl+l +ムUI+1)2+ (ZI+1 +ムVI+l一 α+ Zo + dn)2三α2 (D.19) 
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z 

O(O，zo) 

O'(O，zo-o) 

Fig.D.3 Modified for an incremental displacement. 

そこで，現ステップでの増分押込み変位 6に対して，

(rI+l + R ・ムUI+1)2+ (ZI+l + R ・ムVI+lー α+zo+R・dn)2とα2 (D.20) 

式 (D.20)を満足する R(O.O三R三1.0)を決定することで，R・dnを 1ステップの増分

量として計算し，(1 + 1)'点の位置がステップの終わりに丁度球面上に来るように増分

量を制御することで上記の問題が解決可能である.
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