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第1章

緒論

1·1 研究の背景と目的

鉄鋼材料の組織制御と材質予測

鉄鋼材料の主成分である Feは, Si, Alに次いで多く地球の地殻中に含まれる金属元

素であり, その酸化物である鉄鉱石を還元して金属Feを取り出すことが比較的容易で

あるため, 鉄系材料は有史以前から人類が使用している代表的な金属材料である (1). さ

らに, Al合金やMg合金など様々な金属材料が開発された現代でも, 鉄鋼材料が我々の

社会を支える基盤材料である最大の理由は, 材料の化学組成や熱処理条件を変化させ

ることによって生じる多様な相変態や析出を利用して組織制御し, 強度と延性のバラン

スに優れた力学特性を発現させることが可能であるためである (2). また, 同じ材料内

であっても部位によって内部組織を変化させることで傾斜機能を付与することもでき

る. 例えば, 日本の伝統工芸である日本刀においては, 刃先にはマルテンサイト相, 刀

身にはパーライト組織を内部組織とすることで, 刀に優れた強度と靭性を兼ね備えさ

せている (3, 4). このように, 金属学や冶金学に関する知識が十分に蓄積されていなかっ

た時代から, 人々は経験に基づいて鉄鋼材料の材質制御を行ってきたといえる.　

その後, 金属組織の測定技術, 解析技術が発達するにつれて, 鉄鋼材料における微視

組織の結晶学的特徴や相変態機構および組織と力学的性質との関係が明らかにされ, 現

在までに金属学に基づいた材料設計によって, 実に様々な種類の鉄鋼材料が開発され

てきた. しかしながら, 用途に合わせて要求される性質をもつ鉄鋼材料を創製するため

に, 製造プロセスの複雑化や合金元素の増加が生じ, 従来の知識や経験のみでは内部組

織の発展や力学特性の予測が困難になってきている (5). このように材質予測が難しく

1



2 第 1章 緒論

なると, 実際の製造工程で製造される材料の性質にばらつきが生じるのみならず, 既存

材料の高機能化や新規材料の開発にかかるコストが増加するなどの問題が生じる (6).

このため, 実験的手法に加えてコンピューターシミュレーションを援用した材質予測,

すなわち各工程で形成される内部組織の形成予測と組織形態を陽に考慮した材料の力

学特性評価を系統的に実施可能にすることが, 上記問題の解決策として期待されてき

た (7, 8, 9, 10). さらに今後も, 省エネルギー材料としての期待の高まりや産業の発展に

伴って, より高機能な鉄鋼材料の開発が求められると予想される. このような背景のも

と, 上記のような計算材料科学を用いた材質予測手法を確立することは, 先に述べた開

発コストの削減のみならず, これまで明らかにされていない組織形成過程の理解や新

たな力学特性の発現メカニズムの発見に有益な情報を提供し, 新規材料の開発に大き

く貢献すると考えられる.

本研究は, このような数値シミュレーションを援用した鉄鋼材料の材質予測技術の

確立を目指すものであり, 以下では数値シミュレーションによる鉄鋼材料における内部

組織形成予測および組織形態に基づいた力学特性評価手法について概説した後, 本論

文の目的を述べる.

鉄鋼材料における内部組織形成とその予測手法

鉄鋼材料の内部組織は極めて多種多様であるが, 実際の製造工程における組織形成

を数値シミュレーションで系統的に予測するとすれば, 予測すべき組織形成過程は次の

ようにまとめられる. すなわち, 溶融鉄の冷却工程における凝固組織形成, 熱間・冷間

加工工程における動的・静的再結晶によるオーステナイト粒構造の形成, そして冷却工

程における相変態や析出による変態生成組織の形成過程である (11). このうち, 最終製

品の内部組織を構成し, 力学特性を最も大きく特徴づけているのは変態生成物の空間

分布や組織形態であり, これらを精度良く予測することが重要である.

鉄鋼材料における相変態は, 原子の長距離拡散によって変態が進行する拡散変態と原

子の拡散は伴わず原子の集団的な移動によって進行する無拡散変態に大別できる (12).

比較的高温側で発生するフェライト変態やパーライト変態においては前者が, 低温側

で生じるマルテンサイト変態においては後者が主要な変態機構であり, その中間温度

域では両方の変態機構が作用してベイナイト変態が生じる (13, 14, 15). 　これらの相変

態によって形成されるフェライト, パーライト, ベイナイト, マルテンサイトは鉄鋼材

料の内部組織を構成する単一組織であり, 実用鋼における組織形成予測を行うために
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は, これら単一組織および単一組織からなる複合組織形成を再現可能な組織形成シミュ

レーション手法を構築する必要がある.

以上で述べたような相変態現象や鉄鋼材料における組織形成過程を予測するための

組織形成シミュレーション手法 (16, 17)として, モンテカルロ (MC)法 (18, 19, 20)やセル

ラーオートマトン (CA)法 (21, 22)に代表される確率論的手法がある. ZhangらやTong

らは, これら手法を用いて連続冷却過程における冷却速度に依存したフェライト変態

およびフェライト粒成長挙動を再現可能にしている (23, 24). さらに, Xiaoらや Lanら

は結晶塑性有限要素法とMC法および CA法とを組み合わせて用いることにより, 変

態前のオーステナイト母相の変形状態がフェライト粒の成長に及ぼす影響を明らかに

している (25, 26, 27). しかしながら, MC法は実時間との対応付けが難しく, CA法は界

面エネルギーの影響を考慮できないなどの問題がある.

これに対し, 1993年に小林が過冷却融液からのデンドライト成長をはじめて再現し

て以来, ナノ・メゾスケールにおける強力な組織形成シミュレーション手法として注

目されているのが, 現象論的連続体モデルの Phase-Field法である (28, 29, 30, 31, 32, 33).

Phase-Field法の枠組みや基本概念は次章にて詳細に説明するが, Phase-Field法は全自

由エネルギーの最小化原理に基づき, 速度論的, エネルギー論的に組織形成過程を定量

的に記述できる点で他の手法よりも優位性がある (34). さらに, 全自由エネルギーは化

学的自由エネルギー, 弾性ひずみエネルギーおよび界面エネルギーなどの各エネルギー

の和として評価するので, 関係するエネルギー量を評価できれば, どのような組織形成

過程に対しても同じ枠組みでモデル化することができ, 多くの材料における組織形成過

程を再現可能である. 実際に, Phase-Field法は凝固組織形成のシミュレーション手法
(35, 36, 37, 38, 39, 40)として発展し, 現在では, 鉄鋼材料を含めて多種多様な合金, 高分子材

料における凝固 (41, 42), 再結晶粒成長 (43, 44, 45), 拡散相分離 (46, 47), 結晶変態 (48, 49) さ

らにクラックや転位のダイナミクス (50, 51, 52) にまで適用範囲が拡大され, その有効性

が示されてきている.

本研究では, このような広範な適用性を有するPhase-Field法を用いて鉄鋼材料にお

ける種々の組織形成過程を予測可能とするために, 拡散変態であるフェライト変態およ

びパーライト変態, さらには無拡散変態であるマルテンサイト変態を表現する Phase-

Fieldモデルを構築し,各単一組織の組織形成シミュレーションを可能にする. さらに,複

相組織形成過程やベイナイト変態のような中間変態を再現可能することを目的として,

拡散変態と無拡散変態の競合反応による組織形成過程を表現可能な統一的Phase-Field
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モデルの構築を試みる.

微視組織を考慮した力学特性評価手法

Phase-Field法に基づく組織形成シミュレーションで得られた解析結果, すなわち組

織の成長速度, 各相の体積分率の時間変化, 組織分布およびその形態などは, 様々な方

法で力学特性評価に利用することができる. たとえば, 相変態によって形成される組

織の体積分率の時間変化を Johnson-Mehr型の発展式 (53)で表現し, 内部状態変数とし

て構成式に導入して有限要素法による力学特性評価 (54)を行うのであれば, 組織形成シ

ミュレーションで得られる各相の体積分率の時間変化を直接入力データとして利用す

ることができる. また, 組織形成シミュレーションを計算機実験とみなして組織の発展

式のパラメータを同定することも可能である. しかしながら, 鉄鋼材料においては, 構

成相の体積分率が同じであっても組織形態が異なれば材料の変形挙動が異なることも

あり, 内部組織の影響を体積分率という巨視的に平均化した状態量として考慮するの

みでは十分にその材料の変形挙動を予測することができないことも考えられる. さら

には, 数値シミュレーションによる材質予測手法によって最終製品の特性を予測可能

とするのみならず, 所望の力学特性を発現させる組織形態がどのようなものであるか

探索可能とすることも, 材料開発には大きなメリットとなる. したがって, Phase-Field

法による組織形成シミュレーションの解析結果として, 組織の分布や形態を画像データ

として出力することも可能であることから, その組織形態データを力学特性評価の入

力情報として直接利用することが最も効果的な方法であると考えられる.

上記のような材料内部の微視構造を陽に考慮した力学特性評価が可能な手法として

は, 等価介在物理論やマイクロメカニクス理論 (55, 56, 57), それを発展させたセルフコン

システント法 (58)や Secant法 (59)などがある. 友田らは Secant法と Swift型の構成式

を用いてフェライト, ベイナイト, マルテンサイトからなる 3相組織鋼の応力ひずみ曲

線を予測可能としている (60, 61). しかしながら, これらの等価介在物理論やマイクロメ

カニクス理論に基礎を置く変形挙動解析法では, 特別な数値演算処理を行わない場合,

円形, 楕円形や長方形など簡単な形態の介在物 (第 2相)を含む系の解析に限定され, 鉄

鋼材料内部の微視組織のような複雑な微視構造を持つ系のミクロな変形挙動や応力ひ

ずみ分布を詳細に調査することは難しい. したがって, これらの理論とは異なる方法を

用いて, 組織形成シミュレーションで得られる複雑な内部組構造を反映させた変形挙動

解析を行い, ミクロ・マクロ両スケールにおける力学特性評価を合理的に行うことが望
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まれる.

これに対して, 微視構造を考慮した変形挙動を表現する新たな手法として, Guedes

らは均質化法に基づく有限要素法を提案した (62). 均質化法を用いることで, 材料内部

の複雑な任意形状の組織を有限要素モデル (代表体積要素)として表現できるうえ, 巨

視的変形挙動と微視的変形挙動を表す 2変数を定義し, それぞれの変数の支配方程式

を解くことで, 数学的に整合性を保ちながら, 組織が分布しているミクロ領域とマクロ

領域における材料の変形挙動を同時に表現することが可能である (63). したがって, こ

れまでに弾性問題の解析 (64, 65)が行われた後, 時間非依存 (66, 67, 68, 69, 70)および時間依

存 (71)の弾塑性変形解析等が報告され, 微視構造を有する材料の変形挙動解析手法とし

て確立されてきている. そして, 比嘉らはこれらを更に発展させ, 高次のひずみ勾配項

を導入したひずみ速度依存形の弾塑性構成式を用いて, 均質化法に基づく有限要素解

析を行い, 粒子強化型複合材料の特徴長さに依存した変形応答を表現可能とした (72).

さらに, 松井らは均質化法に基づく弾塑性有限要素法を用いて, フェライト-パーライ

ト鋼の引張り変形解析を行い, パーライト組織中のセメンタイト形態がマクロな応力

ひずみ曲線や組織内部のひずみ分布に与える影響を明らかにできることを示しており,

バウシンガー効果の発現メカニズムを明らかにするなど, 均質化法の有用性を示して

いる (73, 74). ただし, これらの解析では微視組織の形態は実際の組織写真を参考にして

理想化したものであり, 詳細な組織の形成過程については考慮されていない.

そこで本研究では, 先に述べたようにPhase-Field法を用いて鉄鋼材料における各種

組織形成予測を行い, 組織形成シミュレーションで得られた組織形態データをもとに

代表体積要素を作成することで, 均質化法に基づく有限要素解析を実施可能とする. そ

して, これらのプロセスから構成される一連の材質予測シミュレーション手法を構築

する.

1·2 本論文の構成

本研究は, 数値シミュレーションによる鉄鋼材料の材質予測技術の確立を目指すも

のであり, 本論文においては, 鉄鋼材料の材質予測の根幹をなし, 最も重要となるフェ

ライト, パーライト, ベイナイト, マルテンサイトなどの各単一組織の形成予測および

鉄鋼材料の力学特性評価を一貫して実施可能とする, 材質予測シミュレーション法を構

築することを目的としている. 以下に, 本論文の構成と各章の概要を示す.
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第 2章の基礎理論では,はじめにPhase-Field法の基本概念について述べた後, Phase-

Field法を用いた組織形成シミュレーション法を説明する. ついで, 鉄鋼材料における

フェライト変態, パーライト変態などの拡散変態を表現するPhase-Fieldモデルの導出

および, 無拡散変態であるマルテンサイト変態による各種組織形成過程を表現する新

たな Phase-Fieldモデルの構築を行う. さらに, 組織形成シミュレーションで予測され

る微視組織を内部に有する, 鉄鋼材料の力学特性評価を行うための 2変数漸近展開理論

に基づく均質化法, および弾塑性有限要素法について述べる. 　

第3章では,副格子モデルに基づくPhase-Field法を用いて, Fe-C合金におけるγ → α

変態の数値シミュレーションを行う. ここでは,はじめに一次元空間においてγ → α変態

の数値シミュレーションを行い, γ → α変態機構およびα相形成に伴う炭素拡散挙動の

温度,初期炭素濃度依存性について詳細に検討する. ついで, γ → α変態により形成され

るWidmanstättenフェライトの形成シミュレーションを行い, Widmanstättenフェライ

トの形成過程やその形態に及ぼす界面異方性の影響を検討するとともに, Allotriomorph

フェライトからWidmanstättenフェライトへの形態変化メカニズムを明らかにする.

第 4章では, 多結晶 γ相における γ → α変態やα + γ 2相組織の形成を予測可能とす

るために, Multi-Phase-Field法を用いて, Fe-C-Mn合金の連続冷却過程における α粒

成長挙動を再現する. そして, α相の体積分率の変化やα + γ 2相組織形態に及ぼす, 冷

却速度の影響を検討する. さらに, 相や方位差に依存した界面エネルギーおよび界面モ

ビリティーをモデル化し, Phase-Fieldモデルに導入する. そして, それらが α + γ 2相

組織形成過程に及ぼす影響を明らかにする.

第 5章では, 鉄鋼材料の冷却工程における γ → α変態後のパーライト変態を予測可

能とするために, Multi-Phase-Field法を用いてFe-C-Mn合金におけるパーライト組織

形成過程の数値シミュレーションを行う. また, 粒界拡散を Phase-Fieldモデルにおい

て表現し, ラメラー間隔や粒界拡散がパーライト組織形態やその成長速度に及ぼす影

響を明らかにする. さらには γ相における炭素濃度の不均一性に依存した, パーライト

組織形成過程を再現可能であることを示す.

第 6章では, 高強度鋼の強化相として重要なマルテンサイト組織の形成過程を予測可

能とするために, 第 2章で構築する変態ひずみの自己緩和および塑性緩和が生じるマル

テンサイト変態を表現するPhase-Fieldモデルを用いて, 立方晶から正方晶へのマルテ

ンサイト変態の数値シミュレーションを実施する. そして, 単結晶母相および多結晶母

相におけるマルテンサイト相の成長過程を再現し, 自己緩和と塑性緩和の両ひずみ緩



1·2 本論文の構成 7

和挙動がマルテンサイト組織形成過程に及ぼす影響を明らかにする.

第 7章では, 鉄鋼材料におけるベイナイト変態に見られるような拡散変態と無拡散変

態の競合反応による組織形成過程を数値シミュレーションで再現可能とするために, 拡

散変態と無拡散変態を統一的に取り扱うことが可能な Phase-Fieldモデルを提案する.

そして, 2元合金の等温保持において, 母相のスピノーダル分解とマルテンサイト変態

による新相形成が同時に生じる, 競合変態の数値シミュレーションを行い, 初期濃度に

依存した変態挙動や組織形成過程について検討する.

第 8章では, 第 3章から第 7章までに示すPhase-Field法による組織形成シミュレー

ションで得られる組織形態に基づき, 鉄鋼材料の力学特性を評価可能とする一連の材

質予測シミュレーション手法を提案する. ここでは, 実際に第 3章で示す Fe-C合金に

おける γ → α変態の数値シミュレーションで予測されるα相を含む, フェライト-パー

ライト 2相鋼の材質予測シミュレーションを行い, 微視組織形態に依存したフェライ

ト-パーライト鋼の力学特性を明らかにする. そして, 本研究で提案するPhase-Field法

と均質化法を用いた一連の材質予測シミュレーション法の可能性やその有効性を示す.

最後に, 第 9章の結論においては, 本研究の総括を述べる.



第2章

基礎理論

本章では, はじめに Phase-Field法の基礎となる Diffuse interface モデルの概念と

Cahn-HilliardモデルおよびAllen-Cahnモデルについて概説する. そして, Phase-Field

法を用いた組織形成シミュレーションの解析方法を実際の解析手順に沿って提示し,

Phase-Field法の広範な適用性について述べる. ついで, 鉄鋼材料におけるフェライト

変態, パーライト変態に代表される拡散変態の Phase-Fieldモデルを導出し, 無拡散変

態であるマルテンサイト変態による組織形成過程を表現する Phase-Fieldモデルを構

築する. さらに, Phase-Field法による組織形成シミュレーションで予測される微視組

織を内部に有する鉄鋼材料の力学特性評価を行うために用いる, 2変数漸近展開理論に

基づく均質化法について述べ, 有限要素方程式を導出する. 　

2·1 Phase-Field法の基本概念

Diffuse interfaceモデルとPhase-Field法

凝固現象における固液界面や相変態現象における異相界面においては, 界面を隔て

て濃度,温度および結晶構造などが変化しており, 組織は, このような界面が移動する

ことで形成される. したがって, 本研究で対象としている相変態や析出による組織形成

過程をモデル化し, 数値シミュレーションで再現するためには, 各組織の成長による界

面の移動と, それに伴う温度・濃度変化や結晶構造変化を如何に正確に表現するかが問

題となる.

従来より, このような組織形成過程のモデル化手法は界面の取り扱い方で大別され,

代表的なものに Sharp interfaceモデルもしくはDiffuse interfaceモデルに基づく手法

8
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Fig.2.1 Diffuse interface description of moving interface.

がある. Sharp interfaceモデルは, 界面を厚みが無限小の領域として捉え, そこで濃度

や結晶構造がステップ関数状 (sharp)に変化すると考えるものである. このモデルに

基づく組織形成シミュレーションにおいては, 界面の位置は拡散方程式などの支配方

程式を解く際の境界条件として取り扱われる. 実際に, この手法を用いてフェライト

変態に伴うフェライト/オーステナイト界面移動とその界面近傍での炭素拡散挙動が

再現されている (75, 76). また, フェライト相の成長に及ぼす Solute drug効果や Solute

trapping効果の影響など, 相変態における重要な現象の解析手法として広く用いられ

てきた (77, 78). しかしながら, Sharp interfaceモデルを用いた数値シミュレーションに

より組織形成や組織形態変化を再現するためには, 時間の経過に伴って刻々と変化する

界面位置を逐次追跡しなければならず, 二次元や三次元空間に拡張すると数値計算が

煩雑となり限界がある.

一方, 界面を有限の幅をもつ領域として考える, Diffuse interfaceモデル (79)では, 例

えば濃度や規則-不規則変態における規則度などの組織形成を記述する状態変数を秩序

変数 (phase field)として定義し, それらが界面領域において連続的に変化することを仮

定する. これにより, 図 2.1に示すように, 界面移動や濃度変化を秩序変数の各点での

変化として表現することができ, Sharp interface モデルに基づく組織形成シミュレー

ションを困難にしていた界面位置の逐次追跡が不要となり, 多次元空間における数値

シミュレーションが容易となる.

このようなDiffuse interfaceモデルの概念は, van der Waalsの気液界面の取り扱い
(80)に端を発しているが, 組織形成過程のシミュレーション手法としての系統的な研究

は, 1950年代から 1960年代にかけてのCahnとHilliardらの研究が代表的である. 彼ら

は, 濃度を秩序変数として, 不均一系の全自由エネルギーを表す自由エネルギー汎関数

を定式化し, それを質量保存式とOnsagerの線形熱力学に基づく拡散流束 (81)より導か
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れる拡散方程式に代入することで, Cahn-Hilliard非線形拡散方程式を導出した. さら

に, それをスピノーダル分解における核形成・成長過程の数値シミュレーションに適用

した (82, 83, 84). 一方, 秩序変数が濃度のような保存量ではなく, 規則度などの非保存量

の場合には, Langevin方程式に自由エネルギー汎関数を代入して得られるAllen-Cahn

方程式　 (時間依存型Ginzburg-Landau方程式, TDGL方程式) を用いることで組織形

成を再現することができる (85).

本研究で組織形成シミュレーション手法として用いる Phase-Field法は, これらの

Cahn-Hilliard方程式およびAllen-Cahn方程式を用いた解析手法と形式的に等しい. す

なわち, Phase-Field法は, 系の全自由エネルギーに基づき秩序変数の時間発展方程式

を導出し, それらを数値解析することで, 組織形成過程に伴う界面移動や溶質拡散現象

を場の発展として記述可能な方法といえる.

次節では, 実際の解析手順に沿ってPhase-Field法を用いた組織形成シミュレーショ

ン手法を説明し, Phase-Field法の一般性や広範な適用性について述べる.　

Phase-Field法による組織形成シミュレーション

図 2.2に, Phase-Field法による組織形成シミュレーションを行うためのフローチャー

トを示す (33). 以下では, 図 2.2に示したように (1) ∼ (4)の 4つのプロセスに沿って説

明する.

(1) 対象とする組織形成過程を記述する秩序変数 (phase field)を選定する. このと

き, 秩序変数は保存量と非保存量があり, どのような物理量を秩序変数として定義する

かは自由であるが, モデル化を行う組織形成過程を必要十分に表現しうる秩序変数を

選ぶ必要がある. 一般に相変態や析出による組織形成過程をモデル化する場合, 保存量

の秩序変数には濃度や温度, 非保存量の秩序変数には結晶方位, 規則度およびひずみと

することが多い. ここでは, 説明を簡便にするために, 保存量の秩序変数として濃度 c,

非保存量の秩序変数として相変態で形成される新相と母相を区別する phase field φを

例に説明する.

(2) 系の全自由エネルギーをCahnとHilliardの不均一系の自由エネルギー汎関数の

形式で定義する. 一般に, 組織形成過程において界面領域では, 結晶構造の乱れや濃度

勾配が存在する. このような濃度や結晶構造の不均一性を有する系では, 界面が存在

しない状態の自由エネルギーGbulkよりも過剰なエネルギーGintが付加されていると

考えられる. Phase-Field法では, Gintを界面エネルギーに関係づけられる勾配エネル
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ギーとして表現する. したがって, 系全体の自由エネルギーGtotalは, 次式の自由エネ

ルギー汎関数で与えられる (82). (詳細な導出過程は, 付録Aを参照)

Gtotal = Gbulk + Gint =
∫

V

(
g(c, φ) +

κc

2
|∇c|2 +

κφ

2
|∇φ|2

)
dV (2.1)

ここで, κcおよび κφは, それぞれ秩序変数 cおよび φの勾配エネルギー係数である.

g(c, φ)は界面が存在しない系の自由エネルギー密度であり, 秩序変数 cと φの関数とし

て定義される. さらに g(c, φ)は次式に示すように, 化学的自由エネルギー密度 gchem, 弾

性ひずみエネルギー密度 gelast, さらには解析対象に応じて電磁気エネルギー密度 gelmag

の和として表される.

g(c, φ) = gchem(c, φ) + gelast(c, φ) + gelmag(c, φ) (2.2)

式 (2.2)のエネルギー量は様々な方法で評価することができるが, 対象としている現象

や要求される解析精度と計算負荷との両立を考慮して決定する. 例えば, 化学的自由エ

ネルギーはCALPHAD法で求められる自由エネルギー関数を利用する方法 (86)や, 秩

序変数の Landau多項展開式を用いて評価する方法 (87)がある. さらに, 弾性ひずみエ

ネルギーは有限要素法やMicromechanics理論 (56, 88)を用いて評価することができる.

これら各エネルギーの評価方法は, 次節以降にて詳細に説明する.

(3) 系の全自由エネルギーを次式に示す保存量および非保存量の秩序変数 cと φの時

間発展方程式 (17) :
∂c

∂t
= ∇ ·

{
Mc(c, φ)∇

(
δG

δc

)}
(2.3)

∂φ

∂t
= −Mφ(c, φ)

(
δG

δφ

)
(2.4)

に代入して, 組織形成過程を表現する支配方程式を導出する. 実際に, 式 (2.3)と (2.4)

に式 (2.1)の全自由エネルギーを代入すれば, それぞれ先に述べた Cahn-Hilliard方程

式 (82), Allen-Cahn方程式 (85)に等しくなり, 勾配エネルギーの等方性を仮定した場合,

それぞれ次式で表される.

∂c

∂t
= ∇ ·

{
Mc(c, φ)∇

(
∂g

∂c
− κc∇2c

)}
(2.5)

∂φ

∂t
= −Mφ(c, φ)

(
∂g

∂φ
− κφ∇2φ

)
(2.6)

ここで, McおよびMφは, cと φの易動度 (モビリティー)である.
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Fig.2.2 Flow chart of Phase-Field simulation.

以上で, 組織形成過程を表現する支配方程式が導かれたので, (4) 支配方程式を差分

法, 有限要素法もしくは高速フーリエ変換などを用いて離散化し, 数値解析することで,

組織形成シミュレーションが可能となる. このとき, 差分格子間隔や有限要素の大きさ

は, 計算時間と解析精度の両立を考慮して決定する必要がある. なお本研究では, この

点に留意し, あらかじめ予備計算を行ったうえで, 差分格子間隔や有限要素の大きさを

決定している.

以上で示したように, Phase-Field法に基づく組織形成シミュレーション手法, すな

わち (1)から (4)の手順は, 材料の種類に依存しない. つまり, 対象とする現象に合わせ

て秩序変数を選定し, 全自由エネルギーが評価できれば, Phase-Field法を用いてどの

ような材料の組織形成過程も同様の方法でモデル化でき, 組織形成シミュレーションを

実施可能である. 次節以降では, 鉄鋼材料における拡散変態および無拡散相変態による

組織形成過程を表現する Phase-Fieldモデルを上記のプロセスに従って導出する.
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2·2 副格子モデルに基づくPhase-Field法を用いた拡散変
態モデル

本節では, 副格子モデルに基づくPhase-Field法を用いて, Fe-C合金におけるオース

テナイト (γ)相からフェライト (α)相への拡散変態である, γ → α変態の Phase-Filed

モデルを導出する. はじめに, γ → α変態に伴う α/γ界面の移動および炭素拡散挙動

を記述する秩序変数と, 系の全自由エネルギーを表すGibbsの自由エネルギー汎関数

を定義する. ついで, 系の時間変化すなわち γ → α変態による界面移動および炭素拡

散を表現する秩序変数の時間発展方程式を導出する. また, γ → α変態による組織形

成過程において組織形態を特徴づける界面異方性を表現する勾配エネルギー係数につ

いて説明する.

2·2·1 秩序変数と全自由エネルギー

本研究において γ → α変態を記述する秩序変数は, α相の存在確率を表すphase field

φと炭素濃度 ucとする. Phase field φは α相において φ = 1, γ相において φ = 0 の

値をとり, 図 2.3に示すように有限の界面幅 δをもつ界面領域において滑らかに変化す

る. 一方, 炭素濃度 ucは, Fe-C合金中の炭素原子のモル分率 xcと副格子濃度 ycに関係

づけられる濃度変数であり, 後に示す副格子モデルによるFe-C合金の化学的自由エネ

ルギー関数とともに説明する.

本研究の解析対象であるFe-C合金の全自由エネルギーは, 化学的エネルギーと勾配

エネルギーの和として, 次式に示すGibbsの自由エネルギー汎関数で表される (89).

G =
∫

V

[
g(φ, uc, T ) +

ε(θ)2

2
|∇φ|2

]
dV (2.7)

ここで, T は絶対温度, θは界面の法線方向と解析領域x軸とのなす角度として定義され

る変数である. ε(θ)は勾配エネルギー係数であり界面異方性を表現するパラメータであ

る. ε(θ)については, 次節で詳細に説明する. 式 (2.7)の被積分関数第 1項の g(φ, uc, T )

は Fe-C合金の化学的自由エネルギー密度であり, 相変態に伴う自由エネルギー変化を

表現するために秩序変数, 炭素濃度および温度の関数として次式のように定義する.

g(φ, uc, T ) = p(φ)gα(uc, T ) + (1 − p(φ))gγ(uc, T ) + Wq(φ) (2.8)

ここで, p(φ)はp(0)=0, p(1)=1を満たすエネルギー密度分布関数, q(φ)は q(0) = q(1) =

q′(0) = q′(1)=0を満たすダブルウェルポテンシャル関数である. p(φ)と q(φ)の関数形
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Fig.2.3 Illustraion of distribution of phase field φ in the α/γ interface region.

は任意であるが, 本研究では次式を用いる.

p(φ) = φ3(10 − 15φ + 6φ2) (2.9)

q(φ) = φ2(1 − φ)2 (2.10)

これらは 0 ≤ φ ≤ 1の範囲で図 2.4のように変化する.

式 (2.8)中のW はエネルギー障壁の高さであり, 界面エネルギー σと界面幅 δを用

いて次式で関係づけることができる (付録B参照).

W =
6σb

δ
(2.11)

ここで, 界面領域を λ ≤ φ ≤ 1− λと仮定して, b = 2 tanh−1(1− 2λ) としている (90). λ

は例えば, 0.05や 0.1のような界面領域入口の phase field φの値である.

式 (2.8)中の gα(uc, T )および gγ(uc, T )はそれぞれα, γ単相の化学的自由エネルギー

密度であり, 各相の化学的自由エネルギーをFe-C合金のモル体積で除した値を用いる.

Phase-field法を用いて γ → α変態を精度良くモデル化するためには, これらの化学的

自由エネルギーを正確に表現することが重要であり, 本研究では副格子モデル (91)に基

づく化学的自由エネルギー関数を用いる. すなわち, 本研究で解析対象としているFe-C

合金であれば, i 相単相 (i = α, γ)の化学的自由エネルギーは副格子モデルを用いて,
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Fig.2.4 Variation of (a) energy density function p(θ) and double-well potential function
q(θ).

次式の関数形で表される.

Gi(yc, T ) = ayi
vaG

0,i
Fe:V a + ayi

cG
0,i
Fe;C

+ cRT (yi
c ln yi

c + yi
va ln yi

va)

+ yi
cy

i
vaL

i
Fe;C;V a (2.12)

ここで, 式 (2.12)の右辺第 1項および第 2項は Fe基合金の化学的自由エネルギーを副

格子濃度で重み付けした量を表す. そして, 第 3項は原子配置の混合エントロピー発生

に起因するエネルギー項, 第 4項は原子間相互作用により生じるエネルギー項を表し

ている. また, 例えばG0,i
Fe:V aはFe-C 2元合金の i相において置換型位置を全てFe原子

が占有し, 侵入型位置は全て空格子の状態における化学的自由エネルギーを表してい

る. この他, G0,i
Fe:CおよびLi

Fe;C;V a(i =α, γ)などの各種熱力学パラメータはCALPHAD

法 (86)を用いて求めることができ, 状態図計算で広く用いられているThermo-Calc. や

Pandatのようなソフトウェアにおいてデータベース化されている. したがって, Fe-C

合金のみならず, Fe-C-Mn合金など, その他の 2元系, 3元系の合金に対しても本手法

を適用することができる.

式 (2.12)中, yi
cは侵入型位置 (副格子点)における炭素原子の占有率, すなわち炭素原

子の副格子濃度を表す. yi
vaは炭素原子が侵入していない副格子点 (空格子点)のモル分

率, すなわち空格子濃度である. 本モデルにおいては, fcc結晶の γ相から bcc結晶の α

相における結晶構造の変化による副格子点数および空孔点数の変化を考慮し, α相と γ

相で統一した濃度変数を用いるために, 副格子濃度 yi
cと空格子濃度 yi

vaに以下のよう
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に関係付けられる炭素濃度変数 ucを定義する.

yi
c =

axc

c(1 − xc)
=

a

c
uc (2.13)

yi
va = 1 − yi

c = 1 − a

c
uc (2.14)

ここで, aと cは a個のFe原子の格子点に対して c個の炭素原子が侵入可能であること

を表す定数で, α相においては a = 1, c = 3, γ相においては a = c = 1となる (12). した

がって, 式 (2.13),式 (2.14)より本研究で用いるFe-C合金のα相と γ相単相の化学的自

由エネルギーは, 濃度変数 ucの関数としてそれぞれ次式で表される.

Gα(uc, T ) =
(
1 − 1

3
uc

)
G0,α

Fe:V a +
1

3
ucG

0,α
Fe;C

+ 3RT
{

1

3
uc ln

1

3
uc +

(
1 − 1

3
uc

)
ln

(
1 − 1

3
uc

)}
+

1

3
uc

(
1 − 1

3
uc

)
Lα

Fe;C;V a + Gmag (2.15)

Gγ(uc, T ) = (1 − uc)G
0,γ
Fe:V a + ucG

0,γ
Fe;C

+ RT {uc ln uc + (1 − uc) ln(1 − uc)}

+ uc(1 − uc)L
γ
Fe;C;V a (2.16)

ここで, α相は強磁性体であることから, 式 (2.15)の第 5項に磁気エネルギー項Gmag

を加えている. なお, 本研究で用いるFe-C合金に対する式 (2.15)と式 (2.16)のG0,i
Fe:V a,

G0,i
Fe:CおよびLi

Fe;C;V a (i =α, γ)などの各種熱力学パラメータは付録Cに示している.

2·2·2 時間発展方程式

前節で導出したFe-C合金の全自由エネルギーGに基づき, phase filed φと炭素濃度

ucの時間発展方程式, すなわち Phase-field方程式および炭素拡散方程式を導出する.

Phase-field方程式

Fe-C合金の γ → α変態による結晶構造の変化, すなわちα/γ界面の移動を記述する

非保存量の秩序変数である phase field φの時間発展方程式は, 式 (2.7)の全自由エネル

ギーを次式に代入して得られる.

∂φ

∂t
= −Mφ

(
δG

δφ

)
(2.17)
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ここで, δG/δφは全自由エネルギー Gの phase field φに関する汎関数微分であり, 2次

元空間において界面異方性を考慮すると次式で表される.

δG

δφ
=

∂G

∂φ
− ∂

∂x

(
∂G

∂φ,x

)
− ∂

∂y

(
∂G

∂φ,y

)

=
∂G

∂φ
− ∂

∂x

(
ε(θ)2∂φ

∂x
+ ε(θ)

∂ε(θ)

∂φ,x

|∇φ|2
)
− ∂

∂y

(
ε(θ)2∂φ

∂y
+ ε(θ)

∂ε(θ)

∂φ,y

|∇φ|2
)

=
∂G

∂φ
− ∂

∂x

(
ε(θ)2∂φ

∂x
+ ε(θ)

∂ε(θ)

∂θ

∂θ

∂φ,x

|∇φ|2
)
− ∂

∂y

(
ε(θ)2∂φ

∂y
+ ε(θ)

∂ε(θ)

∂θ

∂θ

∂φ,y

|∇φ|2
)

(2.18)

ここで, θは界面の外向き法線ベクトル−∇φと x軸のなす角度である. また, −∇φの

各成分より, 次式が得られる.
∂θ

∂φ,x

= −sin2 θ
∂φ
∂y

, (2.19)

∂θ

∂φ,y

=
∂φ
∂x(

∂φ
∂x

)2
+

(
∂φ
∂y

)2 (2.20)

これを用いると, 式 (2.18)中の各項は, 次式で表される.

∂θ

∂φ,x

|∇φ|2 = −∂φ

∂y
, (2.21)

∂θ

∂φ,y

|∇φ|2 =
∂φ

∂x
(2.22)

以上の式 (2.18)∼(2.22)より, Phase-field方程式は次式で表される.

∂φ

∂t
= Mφ

{
∇ · (ε(θ)2∇φ) − ∂g

∂φ

− ∂

∂x

(
ε(θ)

∂ε(θ)

∂θ

∂φ

∂y

)
+

∂

∂y

(
ε(θ)

∂ε(θ)

∂θ

∂φ

∂x

)}
(2.23)

∂g

∂φ
= 4Wφ(1 − φ)

(
− 15

2W
φ(1 − φ)∆gγα + φ − 1

2

)
(2.24)

∆gγα = gγ(uc, T ) − gα(uc, T ) (2.25)

ここで, 式 (2.23)のMφは phase filed φの易動度であり, α/γ界面の易動度Mα/γ
(92),

W および ε(θ)と次式のように関係付けれる. (付録D参照).

Mφ =

√
2W

6ε0

Mα/γ (2.26)
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炭素拡散方程式

次に, γ → α変態に伴う炭素拡散挙動を表現する炭素拡散方程式を導出する. 保存

量の秩序変数である炭素濃度 ucの時間発展方程式は, 次式に示す拡散方程式から導出

される.
∂uc

∂t
= ∇ ·

{
Muc(φ, uc, T )∇

(
δG

δuc

)}
(2.27)

ここで, δG/δucは全自由エネルギーの炭素濃度 ucによる汎関数微分であり, 次式で表

される.
δG

δuc

=
∂G

∂uc

(2.28)

また, 式 (2.27)に式 (2.7)の全自由エネルギーを代入することで, 非線形炭素拡散方程

式が次式のように導出される.

∂uc

∂t
= ∇ ·

{
Muc(φ, uc, T )

(
∂2g

∂u2
c

∇uc +
∂2g

∂uc∂φ
∇φ

)}
(2.29)

ここで, Muc(φ, uc, T )は Fe-C合金中の炭素原子の拡散係数に対応する ucの易動度を

表し, Fe-C合金のモル体積 vm, 副格子濃度 uc, 空格子濃度 ycおよび炭素原子の易動度

Mcと次式で関係付けられる (89)(93).

Muc(φ, uc, T ) = ucyvvmMc (2.30)

先に示したように空格子濃度 yvはα相において yv = 1−uc/3, γ相において yv = 1−uc

であるため, 空格子濃度が界面領域で滑らかに変化することを表現するために p(φ)を

用いて, 次式を仮定する.

yv = p(φ)
(
1 − uc

3

)
+ (1 − p(φ))(1 − uc) (2.31)

また, Mcは Fe-C合金における炭素原子の易動度であるが, α相における炭素原子の

易動度は γ相に比べて非常に大きい. したがって, Mcが界面領域で滑らかに変化する

ように, α相における易動度Mα
c , および γ相における易動度Mγ

c を用いて次式で表す
(94)(95).

Mc = (Mα
c )p(φ)(Mγ

c )(1−p(φ)) (2.32)

2·2·3 界面異方性

α相の組織形態は, α/γ界面構造に依存して変化する界面エネルギーの異方性に大き

く影響を受ける. そこで本研究では, 次式に示すように勾配エネルギー係数 ε(θ)を界面
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Fig.2.5 Interface anisotropy for k = 2, ξ = 0.6, θ0 = 90◦ ; (a) polar plot of anisotropy
function η(θ) and (b) equilibrium shape of interface.

エネルギー σ, 界面厚さ δおよび異方性関数 η(θ)を用いて, 方向依存性をもたせること

で界面異方性を表現する (付録B参照).

ε(θ) = ε0η(θ) =

√
3σδ

b
η(θ) (2.33)

ここで, θは界面の方向を示しており, 界面の外向き法線方向と x軸のなす角度として

定義する. また, 異方性関数 η(θ)は次式を採用する.

η(θ) = 1 + ξ cos k(θ − θ0) (2.34)

ここで, ξ, k, θ0はそれぞれ異方性強度,異方性モード数,優先成長方向である. 図 2.5(a)

に ξ = 0.6, k = 2, θ0 = 90◦における η(θ)の極座標プロットを実線で示す. このとき,

式 (2.34)により求められる界面の平衡形は, Wulffの定理 (96)により図 2.5(b)のように

なる. ξ ≥ 1/(k2 − 1)を満たすような異方性強度 ξの場合には, 図 2.5(b)中の (A)で示

すような, 界面の平衡形状において不連続な部分が発生する. この部分に対応する θの

領域は図 2.5(a)の灰色部分で表され, 式 (2.34)を用いた場合, 数値計算を安定に行うこ

とができなくなる. そこで本研究では, この θの範囲 2πi/k− θm ≤ θ− θ0 ≤ 2πi/k + θm

(i = 0, 1, 2, ...)に対して, 次式に示すように η(θ)を修正することで, 広範な界面異方性
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をモデル化する (90)(97).

η(θ) =



1 + ξ cos k(θ − θ0) ≡ η̄(θ)

(for 2πi/k + θm ≤ θ − θ0 ≤ 2π(i + 1)/k + θm)

η̄(θm+θ0)
cos θm

cos(θ − θ0)

(for 2πi/k − θm ≤ θ − θ0 ≤ 2πi/k + θm)

(2.35)

ここで, θm は図 2.5(a)に示すように, 式 (2.34)の極座標プロットと破線で示す半径

η̄(θm + θ0)/cosθmの内接円との接点における角度 θから y軸までの角度領域の大きさ

に対応することから, 以下の式で求めることができる.

η(θm) sin θm + η(θm) cos θm = 0 (2.36)

なお, 式 (2.35)の修正計算は, k = 2においては ξ = 0.33以上, k = 4においては ξ =

0.06以上の異方性強度で必要となる.
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2·2·4 時間発展方程式の離散化手法

Phase-Field法を用いた組織形成シミュレーションは, 秩序変数の時間発展方程式を

離散化し, 数値解析することにより可能となる. 以下では, 例として, 前節で示した

Phase-field方程式 (2.23)と炭素拡散方程式 (2.29)を差分法および有限要素法を用いて,

離散表示する. なお, 次節以降に示す Phase-Fieldモデルの離散化についても本節で示

す手法を用いる.

差分法による時間発展方程式の離散化

Phase-field方程式 (2.23)と炭素拡散方程式 (2.29)を, 時間に関しては前進差分法, 空

間に関しては 2階中央差分法を用いて離散化する. 一次元における時間発展方程式は

式 (2.23)と式 (2.29)より, それぞれ次式で表される.

∂φ

∂t
= −Mφ

{
∂

∂x

(
ε2
0

∂φ

∂x

)
− ∂g

∂φ

}
(2.37)

∂uc

∂t
=

∂

∂x

{
Muc(φ, uc, T )

(
∂2g

∂u2
c

∂uc

∂x
+

∂2g

∂uc∂φ

∂φ

∂x

)}
(2.38)

なお, 以下の差分方程式の導出過程においては, 図 2.6に示す差分格子を用いる. 差分

格子点 i における式 (2.37)および式 (2.38)の時間および空間に関する各項は, それぞ

れ以下のように差分表示できる.

∂φ

∂t
=

φt+dt
i − φt

i

dt
(2.39)

∂uc

∂t
=

ut+dt
ci − ut

ci

dt
(2.40)

i i+1i-1

i+1/2i-1/2

dx

x

Computational grid

Fig.2.6 Finite difference grids.
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∂

∂x

(
ε2
0

∂φ

∂x

)
=

1

dx


(
ε2
0

∂φ

∂x

)
i+1/2

−
(
ε2
0

∂φ

∂x

)
i−1/2


=

1

dx2

{(
ε2
0i+1 + ε2

0i

2

)
(φi+1 − φi) −

(
ε2
0i + ε2

0i−1

2

)
(φi − φi−1)

}
(2.41)

∂

∂x

{
Muc

(
∂2g

∂u2
c

∂uc

∂x
+

∂2g

∂uc∂φ

∂φ

∂x

)}
=

1

dx

{
Muc

(
∂2g

∂u2
c

∂uc

∂x
+

∂2g

∂uc∂φ

∂φ

∂x

)}
i+1/2

−
{

Muc

(
∂2g

∂u2
c

∂uc

∂x
+

∂2g

∂uc∂φ

∂φ

∂x

)}
i−1/2

 (2.42)

ここで, 上付き添え字の t, dtはそれぞれ現在時刻および時間増分を表す. さらに, 式

(2.42)中の各項は以下のように差分表示できる.{
Muc

(
∂2g

∂u2
c

∂uc

∂x
+

∂2g

∂uc∂φ

∂φ

∂x

)}
i+1/2

=
Muci+1 + Muci

2

[
1

2

{(
∂2g

∂u2
c

)
i+1

+

(
∂2g

∂u2
c

)
i

}
uci+1 − uci

dx

+
1

2

{(
∂2g

∂uc∂φ

)
i+1

+

(
∂2g

∂uc∂φ

)
i

}
φi+1 − φi

dx

]
(2.43)

{
Muc

(
∂2g

∂u2
c

∂uc

∂x
+

∂2g

∂uc∂φ

∂φ

∂x

)}
i−1/2

=
Muci + Muci−1

2

[
1

2

{(
∂2g

∂u2
c

)
i

+

(
∂2g

∂u2
c

)
i−1

}
uci − uci−1

dx

+
1

2

{(
∂2g

∂uc∂φ

)
i

+

(
∂2g

∂uc∂φ

)
i−1

}
φi − φi−1

dx

]
(2.44)

2次元解析における時間発展方程式の離散化

つづいて, Phase-field方程式 (2.23)と炭素拡散方程式 (2.29)を, 空間に関しては有限

要素法, 時間に関しては差分法を用いた離散化手法を示す.

Phase-field方程式の有限要素法, 差分法

2次元空間で γ → α変態による α/γ界面の移動を記述するPhase-field方程式を, 次

式に示す.

∂φ

∂t
= Mφ

{
∇ · (ε(θ)2∇φ) − ∂g

∂φ

− ∂

∂x

(
ε(θ)

∂ε(θ)

∂θ

∂φ

∂y

)
+

∂

∂y

(
ε(θ)

∂ε(θ)

∂θ

∂φ

∂x

)}
(2.45)

式 (2.45)を重みつき残差法を用いて弱形式表示するために, 両辺に δφをかけて積分す

ると,∫
A

{
1

Mφ

∂φ

∂t
−∇ · (ε2∇φ) +

∂g

∂φ
+

∂

∂x

(
ε
∂ε

∂θ

∂φ

∂y

)
− ∂

∂y

(
ε
∂ε

∂θ

∂φ

∂x

)}
δφdA = 0 (2.46)
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( 1, 1)

( 1,-1)(-1,-1)

N = 1 N = 2

N = 3N = 3

(-1, 1)

ξ

η

(ξN , ηN) =

Fig.2.7 Isoparametric quadrilateral element.

となる. 式 (2.46)の左辺被積分関数第 2, 4, 5項にGreenの定理を適用し, 整理すると

次式を得る.

∫
A

{
1

Mφ

∂φ

∂t
δφ + ε2

(
∂φ

∂x

∂δφ

∂x
+

∂φ

∂y

∂δφ

∂y

)
+

∂g

∂φ
δφ − ε

∂ε

∂θ

(
∂φ

∂y

∂δφ

∂x
− ∂φ

∂x

∂δφ

∂y

)}
dA

=
∫

l

{
ε2

(
∂φ

∂x
nx +

∂φ

∂y
ny

)
− nxε

∂ε

∂θ

∂φ

∂y
+ nyε

∂ε

∂θ

∂φ

∂x

}
δφdl (2.47)

ここで, nx, nyはそれぞれ界面の外向き法線ベクトルの x方向, y方向成分である. 本

研究では外部からの物質の出入りは考慮しないため, 式 (2.47)右辺の線積分項を零と

する.

式 (2.47)を有限要素法を用いて離散化するために, 要素内の任意の点における phase

field φと δφの値を, 有限要素の節点 N(N = 1,2,3,4)での形状関数 ψN と phase field

φM の線形結合によって表示する.

φ = ψNφN (2.48)

δφ = ψMδφM (2.49)

また, 本研究では図 2.7に示す 4節点アイソパラメトリック要素を採用する. このとき,

形状関数 ψN は自然座標系 (ξ, η)において次式で表される.

ψN =
1

4
(1 − ξNξ)(1 − ηNη) (2.50)

式 (2.48), (2.49)を式 (2.47)に代入すると,
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∫
A

{
1

Mφ

∂φN

∂t
ψNψMδφM + ε2

(
∂ψN

∂x
φN

∂ψM

∂x
δφM +

∂ψN

∂y
φN

∂ψM

∂y
δφM

)
+

∂g

∂φ
ψMδφM

− ε
∂ε

∂θ

(
∂ψN

∂y
φN

∂ψM

∂x
δφM − ∂ψN

∂x
φN

∂φM

∂y
δφM

)}
dA = 0

(2.51)

式 (2.51)は任意の δφM で成立するので, 次式に示す各要素における有限要素方程式を

得る. [
K1

φ

] {
∂φN

∂t

}
+

[
K2

φ

]
{φN} = {fφ} (2.52)

ここで, 各要素に対するマトリクスは以下のようになる.

[
K1

φ

]
=

∫
A

1

Mφ

ψNψMdA (2.53)

[
K2

φ

]
=

∫
A

{
ε2

(
∂ψN

∂x

∂ψM

∂x
+

∂ψN

∂y

∂ψM

∂y

)
− ε

∂ε

∂θ

(
∂ψN

∂y

∂ψM

∂x
− ∂ψN

∂x

∂ψM

∂y

)}
dA

(2.54)

{fφ} = −
∫

A

∂g

∂φ
ψMdA (2.55)

これらのマトリックスに対して, 次式に示す空間座標系 (x, y)と自然座標系 (ξ, η)に

おける関数 F (x, y)の要素全域の積分の関係式

∫ ∫
F (x, y)dxdy =

∫ 1

−1

∫ 1

−1
F (ξ, η) |J | dξdη (2.56)

を用いると, 式 (2.53)～式 (2.55)は以下のように表示することができる.

[
K1

φ

]
=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

1

Mφ

ψNψM |J | dξdη (2.57)

[
K2

φ

]
=

∫ 1

−1

∫ 1

−1

{
ε2

(
∂ψN

∂x

∂ψM

∂x
+

∂ψN

∂y

∂ψM

∂y

)
− ε

∂ε

∂θ

(
∂ψN

∂y

∂ψM

∂x
− ∂ψN

∂x

∂ψM

∂y

)}
|J | dξdη

(2.58)

{fφ} =
∫ 1

−1

∫ 1

−1
−∂g

∂φ
ψM |J | dξdη (2.59)

さらに, 次式に示す 2点ガウス積分を行う.

∫ 1

−1

∫ 1

−1
f(ξ, η)dξdη =

2∑
i=1

2∑
j=1

f(ξi, ξj)wiwj (2.60)
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f

w1 w2

Gauss integration points

Fig.2.8 Gauss integration

ここで, wi, wjは図 2.8に示す重み, 添え字 i, jは積分するガウス点を示している. これ

により, 各要素の有限要素方程式および各マトリクス式 (2.57)～式 (2.59)は次式で表さ

れる. [
K1

φ

] {
∂φN

∂t

}
+

[
K2

φ

]
{φN} = {fφ} (2.61)

[
K1

φ

]
=

2∑
i=1

2∑
j=1

(
1

Mφ

ψNψM

)
ij

wiwj |J |ij (2.62)

[
K2

φ

]
=

2∑
i=1

2∑
j=1

{
ε2

(
∂ψN

∂x

∂ψM

∂x
+

∂ψN

∂y

∂ψM

∂y

)
− ε

∂ε

∂θ

(
∂ψN

∂y

∂ψM

∂x
− ∂ψN

∂x

∂ψM

∂y

)}
ij

wiwj |J |ij

(2.63)

{fφ} =
2∑

i=1

2∑
j=1

(
−∂g

∂φ
ψM

)
wiwj |J |ij (2.64)

一方，時間に対してはクランク・ニコルソンの中央差分を用いて離散化する．クラン

ク・ニコルソンの中央差分においては時間 t+ dt
2
における節点Nのphase field φ

t+ dt
2

N ，を,

φ
t+ dt

2
N =

1

2

(
φt+dt

N + φt
N

)
(2.65)

と表し, 時間 t + dt
2
における節点N の Phase fieldの時間微分を

dφ
t+ dt

2
N

dt
=

φt+dt
N − φt

N

dt
(2.66)

と表す. 式 (2.65)と式 (2.66)を式 (2.61)∼式 (2.64)に代入し, 全要素について足し合わ

せることで全解析領域に対するPhase-field有限要素方程式を得る.[
KA

φ

] {
φt+dt

}
=

[
KB

φ

] {
φt

}
+ {Fφ} (2.67)
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[
KA

φ

]
=

∑
element

[
KI

φ

]
=

∑
element

{
1

dt

[
K1

φ

]
+

1

2

[
K2

φ

]}
(2.68)

[
KB

φ

]
=

∑
element

[
KII

φ

]
=

∑
element

(
1

dt

[
K1

φ

]
− 1

2

[
K2

φ

])
(2.69)

{Fφ} =
∑

element

({fφ}) (2.70)

炭素拡散方程式の有限要素法, 差分法

続いて, 次式に示す炭素拡散方程式を有限要素法および差分法を用いて離散化する.

∂uc

∂t
= ∇ ·

{
Muc(φ, uc, T )

(
∂2g

∂u2
c

∇uc +
∂2g

∂uc∂φ
∇φ

)}
(2.71)

ここで, 以下の離散化過程を簡単に示すため,

a =
∂2g

∂u2
c

(2.72)

b =
∂2g

∂uc∂φ
(2.73)

とおく. 式 (2.71)を重みつき残差法を用いて弱形式表示するために, 両辺に δucをかけ

て積分を行うと,

∫
A

[
∂uc

∂t
− ∂

∂x

{
Muc

(
a
∂uc

∂x
+ b

∂φ

∂x

)}
− ∂

∂y

{
Muc

(
a
∂uc

∂y
+ b

∂φ

∂y

)}]
δucdA = 0

(2.74)

式 (2.74)の左辺被積分関数第 2, 3項にGreenの定理を適用し,整理すると次式を得る.

∫
A

[
∂uc

∂t
δuc + Muc

{(
a
∂uc

∂x
+ b

∂φ

∂x

)
∂δuc

∂x
+

(
a
∂uc

∂y
+ b

∂φ

∂y

)
∂δuc

∂y

}]
dA

=
∫

l
Muc

{
nx

(
a
∂uc

∂x
+ b

∂φ

∂x

)
+ ny

(
a
∂uc

∂y
+ b

∂φ

∂y

)}
δucdl (2.75)

ここで, 外部からの炭素原子の拡散流束は零とするため, 式 (2.75)の右辺の線積分項を

零とする. 次に, 有限要素法により離散化するため, 有限要素内の任意の点における炭

素濃度 uc, δucを形状関数ψN とそれぞれの節点での値の線形結合によって次式のよう

に表示する.

uc = ψNucN (2.76)

δuc = ψMδucM (2.77)
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これらを, 式 (2.75)に代入して, 整理すると次式を得る.∫
A

[
∂ucN

∂t
ψNψM + Muca

(
∂ψN

∂x

∂ψM

∂x
+

∂ψN

∂y

∂ψM

∂y

)
ucN

]
dA

=
∫

A

{
−Mucb

(
∂ψN

∂x

∂ψM

∂x
+

∂ψN

∂y

∂ψM

∂y

)
φN

}
dA (2.78)

したがって, 各要素における有限要素方程式は, 次式で表される.

[
K1

c

] {
∂ucN

∂t

}
+

[
K2

c

]
{ucN} = {fc} (2.79)

[
K1

c

]
=

∫
A

ψNψMdA (2.80)

[
K2

c

]
=

∫
A

Muca

(
∂ψN

∂x

∂ψM

∂x
+

∂ψN

∂y

∂ψM

∂y

)
dA (2.81)

{fc} =
∫

A
−Mucb

(
∂ψN

∂x

∂ψM

∂x
+

∂ψN

∂y

∂ψM

∂y

)
φNdA (2.82)

ここで, 前節の Phase-field方程式の離散化と同様, 空間座標系 (x, y)から自然座標系

(ξ, η)への座標変換および 2点ガウス積分を行うと, 以下のようになる.

[
K1

c

]
=

2∑
i=1

2∑
i=1

(ψNψM)ijwiwj |J |ij (2.83)

[
K2

c

]
=

2∑
i=1

2∑
i=1

{
Muca

(
∂ψN

∂x

∂ψM

∂x
+

∂ψN

∂y

∂ψM

∂y

)}
ij

wiwj |J |ij (2.84)

{fc} =
2∑

i=1

2∑
i=1

{
−Mucb

(
∂ψN

∂x

∂ψM

∂x
+

∂ψN

∂y

∂ψM

∂y

)
φN

}
ij

wiwj |J |ij (2.85)

さらに, 時間に関しては, クランクニコルソン中央差分法を用いて離散化する. クラン

ク・ニコルソンの中央差分法においては時間 t + dt
2
における節点N の炭素温度 u

t+ dt
2

cN

を

u
t+ dt

2
cN =

1

2

(
ut+dt

cN + ut
cN

)
(2.86)

と表し，時間 t + dt
2
における節点N の炭素濃度の時間微分を

du
t+ dt

2
cN

dt
=

ut+dt
cN − ut

cN

dt
(2.87)

と表す. 式 (2.86)と式 (2.87)を式 (2.79)から式 (2.82)に代入し, 全有限要素で足し合わ

せることにより, 数値シミュレーションで用いる炭素拡散有限要素方程式を得る.

[
KA

c

] {
ut+dt

c

}
=

[
KB

c

] {
ut

c

}
+ {Fc} (2.88)
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[
KA

c

]
=

∑
element

[
KI

c

]
=

∑
element

{
1

dt

[
K1

c

]
+

1

2

[
K2

c

]}
(2.89)

[
KB

c

]
=

∑
element

[
KII

c

]
=

∑
element

{
1

dt

[
K1

c

]
− 1

2

[
K2

c

]}
(2.90)

[Fc] =
∑

element

{fc} (2.91)
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2·3 Multi-Phase-Field法を用いた拡散変態モデル

前節で導出した副格子モデルに基づく拡散変態のPhase-Fieldモデルは,実験やCAL-

PHAD法で得られる化学的自由エネルギー関数を直接利用することができるため, γ →

α変態による α/γ界面の移動や炭素拡散を定量的に記述できる利点がある. しかしな

がら, 副格子モデルを用いた Phase-Fieldモデルでは数値計算が煩雑になるうえ, α/α

界面や γ/γ界面挙動を正確に表現することはできない. したがって, 多結晶体におけ

る γ → α変態やパーライト変態などの拡散変態を再現可能であり, かつ計算負荷の小

さい Phase-Fieldモデルの構築が必要である. これに対し, Chenら (98)や Steinbachら
(99, 100)によって,多結晶体中における相変態や析出現象および粒成長を表現するMulti-

Phase-Fieldモデルが提案されている. 本節では, Steinbachらが提案するGeneralized

Multi-Phase-Field法 (101)を採用し, 平衡状態図に基づいて多結晶体におけるフェライ

ト変態やパーライト変態を表現可能な Phase-Fieldモデルを導出する. さらに, 変態駆

動力などの各種パラメータ導出に用いる, 線形化平衡状態図について説明する.

2·3·1 秩序変数と全自由エネルギー

N 個の結晶粒を含む系を考え, i（i = 1, . . . , N）番目の結晶粒を粒 iと定義する. 鉄

鋼材料における相変態を考える場合, 秩序変数として, 任意の点における粒 iの存在確

率を表す phase field φiと炭素濃度Cを定義する. 例えば, N = 3の場合の phase field

φiは図 5.3に示すように, φ1は粒 1内で φ1 = 1, 粒 2, 粒 3では φ1 = 0となる変数であ

る. また, φ1が 0から 1に滑らかに変化する領域を粒 1と他の粒との界面と定義する.

さらに, φiはそれぞれ独立な変数でなく, 任意点で次式を満足する必要がある (101).

N∑
i=1

φi = 1 (2.92)

一方, 粒 iが γ相, α相, θ相かによって, それぞれの粒における炭素原子の固溶度が

異なるため, 界面において濃度分配が生じる. ここでは, これを表現するために, それ

ぞれの結晶粒内の炭素濃度を表す変数 Ciを導入し, 炭素濃度 Cを phase field φiと変

数Ciの線形関数として次式で表されるものとする (102).

C =
N∑

i=1

φiCi = φ1C1 + φ2C2 + φ3C3 + · · · (2.93)
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Fig.2.9 Distributions of phase field φi (i =1, 2, and 3).

以後, 本研究では炭素濃度Cと区別するためにCiを局所濃度と呼ぶ. 局所濃度Ciの決

定方法については後に説明する.

以上で定義した秩序変数を用いて, 系の全自由エネルギーは, 次式で表される (101).

G =
∫

V

 N∑
i=1

N∑
j=i+1

(
−

a2
ij

2
∇φi · ∇φj

)
+

N∑
i=1

N∑
j=i+1

(Wijφiφj) + ge

 dV (2.94)

ここで, 第一項が勾配エネルギー項, 第二項と第三項が化学的自由エネルギーに対応す

る項である. aij は勾配エネルギー係数, Wij はエネルギー障壁の高さを表す.　また,

式中の下添き添え字 [ ]ij は, テンソルを表す記号ではない. なお, 式 (2.94)はN = 2

の系に適用した場合, φ1 = φ, φ2 = 1 − φとなるので式 (2.1)に示したようなGibbsの

自由エネルギー汎関数に帰着する.

G =
∫

V

{
ge + W12φ (1 − φ) +

a2
12

2
(∇φ)2

}
dV (2.95)

2·3·2 時間発展方程式

Phase-field方程式

Steinbachらが提案するGeneralized Multi-Phase-Field 法 (101)を用いて φiの時間発

展方程式を導出する. この手法を用いることで, N 個の粒を含む系に対して, 任意点で

N 個全ての phase field φi の発展を考えるのではなく, N 個のうち, その点に局所的に
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存在する n(≤ N)個の粒に対応する φiの時間変化のみを計算することができる. これ

により, 計算量を大幅に減少することが可能となる. そこで, 新たに 0 < φi ≤ 1を満た

す点で 1, それ以外の点で 0の値をとるステップ関数 σiを定義する. このとき, 局所的

に存在する結晶粒の数 nは次式で表される.

n =
N∑

i=1

σi (2.96)

ここで,ラグランジュの未定乗数法を用いて式 (2.94)の自由エネルギー汎関数に式 (2.92)

の条件を含めると, φ1, φ2, · · · , φNを独立変数として取り扱った場合の全自由エネルギー

は次式で表される.

Γ =
∫

V


N∑

i=1

N∑
j=i+1

(
−

a2
ij

2
∇φi · ∇φj + Wijφiφj

)
+ ge + λ

(
n∑

i=1

φi − 1

) dV (2.97)

ここで, 表記を簡単にするために,

g =
N∑

i=1

N∑
j=i+1

(
−

a2
ij

2
∇φi · ∇φj + Wijφiφj

)
(2.98)

とすると, 式 (2.97)は次式のように表される.

Γ =
∫

V

{
g + ge + λ

(
n∑

i=1

φi − 1

)}
dV (2.99)

さて, phase field φiは非保存量であるため, 式 (2.99)より φiの時間発展方程式は次

式から導出される.

∂φi

∂t
= −Mφ

ij

δΓ

δφi

(2.100)

ここでMφ
ij は粒 iと粒 j間の界面のモビリティであり, φi

′ =
1

Mφ
ij

∂φi

∂t
とおくと次式の

ように表記できる.

φi
′ = − δΓ

δφi

= − δG

δφi

− λ (2.101)

さらに, 次式で表される Interface field ψijを定義する.

ψij = φi − φj (i < j) (2.102)

式 (2.92)に式 (2.102)を代入すると,

n∑
i=1

φi =
n∑

i=1

(ψij + φj) =
n∑

i=1

ψij + nφj = 1 (2.103)
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となる. 上式で iと jを入れ替えると, ψij = −ψjiより,

n∑
j=1

ψji + nφi =
n∑

j=1

(−ψij) + nφi = 1 (2.104)

であるので, 式 (2.104)より φiが満たすべき条件として次式が得られる.

φi =
1

n

 n∑
j=1

ψij + 1

 (2.105)

Interface field ψijの時間発展方程式が,

∂ψi

∂t
= −Mφ

ij

δG

δψi

(2.106)

で表されるとすれば, ψij
′ =

1

Mφ
ij

∂ψij

∂t
を用いると式 (2.102)より, 次式のように表さ

れる.

ψij
′ = φi

′ − φj
′

=

(
− δG

δφi

− λ

)
−

(
− δG

δφj

− λ

)

= − δG

δφi

+
δG

δφj

(2.107)

一方, 式 (2.105)より,

φi
′ =

1

n

n∑
j=1

ψ′
ij (2.108)

であるので, これに式 (2.107)を代入すると, 次式が得られる.

φi
′ =

1

n

n∑
j=1

(φi
′ − φj

′)

=
1

n

n∑
j=1

(
− δG

δφi

+
δG

δφj

)

= − 1

n

n∑
j=1

(
δG

δφi

− δG

δφj

)
(2.109)

ここで,

δG

δφi

=
∂g

∂φi

−∇ ∂g

∂∇φi

+
∂ge

∂φi

=
n∑

k=1(k 6=i)

(Wikφk) +
n∑

k=1(k 6=i)

(
a2

ik

2
∇2φk

)
+

∂ge

∂φi

=
n∑

k=1(k 6=i)

(
Wikφk +

a2
ik

2
∇2φk

)
+

∂ge

∂φi

(2.110)
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で表されるので, これを式 (2.109)に代入すれば, φiの時間発展方程式を得ることがで

きる.

∂φi

∂t
= −

n∑
j=1

Mφ
ij

n

(
∂G

∂φi

− ∂G

∂φj

)

= −
n∑

j=1

Mφ
ij

n

[
n∑

k=1

{
(Wik − Wjk) φk +

1

2

(
a2

ik − a2
jk

)
∇2φk

}
+

(
∂ge

∂φi

− ∂ge

∂φj

)]
(2.111)

ここで, 右辺 [ ]内は k 6= i, k 6= jの条件が必要であるが, 式の表記を簡単にするため

に, aii = 0,Wii = 0としている.

式 (2.111)の右辺括弧内の第三項は駆動力項を表しており,

∂ge

∂φi

− ∂ge

∂φj

= − 8

π

√
φiφj∆Eij (2.112)

とすると, 式 (2.111)は次式のように表すことができる.

∂φi

∂t
= −

n∑
j=1

Mφ
ij

n

[
n∑

k=1

(
(Wik − Wjk) φk +

1

2

(
a2

ik − a2
jk

)
∇2φk

)
− 8

π

√
φiφj∆Eij

]
(2.113)

ここで,
8

π

√
φiφjは, n = 2すなわち φ1 = φ, φ2 = 1 − φで表されるとき,

∫ 1

0

8

π

√
φ1φ2dφ =

∫ 1

0

8

π

√
φ (1 − φ)dφ = 1 (2.114)

つまり界面領域での駆動力項の積分値が∆Eijと等しくなるようにしている.

∆Eij は相変態に伴う自由エネルギー変化量を表し, その導出については 2.3.3節に

示す. また, 式 (2.113)中の勾配エネルギー係数 aij, エネルギー障壁の高さWij, モビリ

ティMφ
ijの導出方法については付録 Eに示す.

炭素拡散方程式

鉄鋼材料における拡散変態においては, 炭素原子の拡散による炭素濃度の変化が組

織の成長速度や形態を特徴付けるため, 炭素拡散方程式を解く必要がある. 本研究で

は, 炭素拡散方程式を全自由エネルギーをポテンシャルとする発展方程式としてでな

く, 2.3.1節で述べた局所濃度Ciを用いて現象論的に炭素拡散方程式を導出する. すな

わち炭素原子の拡散流束 J が各結晶粒における拡散流束 Jiと phase field φi の線形関
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数として表現されると仮定し, 拡散方程式を次式のように表す (102).

∂C

∂t
= ∇ · J

= ∇ · (φ1J1 + φ2J2 + · · ·φNJN) (2.115)

各粒内で, 拡散係数Diが一定であるとすれば, Ji = Di∇Ciと表すことができるので式

(2.115)は,

∂C

∂t
= ∇ · (φ1D1∇C1 + φ2D2∇C2 + · · ·φNDN∇CN)

= ∇ ·
(

N∑
i=1

φiDi∇Ci

)
(2.116)

となる. このとき, 式 (2.116)はN = 1のとき, すなわち粒界以外の点では通常の拡散

方程式に帰着する. また, 例えばN = 3であり, 粒 1が γ相, 粒 2が α相, 粒 3がセメン

タイト (θ)相の場合であれば, 式 (2.116)は次式のように表される.

∂C

∂t
= ∇ · J

= ∇ · (φ1J1 + φ2J2 + φ3J3)

= ∇ · (φ1D1∇C1 + φ2D2∇C2 + φ3D3∇C3) (2.117)

このとき, 各相の炭素拡散係数D1 = Dγ, D2 = Dα, D3 = Dθ はいずれもArrhenius型

の次式を用いる.

Dγ = Dγ
0 exp

(−Qγ

RT

)
Dα = Dα

0 exp
(−Qα

RT

)
Dθ = Dθ

0 exp

(
−Qθ

RT

)

ここで, Dγ
0 , Dα

0 , Dθ
0はpre-exponential factor, Qγ, Qα, Qθは活性化エネルギーを表す.

2·3·3 線形化平衡状態図

2.3.1節で述べた局所濃度Ciと, 2.3.2節で示した相変態に伴う化学的自由エネルギー

変化量∆Eijは, Militzerら (103)やMecozziら (104, 105)らに従い, Thermo-Calc. で得ら

れる平衡状態図における各相境界線を線形近似することにより導かれる, 平衡炭素濃

度と温度の関係式を用いて算出する. 線形化平衡状態図の模式図を図 2.10に示す. 図
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Fig.2.10 Linearized phase diagram.

中, 実線および破線で表される相境界線は, 異相界面におけるそれぞれの相の平衡炭素

濃度と温度の関係を示している. 例えばα/γと記した相境界線はα/γ 界面でのα相の

平衡炭素濃度と温度を表している. 本研究では, m相と n相 (m, n = α, γ, θ)の相境界

線を次式に示す平衡炭素濃度と温度の線形関数として表現する.

T = Λmn(Ceq
mn − CR

mn) + TR (2.118)

ここで, γ/α相境界線の場合は, Ceq
γαは γ/α 界面での γ相の平衡炭素濃度を表し, T は

系の温度を示している. また, 状態図を線形化する基準温度を TR, その温度での平衡

炭素濃度を基準濃度CR
γαと表す. Λγαは γ/α相境界線の傾きである. なお, 本研究で解

析対象としている, Fe-C-Mn合金に対するこれらの各種パラメータは, 第 4章および第

5章にて示す.

さて, 以下ではN = 3で, 粒 1が γ相, 粒 2がα相, 粒 3が θの 3相混合組織の場合を

考える. このとき, C1 ⇒ Cγ, C2 ⇒ Cα, C3 ⇒ Cθのように, 粒番号をその結晶粒の相に

対応する記号 γ, α, θに書き換えて表記するものとする. したがって, 式 (2.93)は次式

で表される.

C =
3∑

i=1

φiCi = φ1Cγ + φ2Cα + φ3Cθ (2.119)

炭素濃度は局所平衡状態を保つように変化していくので, m相と n相の界面における

炭素濃度の分配比 Cm

Cn
が, それぞれの相の平衡炭素濃度の比（濃度分配係数）kmnと等
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しい. m/n界面における濃度分配係数 kmnは次式で表現される (102).

kγα ≡
Ceq

γα

Ceq
αγ

(2.120)

kγθ ≡
Ceq

γθ

Ceq
θγ

(2.121)

kαθ ≡
Ceq

αθ

Ceq
θα

(2.122)

なお, kmn = 1/kmn, kmm = 1である. ここで, 濃度分配係数 kγαは, 界面における α相

の濃度を基準とした γ相の濃度の比 (Cγ/Cα)を表す.

したがって, 式 (2.120)～(2.122)および局所濃度の定義式である式 (2.93) を用いる

と, 局所濃度 Ciは濃度 C, phase field φiおよび濃度分配係数 kij を用いて次式で与え

られる.

Cγ =
kγγC

kγγφγ + kαγφα + kθγφθ

=
C

φγ + kαγφα + kθγφθ

(2.123)

Cα =
kαγC

kγγφγ + kαγφα + kθγφθ

=
kαγC

φγ + kαγφα + kθγφθ

(2.124)

Cθ =
kθγC

kγγφγ + kαγφα + kθγφθ

=
kθγC

φγ + kαγφα + kθγφθ

(2.125)

さらに本研究では, 相変態に伴う自由エネルギーの変化量を, 相変態に伴うエントロ

ピーの変化量と局所的な過冷度の積で表現する. すなわち式 (2.113)の自由エネルギー
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変化量∆Eijは次式のように定義される.

∆Eij = ∆Sij∆Tij (2.126)

ここで, ∆Sijは i相から j相への相変態に伴うエントロピー変化量, ∆Tijは粒 iと粒 j

の界面における過冷度である. ∆Sijは粒 iと粒 jの相の種類によって決まる.

過冷度∆Tij は, γ/α界面の場合は図 2.11に示すように求める. すなわち, γ相側と

α相側の局所濃度 Cγ, Cαに対応する温度 Tγ, Tαを求め, これらと系の温度 T との差

∆Tγ, ∆Tα の平均値を過冷度∆Tγαとする. したがって, 例えば γ → α変態に伴う自由

エネルギー変化量∆Eγαは, 次式で表現できる.

∆Eγα = ∆Sγα∆Tγα

= ∆Sγα
∆Tγ + ∆Tα

2
(2.127)
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2·4 Micromechanics理論に基づくPhase-Field法を用
いた無拡散変態モデル

本節では, マルテンサイト相の組織形態を特徴付けるひずみ緩和機構である自己緩

和および塑性緩和が生じるマルテンサイト変態を表現可能な Phase-Fieldモデルを,

Micromechanics理論に基づく Phase-Field Microelasticity理論を用いて新たに構築す

る. 本研究では, 立方晶 (母相)から正方晶 (マルテンサイト相)へのマルテンサイト変

態をモデル化する.

2·4·1 秩序変数と全自由エネルギー

マルテンサイト変態における結晶構造変化は, 結晶格子のせん断変形で生じ, 図 2.12

に示すように母相の 3つの<100>軸に平行な c軸を有するマルテンサイト相のバリア

ントが 3種類形成しうる. 本研究では, そのうち i番目のバリアント内で φi = 1, それ

以外のバリアントまたは母相において φi = 0となる秩序変数 φi (i = 1, 2, 3) を定義す

る (106).

このとき, 系の全自由エネルギー G は, 秩序変数を用いてGibbsの自由エネルギー

汎関数として次式のように表される.

G =
∫

V

(
gch + gel +

κ

2

3∑
i=1

|∇φi|2
)

dV (2.128)

ここで, κ は勾配エネルギー係数である. また, gch および gel は, それぞれ化学的自

由エネルギー密度および弾性ひずみエネルギー密度を表している. 化学的自由エネル

ギー密度は, 母相の結晶構造の対称性に対して不変であることを考慮して, 秩序変数の

Landau多項展開式を用いて, 次式のように表す (107).

gch = ∆f

A

2

3∑
i=1

φ2
i −

B

3

3∑
i=1

φ3
i +

C

4

(
3∑

i=1

φ2
i

)2
 (2.129)

ここで, ∆fはマルテンサイト変態に伴う化学的自由エネルギーの変化量を表している.

また, A, B および C は Landau多項展開式の展開係数であり, 本研究では, A = 0.15,

B = 3A+12, C = 2A+12 とする (107). このとき, 秩序変数 φi に対する化学的自由エ

ネルギー密度の変化は, 図 2.13 のように表現される.

マルテンサイト変態においては, 大きな変態ひずみが生じ, それを緩和する過程で組

織形態を特徴づけられる. そのため, 変態中の応力場や弾性ひずみエネルギーの変化
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Fig.2.12 Tetragonal variants produced by cubic-tetragonal transformation.
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を精度良く評価しなければならない. Phase-Fieldシミュレーションにおける弾性ひず

みエネルギーの評価方法としては, 有限要素法を用いることもできる (90)が, 本研究で

は, Micromechanics理論に基づく Phase-Field Microelasticity理論を用いて評価する
(88, 108). すなわち, 任意形状のマルテンサイト相を含む系の弾性ひずみエネルギー密度

は, 次式で表現することができる

gel =
1

2
Cijklε

el
ijε

el
kl (2.130)

ここで, Cijkl は弾性係数マトリクスである. また, 弾性ひずみ εel
ij は, 全ひずみ εc

ij と



40 第 2章 基礎理論

固有ひずみ ε0
ij の差として, 次式のように表される.

εel
ij = εc

ij − ε0
ij (2.131)

さらに, 全ひずみ εc
ij は次式のように, 均一ひずみ ε̄c

ijと不均一ひずみ δεc
ij の和として

表される.

εc
ij = ε̄c

ij + δεc
ij (2.132)

均一ひずみは, 系の巨視的な変形を表すひずみ量であり, 境界条件により決定される.

系が自由表面を有しており, 外部負荷が作用していない場合には, 均一ひずみは固有ひ

ずみの空間平均値として次式のように表される.

ε̄c
ij =

1

V

∫
V

ε0
ijdV (2.133)

また, 外部負荷が作用せず, 系が固定され自由に変形できない場合には, 均一ひずみは

次式で表される.

ε̄c
ij = 0 (2.134)

一方, 不均一ひずみは, 巨視的変形には影響を及ぼさない, 均一ひずみからの偏差量

として定義される. 本研究では, Phase-Field Microelasticity理論 (88)に基づき, 平衡方

程式をフーリエ変換を用いて解くことにより, 不均一ひずみを求める.

式 (2.131)と式 (2.132)を用いると, 平衡方程式は次式で表される.

σij,j = Cijkl

(
ε̄c
kl + δεc

kl − ε0
kl

)
,j

= 0 (2.135)

上式に, 不均一ひずみの定義式

δεc
ij =

1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)
(2.136)

を代入し, 整理すると次式が得られる.

Cijkl
∂2uk

∂xj∂xl

= Cijkl
∂ε0

kl

∂xj

(2.137)

ここで, 変位 uiおよび固有ひずみ ε0
ijのフーリエ変換式は,

ui =
1

(2π)3

∫
k

ûi (k) exp(ikx)dk (2.138)

ε0
ij =

1

(2π)3

∫
k

ε̂0
ij (k) exp(ikx)dk (2.139)
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で表される. ここで, 下付き添え字でない iは虚数単位, kは逆空間ベクトルを表して

いる. 式 (2.138)と式 (2.139)を式 (2.137)に代入し, フーリエ変換の振幅部分を取り出

すと次式が成立する.

Cijklkjklûk (k) = −iCijklkj ε̂
0
kl (k) (2.140)

ここで, 標記を簡単にするためにG−1
ik (k) = Cijklkjklを定義し, σ̂0

ij = Cijklε̂
0
kl (k)を用

いれば, 変位 uiのフーリエ変換 ûk (k)は次式で表される.

ûk (k) = −iGik (k) kjσ̂
0
ij (k) (2.141)

一方, 式 (2.136)の不均一ひずみに, 式 (2.138)を代入すれば, 次式が成立する.

δεc
ij =

1

2

(
∂ui

∂xj

+
∂uj

∂xi

)

=
1

(2π)3

∫
k

i

2
(kjûi (k) + kiûj (k)) exp(ikx)dk (2.142)

ここで, 不均一ひずみのフーリエ変換式より,

δεc
ij =

1

(2π)3

∫
k

δε̂c
ij (k) exp(ikx)dk (2.143)

が成立する. したがって, 式 (2.142)と式 (2.143)を比較することにより, 不均一ひずみ

のフーリエ変換式の振幅部分 δε̂c
ij (k)は, 次式のようになる.

δε̂c
ij (k) =

i

2
(kjûi (k) + kiûj (k))

=
1

2

(
−iikjGkiklσ̂

0
kl (k) − iikiGmjknσ̂0

mn (k)
)

=
1

2
{njΩmi(n) + niΩmj(n)}nnσ̂

0
mn (k) (2.144)

ここで, Ωik(n) はグリーン関数テンソルであり, 等方弾性体を仮定すると,

Ωik(n)−1 = Cijklnjnl =

{
δik

µ
− nink

2µ(1 − ν)

}−1

(2.145)

で表される. また, n = k/ |k| は, 逆空間の k 方向の単位ベクトルを表している. 以上

より, 求めるべき実空間における不均一ひずみは, 式 (2.144)を逆フーリエ変換するこ

とで得ることができる (109).

本研究では, マルテンサイト変態中に生じる塑性変形を再現するために, 式 (2.131)

の固有ひずみを変態ひずみ εt
ijと塑性ひずみ εp

ij の和として, 次式で表現する (110).

ε0
ij = εt

ij + εp
ij (2.146)
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ここで,変態ひずみは図 2.12に示した 3つのバリアントが生じる際の固有ひずみ ε00
ij (m)

(m = 1, 2, 3)と秩序変数 φiの線形関数として, 次式で表される.

εt
ij =

3∑
m=1

ε00
ij (m)φm (2.147)

それぞれのバリアントの固有ひずみは, 解析領域の x, y, z方向と母相の [100], [010] お

よび [001] 軸と座標系を一致させると, それぞれ次式の行列形式で表される.

ε00
ij (1) =


ε3 0 0

0 ε1 0

0 0 ε1

 (2.148)

ε00
ij (2) =


ε1 0 0

0 ε3 0

0 0 ε1

 (2.149)

ε00
ij (3) =


ε1 0 0

0 ε1 0

0 0 ε3

 (2.150)

ここで, 各行列の対角項の値は, 図 2.12より, ε1 = (at − ac)/ac および ε3 = (ct − ac)/ac

で求められる. なお, 以上の固有ひずみを Bainひずみとすれば (111), 本モデルを鉄鋼

材料において多く観察される fcc構造から bct構造へのマルテンサイト変態に適用可能

である.

2·4·2 時間発展方程式

マルテンサイト変態における塑性緩和挙動を表現するためには, 変態中の塑性ひず

みの時間発展を記述する必要がある. 本研究では, 弾完全塑性体を仮定し, せん断ひず

みエネルギーをポテンシャルとするTDGL型時間発展方程式で塑性ひずみの時間発展

を記述する. すなわち, 塑性ひずみの時間発展方程式は, 次式で表される (110).

∂εp
ij

∂t
= −Kijkl

δGshear
el

δεp
kl

(2.151)

ここで, Kijkl は,塑性ひずみの発展量を規定するカイネティックパラメータであり,本研

究では塑性変形による加工硬化が生じない弾完全塑性体を仮定し, Kijkl = (KCijkl)
−1

としている (51, 110). また, Gshear
el はせん断ひずみエネルギーであり, 式 (2.130)の弾性

ひずみエネルギー密度と同様に次式のように算出される.

Gshear
el =

1

2

∫
V

Cijkl

(
ec

ij − e0
ij

) (
ec

kl − e0
kl

)
dV (2.152)
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ここで, ec
ij および e0

ij はそれぞれ, 全ひずみと固有ひずみの偏差成分である. ただし,

式 (2.151)は相当応力 σ̄ =
√

3
2
σ′

klσ
′
kl が次式のMises降伏条件を満たし, 塑性変形が生

じていると判断された領域でのみ解析を行う.

Fy = σ̄2 − σ2
y

=
1

2

{
(σxx − σyy)

2 + (σyy − σzz)
2 + (σzz − σxx)

2
}

+ 3
(
σ2

xy + σ2
yz + σ2

zx

)
− σ2

y = 0 (2.153)

ここで, σy は降伏応力である. また, 式 (2.153)をエネルギーで表現すると, 次式のよ

うになる.

Fy = Gshear
el −

σ2
y

6G
= 0 (2.154)

これより, 式 (2.151)は,

∂εp
ij

∂t
= −Kijkl

δFy

δεp
kl

= −Kijkl
δGshear

el

δεp
kl

(2.155)

のように表記することができる (112). さらに, 右辺の汎関数微分を計算すると,

∂εp
ij

∂t
= −Kijklσ

′
kl (2.156)

で表され, J2流れ理論より導かれる塑性ひずみ増分 (113, 114),

∂εp
ij

∂t
= λ̇

∂Fy

∂σij

= λ̇σ′
ij (2.157)

と対応した形式をしていることがわかる. すなわち, 式 (2.151)におけるせん断ひずみ

エネルギーGshear
el は, J2流れ理論における塑性ポテンシャル (降伏関数)Fyと対応して

おり, 本研究で用いる塑性ひずみの発展式 (2.151)は, 式 (2.157)のエネルギー的表現と

して捉えることができる (110, 112).

以上より, 式 (2.128)で表される系の全自由エネルギー G が求まるので, マルテンサ

イト変態によるバリアントの発展方程式, すなわち φiの時間発展方程式は次式で表さ

れる.
∂φi

∂t
= −L′ δG

δφi

= −L′
(

∂gch

∂φi

+
∂gel

∂φi

− κ∇2φi

)
(2.158)

ここで, L′ は, 秩序変数 φi のカイネティックパラメータである. なお, 数値シミュレー

ションにおいては, 式 (2.151)と式 (2.158)とを連成して数値解析することにより, 塑性

変形が生じるマルテンサイト変態を再現することができる.
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2·5 均質化法に基づく弾塑性有限要素法による力学特性評
価手法

本節では, Phase-Field法による組織形成シミュレーションで予測された微視組織を

内部組織に有する鉄鋼材料の力学特性評価を行うために用いる, 均質化法に基づく弾塑

性有限要素法について概説する. まず, J2流れ理論に基づいて, 大変形を伴う鉄鋼材料

の変形挙動を表す弾塑性構成式を導出し,それを用いて弾塑性境界値問題を定義する.

ついで, 材料内部の組織形態に依存した微視領域および巨視領域における変形挙動を

評価可能とするために, 漸近展開理論に基づく均質化法を適用し, 両スケールにおける

変形挙動の支配方程式を導出する. さらに, 有限要素法を用いて支配方程式の離散化を

行う.

2·5·1 弾塑性体の構成式と漸近展開理論に基づく均質化法

鉄鋼材料の弾塑性変形挙動を表現する構成式を J2流れ理論より導出する. 全ひずみ

速度 ε̇ij が, 弾性ひずみ速度 ε̇e
ij および塑性ひずみ速度 ε̇p

ij の和で表されるとすると, 次

式のように表される.

ε̇ij = ε̇e
ij + ε̇p

ij (2.159)

また, Hookeの法則より次式が成立する.

∇
Sij=

∇
σij +σij ε̇kk = De

ijklε̇
e
kl (2.160)

ここで,
∇
Sijおよび

∇
σijは, それぞれKirchhoff応力およびCauchy応力の Jaumann速度

である. De
ijklは等方弾性テンソルである. 式 (2.160)の逆関係より弾性ひずみ速度 ε̇e

ij,

J2流れ理論より塑性ひずみ速度 ε̇p
ij を求め, それらを式 (2.159)に代入すると次式のよ

うになる (113, 114).

ε̇ij = Be
ijklσ̇kl +

9σ′
klσ̇kl

4σ̄2H ′ σ
′
ij (2.161)

ここで, Be
ijkl =

(
De

ijkl

)−1
は等方コンプライアンステンソル, σ′

klはCauchy応力の偏差

成分, σ̄は相当応力, H ′は塑性の接線係数である. 式 (2.161)を式 (2.160)に代入するこ

とにより, 本研究で用いる弾塑性構成式が導かれる.

∇
Sij=

{
De

ijkl −
3Gσ′

ijσ
′
kl

σ̄2 (H ′/3G + 1)

}
ε̇kl = Dp

ijklε̇kl (2.162)
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Fig.2.14 Schematic illustration of two-scale boundary value problem.

ここで, Gは横弾性係数である.

次に, 図 2.14(a)に示すような系を考える. 現変形状態の物体の体積を Ω , 表面上の

一部 St上に作用する表面力を Pi, 残りの表面 Suには変位速度 viが与えられていると

すると, この系の弾塑性境界値問題は, 次のように設定することができる

仮想仕事の原理式 (115)

∫
Ω
(Ṡji + σmjvi,m)δvi,jdΩ =

∫
St

ṖiδvidS (2.163)

境界条件 {
Ṗi = (Ṡji + σmjvi,m)nj on St

Vi = vi on Su

(2.164)

ひずみ速度-変位速度関係式

ε̇ij =
1

2

(
∂vi

∂xj

+
∂vj

∂xi

)
(2.165)

ここで, δviは可容変位速度, ṠijはKirchhoff応力の速度であり, Ṡijと式 (2.162)は, 次

式の関係で表される (116).

Ṡij =
∇
Sij −Fijklε̇kl ≡ Lijklε̇kl (2.166)

次に, 微視組織を有する鉄鋼材料の微視的, 巨視的変形挙動を表現可能にするために,

以上で定義された弾塑性境界値問題に均質化法 (62, 72)を適用する. 図 2.14(a)に示した

全体構造の任意点近傍において, 図 2.14(b)に示すような周期性を有し, 全体構造に比

べて非常に小さい微視構造を考え, 全体構造の座標系 xi, 微視構造の座標系 yi = xi/η

の 2つの座標系を導入する. ここで, ηは微視座標系 yiと巨視座標系 xiのスケール比
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である. このとき, 周期性を有する微視構造を代表する最小の構造単位を代表体積要素

(RVE)もしくはユニットセルと呼ぶ. また, 座標系 xi を基準とした場合, 与えられた

点における微視構造は小さく, 物質点と見なせるが, その点の ηのオーダー程度で記述

されるごく近傍においては, 微視構造の不均一性に起因した巨視領域の材料特性が大

きく変動する. したがって, 変位, ひずみ等の場を記述する関数は, 巨視領域の座標系

xi と微視領域の座標系 yiの 2 変数にて表記される関数であると考えられる. また, xi

と yi との間にはスケール比 ηを介して yi = xi/ηの関係があるので, 座標系 yiにより

微視構造を記述することは, 微視構造を全体構造と同程度の寸法に拡大したものと考

えることが可能である. ここで xi, yi の 2 変数により記述された関数は, 微視構造と同

一の周期を持ち, その周期性をY-periodic と呼ぶ.

先に示した境界値問題, すなわち式 (2.163)中の解である変位速度 viは, Y-periodic

条件を満足することから, xi, yiの 2変数関数として扱い, スケール比 ηの漸近展開形

式で表すと, 次式のようになる.

v = v(x,y) = η0v0(x, y) + η1v1(x, y) + η2v2(x, y) + · · · (2.167)

同様に, 可容変位速度 δviも xi, yiの 2変数関数として次式のように表される.

δvi,j =
∂δvi

∂xj

+
1

η

∂δvi

∂yj

(2.168)

式 (2.167)を式 (2.165)に代入すれば,

ε̇ij = η−1ε̇0
ij(v)+η0

(
Ė0

ij(v) + ε̇1
ij(v)

)
+η1

(
Ė1

ij(v) + ε̇2
ij(v)

)
+η2 (· · · · · ·)+ · · · (2.169)

のように, ひずみ速度も ηの漸近展開形式で表示できる. ここで, 式 (2.169)中のひずみ

速度 ε̇k
ij(v)及び Ėk

ij(v)は以下のように定義される.

ε̇k
ij(v) =

1

2

(
∂vk

i

∂yj

+
∂vk

j

∂yi

)
(2.170)

Ėk
ij(v) =

1

2

(
∂vk

i

∂xj

+
∂vk

j

∂xi

)
(2.171)

さらに, 式 (2.168)と式 (2.169)を (2.163)に代入し, η → 0の極限操作の後, スケール比

ηの次数ごとに整理すると, 次式が得られる.

1

η2

∫
Ω

(
Lijklε̇

0
ij(v)

∂δvi

∂yi

+ σmj
∂v0

i

∂ym

∂δvi

∂yj

)
dV = 0 (2.172)
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1

η

∫
Ω

{
Lijkl

[(
Ė0

kl(v) + ε̇1
kl(v)

) ∂δvi

∂yj

+ ε̇0
kl(v)

∂δvi

∂xj

]

+ σmj

[(
∂v0

i

∂xm

+
∂v1

i

∂ym

)
∂δvi

∂yj

+
∂v0

i

∂ym

∂δvi

∂xj

]}
dV = 0 (2.173)

1

η0

∫
Ω

[
Lijkl

{(
Ė0

kl(v) + ε̇1
kl(v)

) ∂δvi

∂xj

+
(
Ė1

kl(v) + ε̇2
kl(v)

) ∂δvi

∂yj

}

+ σmj

{(
∂v0

i

∂xm

+
∂v1

i

∂ym

)
∂δvi

∂xj

+

(
∂v1

i

∂xm

+
∂v2

i

∂ym

)
∂δvi

∂yj

}]
dΩ =

∫
St

ṖiδvidS(2.174)

一方, Y-periodic条件を満たす関数Ψ(y)に対して, 次式の領域積分と表面積分が成立

する (117).

lim
η→0+0

∫
Ω

Ψ

(
x

η

)
dΩ → 1

|Y |

∫
Ω

∫
Y

Ψ(y)dY dΩ (2.175)

lim
η→0+0

η
∫

S
Ψ

(
x

η

)
dS → 1

|Y |

∫
Ω

∫
S

Ψ(y)dSdΩ (2.176)

ここで, |Y |は代表体積要素の体積を示す. 式 (2.175)を用いて, 式 (2.172)より, 次式が

得られる.

1

|Y |

∫
Ω

{∫
Y

[
− ∂

∂yj

(
Lijkl

∂v0
k

∂yl

+ σmj
∂v0

i

∂ym

)]
δvidY

+
∫

S

(
Lijkl

∂v0
k

∂yl

+ σmj
∂v0

i

∂ym

)
njδvidS

}
dΩ = 0 (2.177)

したがって, δviは任意であるので, 次式が成立する.

− ∂

∂yj

(
Lijkl

∂v0
k

∂yl

+ σmj
∂v0

i

∂ym

)
= 0 (2.178)

(
Lijkl

∂v0
k

∂yl

+ σmj
∂v0

i

∂ym

)
= 0 (2.179)

ここで, Guedesらの命題 (62)に従えば,　

v0 = v0(x) (2.180)

が成立し, 変位速度の漸近展開式 (2.167)の η0の項 v0は, 巨視的な座標系にのみ依存

することがわかる.

次に, 式 (2.173)に式 (2.175)と式 (2.176)を適用すると,∫
Y

(Lijkl + σljδik)
∂v1

k

∂yl

∂δvi

∂yj

dY = −
∫

Y
(Lijkl + σljδik)

∂v0
k

∂xl

∂δvi

∂yj

dY (2.181)
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が得られる. この式は, v0に対して線形であるので, v1と Ė
0
は次式のような関係があ

ることを示している (62).

v1 = χĖ
0
(v) (2.182)

ここで, χは特性変位関数と呼ばれるY-periodicを満足する関数で, 次式の解である.

∫
Y

{
Lijpq

1

2

(
∂χkl

p

∂yq

+
∂χkl

q

∂yp

)
+ σqjδpi

∂χkl
p

∂yq

}
∂δvi

∂yj

dY

=
∫

Y
(Lijkl + σljδki)

∂δvi

∂yj

dY (2.183)

さらに, 式 (2.175)において, δv = δv(x)とし, 式 (2.182)を用いると, 巨視的支配方程

式 (2.174)は, 次式のようになる.

∫
Ω

[
LH

ijklĖ
0
kl + τH

ijkl

∂v0
k

∂xl

]
∂δvi

∂xj

dΩ =
∫

St

ṖiδvidS (2.184)

LH
ijkl =

1

|Y |

∫
Y

{
Lijkl − Lijpq

1

2

(
∂χkl

p

∂yq

+
∂χkl

q

∂yp

)}
dY ,

τH
ijkl =

1

|Y |

∫
Y

(
σljδki − σmj

∂χkl
i

∂ym

)
dY ,


(2.185)

ここで, 上付き添え字H のある諸量は, 微視構造の座標系において均質化された量で

あり, 例えば LH
ijklは均質化弾性係数マトリクスである. つづいて, ひずみ速度 ε̇ij及び

応力速度 Ṡijが以下に示す漸近展開形

ε̇ij = η−1
(
ε̇−1

ij (x, y)
)
+ η0

(
ε̇0

ij(x,y)
)
+ η1

(
ε̇1

ij(x,y)
)
+ η2

(
ε̇2

ij(x, y)
)
+ · · · · · · (2.186)

Ṡij = η0
(
Ṡ0

ij(x,y)
)

+ η1
(
Ṡ1

ij(x,y)
)

+ η2
(
Ṡ2

ij(x,y)
)

+ · · · · · · (2.187)

で表せるとすると, 式 (2.186)と式 (2.182)を式 (2.169) へ代入した式とのスケール比

に対する係数比較から, 微視的ひずみ速度が式 (2.188)で表される. 一方, 式 (2.186),

(2.187)と構成式 (2.166)より, 微視的応力速度が式 (2.189)のように表される.

ε̇0
ij (x,y) = Ė0

ij −
1

2

(
∂χkl

i

∂yj

+
∂χkl

j

∂yi

)
Ė0

kl , (2.188)

Ṡ0
ij (x,y) = Lijklε̇

0
kl (x, y) , (2.189)

また, 微視的変位速度 vηは, 式 (2.167)及び式 (2.182)から, 次のように与えられる.

vη
i = v0

i + v1
i = v0

i − χkl
i Ė0

kl(v) (2.190)
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以上から, 微視構造について解くべき特性変位関数χは, 微視構造の形態と材料定数の

みに依存し, 全体構造のひずみ, 応力等から独立して式 (2.183)を解くことによる求め

らることが分かる. 一方, 全体構造について解くべき巨視的平衡方程式 (2.184)は, 均

質化弾性係数マトリクスなどの均質化された巨視的特性量等が特性変位関数より求め

られるため, 微視構造と独立して求解することが可能となる.

2·5·2 有限要素方程式

本節では, 前節において導出された微視的関係式 (2.183)および巨視的平衡式 (2.184)

を有限要素法により近似表示する. まず, 前節にて導出した微視的関係式 (2.183)のマ

トリックス表記を以下に示す.

∫
Y

(
δ {ε̇}T [L]

{
χ,y

}
+ δ {q}T [Q]

{
χ,y(q)

})
dY =

∫
Y

(
δ {ε̇}T [L] + δ {q}T [Q] [R]

)
dY

(2.191)

ここで,

[L] = [Dp] − [F ]

であり, 上式の各マトリックスは次のように表せる (116).

{ε̇} =
(

˙ε11 ˙ε22 ˙ε33
˙2ε12

˙2ε23
˙2ε31

)T
,

{
χ,y

}
=

(
χ11

,y χ22
,y χ33

,y χ12
,y χ23

,y χ31
,y

)
,

{
χij

,y

}
=

(
χij

(11) χij
(22) χij

(33) χij
(12) χij

(23) χij
(31)

)T
, χkl

(ij) =
1

2

(
∂χkl

i

∂yj

+
∂χkl

j

∂yi

)
,

{q} =
(

v1,1 v2,2 v3,3 v1,2 v1,3 v2,1 v2,3 v3,1 v3,2

)T
,

[Q] =



σxx 0 0 σxy σxz 0 0 0 0

σyy 0 0 0 σyx σyz 0 0

σzz 0 0 0 0 σzx σzy

σyy σyz 0 0 0 0

σzz 0 0 0 0

σxx σxz 0 0

sym. σzz 0 0

σxx σxy

σyy



,
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[R] =



1 0 0 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0 0 0

0 0 0 1/2 0 1/2 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1/2 0 1/2

0 0 0 0 1/2 0 0 1/2 0



T

,

{
χ,y(q)

}
=

(
χ11

,y(q) χ22
,y(q) χ33

,y(q) χ12
,y(q) χ23

,y(q) χ31
,y(q)

)
,

{
χij

,y(q)

}
=

(
χij

(11) χij
(22) χij

(33) χij
(12) χij

(13) χij
(21) χij

(23) χij
(31) χij

(32)

)T
,

{v} =
(

v1 v2 v3

)T
,

[F ] =



2σxx 0 0 σxy 0 σxz

2σyy 0 σxy σzy 0

2σzz 0 σzy σzx

(σxx + σyy) /2 σzx/2 σzy/2

sym. (σzz + σyy) /2 σxy/2

(σxx + σzz) /2


.

さらに, 要素内の任意の点における変位速度 {v}および特性変位関数 {χ} をそれぞ

れ, 要素の節点の変位速度 {d}および特性変位
{
χ(d)

}
と形状関数 [Ψ]との線形結合に

よって, 次のように表示する.

{v} = [Ψ]
{
ḋ

}
,

{
ḋ

}
=

(
ḋ

T

1 ḋ
T

2 · · · ḋ
T

N

)T
,

{
ḋN

}T
=

(
ḋN1 ḋN2 ḋN3

)
,

{χ} = [Ψ]
{
χ(d)

}
, {χ} =

(
χ11 χ22 χ33 χ12 χ23 χ31

)
,

{
χij

}
=

(
χij

1 χij
2 χij

3

)
,

{
χ(d)

}
=

(
χ11

(d) χ22
(d) χ33

(d) χ12
(d) χ23

(d) χ31
(d)

)
,

{
χij

(d)

}
=

(
χij

(d)1

T
χij

(d)2

T · · · χij
(d)N

T
)T

,

{
χij

(d)N

}T
=

(
χij

(d)N1
χij

(d)N2
χij

(d)N3

)
.
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ここで,
{
ḋN

}T
,

{
χij

(d)N

}T
はそれぞれ, 要素内N 番節点の変位速度成分, 特性変位成

分である. また, 要素内のひずみ速度 {ε̇}, 変位速度勾配 {q}, 特性変位の偏微分
{
χ,y

}
は節点変位速度 {d} および特性変位 {χ} を用いてそれぞれ次のように表すことがで

きる.

{ε̇} = [B]
{
ḋ

}
, {q} = [E]

{
ḋ

}
,

{
χ,y

}
= [B]

{
χ(d)

}
,

{
χ,y(q)

}
= [E]

{
χ(d)

}
(2.192)

ここで, [B], [E]はひずみ-節点変位マトリクス, 応力-変位速度マトリクスである (116).

式 (2.192)を式 (2.191)に代入することにより, 微視構造における一つの要素に対する

微視的方程式が得られ, 次のようになる.

δ
{
ḋ

}T
[∫

Y

(
[B]T [L] [B]

{
χ(d)

}
+ [E]T [Q] [E]

{
χ(d)

})
dY

−
∫

Y

(
[B]T [L] + [E]T [Q] [R]

)
dY

]
= 0 (2.193)

このとき, 任意の δ
{
ḋ

}
に対し式 (2.193)が成立するためには, 次式が常に成立しなけ

ればならない.

[∫
Y

(
[B]T [L] [B] + [E]T [Q] [E]

)
dY

] {
χ(d)

}
=

∫
Y

(
[B]T [L] + [E]T [Q] [R]

)
dY

(2.194)

つづいて, 次式に巨視的平衡式 (2.184)のマトリックス表示式を示す.

∫
Ω

(
δ {ε}T

[
LH

]
{ε} + δ {q}T

[
τH

]
{q}

)
dV =

∫
St

δ {v}T
{
Ṗ

}
dS,[

LH
]

=
1

|Y |

∫
Y

(
[L] − [L]

{
χ,y

})
dV, (2.195)

[
τH

]
=

1

|Y |

∫
Y

(
[Q] − [Q]

{
χ,y(g)

})
dV

ここで,
{
Ṗ

}
,

{
χ,y(g)

}
の具体形を以下に示す.

{
Ṗ

}
=

(
Ṗ1 Ṗ2 Ṗ3

)T
,

{
χ,y(g)

}
=

(
χ11

,y(q) χ22
,y(q) χ33

,y(q) χ12
,y(q) χ13

,y(q) χ21
,y(q) χ23

,y(q) χ31
,y(q) χ32

,y(q)

)
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また,
{
χ,y(g)

}
は節点の特性変位

{
χ(d)g

}
を用いて, 次式で表せる.

{
χ,y(g)

}
= [E]

{
χ(d)g

}
,

{
χ(d)g

}
=

(
χ11

(d) χ22
(d) χ33

(d) χ12
(d) χ13

(d) χ21
(d) χ23

(d) χ31
(d) χ32

(d)

)
次に, 巨視的平衡式 (2.195)に式 (2.192)を代入することにより, 全体構造における一

つの要素に対する巨視的平衡式が得られ, 次のようになる.

δ
{
ḋ

}T
[∫

Y

(
[B]T

[
LH

]
[B] + [E]T

[
τH

]
[E]

)
dV

{
ḋ

}
−

∫
St

[Ψ]T
{
Ṗ

}
dS

]
= 0,[

LH
]

=
1

|Y |

∫
Y

(
[L] − [L] [B]

{
χ(d)

})
dV, (2.196)

[
τH

]
=

1

|Y |

∫
Y

(
[Q] − [Q] [E]

{
χ(d)g

})
dV

このとき, 式 (2.196)が任意の δ {d}に対して成立するには, 次式が常に成立する必要

がある.

[K]
{
ḋ

}
= {f t} ,

[K] =
∫
Ω

(
[B]T

[
LH

]
[B] + [E]T

[
τH

]
[E]

)
dV, (2.197)

{f t} =
∫

St

[Ψ]T
{
Ṗ

}
dS

この式は要素の剛性方程式を表している. これを各要素について求め, 全ての節点につ

いて重ね合わせると全体の構造剛性方程式を得ることができる. 得られた構造剛性方

程式に境界条件を導入し, 未知節点変位速度と未知節点力速度を決定する. それらから

ひずみ速度や応力速度などの各量が求められる.



第3章

Fe-C合金におけるフェライト変態挙

動と組織形態変化

3·1 緒言

オーステナイト化温度 (Ae3温度)からマルテンサイト変態開始温度 (Ms温度) まで

の温度領域で形成される, 最も代表的な変態生成物であるフェライト (α)相は温度に

依存して組織形態が変化し, Ae3温度直下の比較的高温度領域では γ粒界に沿ってポ

リゴナル状のAllotriomorph (アロトリオモルフ)フェライトの形態を呈する. そして,

過冷度が増加するにつれて α相は一方向に伸張したラス形状やプレート形状へと組織

形態を変化させ, Ae1温度直上の α + γ 2相領域ではAllotriomorph フェライトの α/γ

界面にフェライトサイドプレートもしくはWidmanstätten (ヴィッドマンステッテン)

フェライトと呼ばれる組織が形成される (118, 119). このWidmanstättenフェライトは,

溶接部の熱影響領域で多く観察される組織で, 材料の靭性に大きく影響するため, その

形成機構について長年研究がなされてきた. しかしながら, Allotriomorphフェライト

のα/γ界面や γ粒界からの連続的なα相の核形成により支配されるとの見解 (120)や界

面の形態不安定性で説明可能であるとする見解 (121)などが得られているが, 未だ統一

した形成メカニズムは示されていない. そして, 過冷度がより大きくなりAe1温度以下

の温度領域においては, 先に生じた γ → α変態によって炭素濃度が増加した α/γ界面

近傍や γ母相内部で炭化物であるセメンタイトが析出し, パーライト組織やベイナイ

ト組織が形成される. これらパーライト組織, ベイナイト組織は γ → α変態と θ析出

の競合反応で形成されるα + θ 2相組織であり, このような組織形成過程の予測を行う

ためにも, α相の成長やそれに伴う炭素拡散挙動を理解し, 精度良く予測することが必

53
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要である. しかしながら, γ → α変態および α相の形態変化は, 温度や界面エネルギー

など多くの因子に影響されている. また, 特に変態挙動を大きく支配する炭素原子の拡

散は非常に速いため, 実験的手法のみで α相自体の形態変化およびパーライト組織や

ベイナイト組織形成における α相形成を理解し, 予測することは容易ではない.

そこで本研究では, 第 2章 2節で導出した γ → α変態の Phase-Fieldモデルを用い

て, Fe-C合金における γ → α変態の数値シミュレーションを行い, α相の形成過程を

予測可能にする. はじめに, 一次元空間において γ → α変態の数値シミュレーション

を行い, 初析フェライトが生成される温度領域からパーライト, ベイナイト組織が形成

される温度領域における, α変態機構および α相形成に伴う炭素拡散挙動の温度, 初期

炭素濃度依存性について詳細に検討する. ついで, Widmanstättenフェライトの形成シ

ミュレーションを行い, Widmanstättenフェライトの形成過程やその形態に大きく影

響を及ぼすと考えられる, 界面異方性について検討する. さらに, Allotriomorphフェラ

イトからWidmanstättenフェライトへのα相の形態変化を数値シミュレーションによ

り再現することで, Widmanstättenフェライトの形成メカニズムについて考察する.

3·2 解析モデルおよび解析条件

図 3.1に, 一次元空間における γ → α変態の数値シミュレーションで用いる解析モデ

ルおよび初期条件を示す. ここでは, 粒径 0.5µmの γ粒界に核形成した α相が γ粒内

へ成長する過程を想定し, 周期性を考慮して解析領域の大きさを 0.25µmとする. また,

解析領域の両端において零ノイマン条件を考慮し, 解析領域左端に幅 2nmの初期 α相

を想定して phase field φの初期分布を配置する. 各相の初期炭素濃度は, α相において

は平衡組成, γ相では過飽和状態とし, 界面領域においてステップ状に変化させる. 平

衡組成は α, γ単相の化学的自由エネルギーGα(uc, T )とGα(uc, T )の共通接線則から

算出する. そして, 等温変態を想定し, その保持温度および γ相の初期炭素濃度を種々

に変化させることによって, γ → α変態の温度・初期炭素濃度依存性を調査する.

なお, Phase-Field法を用いた組織形成シミュレーションにおいて, 解析結果の定量的

評価を可能にするためには, 界面幅 δを実際の界面厚さに近い値である 0.5nm～1.5nm

に設定する必要がある (89) . そこで, 本シミュレーションでは解析領域内に 2000点の格

子点を配置し, 格子点間隔を∆x = 1.25 × 10−1nmとして, 界面幅を δ = 8∆x = 1.0nm

とする. また Fe-C合金のモル体積 vmを vm = 7.0 × 10−6 m3/molとする. 界面エネル
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Fig.3.2 Simulation model and initial condition for growth of (a) a single Widmanstätten
ferrite and (b) Widmanstätten ferrite plates from Allotriomorph ferrite.

ギーは非整合界面を想定して σ = 1.0 J/m2一定とする (122).

次に, 図 3.2(a)に単一のWidmanstättenフェライト形成過程の数値シミュレーショ

ンで用いる解析モデル, 初期条件および境界条件を示す. 2次元解析では, 数値解析の
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効率化のためにアダプティブ法 (42)を用いている (付録 F参照). したがって, DX ×

DY = 0.21 × 0.86 µmの解析領域を, アダプティブメッシュの最大要素を用いて 2×8

の要素分割する. ここで, アダプティブメッシュの要素サイズのレベル数は 6とし, 最

小要素と最大要素のサイズ比は 1：32である. このとき, 界面領域においては最小有限

要素サイズ∆x = ∆y = 3.3×10−3µm としている. また, 解析領域の原点位置に半径 r

= 3nmの円形の初期 α相を配置し, 優先成長方向を θ0 = 90◦とする. これに合わせて

phase field φの初期分布を界面領域で滑らかに変化するように与える. このとき, 界面

幅 δ = 6∆x = 20nmとしている.

また, 本解析では変態温度 T = 1000K一定の等温変態を想定し, 各相の初期炭素濃

度は, 初期 α相においては平衡組成, γ相においては α相の平衡組成に対して過飽和状

態 uc = 0.02とする. 解析領域端の境界条件は phase field φ, 炭素濃度 ucともに全解析

領域端で零ノイマン条件とする.

次に, γ粒界に沿って形成された粒界Allotriomorphフェライトから,複数のWidmanst-

ättenフェライトが形成される過程をシミュレートするために用いる解析モデル, 初期

条件および境界条件を図 3.2(b)に示す. ここでは, 解析領域はDX = DY = 1.0 µmの

正方形領域とし, アダプティブメッシュの最大要素を用いて 10×10の要素分割を行う.

アダプティブメッシュの要素サイズのレベル数とメッシュサイズおよび変態温度, 各相

の初期炭素濃度は図 3.2(a)の場合と同様である. 初期 α相に関しては, Allotriomorph

フェライトを想定して解析領域の x軸上に配置し, α相の優先成長方向を θ0 = 70◦と

する. したがって, 本解析モデルにおいては解析領域端の境界条件として, 左右端面で

は周期境界条件, 上下端面では零ノイマン条件としている.

Allotriomorphフェライトの初期形態がWidmanstättenフェライトの形態, 形成過程

に及ぼす影響を検討するため, 初期 α相の形態を次式に示すような関数を用いて定義

し, 初期 α/γ界面に初期不整を与える.

h(x) = h0 +
M∑
i=1

ai sin
(

2πNi

DX
x + ψi

)
, (3.1)

ここで, h(x)は x軸から初期界面までの y軸方向距離, i (i = 1, 2, ... , M)は初期不

整を与えるための正弦関数の数を表し, h0, ai, Ni および ψiはそれぞれ, y軸から初期

界面までの平均距離, 正弦関数の振幅, x軸上にある各正弦関数の波数および初期位相

である. なお, 本研究では次の値を用いて初期界面形状を与えている; M = 3, h0 = 33

nm, a1 = a3 = 6.6 nm, a2 = 9.9 nm, ψ1 = π/2, ψ2 = 0 and ψ3 = 3π/5.
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3·3 Fe-C合金におけるγ → α変態と炭素拡散挙動

3·3·1 フェライト相の成長と炭素拡散挙動の温度依存性

本節では, Ae3温度以下の広範な温度領域における γ → α変態に伴う, 炭素拡散挙動

とα相の成長及ぼす保持温度の影響について検討する. ここでは, 母相である γ相の初

期炭素濃度は α相の平衡組成に対し過飽和状態の uc = 0.02で一定としている.

はじめに, Widmanstättenフェライト相が生成するAe1温度直上の温度領域 (123, 124, 125)

を想定し, 温度 T = 873 Kとしてシミュレーションを行った. 図 3.3(a)に, α相の成長

に伴う炭素濃度分布の時間発展を示す. α相が γ相側へと成長するにつれ, 新たに生成

された α相の最大固溶限を超える炭素原子は母相の γ相へと拡散する. γ相の炭素固

溶度はα相に比べて大きいが, 炭素原子の拡散係数は極めて小さい. したがって, 図 3.4

に示すように界面領域内で炭素濃度は増加し, 界面付近の γ相において炭素原子が偏

析していることがわかる. そして, 等温保持後 7000µsでは, 界面前方の炭素拡散領域

が対称領域の γ相粒界から成長する α相の炭素拡散領域と衝突し, 互いの α相の成長

を抑制するソフトインピンジメント (12)を生じている. これにより γ相内の炭素濃度は

増加し, α/γ界面の移動は極端に抑制され, γ相内の炭素濃度が平衡組成で一定となる

と, α相の成長が停滞していることがわかる.

次に, パーライト組織と上部ベイナイト組織が生成する温度領域 (126, 127)を想定し,

温度 T = 773 Kと T = 673 Kとしたシミュレーション結果を図 3.3(b)と図 3.3(c)に
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示す. γ相の界面近傍における炭素濃度と炭素偏析量の変化は T = 873 Kの場合と同

様の挙動を示すが, α/γ界面の易動度は温度の低下により減少するため, α相の成長は

温度低下に伴って遅くなっていることがわかる. また, 図 3.5に示すように γ相におけ

る炭素原子の易動度は, 温度の低下に伴って急激に減少するため, γ相の界面での炭素

濃度の増加量より大きく, 狭い範囲で炭素原子が偏析していることがわかる. このよう
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な温度の低下による炭素濃度分布の変化は, θの析出, 先に述べたソフトインピンジメ

ントの発生および Solute drug効果の発現に直接関係する. したがって, 以上の結果の

ようにPhase-Field法を用いた本シミュレーションによって, α相を含む組織形成予測

を行ううえで重要な, γ → α変態に伴う炭素拡散挙動の温度依存性が再現可能である

ことが示された. さらに, 図 3.3中の破線は γ相の平衡組成を表しているが, 温度低下

により α/γ界面前方において急激に炭素濃度が増大するが, 界面の移動中はその値は

平衡組成よりも小さく, 両相の炭素濃度は界面において局所平衡状態を保たないこと

が示唆される. このことから, Phase-Field法を用いた本研究のシミュレーション結果

は, Krielaartらが界面移動と炭素拡散を考慮したMixed-mode modelを用いて得た解

析結果 (75)を裏付けるものであると考えられる.

3·3·2 γ → α変態機構の初期炭素濃度依存性

次に, 本節では γ相の初期炭素濃度が γ → α変態機構に与える影響を評価する. 図

3.6(a)に温度 T = 773 K, γ相の初期炭素濃度 uγ
c = 0.0015, 0.02 および 0.03における,

等温保持後 300 µsでの炭素濃度分布を示す. γ相の初期炭素濃度の減少により, 過飽

和度すなわち駆動力が増加するので, α相の成長速度は増加している. 初期濃度 uγ
c =

0.02と 0.03の場合には, α相の成長は炭素の拡散で律速されているが, uγ
c = 0.0015の
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場合は, 界面移動が速く炭素拡散が追随できなくなり, 図 3.6(b)に示すような一定の高

さを有するスパイク状の炭素濃度分布を形成してα相が成長している. このとき, γ相

で炭素偏析は生じておらず, α相の生成に組成の変化を伴わないマッシブ変態になる

ことがわかる. さらに, 図 3.7に各初期炭素濃度における α/γ界面位置の時間変化を示

す. uγ
c =0.02と 0.03における α相の成長は, 炭素原子の偏析を伴うため, 時間とともに
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Fig.3.9 Equilibrium phase diagram in temperature range from 873K to 673K.

抑制されるが, uγ
c =0.0015では γ相への炭素原子の偏析を伴わないため, α相はほぼ一

定の速度で速く成長することがわかる.

このような γ相の初期炭素濃度の変化による変態挙動の違いを, 図 3.8に示す γ → α

変態における化学的自由エネルギー変化の模式図を用いて考察する (122). γ → α変態

の化学的全自由エネルギー変化は, 界面の移動で消費される化学的自由エネルギー変

化∆g1 と炭素原子の長距離拡散で消費される化学的自由エネルギー∆g2の和であり,

図 3.8の∆gtotalで表される. γ相の初期炭素濃度 uγ
c の減少は, ∆gtotalの増加をもたら

すためα相の成長を促進する. さらに, 前節で述べた変態の進行に伴う γ相の界面にお

ける炭素濃度 uα/γ
c が減少すると相対的に界面移動の駆動力∆g1は増加し, ∆g2は減少

するので, α相の成長はさらに促進する. また, uγ
c の減少により∆g1が増加するにつれ

て γ → α 変態は炭素拡散律速変態 (128)から界面律速変態 (129)の性質を呈するように

なる. したがって, γ → α 変態は拡散律速変態と界面律速変態の両方の性質を有し, 温

度と濃度に依存して界面の移動と炭素拡散のバランスが変化することで, 変態挙動が

変化することがわかる.

さらに, T = 873 Kから T = 673 Kの温度領域において γ相に, 様々な初期濃度を

与えて解析を行い, γ → α変態が拡散律速から界面律速に移行する濃度 upl
c をプロット

した平衡状態図を図 3.9(a)に示す. 図中の破線が upl
c を示している. 解析を行った温度

領域では, upl
c は α/α + γ境界付近の低い炭素濃度となることがわかる. 図 3.9(a)の炭

素濃度 uc ≤ 0.01の領域を図 3.9(b)に拡大して示す. 温度が低下するほど界面の易動
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度が非常に小さくなり, γ相の界面における炭素濃度が増加するため, さきに説明した

∆g2の増加をもたらす. したがって, 界面移動のためにより大きな自由エネルギー変化

を必要とするので, upl
c は温度の低下に伴い α相の平衡組成に接近する. さらに, 723K

以下では upl
c は α単相領域に存在し, α + γ相領域ではマッシブ変態が発生しないこと

が示唆される.

3·4 γ → α変態によるWidmanstättenフェライトの形成

3·4·1 単一のWidmanstättenフェライト形成過程に及ぼす界面異方

性の影響

本節では, γ → α変態による単一のWidmanstättenフェライト形成過程の数値シ

ミュレーションを実施し, Widmanstättenフェライトの成長や形態に及ぼす界面エネ

ルギーの大きさおよび異方性の影響について詳細に検討する.

はじめに, 修正勾配エネルギー係数の式 (2.33)と式 (2.34)において, 界面エネルギー

σ = 0.6J/m2, 異方性モード k = 2, 異方性強度 ξ = 0.6を用いて, シミュレーション

を行ったときの α相形態と炭素濃度分布の時間変化を図 3.10に示す. 図 3.10中の炭

素濃度が低い白色領域が α相であり, 円形の初期形状を有する α相は, 系全体のエネ

ルギーを減少させるように形態を変化させ, 時間の経過とともに界面エネルギーの大

きい θ = 90◦ 方向への成長が速くなり, プレート形状の α相すなわちWidmanstätten

フェライトを形成していることがわかる. このとき, α/γ界面の界面エネルギーは θ =

90◦方向で最大値 0.83J/m2, θ = 0◦方向で最小値 0.24J/m2となる. これは, それぞれ

非整合界面および部分整合界面に対応する界面エネルギー値に対応している (130). ま

た, Widmanstättenフェライトは成長初期段階から, 強い界面異方性により実験で観察

されるような鋭いチップ形状を有している (125, 126). 本研究では界面異方性を表現する

勾配エネルギー係数に対して, 修正勾配エネルギー係数を適用したため, 実験で観察さ

れるような, 鋭い先端形状を有するWidmanstättenフェライトの組織形態を再現可能

である (131).

前節で示したように, γ → α変態によるα相の生成過程においては, 新たに生成した

α相の最大固溶限を超える炭素原子は炭素固溶度の大きい母相の γ相へと拡散し, α/γ

界面前方の γ相で炭素原子が偏析している. 界面エネルギーが最小となる θ = 0◦方向
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Fig.3.10 Growth of Widmanstätten ferrite with σ = 0.6 J/m2, ξ = 0.6 and δ = 20nm
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Fig.3.11 Growth of ferrite phase with k = 4, σ=1.0 J/m2 and ξ = 0.3.

では, 界面移動が遅いために, 炭素の拡散が界面移動に追従でき界面前方の γ相で炭素

原子が堆積しやすい. これにより界面移動がさらに抑制される. 一方, 界面エネルギー

が最大となる θ = 90◦方向では, 界面の移動速度が大きくなり界面前方の炭素原子の偏

析量が減少する. すなわち, 界面エネルギーの異方性により, 各方向への界面移動速度
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Fig.3.12 Effects of interfacial energy on growth of Widmanstätten ferrite for (a) σ = 0.6,
(b) σ = 0.8 and (c) σ = 1.0 J/m2 at 500µs.

が変化することに応じて, 炭素原子の堆積量が大きく変化し, これがα相がプレート状

に成長する一つの要因になっていると考えられる.

さらに本研究では, Fe系合金は立方晶であるため異方性モード数 k = 4を用いるの

が一般的であることから, 異方性モード k = 4 を用いて同様の条件でシミュレーショ

ンを行った. しかしながら, 図 3.11に示すように, k = 2の場合に比べて鋭い先端形状

が形成されず, どの方向のα/γ界面近傍において炭素原子が多く堆積したため, プレー

ト状α相へと成長しなかった. したがって, Widmanstättenフェライトのようなプレー

ト状 α相の成長過程においては, 鋭い先端形状を形成するような強い界面異方性が必

要であることが示唆される.

次に, Widmanstättenフェライトの成長速度に及ぼす界面エネルギーの大きさの影

響を評価する. 図 3.12に界面エネルギー σ = 0.4, 0.8および 1.0 J/m2における, 500µs

でのWidmanstätten フェライトの形態と炭素濃度分布を示す. また, 図 3.13(a)に各界

面エネルギーにおけるチップ先端位置の時間変化を示す. 一定の異方性強度における,

界面エネルギーの増加は,系全体のエネルギーの増大をもたらすが,図 3.12と図 3.13(a)

より, 界面エネルギーが大きくなるほど, 優先成長方向への成長は抑制されることがわ

かる. これは, 合金の過冷却凝固などの解析結果とは相反する結果である. このような

現象を説明するために, 各界面エネルギーにおいて, 図 3.12に示すようなチップ先端位
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Fig.3.13 Effects of interfacial energy (a) on tip velocity and distribution of carbon concen-
tration for (b) σ = 0.6, (c) σ = 0.8 and (d) σ = 1.0 J/m2 at 500µs.

置から距離 l = 0.13µm離れたA-A’断面の炭素濃度分布を, それぞれ図 3.13(b)～(d)に

示す. α/γ界面付近の炭素濃度分布は同様であるが, 界面エネルギーが増加するほど,

α相は θ = 0◦方向への成長を促進していることがわかる. すなわち, 界面エネルギー

の増加により, 系の自由エネルギーは増大するが, 界面エネルギーの大きな優先成長方

向への成長は抑制されるのは, チップ付近で θ = 0◦方向への成長が促進することで系

のエネルギーを減少させるためであることがわかる.

さらに, 界面エネルギーの異方性の強さがWidmanstättenフェライトの成長速度に

及ぼす影響を検討する. 図 3.14に異方性強度 ξ = 0.3～0.6の場合において, y軸方向の

長さが 0.5 µmまで成長したWidmanstättenフェライト相の形態と炭素濃度分布, およ

び y軸上の炭素濃度プロファイルを示す. ここでは, θ = 0◦方向の界面エネルギーが

0.25 J/m2で一定となるように σを設定している. 異方性強度が大きくなるにつれて,

チップ先端形状は鋭くなることがわかる. また, 異方性強度の増加に伴って界面の移動

速度が大きくなるため, 図 3.14に示すように, チップ先端の γ相における炭素原子の堆

積が抑制される. 図 3.15に各異方性強度におけるプレート先端位置の時間変化を示す.
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Fig.3.14 Effects of strength of anisotropy on growth of Widmanstätten ferrite and carbon
concentration profile along y axis for (a) ξ = 0.3, (b) ξ = 0.4, (c) ξ = 0.5 and (d)
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Fig.3.15 Effects of strength of anisotropy on tip velocity.

異方性強度が増大するにつれて, チップ近傍の界面エネルギーが大きくなるため, 優先

成長方向の成長速度は増加し, 特に, ξ = 0.5や 0.6の場合にはチップ先端の γ相におい

て炭素濃度が増大せず, 非常に大きな成長速度を示すことがわかる.

以上の結果より, 異方性強度の増大によりチップ近傍の界面エネルギーが θ = 0◦方

向に比べてより大きくなるため, 優先成長方向への成長速度は増大し, より鋭いチップ

形状を形成することが示唆される.
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3·4·2 AllotriomorphフェライトからWidmanstättenフェライトへ

の組織形態変化

本節では, γ → α変態により γ粒界に生成された, Allotriomorphフェライトから複

数のWidmanstättenフェライトプレートが形成する組織形態変化をシミュレートし,

Widmanstättenフェライトプレートの形成メカニズムを明らかにする.

図 3.16(a)(b)(c)に, それぞれ異方性強度 ξ = 0.6, 0.4 および 0.3におけるα相の形成

過程を炭素濃度分布の時間変化で示す. ここで, 界面エネルギーは σ =1.0 J/m2一定で

あり, Allotriomorphフェライトの初期形態はN1 = 5, N2 = 8, N3 = 11 を用いて, 比

較的短い波長の初期界面形状になるように設定している.

異方性強度 ξ = 0.6の場合, 界面エネルギーの強い異方性により, 初期Allotriomorph

フェライトの形態は組織全体の界面エネルギーが減少するように変化し, 初期α/γ界面

に鋭い先端形状を有する多数の小さなプレートのチップ部分が形成される (2 ∼ 20µs).

さらに変態が進行するに伴って, 隣り合うチップ同士は融合を繰り返しながら競合的に

成長するため, チップ数は減少する (20 ∼ 100µs). その後, 初期Allotriomorphフェラ

イトの凸状箇所に形成されたチップが, 界面の形態不安定性によって周囲のチップより

も優先的に成長し, AllotriomorphフェライトからWidmanstättenフェライトプレート

へとその形態を変化させていることがわかる (100 ∼ 400µs). そして, 変態後期におい

ては各プレートは定常成長し, Widmanstättenフェライトは優先成長方向に更に成長

を続ける. このとき, γ → α変態が進行するにつれて α相から γ相へと炭素が拡散す

るため, Widmanstättenプレートに挟まれた γ相においては炭素濃度が増加し, 未変態

のまま γ相が残留していることがわかる (400 ∼ 1000µs).

一方, 異方性強度 ξ = 0.4の場合, α相は ξ = 0.6における解析結果で観察されたよう

に, 初期Allotriomorphフェライトの凸状箇所に優先的に成長しているが, 異方性強度

の減少によりプレート側面方向への成長が促進されるため, プレート成長方向前方に

炭素原子が堆積し, Widmanstättenフェライトプレートの成長が大きく抑制されてい

ることが分かる. さらに, 異方性強度 ξ = 0.3においては, Widmanstättenフェライト

は形成されず, Allotriomorphフェライトの形態のまま成長していることがわかる.

次に, Allotriomorphフェライトの初期形態がWidmanstättenフェライトの組織形態

に及ぼす影響について検討する. 図3.17に,異方性強度ξ = 0.6におけるWidmanstätten

フェライトプレートの形成過程および形態変化を炭素濃度分布の時間変化で示す. 式

(3.1)においてN1 = 2, N2 = 4, N1 = 3を用いており, 図 3.16で示した結果の初期α/γ
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Fig.3.16 Growth of Widmanstätten ferrite plates for strength of anisotropy (a) ξ = 0.6, (b)
ξ = 0.4 and (c) ξ = 0.3.
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界面よりも長い波長を有する界面形状になるように設定している. 各プレートの形成

過程を詳細に検討するため, 図 3.17中の矢印A, B, Cで示す各プレートのチップ先端

位置の時間変化を図 3.18に示す. Allotriomorphフェライトの初期界面がより滑らかな

形状を有する場合においても, 先に示した結果と同様に界面異方性が強い場合には, 初

期界面上にプレートのチップ部分が形成される (2 ∼ 50µs). また, Allotriomorphフェ
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ライトの凸状箇所に形成されたプレートA, Cのチップ部分は, 他のチップとの融合を

経て, 優先的にWidmanstättenフェライトプレートへと成長することがわかる (50 ∼

1000µs). 一方, 初期界面の凹部においてもプレートBのチップが形成されるが, プレー

トAとCの成長過程で形成される炭素拡散領域によるソフトインピンジメントが生じ,

プレートBの成長は大きく抑制されている.

以上の結果より, AllotriomorphフェライトからWidmanstättenフェライトプレー

トが形成するためには, 鋭いプレート先端形状を形成するような強い界面異方性が必

要であることがわかる. また, Widmanstättenフェライトプレートは Allotriomorph

フェライトの凸状箇所に優先的に形成され, その形成過程は α/γ界面の形態不安定性
(132, 133, 134)で説明できることを示唆している. このとき, Widmanstättenフェライトプ

レートの形態, すなわちプレートの本数, 幅およびプレート間隔は, Allotriomorphフェ

ライトの初期形態に大きく依存することが示唆される.

3·5 結言

本章では, 第 2章 2節で導出した Phase-Fieldモデルを用いて, Fe-C合金の γ → α

変態の数値シミュレーションを実施可能とし, 一連のシミュレーションを行うことで

γ → α変態による α相成長とそれに伴う炭素拡散挙動への各因子の影響について検討

した. 以下に, 得られた結果をまとめる.

はじめに, Ae3温度以下の広範な温度領域における α相の成長および炭素拡散挙動

の温度依存性について検討した. その結果, 温度が低下するほど界面の易動度と γ相で

の炭素原子の易動度が減少するため, α相の成長速度は小さくなっていくことを確認し

た. γ → α変態が進行するに伴い, α/γ界面近傍の γ相において炭素濃度は増加する

が, 界面における炭素濃度は局所平衡状態にならないことを示した.

次に, γ相の初期炭素濃度の影響を検討した結果, γ → α変態は初期炭素濃度が減少

するにつれて, 炭素原子の拡散に律速された変態から界面律速変態の性質を呈するよ

うになり, ある炭素濃度以下ではマッシブ変態が生じることを示した. さらに, この現

象は γ → α変態が拡散律速変態と界面律速変態の両方の性質を有し, 温度と濃度に依

存して変化する変態機構に起因することを自由エネルギーの観点から示した. さらに,

873Kから 673Kの温度領域において, γ → α変態がマッシブ変態へと移行する炭素濃

度を評価した結果, その炭素濃度はα/α + γ境界付近に存在し, 温度の低下にともない
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α相の平衡組成に接近する. さらに, 723K以下の温度領域においては α + γ相領域で

は界面律速変態は発生しないことを示した.

さらに, γ → α変態により生成されるWidmanstättenフェライトの形成シミュレー

ションを行い, Widmanstättenフェライトの形態や形成過程に大きく影響を及ぼす界

面異方性に関する各因子の影響について検討した. その結果, Widmanstättenフェライ

トが形成するためには, プレート状α相の鋭い先端形状を形成するような, 強い界面異

方性が必要があることがわかった. また, 異方性強度がα相形態および成長過程に及ぼ

す影響を検討した結果, 異方性強度の増加は, チップ付近の界面エネルギーが θ = 0◦方

向の界面エネルギーに比して, より大きくなるためプレート伸張方向の成長が促進さ

れ, より鋭い先端形状を形成することを明らかにした. 最後に, Allotriomorphフェラ

イトから複数のWidmanstättenフェライトプレートが形成する過程を検討した結果,

強い界面異方性により生成されたチップ先端は融合を繰り返した後, 成長初期段階に

おいて形態不安定性により, 選択的にプレート状に成長するこという, Widmanstätten

フェライトの形成メカニズムを明らかにした.

以上のように, Phase-Field法による組織形成シミュレーションにおいて γ → α変態

を再現可能であり, 温度や炭素濃度に依存した α相の形成過程やそれに伴う炭素拡散

挙動を予測することができる. そして, 種々の条件で γ → α変態を再現可能であるの

で, 本手法を援用することで, α相を含む組織の形成メカニズムを理解し, 組織制御す

るための有益な指針を得ることができると考えられる.



第4章

多結晶γ相におけるフェライト粒成

長シミュレーション

4·1 緒言

熱間圧延後の γ組織を冷却すると, 圧延工程において材料中に導入された, せん断帯

や粒界に α相が核形成し, 成長を始める. そして, さらに冷却を続けると未変態 γ相に

パーライト組織, ベイナイト組織, マルテンサイト相が形成する. したがって, α粒の

形成やその体積分率および未変態 γ相内の濃度分布を予測することは, 鉄鋼材料内部

の複合組織形成の予測を行うために, 最も重要な課題のひとつである. そのため, これ

までに α相の成長挙動を予測する手法が多く提案されており, Johnson-Mehl-Avrami-

Kolmogorv型の式 (53)や第 2章でも述べた Sharp interfaceモデルに基づく手法 (75, 76)

などがある. 最近ではモンテカルロ法 (24)やセルラーオートマトン法 (23, 25, 26, 27)を用

いた手法が, α相の体積分率の変化のみならず組織形態も再現できるため注目されてい

る. しかしながら，モンテカルロ法やセルラーオートマトン法は, 実時間における評価

および曲率の影響を導入できないなどの問題が残されている.

前節では, 副格子モデルに基づく Phase-Field法を用いて γ → α変態による α相の

成長や形態変化を再現可能にしたが, この Phase-Fieldモデルでは CALPHAD法によ

り求められる化学的自由エネルギー関数を直接利用しているため, 定量的な解析結果

を得ることができるが, α/α界面や γ/γ界面を正確に表現することができない欠点が

ある. したがって, 多結晶 γ相における γ → α変態や γ + α 2相組織の形成を予測でき

る手法を構築する必要がある. これに対し, Militzerら (103)らやMecozziら (104, 105)は,

多結晶 γ相における γ → α変態および α粒成長過程を, Multi-Phase-Field法を用いて

72
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γ grain boundaryα
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 (KS relationship)

Semi-coherent interface

 (Non-KS relationship)

Fig.4.1 Schematic illustration of orientation relationship between γ and α phases growing
from γ grain boundary.

再現し, シミュレーションで得られた α相の体積分率変化が実験結果と良く一致する

ことを示している. これらの研究では界面エネルギーは等方性を仮定しているが, 実際

の系においては界面モビリティーや界面エネルギーは方位依存性を有しており, 特に

Kurdjumov-Sachs (KS) の結晶方位関係 (135)が α成長過程やその形態を大きく特徴づ

けていることが知られている (136).

そこで本章では, 第 2章 3節で示した拡散変態のMulti-Phase-Field法を用いて, Fe-

C-Mn合金の連続冷却過程における α粒成長挙動を再現する. そして, 冷却速度を種々

に変化させ α相の体積分率や α + γ 2相組織の形成過程を予測可能であることを示す.

さらに, 界面エネルギーや界面モビリティーの相依存性および方位差依存性をMulti-

Phase-Fieldモデルに導入し, それらが α相の成長挙動や組織形態に及ぼす影響を検討

する.

4·2 相および結晶方位差に依存した界面特性のモデル化

図 4.1に, γ粒界に形成したα粒の形成過程の模式図を示す. α粒は, γ粒界面に核形

成する際に隣り合う 2つの γ相のうち, どちらか一方とKS関係を満たすように方位を

選択する (135, 136, 137, 138). 図中では, α相は γ2とKS関係を満たしており, その α/γ界

面を破線で示している. この界面は整合性が高く界面エネルギーも界面モビリティー

も低いため, α相の成長過程においては, もう一方のKS関係を満たさない α/γ界面が

移動する. また, 界面エネルギーは隣り合う相の種類によっても異なる値を有する (139).

したがって, Phase-Field法を用いて α粒の成長およびその形態変化を精度良く再現す

るためには, KS関係のような結晶方位に依存した界面エネルギーや界面モビリティー
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をモデル化し, Phase-Fieldモデルに導入する必要がある. しかしながら, 一般に界面エ

ネルギーの値は実験的に測定することが難しく, α/γ界面や γ/γ界面の界面エネルギー

は分子動力学法などを用いて計算されているが (140), 温度依存性などを考慮できないな

どの理由で, 現在でも統一した値は示されていない. そこで本研究では, 相に依存した

界面エネルギー (相依存界面エネルギー)(141) を用いるとともに, Read-Shockley方程式
(142)を用いて方位差に依存した界面エネルギー (方位差依存界面エネルギー) および界

面モビリティー (方位差依存界面モビリティー)(24, 25)をモデル化し, Multi-Phase-Field

モデルに導入する. 以下では, 以上のような界面特性のモデル化方法について述べる.

本章では, 第 2章 3節で示したMulti-Phase-Field法を用いるので, N 個の粒を含む

系を考える. それらの粒のうち, ある界面を構成する粒 iと粒 jの相が同じ場合, すな

わち γ/γ界面およびα/α界面の方位差依存界面エネルギー σijを, Read-Shockley型の

次式を用いて表現する (25).

σij =

 σ0
ij

∆θ
∆θ0

(
1 − ln ∆θ

∆θ0

)
for ∆θ < ∆θ0

σ0
ij for ∆θ ≥ ∆θ0

(4.1)

一方, 粒 iと 粒 jが異なる相の場合, すなわち α/γ界面においては, 次式の界面エネル

ギーを用いる.

σij =


σ0

ij

2
+

σ0
ij

2
∆θ
∆θ0

(
1 − ln ∆θ

∆θ0

)
for ∆θ < ∆θ0

σ0
ij for ∆θ ≥ ∆θ0

(4.2)

ここで, ∆θ0 は, 低角粒界の最小方位差であり, ∆θ0=15◦と定義する. σ0
ij は, 方位差が

ないときのバルクの界面エネルギーである. また, ∆θは結晶方位差であり, 粒 iの結晶

方位 θi を用いて次式のように定義する.

∆θ =

{
|θi − θj| ≡ |θij| for 0 ≤ |θij| ≤ π

2π − |θij| for π < |θij| ≤ 2π
(4.3)

一方, 方位差依存界面モビリティー M も同様に, 以下のRead-Shockley型の式を用い

て表現する (143).

M = M0

1 − exp

−5

(
∆θ

∆θ0

)5


 (4.4)

ここで, M0 はアレニウス型の界面モビリティー M0 = M00 exp (−Qφ/RT ) を用いる.

このとき, M00は定数, Q は活性化エネルギーおよびR はガス定数である (103).
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Fig.4.2 Illustration of initial distribution of α (α1 ∼ α4) and γ (γ1 ∼ γ4) phases and crystal
orientations.

Table 4.1   Material and computational parameters 

Pre-exponential constant of M0

Activation energy of M0

Pre-exponential factor of DC

Pre-exponential factor of DC

Activation energy of DC

Activation energy of DC 

Difference of entropy between α and γ

Interfacial energy of α / α interface

Interfacial energy of γ / γ interface

Interfacial energy of α / γ interface

M00 [m4 J-1 s-1]

Qφ [J mol-1]

DC  [m2 s-1]

DC  [m2 s-1]

Qα [J mol-1]

Qγ [J mol-1]

∆S [J K-1 m-3]

σαα [J m-2]

σγγ [J m-2]

σαγ [J m-2]

3.5   10-7

140   103

2.2   10-4

1.5   10-5

122.5   103

142.1   103

3.46   105

0.50

0.70

0.45

α

γ

α

γ 0γ

0α

Reference temperature 

Equilibrium concentration 

Slope of phase boundary αγ

Slope of phase boundary αγ

T R

CR

 Λ

 Λ

[K]

[wt.%]

[K/wt.%]

[K/wt.%]

1073

0.00886

-186.2

-10350

4·3 解析モデルと解析条件

図 4.2に, Fe-C-Mn合金の連続冷却過程におけるα粒成長の数値シミュレーションに

用いる, 解析モデルおよび初期 γ + α組織を示す. 初期温度は, T0 = 1100 K とし, 種々
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Fig.4.3 Variations in phase- and misorientation-dependent interfacial (a) energy and (b)
mobility.

の冷却速度で連続冷却変態を行う. 時間発展方程式の数値解析には, 差分法を用いた.

解析領域は, DX × DY = 62.5 × 36.0 µm2 の長方形領域とし, 165 × 90 の規則差分

格子で離散化する. したがって, 差分格子間隔は ∆x = ∆y = 0.4 µmである. 初期状

態における γ相の形態は, 界面エネルギーの影響を見やすくするため, 正六角形を仮定

し, 粒成長の Phase-Fieldシミュレーションを用いて作成した (99). 全方向に周期境界

条件を適用しているので, 解析領域内には 6つの γ粒が存在する. また, Phase-Field法

を用いた組織形成シミュレーションでは, 本質的に核形成を取り扱うことができない.

そこで, α相は γ母相の粒界面や三重点に形成されやすいことから, 4つすべての α 粒

を三重点に配置した. このとき, α粒の半径は r0 = 3∆x = 1.2 µmとした. 初期炭素濃

度は, α相および γ相ともに平衡組成を与えている. 図 4.2中の括弧内に示す数字は結

晶方位であり, 一様乱数を用いてランダムに与えている. ただし, α粒の方位は周囲の

γ粒のひとつと低角粒界を形成し, 低い界面エネルギーと界面モビリティーとなるよう

に設定している. 本研究では, α1/γ1, α2/γ2, α3/γ3 および α4/γ3 の界面が低角粒界

に対応している.

Fe-C-Mn合金の線形化平衡状態図における各相境界線を表す式 (2.118)の各パラメー

タや界面エネルギーなどの物性値を表 4.1に示す (103, 141). このとき, 各界面の界面エ

ネルギーおよび界面モビリティーの方位差に対する変化は, 図 4.3のようになる.
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Fig.4.4 Evolution of α grains during continuous cooing at ∆T = 0.5 K/s.

4·4 フェライト変態によるフェライト粒成長と組織形態変
化

4·4·1 冷却速度が変態率およびフェライト粒形態に及ぼす影響

本節では, Multi-Phase-Field法を用いて多結晶 γ相を有するFe-C-Mn合金の連続冷

却過程における α粒成長挙動を再現可能であることを示すとともに, 冷却速度が α相

の変態率および α + γ 2相組織の形態に及ぼす影響を検討する. なお, ここでは界面エ

ネルギーは 0.5 J/m2で一定, 界面モビリティーは等方性を仮定する.

図 4.4に, 冷却速度∆T = 0.5 K/sにおける α粒の成長過程を炭素濃度分布で示す.

図中, 黒色の実線 (
∑N

i=1 φ2
i = 0.55)で挟まれた領域が結晶粒界を表している. 温度の低

下とともに, α相は γ相への炭素の拡散を伴いながら成長していることがわかる. また,

界面エネルギーが一定であるため, 20 sまでは α粒は円形に成長している. そして, 炭

素拡散場のソフトインピンジメントもしくは粒同士が直接衝突して干渉しあうハード

インピンジメントによって, α粒の形態が変化していることが確認できる. さらに, 冷

却を続けると γ相でさらに炭素濃度が増加するので, 化学的駆動力が減少し, かつ温度

の低下によって界面モビリティーが低下するため, α粒の成長が抑制されていることが

わかる.

次に, 冷却速度∆T = 2.0 K/sにおける α粒成長に伴う炭素濃度分布の変化を図 4.5

に示す. この場合も, 初期に α粒を配置した三重点から α粒が炭素の拡散を伴いなが
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Fig.4.5 Evolution of α grains during continuous cooing at ∆T = 2.0 K/s.
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Fig.4.6 Evolution of α grains during continuous cooing at ∆T = 10.0 K/s.

ら成長している. このとき, 冷却速度が大きくなることで図 4.4の場合よりも化学的駆

動力が増加し, α粒の成長が速くなっていることがわかる. そして, この場合も温度低

下によって界面モビリティーは小さくなるが, 図 4.4の場合よりも化学的駆動力が大き

いため, 126 sでは領域内がほぼ α相に変態している. しかしながら, α粒に挟まれた γ

相では炭素濃度が濃化しているので, α粒は成長できずに, γ相が未変態のままである

ことがわかる.

さらに, 冷却速度∆T =10.0 K/sにおける α粒の成長過程を図 4.6に示す. 冷却速度

がさらに大きいため, 各温度での変態駆動力は大きくなる. したがって, 図 4.7に示す
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Fig.4.7 Effect of cooling rate on volume fraction change of ferrite phase.

ように, 変態初期は他の冷却速度の場合に比べて, α相の変態率が大きくなっている.

しかしながら, 温度低下による拡散係数および界面易動度の減少が著しいので, α/γ界

面前方の γ相における炭素原子の偏析量が増加し, α粒の成長は大きく抑制される. 特

に, 32 s以降は α粒はほとんど成長していない様子が確認できる.

以上のように, Multi-Phase-Field法を用いて γ → α変態を再現することで, 前節で

用いた副格子モデルに基づくPhase-Fieldモデルでは不可能な, 多結晶 γ相における α

粒の成長が予測可能であることがわかる. したがって, α相の成長に伴う炭素拡散によ

る γ相内の炭素濃度変化や未変態 γ相を含む α + γ 2相組織の形成予測が可能である.

さらに, このような炭素濃度が濃化した未変態 γ相において θが析出してパーライト

組織やベイナイト組織が形成されるので, 本解析で得られる情報を利用して, より低温

度領域で形成される変態組織を再現すれば, 複合組織形成過程を予測することが可能

である.

4·4·2 フェライト粒形態に及ぼす界面エネルギーの影響

次に, 相依存界面エネルギーおよび方位差依存界面エネルギーが α粒の成長挙動お

よび組織形態に及ぼす影響を検討する. ここでは, 冷却速度∆T = 0.1 K/sで一定とし,

方位差依存界面モビリティーは考慮しない.

図 4.8に, 相依存界面エネルギーを用いた場合のα粒の成長挙動を示す. 界面エネル
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Fig.4.8 Evolution of α grains with phase-dependent interfacial energy.
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Fig.4.9 Evolution of α grains with phase- and misorientation-dependent interfacial energy.

ギーの等方性を仮定した図 4.4の結果と比べると, α粒が γ粒界に沿って成長している

ことがわかる. これは, 界面エネルギーの寄与が化学的自由エネルギーの寄与よりも大

きいため, 他の粒界よりも界面エネルギーの小さい α/γをより多く形成するように, α

粒が成長し, 系全体の自由エネルギーを最小化しているものと考えられる.

次に, 相および方位差に依存した界面エネルギーを有するα粒の成長過程を図 4.9に

示す. このとき得られるα + γ組織形態は, 図 4.8に示したものと大きな差異がないが,

図 4.9において矢印示したように, α粒の γ粒界に沿った成長が更に促進されている.
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Fig.4.11 Distribution of carbon concentration along line A-A’ in Fig. 4.9.

4·4·3 フェライト粒形態に及ぼす界面モビリティーの影響

本節では, 方位差依存界面モビリティーが α粒の成長挙動および組織形態におよぼ

す影響に検討を加える. 図 4.10に, 相および方位差に依存した界面エネルギーと界面

モビリティーを有する場合の α粒の成長過程を示す. ここで, (1) ∼ (4)で示した α/γ

界面は低角粒界に対応し, 界面エネルギー, 界面モビリティーともに低い値を示してい

る. 図 4.9に示した結果と同様に, α粒は γ粒界に沿って成長していることが分かる.
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さらに, 図 4.11に図 4.10のA-A’ 断面における炭素濃度分布を示す. この図から, α相

の成長により γ相の炭素濃度が増加するとともに, 高い界面エネルギーと界面モビリ

ティーを有する, A’側の α/γ界面のみが移動することで α相が成長する様子を再現で

きていることがわかる. また, このときの α相の形態は, 粒界アロトリオモルフフェラ

イトと呼ばれる組織に類似した特徴的な組織形態を呈していることがわかる (144).

以上の結果より, Multi-Phase-Field法を用いて, 多結晶 γ相における γ → α変態を

モデル化し, 相および方位差に依存した界面エネルギーおよび界面モビリティーを考

慮することによって, α粒は γ相に沿って成長し, 図 4.1に示したような特徴的な α粒

の成長過程や組織形態を再現することができる.

4·5 結言

本章では, 第 2章 3節で示したMulti-Phase-Field法を用いて, Fe-C-Mn合金の連続

冷却過程における γ → α変態の数値シミュレーションを行い, 冷却速度, 相および方

位差に依存した界面エネルギーや界面モビリティーがα粒の成長挙動や組織形態に与

える影響を検討した. 以下に, その結果をまとめる.

まず, 冷却速度がα相の変態率およびα粒形態に及ぼす影響を検討したところ, 冷却

速度の増加は γ → α変態の化学的駆動力を増加させるため, α粒の成長を促進する. 一

方, それと同時に温度の低下とともに炭素原子の拡散係数および界面モビリティーが

減少する. そのため, α/γ界面の移動速度が減少し, α/γ界面近傍の γ相における炭素

原子の偏析量が増加することで, α粒の成長を抑制することがわかった.

次に, 相および方位差に依存した界面エネルギーや界面モビリティーが α粒の成長

挙動や組織形態に与える影響を検討した結果, 界面エネルギーの最も低い α/γ界面を

より多く形成するように, α粒は γ粒界に沿って成長した. すなわち, α + γ組織の形態

は, 系の全自由エネルギーのうち, 界面エネルギーを小さくする過程で特徴づけられて

いることがわかった. さらに, 方位差依存界面モビリティーを導入することによって,

α相は界面モビリティーの大きな α/γ界面のみを移動させて, 隣あう一方の γ相にの

み成長することを再現した. このような α粒成長挙動は, γ相とKS関係を満たす α相

の成長挙動と類似しており, より現実的な α粒の成長過程や組織形態を再現するため

には, 界面エネルギーや界面モビリティーの相・方位差依存性を考慮する必要があるこ

とを示している.



第5章

炭素鋼におけるパーライト組織形成

過程の数値シミュレーション

5·1 緒言

鉄鋼材料の変態組織は, フェライト (α), パーライト, ベイナイトおよびマルテンサイ

トなど多種多様である. なかでも, パーライト組織は微細な α相とセメンタイト (θ)の

層状組織であり, 力学特性に優れているため様々な鉄鋼材料の内部組織として広く用

いられている. したがって, 数値シミュレーションによって鉄鋼材料の複合組織形成お

よび力学特性を予測可能とするためには, 冷却工程における α変態後のパーライト変

態を数値シミュレーションによって再現する必要がある. 従来, パーライト組織の成長

を予測する数理モデルは, Zener-Hillertモデルがよく知られており, ラメラー間隔と過

冷度よりパーライト組織の成長速度を算出することができる (145, 146). しかしながら,

Zener-Hillertモデルでは, パーライト組織に特徴的なラメラー, コロニーおよびブロッ

クなどの組織形態の形成過程は予測することができない.

これに対し, NakajimaらはMulti-Phase-Field法を用いて, 炭素鋼におけるパーライ

ト変態をモデル化し, パーライトラメラーの形成過程を再現可能としている (147). 彼

らは, Zener-Hillertモデルにおいて考慮されていなかった, α相における炭素拡散を

Phase-Fieldモデルにおいて考慮し, Zener-Hillertモデルで算出される値よりも実験値

に近いパーライト組織の成長速度が予測できることを示している. さらに, Steinbach

らはパーライト変態によって生じる変態応力が炭素拡散を促進させ, 得られるパーラ

イト組織の成長速度が, Nakajimaらの結果よりもさらに実験値に近づくことを示して

いる (148). しかしながら, これらのシミュレーションで予測されるパーライトラメラー

83
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の成長速度は, 未だ実験よりも小さい値であり, その理由の一つとして粒界拡散の影響

を考慮していないことが考えられる.

そこで, 本研究では第 2章 3節で示したMulti-Phase-Feld法を用いて Fe-C-Mn合

金におけるパーライト変態の数値シミュレーションを実施する. そして, 粒界拡散を

Phase-Fieldモデルに導入し, ラメラー間隔や粒界拡散の大きさがパーライト組織の成

長速度や組織形態に及ぼす影響を検討する. さらに, パーライト組織は前節で示したよ

うな γ → α変態後の炭素濃度が増加した未変態 γ相において生じることから, γ相に

おける炭素濃度の不均一性を仮定し, パーライト組織の形態への影響評価を行う.

5·2 解析モデルおよび解析条件

解析モデル, 初期条件および境界条件を説明する. パーライト組織形成に及ぼすラメ

ラー間隔, 粒界拡散および γ相中の濃度不均一性の影響を調べるために, 解析モデルは

問題に応じて変化させる. ラメラー間隔, 粒界拡散の影響を評価する場合の解析モデル

Aを, 図 5.1に示す. 解析領域はDX = DY = 0.24 µmの正方形領域であり, 初期のラ

メラー組織として, α相と θを解析領域下部に配置する. ここで, ラメラー間隔 λは, 図
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5.2のように定義するため, 解析領域 x方向の大きさDXが, ラメラー間隔に対応して

いる. したがって, ラメラー間隔 λを変化させることは, DXを変化させることに等し

い. 差分格子は 96×96の規則格子を用い, 差分格子間隔は∆x = ∆y = 2.5 nmとする.

境界条件は, 左右端面では周期境界条件, 上下端面では零ノイマン境界条件を用いる.
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αα α α

Lamellar spacing λ
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Fig.5.2 Lamellar spacing λ.
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一方, γ 相中の濃度不均一性の影響を調べるための解析モデル Bを図 5.3に示す.

この解析モデルでは, 全方向で零ノイマン境界条件を用いる. 解析領域の大きさは,

DX = DY = 0.48×0.24 µmとし, 解析領域下端に初期ラメラーを 2つ配置する. そし

て, γ 相内の濃度分布は, Case A～Cとして次式を用いて与える.

Case A : C = C0 (5.1)

Case B : C = C0

{
1

2

(
1 − x

X

)2

+
5

6

}
(5.2)

Case C : C = C0

{(
1 − x

X

)2

+
2

3

}
(5.3)

ここで, C0 = 0.77 wt. % とし, Case A～Cどの場合も γ相内の炭素濃度の積分値が一

定になるように初期炭素濃度分布を与えている. Case A～Cの初期炭素濃度分布は図

5.4に示すようになる.
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Fig.5.4 Initial distributions of carbon concentration in γ phase.

両解析モデルにおいて, 温度 T = 970 K一定で等温保持を行う. 初期組織におけるα

相と θの体積比は, 平衡状態図を用いて, 共析温度直下の温度における共析鋼中のα相

と θの重量比をてこの原理により求める (149). α相と θの密度がそれぞれ 7.86 g/cm3,

7.4 g/cm3とほぼ等しいことから, これを体積比として α相：θ = 7：1としている (12).

各相の初期の炭素濃度は, α相と θでは共析温度 1000 Kにおける平衡組成, γ相では共

析鋼の炭素濃度と等しい 0.77 wt.%とする.
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Table5.1 Material and computational parameters.

Interface thickness δ [µm] 0.02

Interfacial energy σγα [J/m2] 1.0

σγθ [J/m2] 1.0

σαθ [J/m2] 1.0

Interfacial mobility Mγα [m4/(J·s)] 1.0×10−12

Mγθ [m4/(J·s)] 2.0×10−12

Mαθ [m4/(J·s)] 5.0×10−18

Transformation entropy(150) ∆Sγα [J/(m3·K)] 0.35×106

∆Sγθ [J/(m3·K)] 1.11×106

∆Sαθ [J/(m3·K)] 2.89×106

Reference temperature(151) TR [K] 990.7

Reference concentration(151) CR
γα [atom%] 3.46

CR
αγ [atom%] 8.89×10−2

CR
γθ [atom%] 3.45

CR
θγ [atom%] 2.50 × 10

CR
αθ [atom%] 1.02 × 10−1

CR
θα [atom%] 2.50 × 10

Slope of phase boundary line (150) Λγα [K/atom%] -3.16 × 10

Λαγ [K/atom%] -2.19 × 103

Λγθ [K/atom%] 9.25 × 10

Λθγ [K/atom%] -1.00 × 103

Λαθ [K/atom%] 9.97 × 102

Λθα [K/atom%] -1.00 × 103

Pre-exponential factor Dγ
0 [m2/s] 1.5 × 10−5

of diffusion coefficient(152) Dα
0 [m2/s] 2.2 × 10−4

Dθ
0 [m2/s] 1.8 × 10−6

Activation energy Qγ [J/mol] 142.1×103

of diffusion coefficient(152) Qα [J/mol] 122.5×103

Qθ [J/mol] 172.8×103

表 5.1 に, 本解析で用いる界面幅 δ, i相と j相間の界面エネルギー σij, 線形化平衡状

態図の各パラメータ, および拡散係数の pre-exponential factorDi
0と活性化エネルギー

Qiの値を示す. 以後, 本文中で特に示さない限り, ここで示した物性値およびパラメー

タを用いる. そして, Phase-Field法では界面領域は 0 < φi < 1の領域として定義され

るので, この界面領域内で拡散係数を k (k = 1, 2, 3, ...)倍することで粒界拡散を表現

する.
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Fig.5.5 Evolutions of pearlite lamellar with different lamellar spacings (a)λ = 0.24µm,

(b)λ = 0.36µm, and (c)λ = 0.48µm.

5·3 パーライト変態によるラメラー組織形成過程

5·3·1 パーライトラメラー成長のラメラー間隔依存性

ラメラー間隔 λがパーライト組織形成に及ぼす影響を評価するため, λを種々に変化

させて, 数値シミュレーションを行った. ここで, 解析領域 y方向の大きさは, いずれ

もDY = 0.24 µmであり, 粒界拡散は考慮していない (k = 1).

図 5.5 (a)～(c)に, ラメラー間隔 λ = 0.24, 0.36, 0.48 µmのパーライト組織の形成過

程を炭素濃度分布で示す. パーライト変態は, γ → α変態と θ析出の競合反応であるの

で, 炭素原子を排出する α相の成長と, 炭素原子を取り込む θの成長が同時に起こる.

したがって, ラメラーが成長するに伴って α相近傍の γ相では炭素濃度が増大し, θの

近傍の γ相では炭素濃度が減少している様子がみてとれる. ここで, 図 5.5のA-A’で
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Fig.5.6 Carbon concentrations on A-A’ lines in Fig.5.5.
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Fig.5.7 Possible diffusion paths during pearlite transformation.

示す断面の γ/θ 界面近傍における γ相の炭素濃度分布を, 図 5.6に示す. この図より,

ラメラー間隔が大きいほど γ/θ界面の γ相側で炭素濃度が大きく減少していることが

わかる. これはラメラー間隔が大きくなるほど, θが成長するために, γ/θ界面からよ

り多くの炭素原子が θに取り込まれていることを示している. さらに, ラメラーの成長

過程においては, 炭素原子は図 5.7に示すように, α/θ 界面から直接（矢印 A）, ある

いは γ相を介して（矢印B）, α相から θに拡散するが, 矢印Bの拡散経路の距離はラ

メラー間隔の増加に伴って大きくなり, 炭素原子は長い距離を拡散する必要がある. そ

のため, ラメラー間隔が大きくなるほど α相から θへの炭素原子の分配が遅くなり, θ
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Fig.5.8 Evolution of pearlite lamellar accompanying with grain boundary diffusion

for (a)k = 1, (b)k = 2, (c)k = 3, and (d)k = 4.

の成長が抑制される. このため, ラメラーの成長が遅くなったと考えられる. このよう

にラメラー間隔 λが大きいほど, ラメラーの成長が遅くなるのは, 実験や Zener-Hillert

モデルで得られる結果と同様の傾向を示すものである (153, 154).

一方, 矢印Aの拡散経路はラメラー間隔の影響を受けないので, ラメラー間隔が大き

くなるほど矢印 Aの経路による拡散量が相対的に多くなる. したがって, ラメラー間

隔が大きくなるほど θの x方向への成長が増していることがわかる.

5·3·2 パーライト組織形成に及ぼす粒界拡散の影響

前節では, パーライト変態が炭素原子を γ相へ排出する α相の成長と, 炭素原子を

取り込む θの成長が同時に起こる競合反応であるため, 変態に伴う炭素原子の拡散お

よび炭素濃度分配がパーライト組織の成長を支配していることを示した. また, 前節

で示したパーライト組織の形成過程において, α相から θへの炭素原子の拡散経路と

して, α/θ 界面から直接拡散する経路Aと γ相を介して拡散する経路Bを考慮してシ
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Fig.5.9 Possible diffusion paths during pearlite transformation including boundary

diffusion.

ミュレーションを行った. しかしながら, 一般に結晶粒界は結晶粒内に比べ格子欠陥が

多いため侵入型固溶元素である炭素原子の拡散が速く, パーライト組織形成ににおい

て重要な役割を果たしていることが指摘されている (155). そこで本節では, 粒界拡散が

パーライト組織形成過程やラメラーの成長速度に及ぼす影響を検討する.

図 5.8 (a)～(d)に, 粒界拡散を導入しない場合 (k = 1)と, 粒界拡散を考慮し k = 2,

3, 4とした場合のパーライト組織形成過程を炭素濃度分布で示す. ここで, 解析領域 y

方向の大きさは, いずれもDY = 0.48 µmである. 図 5.8 (a)の粒界拡散を導入しない

場合 (k = 1)では, 0.12 sまでは, α相と θが協調的に成長しているが, その後 θの成長

方向前方で炭素濃度が低下すると, α相が θの前にせり出すように成長し, 最終的に θ

の成長が止まり擬似パーライト組織 (12)を呈している. 一方, 粒界拡散を導入すると,

図 5.9に示す矢印Cのような拡散経路が追加されることによって, α相と θ間の濃度分

配が十分に行われ, α相, θ の協調的な成長が可能となっていることが分かる. そして,

粒界拡散が速いほど, パーライトラメラーの成長が速くなることが示されている. 以

上の結果より, パーライト組織の成長には粒界拡散が非常に重要な役割を果たしてい

ることが本解析からも示唆される.

また, 本解析から得られるラメラーの成長速度を, θ/γ 界面の移動速度として評価し

たときの, 粒界拡散の大きさ kとラメラーの成長速度 V の関係を図 5.10に示す. 実験

結果によれば, 温度 970 Kの等温保持におけるラメラーの成長速度は 5.0 ～ 10.0 µm/s

と見積もられる (12). 本解析で得られる成長速度は, 実験値よりも小さいが, 粒界拡散

を導入し, その効果が大きくなるほど, Nakajimaらの報告しているパーライト組織の
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of pearlite lamellar V and lamellar spacing λ.

成長速度（約 2µm/s）(147)よりも, 実験値に近づいていることが分かる. したがって,

実験で得られるパーライト組織の成長速度を予測するためには, 粒界拡散の影響を考

慮する必要があることが示唆される.

さらに, Mellorら (156, 157)によると, Fe-C-X系合金においては, パーライトラメラー
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の成長速度 V とラメラー間隔 λの間には,

V λn = constant (5.4)

の関係があることが示されており, パーライトラメラーの成長が γ相における炭素の

拡散に律速される (体拡散律速)場合には n = 2, 粒界拡散に律速 (界面拡散律速)され

る場合には n = 3であることを指摘している. そこで, 本解析においても粒界拡散の大

きさ kおよび λを変化させて, V と λの関係を調べた. その結果, 図 5.11に示ように,

本解析においても V と λの間には, 式 (5.4)の関係があることが示されたが, γ相にお

ける炭素拡散および粒界拡散を考慮しているにも関わらず, nの値は n = 1.2 ∼ 1.4と

上記の値よりも小さい値となることがわかった. ただし, kの値が大きくなり粒界拡散

の効果が大きくなるほど, nの値は増加する傾向にあることがわかる.

5·3·3 γ相中の炭素濃度分布がパーライト組織形態に及ぼす影響

パーライト変態は, より高温度領域において発生する γ → α変態後の炭素濃度が増

加した未変態 γ 相内で生じやすい. このとき γ 相内の炭素濃度は不均一であり, パー

ライト組織の成長速度および組織形態は, この炭素濃度の不均一性に依存して変化す

ると考えられる. そこで, 本節では γ 相における不均一な炭素濃度分布を想定し, 解析

領域内に濃度勾配を与えることで, γ 相内の炭素濃度分布がパーライト組織形成過程

に及ぼす影響を検討する. なお本節においては, 粒界拡散 k = 2を考慮する.

図 5.12(a)～(c)に, 図 5.4に示したCase A～Cの濃度分布を与えたときの, パーライ

ト組織形成過程を示す. 前節で述べたように, パーライト変態は炭素原子を γ相へ排出

する α相の成長と, 炭素原子を取り込む θの成長が同時に起こる競合反応であり, γ相

に炭素濃度の不均一を与えた場合, γ 相の炭素濃度の低い領域では α相の成長が速く,

炭素濃度の高い領域で θの成長が速くなる. したがって, 炭素濃度に不均一性のない

Case Aではパーライトラメラーが y方向に対して, 平行に成長している. 一方, Case B

では解析領域の右側ほど炭素濃度が低く α相の成長が速くなるため, ラメラーがわず

かに左方向へ曲がって成長していることがわかる. さらに, Case Cにおいては粒界拡

散（k = 2）を考慮しているにも関わらず, 右側のラメラーの成長端前方において, 炭

素原子が欠乏し θの成長が抑制されるため, α相が θの前面にせり出して擬似パーライ

ト組織を呈していることがわかる.

以上の結果より, γ相内の炭素濃度の不均一に依存して, α相と θ相の成長速度が変

化することが, 図 5.13に示すようなパーライトラメラー組織の屈曲や θの途切れが形
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Fig.5.13 Optical micrograph of lamellar pearlite in plain carbon steel(157).

成される一因であることがわかる.

5·4 結言

本章では, 第 2章 3節で示したMulti-Phase-Field法を用いて, Fe-C-Mn合金におけ

るパーライト変態をモデル化し, 一連の数値シミュレーションを実施することにより,
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ラメラー間隔, 粒界拡散および γ相中の炭素濃度の不均一性がパーライト組織の形成

過程に与える影響を明らかにした. 以下に, 得られた知見をまとめる.

まず, パーライト組織形成において重要な組織因子であるラメラー間隔がパーライ

ト組織形成過程に及ぼす影響を評価するため, 初期ラメラー間隔を種々に変化させて数

値シミュレーションを行った. その結果, ラメラー間隔が小さくなるほどラメラーの成

長が速くなるという, 実験や Zener-Hillertモデルで報告されている結果と同様の傾向

を示した. さらに, パーライト組織の成長に伴い α相は γ相へ炭素原子を排出し, θは

γ相から炭素原子を取り込むが, このときの γ/α界面での炭素濃度上昇および γ/θ界

面での炭素濃度低下が, ラメラーの成長を抑制することを確認した. そして, α相から

θへの炭素原子の拡散経路として, α/θ 界面から直接拡散する経路と γ相を介して拡散

する経路の両方を考慮したが, α相と θの間で濃度分配が十分に行われずラメラーの協

調的な成長を実現できない場合には, α相は θの前にせり出すよう成長し, 擬似パーラ

イト組織を呈することがわかった.

次に, パーライト組織の形成に大きく寄与していると指摘されている, 粒界拡散の影

響を検討するために, 界面領域において拡散係数を増加させることで粒界拡散を表現

し, 数値シミュレーションを行った. その結果, 粒界拡散により各相間で濃度分配が十

分に行われるようになったため, パーライトラメラーを形成する α相と θの協調的な

成長が助長されることが明らかになった. また, 粒界拡散が大きくなるほど, α相と θ

間の濃度分配が速くなるため, パーライト組織の成長速度は大きくなった. そして, そ

の成長速度はNakajimaらの解析結果よりも, 実験で得られる成長速度に近い値である

ことが示された.

最後に, パーライト変態が γ → α変態後の未変態 γ相において生じることから, γ 相

に炭素濃度の不均一性を与えて, 数値シミュレーションを行った. その結果, γ相内に

おいて炭素濃度が低いところでは, α相の成長は促進されるが θの成長は抑制された.

そして, このような炭素濃度の不均一性に依存して変化する, α相と γ相の成長挙動の

違いによって, 実際のパーライト組織に見られるようなラメラーの曲がりや θの途切れ

などのパーライト組織に特徴的な形態が形成されることを明らかにした.

以上のように, Multi-Phase-Field法を用いてパーライト変態をモデル化し, 各種影響

因子を変化させて数値シミュレーションを実施することで, 従来の数理モデルで予測さ

れるような成長速度のみならず, 組織形成過程を明らかにすることができる.
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塑性緩和を伴うマルテンサイト変態

による組織形成過程

6·1 緒言

鉄鋼材料をAe1温度から急冷し, フェライト変態やパーライト変態が生じる前に, γ

相をMs点以下に冷却すると, 原子の拡散を伴わずに炭素原子を固溶したまま Fe格子

のせん断変形によって立方晶から正方晶へと結晶構造変化するマルテンサイト変態が

生じる. このとき形成されるマルテンサイト相は, 非常に硬く, 高い降伏強度を有する

ため, 高強度鋼の重要な強化相として広く用いられている. したがって, 本研究で構築

している数値シミュレーションによる鉄鋼材料の材質予測手法においても, マルテンサ

イト相を含む鉄鋼材料の材質予測を可能とする必要がある. そのためには, Phase-Field

法を用いてマルテンサイト変態をモデル化し, 数値シミュレーションによってマルテン

サイト組織の形成過程を再現することが求められる.

これに対し, 鉄鋼材料におけるマルテンサイト相の組織形態は, 材料の化学組成や変

態温度に依存して様々に変化し, 薄板状, レンズ状, ラス状の組織が実験的に観察され

る (158, 159). このようなマルテンサイト相の多種多様な組織形態は, 多数のバリアント

を形成する自己緩和 (Self-accommodation, SA), または, 母相およびマルテンサイト相

において塑性変形を生じる塑性緩和 (Plastic accommodation, PA)による変態ひずみ

の緩和過程, すなわち弾性ひずみエネルギーを最小化する過程に特徴づけられている
(160, 161). したがって, マルテンサイト変態による組織形成過程をPhase-Field法で再現

するためには, マルテンサイト組織に伴う弾性応力場の変化を精度よく評価する必要

がある.

96
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これまでに, Shenoyら (162, 163)や Ahluwaliaら (164)は, ひずみのべき乗展開で表さ

れるLandau型の自由エネルギー関数 (160)を用いたマルテンサイト変態のPhase-Field

モデルを提案し, 双晶マルテンサイト組織の形成過程を再現している. しかしながら,

これらの Phase-Fieldモデルでは, ひずみ量を秩序変数としているため, 数値解析にお

いてひずみの適合条件式を解かなければならず, 数値計算が煩雑になる. これに対し,

Khachaturyanらは, Micromechanics理論に基づくマルテンサイト変態の Phase-Field

モデルを提案し, 現在ではPhase-Field Microelasticity(PFM)理論として体系化されて

いる (51, 107, 165, 166). この Phase-Fieldモデルでは, マルテンサイト変態で形成しうる

マルテンサイト相の各バリアントの存在確率を秩序変数とすることで, 任意形状のマ

ルテンサイト相を含む系の弾性ひずみエネルギーを評価でき, 平衡方程式をフーリエ

変換を用いて解くため, ひずみの適合条件を解く必要がない. したがって, これまで

に様々な合金におけるマルテンサイト変態および組織形成過程に適用され, その有用

性が示されている. さらに, このようなMicromechanic理論に基づくマルテンサイト

変態の数理モデルは, Wechsler-Lieberman-Read (WLR)理論 (167)やBowles-Mackenzie

(BM) 理論 (168)などの現象論的マルテンサイト結晶学理論 (Phenomenological Theory

of Martensite Crystallography, PTMC)と, 弾性エネルギーを最小にする解を見つける

という点で本質的に等価であることが知られており, PFM理論に基づく Phase-Field

モデルでもマルテンサイト組織の結晶学的特徴を再現することができる (51, 108, 169). し

かしながら, 上記のような Phase-Fieldモデルでは, 薄板マルテンサイトに見られる双

晶マルテンサイト組織の形成過程を再現することはできるが, レンズマルテンサイト

やラスマルテンサイトのような変態中に塑性変形が伴う, すなわちPAが作用するマル

テンサイト組織形成過程を再現することはできない.

そこで, 本研究ではラスマルテンサイトなどを含めた, より一般的なマルテンサイト

組織形成過程を再現可能とすることを目的とし, PFM理論に基づき PAと SAの両方

が生じるマルテンサイト変態を表現する, 弾塑性Phase-Fieldモデルを新たに構築した

(導出過程は, 第 2章 4節に示す). 本章では, この Phase-Fieldモデルを用いて, 立方晶

から正方晶へのマルテンサイト変態による組織形成過程の 2次元シミュレーションを

行うそして, はじめに単結晶母相におけるマルテンサイト相の成長過程を再現し, マル

テンサイト組織形成過程における SAおよび PAによるひずみ緩和挙動を明らかにす

る. ついで, 実用鉄鋼材料においては多結晶母相でマルテンサイト組織が形成されるこ

とから, 多結晶母相におけるマルテンサイト変態の数値シミュレーションを行い, 母相
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粒間の弾性相互作用や PA, SAによるひずみ緩和挙動がマルテンサイト組織形成過程

に及ぼす影響を検討する.

6·2 解析モデルおよび解析条件

本節では, 単結晶母相および多結晶母相におけるマルテンサイト組織形成過程の数値

シミュレーションで用いる解析モデル, 解析条件について述べる. 本研究では, 平面ひ

ずみ状態を仮定して 2次元空間において数値シミュレーションを行うため, 母相 (001)

面上で, 母相の [100], [010]方向と平行な c軸をもつ 2つのバリアントV1, V2の時間発

展を記述する. したがって, 時間発展方程式 (2.158)は φ1と φ2について解析する. こ

のとき, 式 (2.147)の変態ひずみは次式のように表される.

εt
ij =

2∑
m=1

Rik(θ)ε
00
kj(m)φm (6.1)

ここで, ε00
ij (m) (m = 1, 2)は, V1およびV2のマルテンサイト相が形成される際に生

じる変態ひずみであり, それぞれ次式で与える.

ε00
ij (1) =

[
−0.1 0

0 0.1

]
, ε00

ij (2) =

[
0.1 0

0 −0.1

]
(6.2)

また, Rij(θ)は多結晶構造をなす各母相粒の結晶方位を表現するために用いる回転マト

リクスであり, x軸と母相 [100]方向がなす角度 θを母相粒の結晶方位と定義する.

単結晶母相および多結晶母相におけるマルテンサイト変態の数値シミュレーション

に共通して, 解析領域は, DX = DY = 512 nm2の正方形領域とし, 256 × 256の差

分格子で規則分割する. また, 等方弾性体を仮定し, Fe-30%Ni合金の弾性係数, C11 =

140, C44 = 28, C12 = 84 GPaを用いる (23). さらに, マルテンサイト相は, φi ≥ 0.6の

領域と定義し, 各相の降伏応力を与える. 本研究では母相およびマルテンサイト相の

強度が, ひずみ緩和挙動やマルテンサイト相の組織形態に及ぼす影響を検討するため,

表 6.1に示すCase 1 ∼ 3 の 3通りの降伏応力を用いる. Case 1では, PAが生じない熱

弾性型マルテンサイト変態 (170)を想定し, 塑性変形が生じないような大きな降伏応力

を用いる. 一方, Case 2とCase 3では降伏応力は異なるが, PAが生じる非熱弾性型マ

ルテンサイト変態を想定している (171). 式 (2.151)と式 (2.158)のカイネティックパラ

メータは, K = 0.001とL′ = 1を用いる (110). また, 勾配エネルギー係数は, κ = 1.0 ×

10−15 Jm2/molとする.



6·2 解析モデルおよび解析条件 99

Table 6.1 Yield stresses of parent and martensite phases

Case Parent phase: σc
y Martensite phase: σt

y

1 ∞ ∞ (Thermoelastic type)

2 250 MPa 800 MPa (Non-thermoelastic type)

3 500 MPa 1200 MPa (Non-thermoelastic type)

図 6.1に, 単結晶母相におけるマルテンサイト変態の数値シミュレーションで用いる解

析モデルを示す. 紙面を母相 (001)面とし, 解析領域のx, y方向をそれぞれ母相の [100],

[010]方向に一致させる. したがって, 紙面手前方向が [001]方向に対応する. 単結晶母

相におけるマルテンサイト変態を再現する場合は, 式 (6.1)においてRij(θ) = δij とす

る. そして, 初期状態において解析領域全体を母相単相 (φ1 = φ2 = 0)とし, 解析領域

の中心にV1のマルテンサイト相 (φ1 = 1, φ2 = 0)を配置する. このとき, マルテンサ

イト相は弾性ひずみエネルギーを最小化するように, 母相の (110)面に沿ってプレート

形状に成長することから, 初期マルテンサイト相の形態をアスペクト比 a : c = 10 : 1

の楕円形状とする (172, 173, 174). 変態駆動力, すなわち母相とマルテンサイト相の自由エ

ネルギー差は, ∆f = 321 J/molとする.

図 6.2に, 多結晶母相におけるマルテンサイト変態の数値シミュレーションで用いる

解析モデルを示す. 図に示すような粒数が 10個の多結晶構造を粒成長のMulti-Phase-

Fieldシミュレーション (101)で作成し,各母相粒にランダムに結晶方位 θを与える. この

とき, 紙面を母相 (001)面とし, 粒内の座標軸および数字が, それぞれ各母相粒の [100],

[010]軸および結晶方位を表している. さらに, マルテンサイト相は粒界や転位などの結
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Fig.6.1 Simulation model for martensitic transformation in single crystal of parent

phase.
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Fig.6.2 Simulation model of polycrystalline structure with ten parent grains. The

number in each grain indicates crystal orientation, θ.

晶欠陥に核形成し, 成長することから, 本研究では粒界近傍に微小な塑性ひずみ εp
12を

分布させる. 実際には, 粒界に分布する塑性ひずみの大きさは隣り合う粒同士の方位差

や転位密度に依存するが, 本研究では εp
12 < 0.01を満たす大きさの塑性ひずみを一様乱

数を用いて与えた. 本シミュレーションでは, 変態駆動力を∆f = 198 J/molとする.

6·3 単結晶母相におけるマルテンサイト変態挙動

6·3·1 マルテンサイト相の成長過程における塑性緩和挙動

本節では, 単結晶母相におけるマルテンサイト変態を再現し, マルテンサイト相の成

長および組織形成過程における PAによる変態ひずみの緩和挙動を明らかにする. な

お, ここでは PAによるひずみ緩和挙動を詳細に評価するために, SAは生じないよう

に, φ2 = 0としている.

図 6.3(a)に, 変態中にPAが生じない熱弾性マルテンサイト変態 (Case 1)による, マ

ルテンサイト相の成長にともなう相当応力分布の変化を示す. 図中, 白色と黒色の実線

は φ1 = 0.6で定義されるマルテンサイト相と母相の界面位置, s′ は無次元化した時間

単位を表している. この場合, PAや SAで変態ひずみを緩和することができないため,

マルテンサイト相は母相の (110)面に沿って成長し, アスペクト比が増すほど, マルテ

ンサイト相周囲の応力集中を緩和している. 一方, 図 6.3(b)に示す非熱弾性マルテンサ
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2 s' 4 s' 6 s' 8 s' 10 s'

(a)

(b)

0 290 579 862

[MPa]

Fig.6.3 Distributions of equivalent stress during (a) thermoelastic and (b) non-

thermoelastic growth of martensite phase (V1) without SA. Black and white

solid lines indicate profile of φ1 = 0.6.
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Fig.6.4 Distributions of equivalent plastic strain during non-thermoelastic growth of

martensite phase (V1).
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Fig.6.5 Magnified figures of distribution of equivalent plastic strain in parent phase

during non-thermoelastic growth of martensite phase (V1).
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Fig.6.6 Normalized elastic strain energy during thermoelastic and non-thermoelastic

growth of martensite phase (V1).

イト変態 (Case 2)の場合は, 塑性変形によって変態ひずみを緩和できるため, マルテン

サイト相周囲の応力が大きく減少していることがわかる. このときの相当塑性ひずみ

の発展を図 6.4に示す. マルテンサイト相の降伏応力の方が大きいにもかかわらず, マ

ルテンサイト相でも塑性変形が生じ, マルテンサイト/母相界面近傍に塑性ひずみが集

中していることがわかる. さらに, 母相での塑性変形挙動を明確に示すために, 母相内

のみの塑性ひずみの分布を図 6.5に拡大して示す. この結果からも, マルテンサイト変

態による変態ひずみを緩和するために母相で塑性変形し, マルテンサイト相の周囲に

実験でも観察されるような塑性変形領域が形成されていることが確認できる (175).

図 6.6に, 図 6.3(a), (b)に示したマルテンサイト相の成長による弾性ひずみエネル

ギーの時間変化を示す. この結果から, 非熱弾性マルテンサイト変態においては, 変態

中にPAが生じることによって応力場が大きく緩和されるため, 弾性ひずみエネルギー

が大幅に減少していることがわかる. さらに, 図 6.3(a)と (b)のマルテンサイト相の成

長量を比べると, 非熱弾性型マルテンサイト変態においては, PAにより塑性変形を生

じることで, マルテンサイト相が成長する駆動力の一部となる弾性ひずみエネルギー

が失われるため, マルテンサイト相の成長が抑制されている. このようなPAによる塑

性変形によってマルテンサイト/母相界面の移動速度が低下し, マルテンサイト相が成

長できなくなると, 新たなマルテンサイト相の核形成, 成長が支配的な変態が進行する

ようになり, マルテンサイト組織がプレート形態からラス形態に変化する一因となる

ことが考えられる (171, 176).
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6·3·2 マルテンサイト組織形成過程に及ぼす自己緩和と塑性緩和の影響

本節では, PAおよび SAを伴うマルテンサイト変態の数値シミュレーションを行い,

ひずみ緩和挙動がマルテンサイト組織形成過程に及ぼす影響を検討する. 図 6.7(a) に

熱弾性マルテンサイト変態 (Case 1)によるマルテンサイト組織形成過程を示す. ここ

で図中, 白色, 黒色, 灰色の領域が, それぞれ母相, マルテンサイト相のV1およびV2を

表している. この結果が示すように, 熱弾性マルテンサイト変態における組織形成過

2 s' 4 s' 6 s' 8 s' 10 s'

(a)

(b)

variant 2

variant 2

variant 1

variant 1

Fig.6.7 Formations of martensitic microstructure consisting of variant 1 (black do-

main) and variant 2 (gray domain) of martensite phase during (a) thermoe-

lastic and (b) non-thermoelastic martensitic transformations.

2 s' 4 s' 6 s' 8 s' 10 s'

(a)

(b)

[MPa]

0 340 679 1014

Fig.6.8 Distribution of equivalent stress during evolution of martensitic microstruc-

ture by (a) thermoelastic and (b) non-thermoelastic martensitic trasnforma-

tions. Black solid line indicates profile of φ2 = 0.6 (variant 2).
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程では, 変態によって生じる弾性ひずみエネルギーを最小化するように, SAが生じる

ことにより, 初期に形成したV1のマルテンサイト相がある大きさまでに成長したとこ

ろで, V1に平行に V2の自己緩和バリアントが形成していることがわかる. このとき

の相当応力分布を図 6.8(a) に示す. SAによりV2が形成されることでV1の周囲に生

じていた応力場が緩和していることが確認できる.

一方, 非熱弾性マルテンサイト変態 (Case 2)によるマルテンサイト組織形成過程を

図 6.7(b)に, これに伴う相当塑性ひずみ分布の変化を図 6.9に示す. 図 6.9中の実線 (φ2

= 0.6)は, SAで形成される自己緩和バリアントを表しているが, 自己緩和バリアント

2 s' 4 s' 6 s' 8 s' 10 s'

0 0.008 0.016 0.024

Fig.6.9 Distribution of equivalent plastic strain during evolution of martensitic mi-

crostructure by non-thermoelastic martensitic transformation. Black solid

line indicates profile of φ2 = 0.6 (variant 2).
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Fig.6.10 Normalized elastic strain energy during martensitic transformation with (A)

only SA (Fig. 6.7(a)), (B) only PA (Fig. 6.3(b)) and (C) SA and PA (Fig.

6.7(b)).
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がV1の形成によって塑性変形した母相に形成されることがわかる. また, 図 6.8(b)に

示すように, SAによってV2が形成される前に, 塑性変形によって応力場が緩和し, SA

の駆動力となる弾性ひずみエネルギーが大きく減少するため, SAによる自己緩和バリ

アントの形成が遅れている. 実際に, マルテンサイト組織内にはマルテンサイト変態

によって生じた転位などの格子欠陥が多数導入されているのが観察される. 本シミュ

レーション結果より, こうしたマルテンサイト組織内の結晶欠陥は, 変態ひずみを緩和

するためにマルテンサイト相および母相が塑性変形し, 塑性変形した母相に新たにマ

ルテンサイト相が形成される過程を経て導入されていることが確認できる (177).

さらに, SAとPAによる弾性ひずみエネルギーの最小化過程を明らかにするために,

図 6.10に, 図 6.7(a), 図 6.3(b) および図 6.7(b)で示したマルテンサイト組織の形成に

伴う弾性ひずみエネルギーの変化を示す. この結果より, SAが生じる系では自己緩和

バリアントが形成した際に, 弾性ひずみエネルギーが減少していることが確認できる

が, SAと PAが作用する非熱弾性マルテンサイト変態における弾性ひずみエネルギー

が最も小さくなっていることがわかる. したがって, ラスマルテンサイト組織形成のよ

うな SAと PAがともに生じるマルテンサイト組織形成過程においては, PAが変態ひ

ずみを大きく緩和する重要な役割を果たしていることが示唆される.

6·4 多結晶母相におけるマルテンサイト変態挙動

次に本節では, 多結晶母相におけるマルテンサイト変態の数値シミュレーションを

行い, PAと SAによるひずみ緩和挙動や母相粒間の弾性相互作用が, マルテンサイト

組織形成過程に及ぼす影響を明らかにする.

6·4·1 母相粒間の弾性相互作用ならびに応力緩和挙動の影響評価

図 6.11(a), (b)にそれぞれ, 多結晶母相における熱弾性マルテンサイト変態 (Case 1)

と非熱弾性マルテンサイト変態 (Case 2)による, マルテンサイト組織形成過程を示す.

図中, 黒色, 灰色, 白色の領域がそれぞれ母相, マルテンサイト相のV1およびV2を表

している. どちらの結果も共通して, 粒界近傍に分布させた塑性ひずみによって生じる

応力場に誘起されてマルテンサイト相が形成している. このとき, 母相が多結晶構造で

あるため, 母相粒間の弾性相互作用によって粒界三重点で応力集中が生じ, そこから優

先的にマルテンサイト相が形成していることがわかる. そして, このようにして初期
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Tetragonal variant 2 (V2)
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(b)
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Fig.6.11 Evolutions of martensite phase during (a) thermoelastic (Case 1) and (b)

non-thermoelastic (Case 2) martensitic transformations. Black solid line

indicates grain boundary between parent cubic phases.
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Fig.6.12 Distribution of equivalent stress in martensitic microstructure formed by

thermoelastic martensitic transformation(Case 1).

段階で形成されたマルテンサイト相の周囲には, 変態ひずみによって応力場が生じる

ので, その応力場に誘起されて新たなバリアントが次々と形成していくことでマルテ



6·4 多結晶母相におけるマルテンサイト変態挙動 107

0.330 0.08 0.16 0.25

εp

105 s'

Fig.6.13 Distribution of equivalent plastic strain in martensitic microstructure formed

by non-thermoelastic martensitic transformation (Case 2).

ンサイト組織が形成される様子がみてとれる. このようなマルテンサイト相の組織形

成過程は, 自己触媒効果 (Autocatalytic effect)(174)と呼ばれており, 本解析においても

マルテンサイト組織の形成過程を支配する重要な現象であることがわかる.

さらに, 緒言で述べたように, マルテンサイト相の組織形態は弾性ひずみエネルギー

最小の条件に支配され, 変態ひずみが SAのみによって緩和される場合には, 各母粒内

で形状記憶合金の内部組織として観察されるようなV1とV2が交互に並んだ層状 (ラ

メラー)組織が形成されている (178). ここで, 図 6.11(b)に示した 105 s′での, 組織内部

の相当応力分布を図 6.12に示す. 組織内部の応力分布は母相粒間の方位差にも依存す

るが, V1とV2が一方向に交互に並んだ粒において, 応力場がより緩和される傾向があ

ることが確認できる.

一方, 非熱弾性マルテンサイト変態においては, マルテンサイト変態で生じる変態ひ

ずみを緩和するために, 図 6.13に示すように, 組織全体で塑性変形が生じる. したがっ

て, 前節でも述べたように, SAが生じる前に PAによって弾性ひずみエネルギーが減

少すれば, SAの駆動力の一部が失われるため自己緩和バリアントの形成が抑制される.

その結果, 組織発展が遅くなり, 図 6.11(b)において矢印で示したように, PAによる塑

性変形が集中した領域においては, マルテンサイト相のラメラー組織が粗大になって

いることがわかる.
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Fig.6.14 Distribution of (a) variants of martensite phase and (b) equivalent plastic

strain produced by CT transformation (Case 3). Black solid line in figures

indicates grain boundary between parent grains.
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Fig.6.15 Changes of volume fractions of martensite phase (V1) in Cases 1 ∼ 3.

6·4·2 母相およびマルテンサイト相の降伏応力の影響

本節では, SAおよび PAによるひずみ緩和挙動が, マルテンサイト組織形態に及ぼ

す影響をさらに明らかにするために, Case 3の降伏応力を用いて, マルテンサイト変態

の数値シミュレーションを行った. その結果得られた, 105 s′でのマルテンサイト組織
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形態および組織内部の塑性ひずみ分布を, それぞれ図 6.14(a)および (b)に示す. Case

2の降伏応力を用いた解析結果である図 6.13と比べると, 母相およびマルテンサイト相

の塑性変形抵抗が増したことにより, 塑性変形が生じにくくなり, 組織内部の塑性ひず

みが減少していることがわかる. そのため, Case 3では SAによってひずみが緩和され

る程度が増し, V1とV2の層状組織の分布が明瞭になることが分かる. また, Case 1 ∼

3の降伏応力を用いて, 多結晶母相におけるマルテンサイト変態の数値シミュレーショ

ンを行って得られた, マルテンサイト相 (V1)の体積分率変化を図 6.15に示す. 母相お

よびマルテンサイト相の塑性変形抵抗が大きくなるほど, マルテンサイト変態は熱弾

性的になり, 変態速度が大きくなることがわかる.

以上の結果より, 本研究で構築したマルテンサイト変態の弾塑性Phase-Fieldモデル

を用いることで, マルテンサイト変態中の SAおよびPAによるひずみ緩和挙動のみな

らず, PAと SAのバランスで特徴づけられるマルテンサイト変態挙動や組織形態の変

化を再現可能であることがわかる.

6·5 結言

本章では, 第 2章 4節で導出した, SA およびPAが生じるマルテンサイト変態を表現

する弾塑性Phase-Fieldモデルを用いて, 立方晶から正方晶へのマルテンサイト変態に

よる組織形成過程の 2次元シミュレーションを行った. そして, 一連の数値シミュレー

ションを通じて SA, PAの両ひずみ緩和機構がマルテンサイト変態挙動および組織形

態に及ぼす影響を詳細に検討した. 以下に, 本章で得られた結果をまとめる.

はじめに, 単結晶母相におけるマルテンサイト組織形成過程を再現し, PAおよび SA

によるひずみ緩和挙動を検討したところ, PAが生じうる非熱弾性マルテンサイト変態

では, 変態ひずみを緩和するためにマルテンサイト相および母相において塑性変形が

生じるとともに, 先に形成したマルテンサイト相近傍の塑性変形した母相で, 自己緩和

バリアントが形成した. このような組織形成過程を経て, 実験で観察されるようなマル

テンサイト組織内部の結晶欠陥が導入されることが示唆される. また, PAによって先

に形成したマルテンサイト相周囲の応力場が緩和され, SAの駆動力となる弾性ひずみ

エネルギーが大きく減少すると, 自己緩和バリアントの形成が遅れることが示された.

さらに, マルテンサイト変態に伴う弾性ひずみエネルギーの変化を評価した結果, PA

および SAが作用する非熱弾性マルテンサイト変態で生じる弾性ひずみエネルギーが
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最も小さくなり, ラスマルテンサイト組織形成においては, PAが変態ひずみを大きく

緩和する重要な役割を果たしていることを示唆する結果となった.

ついで, 多結晶母相におけるマルテンサイト変態の数値シミュレーションを行い, 母

相粒間の弾性相互作用やPA, SAによるひずみ緩和挙動がマルテンサイト組織形成過程

に及ぼす影響を検討した. その結果, 母相が多結晶構造をなす場合, 母相粒間の弾性相

互作用によって粒界三重点で応力集中が生じ, そこから優先的にマルテンサイト相が形

成しうることが示された. また, 本研究で構築したマルテンサイト変態の Phase-Field

モデルを用いることで, 多結晶母相における熱弾性マルテンサイト変態により, 各母粒

内に形状記憶合金の内部組織として観察されるようなV1とV2が交互に並んだ層状組

織が形成される過程や, 非熱弾性マルテンサイト変態では, PAと SAのバランスに依

存して, マルテンサイト組織形態が特徴づけられることを再現することができる.



第7章

拡散変態と無拡散変態の競合反応に

よる組織形成過程のモデル化

7·1 緒言

金属材料における相変態は温度依存性が強く, 原子のランダムジャンプが頻繁に生じ

る高温度領域では, 原子の長距離拡散に支配される拡散変態が生じる. 一方, 温度が低

下するに従って原子の拡散は著しく遅くなるため拡散変態が困難となるが, 変態駆動

力は増加する. そして, 過冷度が大きくなり, 原子の集団的な移動が可能なほどに変態

駆動力が大きくなると, 前節で示したような変態ひずみが生じる無拡散変態, すなわち

マルテンサイト変態が発生する. また, 鉄鋼材料をはじめとする合金では温度のみなら

ず, 溶質原子の濃度にも依存して変態挙動が変化する. したがって, 拡散変態と無拡散

変態が生じる温度の中間温度領域において合金内に相変態が生じた場合, 合金の初期

濃度だけでなく変態中の濃度変化にも依存して変態機構が変化し, 合金内部で拡散変

態と無拡散変態の両方が同時に進行する極めて複雑な相変態挙動を示すと考えられる.

実際, 鉄鋼材料においては, フェライト変態やパーライト変態などの拡散変態が生じ

る温度とマルテンサイト変態が生じる温度の中間温度域において, 拡散変態と無拡散

変態の両方の性質を合わせ持つベイナイト変態が生じる (13, 14, 15). この変態で形成さ

れるベイナイト組織は, 優れた強度と靭性を兼ね備えているため, その変態挙動や組織

形成過程を明らかにしようと研究が盛んに行われている (179, 180). しかしながら, 先に

述べたようにベイナイト変態は, 拡散変態と無拡散変態の両方の性質を合わせ持つた

め, 実験的手法のみを用いて変態機構を明らかにすることは難しく, 未だ完全には解明

されていないようである. したがって, ベイナイト変態のような拡散変態と無拡散変態

111
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の両方が同時に進行する相変態 (以後, これを競合変態と呼ぶことにする)挙動を統一

的に取り扱える数理モデルを構築し, それを用いて数値シミュレーションを可能とすれ

ば, 競合変態による組織形成過程の系統的な理解を進めるための強力な数値解析手法

となりうる.

そこで, 本章では Phase-Field法を用いて競合変態をモデル化し, 競合変態による組

織形成過程の数値シミュレーションを実施することを試みる. 本研究では競合変態の

Phase-Fieldモデルを構築することを目的とするため, 材料を特定せず, 拡散変態とし

て Fe-Cr系合金や Fe-Cu系合金で見られるようなスピノーダル分解 (181, 182, 183)と, 前

節で示したマルテンサイト変態が同時に進行するモデル合金 ABの等温変態を解析対

象とする. はじめに, 母相である立方晶でのスピノーダル分解と, 正方晶 (マルテンサ

イト相)へのマルテンサイト変態を統一的に取り扱うことのできるPhase-Fieldモデル

を示した後, 合金ABにおける競合変態挙動に及ぼす, 初期濃度の影響を検討する.

7·2 競合変態のPhase-Fieldモデル

Phase-Field法による競合変態のモデル化は, 第 2章に示した, 各エネルギー評価法

を任意に組み合わせることで可能である. 本節では, 第 2章 4節で示した無拡散変態

のPhase-Fieldモデルを基礎に, 溶質原子Bの濃度場を表す秩序変数を追加することに

よって, 母相のスピノーダル分解とマルテンサイト変態による新相形成が同時に進行

する競合変態のモデル化を試みる. なお, 以下では競合変態の Phase-Fieldモデルの全

体像を説明するが, 各種エネルギーの評価法の詳細な説明は省略する.

本モデルにおける秩序変数として, マルテンサイト相の i (i = 1, 2, 3)番目のバリア

ントの存在確率を表す φiと溶質原子Bの濃度を表す濃度場 cを定義する. これらの秩

序変数を用いて, 系の全自由エネルギーGは, 式 (2.1)に示したようなGibbsの自由エ

ネルギー汎関数で表すことができる.

G =
∫

V

(
gch + gel +

κc

2
|∇c|2 +

κφ

2

3∑
i=1

|∇φi|2
)

dV (7.1)

ここで, 上式の第 3項と第 4項は φiと cの不均一性に起因する勾配エネルギーである.

また, 第 1項の gchは化学的自由エネルギー密度であり, 本モデルではφiと cのLandau

多項展開式を用いて次式で表すことにする (184).

gch =
A

4
(c − cα)2 (c − c1)

2 +
B

2
(c − c1)

2
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+
C

2
(c − cp)

3∑
p=1

φ2
p −

D

3

3∑
p=1

φ3
p +

E

4

 3∑
p=1

φ2
p

2

(7.2)

ここで, A,B,C,D,EはLandau多項展開式の展開係数, cαと c1はそれぞれマルテンサ

イト相および母相の平衡組成に関係する定数, cpは母相が準安定状態になる濃度に関

係する定数である. これらの展開係数や定数は, 鉄鋼材料や合金を解析対象とする際に

は, 式 (7.2)と実験やCALPHAD法等で得られる化学的自由エネルギー関数とのフィッ

ティングによって決定することができる.

次に, 式 (7.1)の第 2項 gelは弾性ひずみエネルギー密度であり, 第 2章 4節で示した

Micromechanics理論に基づく, Phase-Field Microelasticity理論を用いて評価する. し

たがって, 弾性ひずみエネルギー密度 gelは, 式 (2.130)と同様に次式で表される.

gel =
1

2
Cijkl

(
εc
ij − ε0

ij

) (
εc
kl − ε0

kl

)
(7.3)

ここで, 固有ひずみ ε0
ijは, 式 (2.147)で示したように, マルテンサイト相の各バリアン

トの形成によって生じる変態ひずみ ε00
ij の和として, 式 (6.1)と同様に次式で表される.

ε0
ij =

3∑
m=1

ε00
ij (m)φm (7.4)

以上より, 系の全自由エネルギーGを評価できるので, 秩序変数の時間発展方程式は,

前節まで示したPhase-Fieldモデル同様に, 次式に示すような時間発展方程式に式 (7.1)

を代入することで得ることができる.

∂c

∂t
= ∇ ·

{
Mc∇

(
δG

δc

)}
(7.5)

∂φ

∂t
= −Mφ

(
δG

δφ

)
(7.6)

7·3 解析モデルと解析条件

本研究では, AB2元合金を母相とマルテンサイト相の 2相共存温度領域に等温保持

した際に生じる, 競合変態の数値シミュレーションを行い, B原子の初期濃度 c0すなわ

ち過飽和度が競合変態挙動および組織形成過程に及ぼす影響を検討する. なお, ここで

は前節と同様に, 平面ひずみ状態を仮定し, 2次元空間において時間発展方程式 (7.5)と

式 (7.6)を差分法を用いて数値解析する.
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Fig.7.1 Contour map of chemical free energy density.

解析領域は, DX = DY = 0.512 × 0.512 µm2の正方形領域であり, 256 × 256の差

分格子で規則分割する. そして, 紙面を母相 (001)面とし, 解析領域の x, y方向をそれ

ぞれ母相の [100], [010]軸方向に一致させる. したがって, 紙面手前方向が [001]方向に

対応する. また, 本研究では均一核形成を仮定し, 初期状態において解析領域全体に,

一様乱数を用いて 0.01以下の φ1, φ2を分布させる. 初期濃度 c0は種々に変化させてシ

ミュレーションを行うが, 初期状態において濃度場に一様乱数を用いて微小な揺らぎを

与えている.

さらに, 式 (7.2)の化学的自由エネルギー密度の各係数および定数は, 先に述べたよ

うな実験やCALPHAD法で得られる化学的自由エネルギー関数とのフィッティングは

行わず, モデルパラメーターとして次の値を用いる (184): A = 5062.85, B = 32.06, C

= 29.45, D = 6.70, E = 8.47, cα = 0.5, c1 = 0.8, cp = 0.59. このとき, 式 (7.2)の化学

的自由エネルギー密度は, 秩序変数 φiと cに対して図 7.1に示すような変化を示す. す

なわち, 平衡状態においては母相の方がマルテンサイト相よりも B原子を多く固溶す

ることができる.

また, AB2元合金は等方弾性体であると仮定し, その弾性係数を C11 = 140, C44 =

28, C12 = 84 GPaとした (166). 式 (7.5)と式 (7.6)のモビリティーは, Mφ = 1, Mc =

3.5 × 10−16 m2/sを用いる. また, 式 (7.1)の勾配エネルギー係数は, κφ = 3.0 × 10−11

Jm2/mol, κc = 1.0 × 10−8 Jm2/molとする.



7·4 競合変態による組織形成過程の濃度依存性 115

0.8

0.7

0.5

0.4

100 s' 200 s'50 s'25 s'1 s'

(a)

(b)

c

Fig.7.2 Evolutions of (a) concentration and (b) microstructure of martensite phase during
competitive transformation for initial concentration c0 = 0.4.
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Fig.7.3 Illustration of dissipation of free energy during martensitic transformation.

7·4 競合変態による組織形成過程の濃度依存性

本節では, 初期濃度 c0を種々に変化させたAB2元合金の等温保持における競合変態

を再現し, 初期濃度や変態中の濃度変化に依存した組織形成過程を明らかにする. な

お, 以下に示す組織形成過程の図においては, 白色, 黒色, 灰色の領域が, それぞれ母相

および母相の [100]方向, [010]方向と平行な c軸を持つバリアント 1とバリアント 2の

マルテンサイト相に対応している.
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Fig.7.4 Evolutions of (a) concentration and (b) microstructure of martensite and parent
phases during competitive transformation for initial concentration c0 = 0.56.

図 7.2に, 初期濃度 c0 = 0.4のAB2元合金における競合変態による濃度変化および組

織形成過程を示す. この結果より, 等温保持後すぐにマルテンサイト変態が生じて, 安

定相のマルテンサイト相を形成していることがわかる. ここで, スピノーダル分解が生

じる母相と安定相であるマルテンサイト相の自由エネルギー曲線の模式図を図 7.3に

示す. マルテンサイト変態は, 通常マルテンサイト相の自由エネルギーが母相よりも低

くなる c′以下の濃度において生じうるが, 変態によって生じる弾性ひずみエネルギー

を超える大きな変態駆動力が必要であるので, 過飽和度の大きな初期濃度においての

みマルテンサイト変態が可能である. また, マルテンサイト変態によって新相が形成さ

れる場合, 自由エネルギーは図 7.3の矢印で示すように変化する. マルテンサイト変態

は, 拡散変態に比べて変態速度が非常に速いため, この変態駆動力のほとんどがマルテ

ンサイト変態によって消費される. したがって, 拡散変態すなわち母相のスピノーダル

分解やマルテンサイト相から母相への B原子の拡散は生じず, 濃度変化が発生するこ

となく母相からマルテンサイト相へと相変態していることが確認できる.

次に, 初期濃度 c0 = 0.56の AB2元合金における競合変態による濃度変化および組

織形成過程を図 7.4に示す. この場合も変態開始後の初期段階で, マルテンサイト変態

が先に生じている. しかしながら, 図 7.2に示した結果よりも過飽和度が小さく, マル

テンサイト相への変態駆動力が小さくなるため, 母相のスピノーダル分解を同時に生

じることで自由エネルギーを減少させている. このとき, スピノーダル分解とともに,

マルテンサイト相で固溶できない B原子が母相へと拡散するため, 母相で濃度が増加
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Fig.7.5 Evolutions of (a) concentration and (b) microstructure of tetragonal and cubic
phases during competitive transformation for initial concentration c0 = 0.6.
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Fig.7.6 Illustration of dissipation of chemical free energy during spinodal decomposition of
cubic phase.

する. これにより, 図 7.3に示した c′よりもB原子の濃度高くなった母相では, マルテ

ンサイト変態が生じないことが示されている. よって, 変態開始後 50 s′にはマルテン

サイト相と母相の 2相混合組織が形成している. その後は, 時間が経過するにつれて,

組織全体の界面エネルギーを下げるように, 高濃度の母相がオストワルド成長 (185)し,

粗大化していく様子が見て取れる. 　
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さらに, 図 7.5に, 初期濃度 c0 = 0.6の場合の競合変態のシミュレーション結果を示

す. 過飽和度がさらに小さくなると,図 7.5 (b)の 50 s′ に示す結果から分かるように,こ

の初期濃度ではマルテンサイト変態が生じないことがわかる. このことから, 図 7.6に

示すように, c0は c′よりも大きい値であると考えられる. しかし, その一方で, 図 7.5(a)

を見ると, B原子を過飽和に固溶した母相の高いエネルギー状態をいち早く緩和させる

ために, 母相のスピノーダル分解が先に生じていることが確認できる (186). このとき,

母相内の濃度は c0から図中 csp
t および csp

c へと変化していく. そして, このスピノーダ

ル分解に伴う濃度変化によって, c′よりも濃度が小さくなった母相において, マルテン

サイト変態が発生することがわかる (図 7.5(b)の 77 s′). さらに, マルテンサイト相は,

母相へ B原子を排出するため, マルテンサイト相が形成した領域では濃度が減少して

いることが確認できる. そして, その後は時間の経過とともに, 母相の粗大化とマルテ

ンサイト相の形成が同時進行して, 母相とマルテンサイト相の 2相混合組織が形成され

ていく様子が再現されている.

7·5 結言

本章では, 鉄鋼材料におけるベイナイト変態のような拡散変態と無拡散変態の競合

反応による組織形成過程を再現するために, 拡散変態と無拡散変態を統一的に取り扱

うことのできる Phase-Fieldモデルを構築した. そして, 構築した Phase-Fieldモデル

を用いて, モデル合金ABの等温保持における, 母相のスピノーダル分解とマルテンサ

イト変態が同時に生じる競合変態の数値シミュレーションを実施し, 初期濃度の違いが

競合変態による組織形成過程に与える影響を明らかにした. その結果, 以下のような知

見を得た.

マルテンサイト相の自由エネルギーが母相よりも小さくなる濃度 c′以下の初期濃度

とした場合には, 変態駆動力が大きいため, 等温保持後すぐにマルテンサイト変態が生

じて, 濃度変化を生じることなく安定相であるマルテンサイト相の単相組織が形成し

た. 一方, 初期濃度が増加すると, 過飽和度が小さくなるため, マルテンサイト変態の変

態駆動力が小さくなる. したがって, 自由エネルギーを減少させるために, マルテンサ

イト変態と母相のスピノーダル分解が同時に進行するようになることがわかった. こ

のとき, マルテンサイト相から母相へ溶質原子が拡散することにより, 濃度が c′より高

くなった母相では, マルテンサイト相が形成されないことが示された. その結果, B原
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子濃度の低いマルテンサイト相と濃度の高い母相の 2相混合組織が形成されるととも

に, 高濃度の母相がオストワルド成長して粗大化する過程が観察された.

さらに, 初期濃度が c′より大きくなると, マルテンサイト変態するだけの変態駆動力

が得られず, 初期濃度のままではマルテンサイト相が形成されなくなった. この場合に

は, B原子を過飽和に固溶した母相の高いエネルギー状態を速やかに緩和するために,

母相においてスピノーダル分解が先に生じ, このスピノーダル分解に伴う B原子の拡

散により, 濃度が c′よりも小さくなった母相において, マルテンサイト変態が発生する

ことを示した. さらに, その後は時間の経過とともに, 母相の粗大化とマルテンサイト

相の形成が同時進行し, 母相とマルテンサイト相の 2相混合組織が形成されていく様子

が再現可能であることを示した.

以上の結果より, 本章にて構築した Phase-Fieldモデルを用いることによって, 拡散

変態と無拡散変態の競合変態による組織形成過程を再現可能であることが示された. さ

らに, 本モデルを用いた数値シミュレーションを実施することにより, 初期炭素濃度や

組織形成過程における溶質拡散による濃度変化に依存した複雑な相変態挙動を, エネ

ルギー論, 速度論的な観点から系統的に理解することができた. 本研究では, 解析対

象をモデル合金ABとしたが, 式 (7.2)に示した化学的自由エネルギー関数を, 実験や

CALPHAD法で得られる化学的自由エネルギーに基づいて決定するだけで, 鉄鋼材料

や実在の合金を対象とした数値シミュレーションを行うことができる. したがって, 本

モデルを用いて, Fe-C2元合金などの鉄鋼材料におけるベイナイト組織形成過程や連続

冷却曲線の予測 (187, 188)が可能であると考えられる.
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フェライト-パーライト鋼の材質予測

シミュレーション

8·1 緒言

鉄鋼材料の内部組織は, フェライト, パーライト, ベイナイトおよびマルテンサイト

などの単一組織またはそれら単一組織から構成される複相組織であり, 材料の力学特

性は各組織の体積分率のみならず, 組織形態に依存して変化する. したがって, 材質制

御を行って, 要求される力学特性を有する鉄鋼材料を創製するためには, 微視組織形態

と力学特性の関係を明らかにし, 所望の力学特性を発現させる微視組織形態とそれを

形成させるための組織制御方法を決定する必要がある. しかしながら, 前章までに示し

たように, 鉄鋼材料における組織形成過程は極めて複雑であり, 実験的手法のみを用い

て組織制御および材質予測を行うことは容易ではない. このような背景から, 本研究の

目的としている, 数値シミュレーションを援用した鉄鋼材料の材質予測手法の構築が希

求されている.

これに対し, 近年では有限要素法を用いた数値シミュレーションによって, 鉄鋼材料

の微視組織形態に基づき巨視的な力学的特性を予測可能にしようとする試みが活発に

なされている (189, 190, 191, 192). これらの研究では, 周期的に配列した微視組織を仮定し,

その繰り返し単位の一つを組織形態をユニットセルとしてモデル化することにより, 微

視領域および巨視領域における変形挙動を評価可能にしている. ただし, これらの手法

においてはユニットセル内の組織分布は, 微視組織の顕微鏡写真に基づいて作成する

ことが多く, 異なる条件化で形成される微視組織について評価するためには, その都度

に実験を行い組織を生成する必要がある. 一方, 本論文の第 3章から第 7章では, 鉄鋼

120
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材料における相変態組織の形成過程をPhase-Field法を用いてモデル化し, 数値シミュ

レーションによって各種組織の形成予測を可能とした. これらのPhase-Field法を用い

た組織形成シミュレーションでは, 解析結果として組織形態を画像データとして得るこ

とが出来る. したがって, その画像データを利用して微視組織形態を陽に考慮した力学

特性評価手法を構築すれば, 試行錯誤的に試験片を作成する必要がなく, 計算機内で組

織形成予測と力学特性評価を繰り返し行うことができる. これにより, 求める力学特性

をもたらす組織形態やその組織制御方法を効率的に探索可能となる.

本章では, 前節までに示したPhase-Field法による組織形成シミュレーションで得ら

れる組織形態に基づき, 鉄鋼材料の力学特性を評価可能な系統的材質予測シミュレー

ション手法を構築する. ここでは, 構築した材質予測手法を用いてフェライト+パーラ

イト 2相鋼 (FP鋼)の材質予測シミュレーションを行う. そして, FP鋼における組織

形成予測から力学特性評価までを一貫して行い, 本研究で構築した材質予測手法の可

能性やその有効性を示す.

FP鋼の材質予測シミュレーションの流れは, 次の通りである. はじめに, 第 3章で示

した Phase-Field法による γ → α変態の数値シミュレーションにより, FP鋼内部の α

相の形成過程を再現する. 次に, 第 2章 5節で示した均質化法に基づく弾塑性有限要素

法 (FEH法)を用いて FP鋼の力学特性を評価するために, 上記の組織形成シミュレー

ションで得られたα相形態を含む, フェライト+パーライト 2相組織を表現する代表体

積要素 (RVE)を作成する. このとき, γ → α変態後の組織における未変態 γ相は, 均一

なパーライト組織に変化していることを仮定する. そして, FP鋼の単軸引張り試験の

数値シミュレーションを実施し, FP鋼の巨視的および微視的な変形挙動と微視組織形

態の関係を明らかにする.

8·2 解析モデルおよび解析条件

図 8.1に, FP鋼の材質予測シミュレーションで用いる解析モデルを示す. 本研究で

は, フェライト+パーライト組織が形成される γ母相粒が六角形状であると仮定し, そ

れが周期的に配列した材料を解析対象とする. そして, あるひとつの γ粒内の組織を

RVEで表すものとして, そこに形成される α相の形成過程を Phase-Field法による組

織形成シミュレーションで再現する.

図 8.1(a)に, Phase-Field法による組織形成シミュレーションで用いる, 解析モデルを
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Fig.8.1 Simulation models for (a) Phase-Field simulation and for FEH analysis in (b)
microscopic and (c) macroscopic regions.

示す. 解析領域はDX × DY = 5 × 6 µm2の長方形領域とする. 境界条件は, 解析領域

全端で零ノイマン条件を適用する. Phase-Field法では, α相の核形成を取り扱えないた

め, 本研究では γ粒界にα相が形成した状態を初期状態とし, 解析領域内にα1 ∼ α6で

示す 6つの初期α相を配置する. このとき初期α/γ界面は, 複数の正弦関数を用いて初

期不整を与えている. さらに, 各初期α相には, それぞれ異なった優先成長方向 θ0 を設

定することによって, α相の成長方向を表現する. その他の解析条件は第 3章 4節と同

様であり, 温度 T = 1000 K一定, 各相の初期炭素濃度は α相で平衡組成 (uα
c = 0.002),

γ相で過飽和状態 (uα
c = 0.02)とする. 界面異方性に関する各パラメータは異方性モー

ド数 k = 2, 界面エネルギー σ = 1.0 J/m2を用いる.

一方, 図 8.1(b), (c)に, FEH法による FP鋼の単軸引張り試験の数値シミュレーショ

ンの解析モデルを示す. 変形条件は 2次元平面ひずみ状態のもと, 上端面にひずみ速度

Ė=10−3 s−1となるように変位速度を与える. このとき, 材料が一様変形となるように

境界条件を与えている. また, 先に述べたように本研究では未変態 γ相である領域は,

単軸引張り試験を行う際には均一なパーライト組織に変化しているものとして, 各相

の物性値を与える. 実際には, パーライト組織の変形挙動はパーライト組織を構成する

ラメラーの間隔に依存するが, α相組織のサイズに比べて, ラメラ間隔は極めて小さい

ことから, その影響を無視できるものとして均一なパーライト組織としている. さら

に, α相とパーライト組織のそれぞれの応力-ひずみ関係は, 弾性域ではHookeの法則,
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Fig.8.2 Stress-strain curves for ferrite phase and pearlite.

塑性域では次式に従うものとする.

ε =
σy

E

(
σ

σy

)n

(8.1)

ここで, σy, E, nはそれぞれの組織の降伏応力, ヤング率および加工硬化指数である. α

相およびパーライト組織の降伏応力は, それぞれ σα
y = 409 MPa, σP

y = 490 MPa, ヤン

グ率とポアソン比は両相ともそれぞれE = 206 GPa, ν = 0.3としている (193). α相お

よびパーライト組織の加工硬化指数は, それぞれ n = 16, n = 4を仮定する. このとき,

両相の応力-ひずみ関係は, 図 8.2に示すようになる.

8·3 γ粒内のフェライト相形成予測

本節では, 第 3章 4節で示した γ → α変態のPhase-Fieldシミュレーションを行い, γ

粒内の α相の形成過程を予測する. そして, その結果に基づき FP鋼内のフェライト+

パーライト組織形態を再現する, RVEを作成する.

図 8.3に, 式 (2.33)と式 (2.34)において異方性強度 ξ = 0.1を用いて, γ → α 変態

のPhase-Fieldシミュレーションを行うことで得られた, α相の形成過程示す. ここで,

α1 ∼ α6の α相の優先成長方向 θ1
0 ∼ θ6

0 は, それぞれ 40◦, 25◦, 220◦, 220◦, 155◦ お

よび 60◦とした. 図 8.3 (d)中の実線が, φ = 0.5で定義された初期 α/γ界面位置であ
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manstätten ferrite plates for ξ = 0.35.
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るが, 第 3章 4節で述べたように, 界面エネルギーの異方性が小さい場合, α相は粒界

Allotriomorphフェライト (αG)の形態を呈して, γ粒内へと成長している.

一方, 図 8.4に, 異方性強度 ξ = 0.5における α相の発展に伴う炭素濃度の変化を示

す. 異方性強度が大きい場合には, 界面エネルギーの方向依存性が大きいので, α相の

組織形態は組織全体の界面エネルギーを下げるように, 多角形状のαGからプレート形

状のWidmanstättenフェライト (αW )へと組織形態が変化している. そして, 時間とと

もに γ粒内に微細な αW が形成されていることがわかる.

Huangらは γ粒内に粗大な αW が形成されると, FP鋼の靭性が低下することを実験

によって指摘している (194). 本研究では, このような α相の形態に依存したFP鋼の力

学特性を評価可能とするため, 図 8.4に示したような微細な αW 組織とは対照的な, γ

粒を横断するように形成した粗大な αW の形成過程を再現した. その αW の形成過程

を図 8.5に示す. ここで, 異方性強度は ξ = 0.35, 各 α相の優先成長方向 θ1
0 ∼ θ6

0は, そ

れぞれ 40◦, 25◦, 40◦, 130◦, 90◦ および 40◦である.

次節以降では, 図 8.3(d), 図 8.4(d), 図 8.5(d)に示した微視組織形態を表現するRVE

を作成する. そして, フェライト+パーライト組織を構成する α相が, αG, 微細な αW

または粗大な αW の形態を呈しているFP鋼の単軸引張り変形試験を行い, α相形態が

FP鋼の巨視的, 微視的変形挙動に与える影響を検討する.

8·4 代表体積要素の作成手法

均質化法を用いて, 組織形成シミュレーションで予測された微視組織を有する鉄鋼

材料の力学特性評価を行うためには, その微視組織形態を表現するRVEを作成する必

要がある. しかしながら, 鉄鋼材料内部の微視組織は極めて複雑な形態を呈しており,

このような内部微視構造を表すRVEを作成し, 有限要素分割を行うことは, 多くの時

間を費やす作業となることが多い. さらに, 本研究では Phase-Field法による組織形成

シミュレーションを行うため, 前節でも示したように組織形態を画像データとして出力

可能である. したがって, このような画像データを直接利用して効率的に RVEを作成

可能とすることができれば, 組織形成予測と力学特性評価をより容易に行うことがで

きる. そこで, 本節はHollisterらが提案するディジタルイメージを用いたRVE作成方

法 (195, 196) を採用し, 組織形成シミュレーションで得られる組織形態を表現する RVE

を作成する.
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Fig.8.7 RVEs for ferrite+pearlite microstructures in F+74%P, F+43%P and F+46%P
steels.

図 8.6に, Phase-Field法による組織形成シミュレーションで得られた組織形態の画

像データから, RVEを作成する概略図を示す. 組織形成シミュレーションでは, phase

field φの分布が微視組織の分布に対応しているので, α相を φ > 0.5の領域, パーライ

ト組織を φ < 0.5の領域と定義すれば, その相境界 (φ = 0.5)を図 8.6 (a)のように表す

ことができる. そして, この相境界線に基づいて α相を黒色, パーライト組織を白色と

した, 図 8.6 (b)に示すような白黒画像を作成する. 次に, ここで作成した白黒画像か

ら画像処理によって黒色の領域 (α相)を 1, 白色の領域 (パーライト組織)を 0で表す,

図 8.6 (c)に示すようなASCIIイメージを作成する. さらに, このASCIIイメージの構

成画素すなわち 0と 1の数字をそれぞれ crossed triangle要素の一つに置換することで,

RVE内を有限要素分割するとともに, 各有限要素が属する組織の情報を持たせること
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ができる. 最終的に, 図 8.6 (d)に示すようなRVEを作成することができるが, このと

き白黒画像から画像変換により生成したACIIイメージの解像度が高いほど, RVE内の

有限要素メッシュの細かくなり, より精度の高い有限要素解析が可能となる. しかしな

がら, それは同時に, 計算時間の増加をもたらすので, 本研究では 300 × 350 ピクセル

の白黒画像から 72 × 100 ピクセルのASCIIイメージを作成した. なお, 本解析におい

て γ母相粒は六角形状であると仮定したので, RVEも六角形状になるように作成した

図 8.7に, 図 8.3 (d), 図 8.4 (d)および図 8.5 (d)で示したα相を含むフェライト+パー

ライト組織 (以後, それぞれ組織A, B, Cと呼ぶ) を表現するRVEおよびパーライト組

織の体積分率VP を示す. ここで, 黒色で示す領域にはα相, 白色の領域にはパーライト

相の物性値を与えている. また, いずれのRVEにおいても, 5600個の crossed triangle

要素で規則分割しており, その要素サイズは∆x = 5.0×10−2 µm, ∆y = 8.3×10−2 µm

である. 次節以降では, 組織A, B, Cを含む FP鋼をそれぞれ, F+74%P鋼, F+43%P

鋼および F+46%P鋼と呼ぶことにする.

8·5 フェライト-パーライト鋼の力学特性評価

本節では, 前節で示したような α相形態やパーライト組織の体積分率の異なるフェ

ライト+パーライト組織を内部に有するFP鋼の単軸引張り試験の数値シミュレーショ

ンを行う. そして, 一連の数値シミュレーションを行うことにより, FP鋼の巨視的な

応力ひずみ曲線ならびに微視領域における組織内部の応力ひずみ分布に及ぼす, 微視

組織の影響を明らかにする.

8·5·1 フェライト-パーライト鋼の巨視的変形挙動に及ぼすフェライト

相の影響

図 8.8に, 図 8.7に示した各フェライト+パーライト組織を含むFP鋼の巨視的な公称

応力-公称ひずみ曲線ならびにα単相, パーライト単一組織鋼の応力ひずみ曲線を示す.

α相の形態が αGである F+74%P鋼において, 最も大きな加工硬化挙動を示している

ことがわかる. また, 硬質なパーライト組織の体積分率が最も大きいため, 他の FP鋼

よりも大きな変形抵抗を示している. αW を含む FP鋼においても, パーライト組織の

体積分率が大きいほど, 変形抵抗が増加している. 以上の結果からFP鋼の巨視的な変

形挙動を支配するのは, 主に硬質なパーライト組織の体積分率であり, フェライトおよ
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Fig.8.8 Macroscopic nominal stress - nominal strain curves for F+74%P, F+43%P and
F+46%P steels.

びパーライト単一組織鋼の応力ひずみ曲線と比較すると, FP相鋼の引張り強度は, 軟

質相である α相と硬質相であるパーライト組織の引張り強度の混合則によって与えら

れてることが示唆される. そして, この傾向は実験で得られるFP相鋼の応力ひずみ関

係と定性的に一致する (193).

しかしながら, 本解析においては, フェライト+パーライト組織内部に微細な αW が

分散されることによる, 加工硬化の増加は再現できていない. これを再現するためには

微視組織の特徴長さの影響を考慮可能な, ひずみ勾配結晶塑性理論 (197, 198)を用いて有

限要素解析を実施することで対応できる.

8·5·2 微視組織内部の変形挙動に及ぼすフェライト相形態の影響

均質化法を用いた有限要素解析では, 前節で示したようなFP鋼の巨視的な応力ひず

み曲線のみならず, 組織形態に依存した組織内部の微視的な応力ひずみ分布を評価す

ることができる. そこで本節では, α相の形態が FP鋼の微視的変形挙動に及ぼす影響

について詳細に検討し, 巨視的変形挙動との関連性を明らかにする.

F+74%P, F+43%P, F+46%P鋼の巨視的な公称ひずみ En =0.02, 0.05, 0.07, 0.1に
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Fig.8.9 Distributions of microscopic equivalent stress σ̄ in F+74%P, F+43%P and F+46%P
steels.

おける, 各組織内部の相当応力分布を, 図 8.9に示す. フェライト+パーライト組織を構

成する α相が αW の形態である F+74%P鋼およびF+43%P鋼においては, αW プレー

ト間もしくはプレート先端近傍のパーライト組織で応力集中が生じているが, いずれ

の組織においても, 硬質なパーライト組織において高い応力が生じていることが確認

できる. この結果より, 図 8.8で示した各 FP鋼の巨視的な応力-ひずみ曲線において,

パーライト組織の体積分率が小さいFP鋼ほど変形抵抗が低下したのは, α相の成長に

より, FP鋼の変形の抵抗となる領域が減少するためであることを, 微視的変形挙動の

評価からも明らかにすることができる.

次に, 図 8.10に F+74%P, F+43%P, F+46%P鋼の巨視的な公称ひずみ En= 0.02,
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Fig.8.10 Distributions of microscopic equivalent plastic strain ε̄p in F+74%P, F+43%P and
F+46%P steels.

0.05, 0.07および 0.1における, 組織内部の相当塑性ひずみ分布を示す. αG を含む

F+74%P鋼では, 図 8.8に示したように巨視的には大きな変形抵抗を示すが, 組織内部

では巨視的なひずみの増加に伴って, 旧 γ粒界近傍のαGで著しい塑性ひずみの集中が

発生することが分かる.

これに対して,旧 γ粒内に微細なαW が分散したFP鋼においては,粒内のαW プレー

トにおいてほぼ均一に塑性変形が生じており, F+74%P鋼でみられたような旧 γ粒界

近傍での塑性ひずみの集中が軽減されていることがわかる. しかしながら, F+46%P鋼

のように α相が αW の形態を呈していても, γ粒内に粗大な αW が形成すると, 負荷方

向に対して 45度の角度をなす αW や αGにおいて, 塑性変形が集中することが分かる.
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以上の結果より, FP鋼のような軟質なα相とパーライト, ベイナイト, マルテンサイ

ト相などの硬質相の 2相組織を有するDual-Phase鋼において, 塑性ひずみの集中を抑

制し, 材料の力学的特性を改善するためには, α相が αGの形態を呈する場合には, αG

を強化すること, もしくはFP鋼内部に微細なα相を分散させることが有効な組織制御

方法であることがわかる. このように, 本章で構築した材質予測シミュレーションを繰

り返し実施することで, 要求される特性を有する鉄鋼材料を創製するための微視組織

形態およびその組織制御方法の指針を得ることができる.

8·6 結言

本章では, Phase-Field法と均質化法に基づく弾塑性有限要素法を用いて, 鉄鋼材料

における組織形成予測と組織形態に基づいた力学特性評価を系統的に実施可能な材質

予測手法を構築した. そして, 本手法を用いて, FP鋼の材質予測シミュレーションを

行い, その有効性を検証した.

はじめに, Phase-Field法による組織形成シミュレーションにより, γ粒内のα相形成

過程を再現し, FP鋼内部の微視組織の形成を予測した. ついで, そこで得られる微視

組織の画像データを直接利用することにより, α相形態の異なるフェライト+パーライ

ト組織を表現するRVEを作成とした. さらに, そのRVEを用いて均質化法に基づく弾

塑性有限要素解析を実施し, FP鋼の巨視的および微視的な変形挙動に及ぼすフェライ

ト+パーライト組織の影響を明らかにした. 以下に, 本章で得られた結果をまとめる.

FP鋼の巨視的な応力-ひずみ曲線に及ぼす微視組織の影響を明らかにするため, α相

形態およびパーライト組織の体積分率の異なる FP鋼の単軸引張り試験の数値シミュ

レーションを行った. その結果, パーライト組織の体積分率が大きいほど, FP鋼の変形

抵抗が増大することがわかった. すなわち, FP鋼の巨視的な変形挙動を支配するのは,

主に硬質なパーライト組織の体積分率であり, FP相鋼の引張り強度は, 軟質相と硬質

相の引張り強度の混合則によって与えられると考えてよいことを確認した.

つづいて, FP鋼内部の組織形態に依存した微視的な応力・ひずみ分布を評価するこ

とで, α相形態とFP鋼の巨視的変形挙動の関係を明らかにすることを試みた. まず, 組

織内部の相当応力分布を評価した結果, 硬質なパーライト組織がFP鋼の変形に対する

抵抗となっているため, パーライト組織の体積分率が減少するほど, 巨視的な変形抵抗

が減少することを明らかにした. さらに, 組織内部の相当塑性ひずみ分布を評価したと
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ころ, αGを含む FP鋼では巨視的なひずみの増加に伴って, 旧 γ粒界近傍の α相で著

しく塑性ひずみが集中することが分かった. 一方, 組織内に微細な αW が分散した FP

鋼においては, αW プレートにおいてほぼ一様に塑性変形が生じ, 旧 γ粒界近傍におけ

る塑性ひずみの集中が軽減されることが明らかになった.

したがって, 本章で実施した FP鋼の材質予測シミュレーションにより, FP鋼の力

学的特性を改善するためには, 次のような組織制御の指針を得ることができる. すなわ

ち, FP鋼内部の α相が αGの形態を呈する場合には, αGを強化すること, もしくは組

織内に微細な α相を形成させることで, 高ひずみ領域の形成を抑制することができる.

一般に, 材料の微視組織形態に依存して変化する微視的な応力やひずみの分布なら

びにそれらが巨視的力学応答に及ぼす影響を, 実験的手法のみで明らかにし, 微視組織

の最適化を行うことは容易ではない. したがって, 本章で提案した材質予測手法を用い

ることによって, 所望の機械的特性を発現させる微視組織形態を, 系統的に評価するこ

とが可能となる. これは今後, 数値シミュレーションによって材料組織制御を行い, 効

率的な材料設計を行ううえで非常に有効な手段になりうると期待される.



第9章

結論

産業技術の発展に伴い, これまで以上に高品質, 高機能な鉄鋼材料の開発が求められ

ており, 様々な合金元素の添加や複雑な製造プロセスを経て, 用途に合わせた多種多様

な鉄鋼材料が開発されている. しかし, その一方で, 従来の知識や経験のみでは理解す

ることが困難な, 複雑な相変態挙動や微視組織形成が生じるようになり, 力学特性の予

測を困難にしているのも事実である. そのため現在では, 従来の実験的手法に加えて,

数値シミュレーションを援用した材質予測技術の確立が強く求められている.

本研究では, このような数値シミュレーションによる鉄鋼材料の材質予測を実施可

能とするために, Phase-Field法による鉄鋼材料における変態組織の形成予測および均

質化法に基づく弾塑性有限要素法を用いた力学特性評価を体系的に実施可能な, 系統

的材質予測シミュレーション法を構築した. ついで, この材質予測シミュレーション法

を用いて, 鉄鋼材料の内部組織を構成するフェライト, パーライト, マルテンサイトの

各単一組織の形成シミュレーションを行うとともに, 組織形成予測と鉄鋼材料の力学

特性評価を一貫して行い, 構築した材質予測手法の有効性や可能性を検討した. 以下で

は, 本研究で得られた結果を章ごとにまとめて示す.

第2章では,はじめにPhase-Field法の基本概念を述べ, Phase-Field法がCahn-Hilliard

モデルおよびAllen-Cahnモデルと形式的に等価であり, 本手法を用いることで全自由

エネルギーに基づいて, 材料の種類に依存せず同じ枠組みで, 組織形成過程のモデル

化が可能であることを示した. ついで, フェライト変態, パーライト変態などの拡散変

態のPhase-Fieldモデルを導出し, 塑性緩和が生じるマルテンサイト変態を表現可能な

Phase-Fieldモデルを新たに構築した. さらに, 鉄鋼材料の力学特性評価を行うために

用いる 2変数漸近展開理論に基づく均質化法について述べ,有限要素方程式を導出した.

第 3章では, 鉄鋼材料の微視組織の最も基本的な構成相である α相の形成予測を行

133
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うために, 副格子モデルに基づく拡散変態のPhase-Fieldモデルを用いて, Fe-C合金に

おける γ → α変態の数値シミュレーションを行い, γ → α変態とそれに伴う炭素拡散

挙動の温度, 初期炭素濃度依存性について詳細に検討した. その結果, 温度が低下する

ほど界面の易動度と γ相での炭素原子の易動度が減少し, α/γ界面近傍の γ相における

炭素原子の偏析量が増加するため, α相の成長が抑制されることを確認した. さらに,

α/α + γ境界付近の初期炭素濃度ではマッシブ変態が生じることを示し, γ → α変態は

拡散律速変態と界面律速変態の両方の性質を有しており, 温度と濃度に依存して変態

機構が変化することを明らかにした. ついで, γ → α変態によるWidmanstättenフェ

ライトの形成シミュレーションを行い, Widmanstättenフェライトの形成機構やその

形態に及ぼす界面異方性の影響を検討した. その結果, Widmanstättenフェライトが

形成するためには, 強い界面異方性が必要であり, 本研究では, 修正勾配エネルギー係

数を用いることで, 鋭いプレート先端形状を再現可能であることを示した. また, 強い

界面異方性によって初期α相に形成されたチップ先端が融合を繰り返しながら成長し,

形態不安定性により選択的にWidmanstättenフェライトプレートへと成長することを

明らかにした.

第 4章では, 副格子モデルに基づくPhase-Field法では正確に表現することの困難な,

多結晶 γ相における α相形成を予測するために, Multi-Phase-Field法を用いて, Fe-C-

Mn合金の連続冷却過程におけるα粒成長シミュレーションを実施した. そして, 冷却

速度が γ → α変態に及ぼす影響を検討したところ, 冷却速度が増加するほど化学的駆

動力を増加させるため, α粒の成長を促進するが, 温度の低下とともに炭素原子の拡散

係数および界面モビリティーは減少する. したがって, α/γ界面の移動速度が減少し,

α/γ界面近傍において炭素原子が大きく偏析することで, α粒の成長を抑制することが

わかった. さらに, 相および方位差に依存した界面エネルギーや界面モビリティーがα

粒の成長挙動や組織形態に与える影響を検討した. その結果, γ相とKS関係を満たす

α相の成長挙動と類似した, γ粒界に沿ってα相が成長する挙動や隣あう一方の γ相に

のみ成長する過程などが再現された. この結果から, より現実的なα粒の成長過程を再

現するためには, 界面エネルギーや界面モビリティーの相・方位差依存性を考慮する必

要があることを示唆した.

第 5章では, 鉄鋼材料の冷却工程において α変態後に生じるパーライト組織形成を

予測するために, Multi-Phase-Field法を用いてFe-C-Mn合金におけるパーライト組織

の形成シミュレーションを行った. ここでは, まずラメラー間隔に依存したパーライト
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組織の成長速度を評価し, ラメラー間隔が小さくなるほどラメラーの成長が速くなる

という, 実験やZener-Hillertモデルで報告されている結果と同様の傾向が得られた. ま

た, 粒界拡散を Phase-Fieldモデルに導入し, 組織形態や成長速度に及ぼす影響を検討

した. その結果, 粒界拡散を導入することにより, α相と θの協調的な成長が助長され,

パーライト組織の成長速度が増加することがわかった. これにより従来の解析結果よ

りも, 実験で得られる成長速度に近い値が予測された. さらに, γ相内の炭素濃度の不

均一性に依存して, α相と γ相の成長挙動が変化することで, 実験で観察されるような

ラメラーの曲がりや θ相の途切れが形成されることを明らかにした.

第 6章では, 鉄鋼材料の構成相のなかでも, 強化相として重要なマルテンサイト組織

の形成予測を可能とするため, 変態ひずみの自己緩和 (SA)および塑性緩和 (PA)を生

じるマルテンサイト変態を表現する Phase-Fieldモデルを構築した. そして, それを用

いて単結晶および多結晶母相におけるマルテンサイト組織の形成シミュレーションを

行い, PAおよび SAによるひずみ緩和が組織形成過程に及ぼす影響を明らかにした. そ

の結果, 変態ひずみを緩和するためにマルテンサイト相および母相において塑性変形

が生じるとともに, 塑性変形した母相で自己緩和バリアントが形成することで, 実験で

観察されるようなマルテンサイト組織内部の結晶欠陥が導入されることが示唆された.

また, 多結晶母相におけるマルテンサイト変態では, 母相粒間の弾性相互作用によって

粒界三重点で応力集中が生じ, そこから優先的にマルテンサイト相が形成する様子が

再現された. また, マルテンサイト相の組織形態は弾性ひずみエネルギーを最小化する

ように生じる, PAと SAのバランスに依存して特徴づけられていることを示した.

第 7章では, 鉄鋼材料におけるベイナイト変態に見られるような拡散変態と無拡散

変態の競合反応による組織形成過程を表現する統一的 Phase-Fieldモデルを提案した.

そして, 2元合金の等温保持において, 立方晶 (母相)のスピノーダル分解とマルテンサ

イト変態による新相形成が同時に生じる競合変態の数値シミュレーションを行い, 溶質

原子の初期濃度に依存した競合変態挙動や組織形成過程を詳細に検討した. その結果,

本Phase-Fieldモデルを用いることにより, 初期炭素濃度や組織形成過程における溶質

拡散による濃度変化に依存した複雑な相変態挙動を, エネルギー論, 速度論的な観点か

ら系統的に評価することができた. 本章では, モデル合金を解析対象として数値シミュ

レーションを実施したが, 鉄鋼材料にも適用可能であり, 今後ベイナイト変態における

組織形成過程を明らかにする有益な情報が得られるものと期待される.

第 8章では, 以上で示したようなPhase-Field法による組織形成シミュレーションで
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予測される組織形態に基づき, 鉄鋼材料の力学特性の評価を行い, 一連の材質予測シ

ミュレーション手法を提案した. ここでは, 第 3章で示した Fe-C合金における γ → α

変態の数値シミュレーションを用いてα組織形態の予測およびそのα組織を内部組織

とするフェライト-パーライト (FP)鋼の力学特性評価を行った. その結果, FP鋼の巨

視的な変形挙動を支配するのは, 主に硬質なパーライト組織の体積分率であり, FP相

鋼の引張り強度は, 軟質相と硬質相の引張り強度の混合則によって与えられると考え

てよいことを確認した. さらに, FP鋼内部の組織形態に依存した微視的な応力・ひず

み分布を評価した結果, α相の形態が αGの場合には, 旧 γ粒界近傍に塑性変形が集中

するが, 粒内に微細な αW が形成された FP鋼では, αW で塑性変形がほぼ均一に生じ,

塑性変形の集中が抑制されることがわかった. したがって, FP鋼の力学的特性を改善

するためには, FP鋼内部の α相が αGの形態を呈する場合には, 固溶強化等により αG

を強化すること, もしくは組織内に微細なα相を形成させることで, 高ひずみ領域の形

成を抑制することが有効であるという指針を得ることができた.

以上のように, 本論文では Phase-Field法と均質化法を用いて, フェライト, パーラ

イト, マルテンサイトなどの代表的な相変態組織の形成予測と力学特性評価を可能と

する材質予測シミュレーション法を構築した. そして, それを用いた一連のシミュレー

ションを行うことにより, 各種相変態によりもたらされる各組織の形成メカニズムや

材料の最終的な力学特性を支配する組織因子を明らかにすることができた. 今後, 提案

した材質予測手法を結晶方位の影響を考慮可能な形式に発展させることによって, 多

結晶材料の個々の結晶粒レベルの組織形成過程の予測や力学特性の評価が可能となる

と考えられる. さらに, 本研究で提案した材質予測手法は, 広範な適用性を有しており,

実際の鉄鋼材料の製造プロセスにおける, 全ての組織形成過程の予測および複相組織

鋼の力学特性評価を一貫して実施可能である. したがって, このような材質予測シミュ

レーションを計算機実験とみなして繰り返し実施することにより, 要求される力学特

性を発現させるための組織制御方法や革新的な鉄鋼材料の開発に有効な材料設計指針

を示すことができると期待される.
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付録A

Ginzburg-Landau型自由エネル

ギー汎関数の導出

Phase-Field法による組織形成シミュレーションにおいて, 系の全自由エネルギーを

定義するために用いる, Ginzburg-Landau型の自由エネルギー汎関数を導出し, 濃度場

や規則度場に不均一性を有する系において生じる, 勾配エネルギーについて説明する.

界面領域において, 秩序変数である phase field φが非常に急峻な分布をとり, 相変態

により生成する相の界面が曲率を有する場合, 自由エネルギー密度 gを φ以外に φの

分布形状の情報である φの勾配∇φや曲率∇2φなどを独立変数とする関数形として定

義する必要がある. したがって, ∇φや∇2φを独立変数として含んだ自由エネルギー密

度 g (φ,∇φ,∇2φ)を定義し, ∇φと∇2φについてテイラー展開すると, 次式を得る.

g
(
φ,∇φ,∇2φ

)
= g (φ, 0, 0) + L(φ)(∇φ) + K1(φ)(∇2φ) + K2(φ)(∇φ)2

+ K3(φ)(∇2φ)2 + K4(φ)(∇φ)(∇φ)2 + · · ·

∼= g (φ, 0, 0) + L(φ)(∇φ) + K1(φ)(∇2φ) + K2(φ)(∇φ)2 (A.1)

ここで, 2次以上の高次項を省略した. 一次元的で左右対称の φの分布を想定する. こ

のとき中心位置の原点に対し左右反転の座標変換を施しても, 自由エネルギー密度は

不変であるので, 次式が成立する.

g
(
φ(x),∇φ(x),∇2φ(x)

)
= g

(
φ(−x),∇φ(−x),∇2φ(−x)

)
= g

(
φ(x),−∇φ(x),∇2φ(x)

)
(A.2)

これを式 (A.1)に代入すると,
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g (φ, 0, 0) + L(φ)(∇φ) + K1(φ)(∇2φ) + K2(φ)(∇φ)2

= g (φ, 0, 0) − L(φ)(∇φ) + K1(φ)(∇2φ) + K2(φ)(∇φ)2 (A.3)

となり, L(φ)は恒等的に零となる. したがって, 自由エネルギー密度は次式にて与えら

れる.

g
(
φ,∇φ,∇2φ

)
= g (φ, 0, 0) + K1(φ)(∇2φ) + K2(φ)(∇φ)2 (A.4)

ここで, g (φ, 0, 0)は界面が存在しない場合の自由エネルギー密度であり, すなわちバル

クの化学的自由エネルギー密度に等しい. したがって, 界面が存在することで発生する

付加的な自由エネルギーである勾配エネルギーGintは,

Gint =
∫

V

{
K1(φ)(∇2φ) + K2(φ)(∇φ)2

}
dV (A.5)

で与えられる. さらに, 右辺の被積分項第 1項にガウスの発散定理を用いると, 以下の

ようになる.∫
V

K1(φ)(∇2φ)dV =
∫

S
K1(φ)

{
(∇2φ) · n

}
dS −

∫
V
(∇K1)(∇φ)dV

=
∫

S
K1(φ)

{
(∇2φ) · n

}
dS −

∫
V

∂K1

∂φ
(∇φ)2dV

= −
∫

V

∂K1

∂φ
(∇φ)2dV (A.6)

ここで, nは界面の外向き法線ベクトルを表し, 外部からの寄与を無視して面積積分項

は零としている. これを式 (A.5)に代入すると次式を得る.

Gint =
∫

V

(
K2(φ) − ∂K1

∂φ

)
(∇φ)2dV

=
∫

V
κ(φ)(∇φ)2dV (A.7)

ここで, κ(φ)は勾配エネルギー係数であり, 次式のように置かれることが多い.

κ(φ) = K2(φ) − ∂K1

∂φ
≡ ε2

2
(A.8)

したがって, Ginzburg-Landau型の自由エネルギー汎関数は次式で表すことができる.

G =
∫

V

{
g(φ) +

ε2

2
|∇φ|2

}
dV (A.9)



付録B

Sharp interface limitによる各種

パラメータの導出

Phase-Field法において，定量的な評価を行うためには, 数値シミュレーションで用

いる各種パラメータを材料の物性値に関係づける必要がある. 本研究では, 1次元平衡

状態や定常成長状態における, 非保存量の秩序変数 φの時間発展方程式を考慮し, 界面

幅が零と仮定して得られる理論式や経験式に比較する極限操作 (Sharp interface limit）

を行い, 各種パラメータを導出する.

付録Aで導出した, Ginzburg-Landau型の自由エネルギーを以下に示す．

G(φ) =
∫

V

[
g(φ, uc, T ) +

ε2

2
|∇φ|2

]
dV (B.1)

ここで, 被積分関数第 2項は付録Aで説明した勾配エネルギー密度．第 1項はバルク

の自由エネルギー密度を表し，本研究では次式のような秩序変数の関数形で表現する．

g(φ, uc, T ) = p(φ)gα(uc, T ) + (1 − p(φ))gγ(uc, T ) + Wq(φ) (B.2)

ここで, gαと gγはそれぞれ α相と γ単相の化学的自由エネルギー密度であり, 秩序変

数と温度の関数である. また, p(φ)と q(φ)は, それぞれエネルギー密度分布関数とエネ

ルギー障壁の高さW を有するダブルウェルポテンシャル関数であり, 次式を用いる．

p(φ) = φ3(10 − 15φ + 6φ2) (B.3)

q(φ) = φ2(1 − φ)2 (B.4)

Phase-Field法では，秩序変数 φが非保存量であれば, 式 (B.1)を, 式 (2.4)に代入す

ることで次式の時間発展方程式が得られる．
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Interface region

x1−λ xλ
δ

λ

λ

φ = 1

φ = 1−λ

φ = 0

φ = λ

(α phase) 

(γ phase)

Fig.B.1 α/γ interface

∂φ

∂t
= M

(
ε2∇2φ − ∂g

∂φ

)
(B.5)

ここで, 式 (B.2)より,

∂g

∂φ
= (gα − gγ)

∂p(φ)

∂φ
+ W

∂q(φ)

∂φ
(B.6)

となる.

物性値として，界面厚さ δ，界面エネルギー σを定義し，1次元問題における平衡状

態すなわち界面が動かない状態を仮定すると, 式 (B.5)より次式が成立する．

ε2d2φ

dx2
− dg

dφ
= 0 (B.7)

また, 平衡状態 (T = TM)においては, gα(uc, TM) = gγ(uc, TM)が成立するため,

ε2d2φ

dx2
= W

∂q(φ)

∂φ
(B.8)

が得られる. さらに, 両辺に dφ/dxをかけて積分することにより, 次式に示す式 (B.7)

を満たす解 φ(x)が求められる.

φ =
1

2

(
1 − tanh

√
2W

2ε
x

)
(B.9)

ここで, 図 B.1に示すように界面領域を λ < φ < (1 − λ)とすると,界面厚さ λは次式

のように記述できる．

δ = xλ − x1−λ =

√
2ε√
W

2 tanh−1(1 − λ) =

√
2ε√
W

b (B.10)
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一方，平衡状態 (T = TM)においては，系の全自由エネルギーは界面エネルギー σに

対応するので次式のように記述できる．

σ = G(φ, TM) =
∫ ∞

−∞

ε2

2

(
dφ

dx

)2

+ g(φ, TM)

 dx =
ε
√

W

3
√

2
(B.11)

以上より，材料の各物性値から数値シミュレーションで使用する各種パラメーター

ε，W は次式で表される．

ε =

√
3δσ

b
(B.12)

W =
6σb

δ
(B.13)



付録C

Fe-C合金の化学的自由エネルギーの

熱力学パラメータ

本研究ではFe-C合金の各相における化学的自由エネルギーに副格子モデルに基づく

自由エネルギー関数を用いている. ここでは, 自由エネルギー関数で使用する各熱力学

パラメータについて説明する. まず. α相, γ相における, Fe化合物の化学的自由エネ

ルギーを, それぞれ以下に示す (199).

G0α
Fe:V a = 1224.83 + 124.134T − 23.5143T log T

− 0.00439752T 2 − 5.89269 × 10−8T 3 + 77358.5T−1 (C.1)

G0α
Fe:C = G0α

Fe:V a + 3Ggra
C + 322050 + 75.667T (C.2)

G0γ
Fe:V a = −237.57 + 132.416T − 24.6643T log T

− 0.00375752T 2 − 5.89269 × 10−8T 3 + 77358.5T−1 (C.3)

G0γ
Fe:C = G0γ

Fe:V a + 3Ggra
C + 77207 − 15.877T (C.4)

で表される. ここで, 炭素の自由エネルギーの基準をグラファイトとしているため, 本

研究ではGgra
C = 0としている. また, 各相の原子間相互作用パラメータは:

Lα
Fe;C;V a = −190T (C.5)

Lγ
Fe;C;V a = −34671 (C.6)

α固溶体の磁気過剰エネルギーは,

τ ≥ T/1043のとき,

Gmag = −6507.7

(
τ−4

10
+

τ−14

315
+

τ−24

1500

)
(C.7)
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τ ≤ T/1043のとき,

Gmag = −9180.5 + 9.283T − 9309.8

(
τ 4

6
+

τ 10

135
+

τ 16

600

)
(C.8)

また, 以下に各相における炭素原子の易動度を示す (94)(95).

Mα
c =

2.0 × 10−6

RT
exp

(−10115

T

)
exp

[
0.5898

{
1 +

1

π
arctan

(
14.895 − 15309

T

)}]
(C.9)

Mγ
c =

4.529 × 10−7

RT

{
1 + uc(1 − uc)

8339.9

T

}
exp

{
−

(
1

T
− 2.21 × 10−4

)
(17767 − 26436uc)

}
(C.10)

なお, 易動度の単位はm2/sである.



付録D

Solute Drug効果を考慮した界面モ

ビリティーの導出

式 (2.26)に示した φの時間発展方程式のモビリティーMφを導出する. 一次元の定

常状態において界面が速度 V で移動している場合, 炭素原子の拡散方程式と質量保存

則から次式が得られる.

∂uc

∂t
=

∂uc

∂x

∂x

∂t

= −V
∂uc

∂x

= −vm
∂Jc

∂x
(D.1)

ここで, vmは Fe-C合金のモル体積, Jcは炭素原子の拡散流束であり, 上式を積分する

ことで, 以下のようになる.

Jc =
V

vm

(uc − uα
c ) (D.2)

ここで, uα
c は α/γ界面の α相における炭素濃度である. γ → α変態に伴い, 界面領域

付近において発生する炭素原子の偏析を引きずって界面が移動することによる自由エ

ネルギー消費量 (Solute drug効果)は, 次式で表される (200).

∆Gdiff = −vm

V

∫
δ
Jc

dµc

dx
dx (D.3)

ここで, µc(= ∂g/∂uc)は炭素原子の化学ポテンシャルである. 式 (D.3)に式 (D.2)を代

入すると, 次式を得る.

∆Gdiff = −
∫

δ
(uc − uα

c )
d

dx

(
∂g

∂uc

)
dx (D.4)
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一方, 界面の移動速度 V は界面移動による自由エネルギー変化量, すなわち界面移動の

駆動力∆Ginter と比例関係にあり, α/γ界面のモビリティーMα/γを用いて次式で表さ

れる.

V = Mα/γ∆Ginter (D.5)

また, γ → α変態に伴う全自由エネルギー変化量∆Gtotalは, 界面移動と Solute drug効

果により消費される自由エネルギー量の和として表され, 平衡状態の自由エネルギー曲

線において共通接線則から求められる自由エネルギー変化量すなわち変態駆動力∆Gdriv

に等しいことから, 次式が成立する.

∆Gtotal = ∆Ginter + ∆Gdiff

= ∆Gdriv = gγ − uγ
c

∂gγ

∂uc

∣∣∣∣∣
uc=uγ

c

− gα + uα
c

∂gα

∂uc

∣∣∣∣∣
uc=uα

c

= gγ − gα − (uγ
c − uα

c )
∂gγ

∂uc

∣∣∣∣∣
uc=uγ

c

(D.6)

ここで, gγおよび gαはそれぞれ γ相, α相の化学的自由エネルギー, uα
c と uγ

c はそれぞ

れα相と γ相の平衡組成である. なお, 平衡状態においては局所平衡が満たされている

とすれば α相, γ相の化学ポテンシャルは等しくなるので,

∂gγ

∂uc

∣∣∣∣∣
uc=uγ

c

=
∂gα

∂uc

∣∣∣∣∣
uc=uα

c

(D.7)

を考慮している.

次に,一次元の定常状態において界面が速度V で移動している場合を考えると, Phase-

field方程式 (2.17)より次式が成立する.

dφ

dt
= −Mφ

(
∂g

∂φ
− ε2d2φ

dx2

)
= −V

dφ

dx
(D.8)

両辺に dφ/dxをかけて, 界面領域で積分すると次式のようになる.

∫
δ
Mφ

(
∂g

∂φ

dφ

dx
− ε2d2φ

dx2

dφ

dx

)
dx = V

∫
δ

(
dφ

dx

)2

dx (D.9)

ここで, 上式左辺の被積分項第 2項は, 定常状態における界面領域での φの分布を考

慮することで零となる. さらに, 被積分項第 1項に関しては, 次式のように展開できる
(201).
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∫
δ

(
∂g

∂φ

dφ

dx

)
dx =

∫
δ

(
dg

dx
− ∂g

∂uc

duc

dx

)
dx

=
∫

δ

dg

dx
dx −

∫
δ

∂g

∂uc

duc

dx
dx

= [g]δ −
∫

δ

(
∂g

∂uc

d(uc − uα
c )

dx

)
dx

= [g]δ −
[
(uc − uα

c )
∂g

∂uc

]
δ

+
∫

δ
(uc − uα

c )
d

dx

(
∂g

∂uc

)
dx

= gγ − gα − (uγ
c − uα

c )
∂gγ

∂uc

∣∣∣∣∣
uc=uγ

c

− ∆Gdiff

= ∆Gdrive − ∆Gdiff

= ∆Ginter (D.10)

また, 式 (D.9)の右辺に関しては, 界面領域における phase field φの分布が平衡状態と

同じとすると, 次式で表される.

dφ

dx
= −

√
2W

ε0

φ(1 − φ) (D.11)

式 (D.11)の両辺に dφ/dxをかけて界面領域で積分すると, 以下のようになる.

∫
δ

(
dφ

dx

)2

dx =
∫

δ

{
−
√

2W

ε0

φ(1 − φ)

}2 {
−
√

2W

ε0

φ(1 − φ)

}−1

dφ

= −
√

2W

ε0

∫ 0

1
{φ(1 − φ)} dφ

=

√
2W

6ε0

(D.12)

したがって, 式 (D.9)に, 式 (D.10)および式 (D.12)を代入し, 比較することにより次式

が得られる.

Mφ∆Ginter = V

√
2W

6ε0

(D.13)

さらに, 式 (D.13)と式 (D.5)より V を消去すると, phase fieldの易動度Mφとα/γ界面

の易動度Mα/γは次式で関係付けることができる.

Mφ =

√
2W

6ε0

Mα/γ (D.14)



付録E

Multi-Phase-Field法におけるパラ

メータの導出

Multi-Phase-Field 法において，定量的な評価を行うためには，数値シミュレーショ

ンで用いる各種パラメータを材料の物性値に関係づける必要がある．本研究では，一

次元定常状態における式 (2.113)の秩序変数 φiの時間発展方程式を考慮し, 各パラメー

タを決定する．

N = 2かつ n = 2の場合を考える．このとき，式 (2.113)より次式が導かれる.

∂φ1

∂t
= −

2∑
j=1

Mφ
1j

2

[
2∑

k=1

(
(Wik − Wjk) φk +

1

2

(
a2

ik − a2
jk

)
∇2φk

)
− 8

π

√
φiφj∆Eij

]

= −Mφ
12

2

[
(−W21) φ1 + (W12) φ2

+
1

2

(
−a2

21

)
∇2φ1 +

1

2

(
a2

12

)
∇2φ2 −

8

π

√
φ1φ2∆E12

]
(E.1)

ここで, aij = aji，Wij = Wjiを考慮し, さらに表記を簡単にするため, a = a12 = a21，

W = W12 = W21, Mφ = Mφ
12，∆E = ∆E12, φ1 = φ，φ2 = 1 − φとすると，

∂φ

∂t
= −Mφ

2

[
W (1 − 2φ) − a2∇2φ − 8

π

√
φ (1 − φ)∆E

]
=

Mφ

2

[
a2∇2φ − W

dg(φ)

dφ
+

8

π

√
φ (1 − φ)∆E

]
(E.2)

が得られる. ここで, g = φ(1 − φ)とした.

また，式 (2.94)からも同様に以下を得る．

G =
∫

V

{
a2

2
(∇φ)2 + Wφ (1 − φ)

}
dV (E.3)

変態駆動力∆E = 0とし，一次元定常状態を考えると，式 (E.2)は次式で表される.

a2d2φ

dx2
= W

dg(φ)

dφ
(E.4)
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両辺に dφ/dxをかけて xで積分し，φ = 0のとき，dφ/dx = 0，g(0) = 0であることを

考慮すると,

dφ

dx
= −

√
2W

a

√
g(φ) (E.5)

が得られる. さらに, 式 (E.5)を界面領域で積分すると, 式 (E.4)を満たす φの解

φ =
1

2

[
1 − sin

(√
2W

a
x

)]
(E.6)

が得られる. したがって,

x =
a√
2W

sin−1(−2φ + 1) (E.7)

である. よって, 界面領域を τ < φ < 1 − τ の領域としたときの, 界面幅を δとすると，

次式が成立する.

δ = xτ − x1−τ

=
a√
2W

sin−1(−2τ + 1) − a√
2W

sin−1 (−2(1 − τ) + 1)

=
a√
2W

{
sin−1(−2τ + 1) − sin−1 (2τ − 1)

}
=

2a√
2W

sin−1(−2τ + 1) (E.8)

ゆえに，

δ =
ab√
2W

(E.9)

ここで，

b = 2 sin−1(−2τ + 1) (E.10)

とした. したがって, 0 < φ < 1の領域を界面とすれば, 界面幅は次式のように定義で

きる．

δ =
πa√
2W

(E.11)

一方, 式 (E.1)と式 (E.5)より，界面エネルギー σは次式のように表される．

σ=
∫ a2

2

(
dφ

dx

)2

+ Wg(φ)

 dx

= 2W
∫

g(φ)dx

= −a
√

W

4
√

2
π (E.12)
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さらに, 一次元定常状態を仮定すると, 式 (E.2)と式 (E.5)より, 次式が成り立つ．

dφ

dt
= Mφ 4

π

√
φ (1 − φ)∆E (E.13)

また，成長速度 V の定常成長を仮定すると次式が成り立つ．

dφ

dt
=

dφ

dx

dx

dt
= −V

dφ

dx
(E.14)

式 (E.13)と式 (E.14)より，

−V
dφ

dx
= Mφ 4

π

√
φ (1 − φ)∆E (E.15)

であるので, 両辺に dφ/dxを掛けて，xで積分し，式 (E.5)を代入すると，

−V
∫ dφ

dx

dφ

dx
dx = Mφ 4

π
∆E

∫ √
φ (1 − φ)

dφ

dx
dx

⇔ −V
∫ dφ

dx
dφ = Mφ 4

π
∆E

∫ √
φ (1 − φ)dφ

⇔ V

√
2W

a

∫ √
g(φ)dφ = Mφ 4

π
∆E

∫ √
φ (1 − φ)dφ

⇔ V

√
2W

a
= Mφ 4

π
∆E (E.16)

ゆえに，次式が得られる.

V = Mφ a√
2W

4

π
∆E (E.17)

ここで，界面のモビリティをM とすると，V = M∆Eであるので，式 (E.17)との比

較により,

M = Mφ a√
2W

4

π
(E.18)

が得られる.

以上で導出される, 式 (E.11)，式 (E.12)，式 (E.18) を一般化することで，数値シ

ミュレーションで使用する各種パラメータは次式のように物性値と関連付けることが

できる．

Wij=
4σij

δ
(E.19)

aij =
2

π

√
2δσij (E.20)

Mφ
ij=

π2

4δ
Mij (E.21)



付録F

アダプティブ法による数値解析の効

率化

本研究において, α相の存在確率を表す秩序変数 phase field φは, α相においては φ

= 1, γ相においては φ = 0の一定値となり, 狭い界面領域においてのみ変化する. ま

た, 界面領域における炭素濃度変化は急峻であり, かつ変態挙動に大きく影響をするた

め, 界面領域では細かい要素分割を行い, 精度よく解析しなければならない. しかしな

がら, 全解析領域を細かいレギュラーメッシュで要素分割すると計算時間が膨大にな

り, 効率的な解析を行うことができない. そこで本研究では, 界面領域付近では細かい

要素を用い, それ以外の領域では粗い要素を用いるアダプティブ法 (42)を用いる.

アダプティブ法では, 秩序変数の phase field φの値と炭素濃度 uc の勾配で要素の細

分化と粗大化の条件を設定し, 要素分割を制御する. 本研究では, 解析結果がメッシュ

の分割に依存することを防ぐために, 事前に要素の細分化の条件を変化させて予備計

算を行い, phase field φの値と炭素濃度 ucの勾配の平均値が,

0.01 ≤ φave ≤ 0.9 (F.1)

|∇uc|ave ≥ 0.3 (F.2)

のいずれかの条件を満たした場合に要素の細分化を行い, これ以外の条件では要素の

粗大化を行う.

図 F.1(a)に, 要素サイズのレベル数 4におけるアダプティブメッシュの一例を示す.

このとき, 最大要素サイズを Level 0要素, 最小要素サイズを Level 3要素としている.

要素番号 1で示す Level 0要素を親要素とし, この要素を細分化した場合, 要素番号 2

∼ 4で示す大きさの 4つの Level 1要素が子要素として生成される. さらに, 要素細分

化の条件を満たした要素において, 同様な要素細分化を繰り返すことで, 界面領域にお

169



170 付録 F アダプティブ法による数値解析の効率化

1

2

34

5

67

8 9

11 10

Level 0 Level 1 Level 2 Level 3

Element number

1 2

3

45

1

2

1 2

4 6

7

8

9

10

3

5

1 2

4 6

3

5

11

Refinement Coarsening

Node number 

(a) (b)

Fig.F.1 Adaptive mesh method ; (a) Adaptive mesh and (b) element refinement and coars-
ening.

いてのみ, 要素番号 8 ∼ 11のような最小要素を用いる. ただし, 要素細分化は, 隣り合

う要素のレベル数の差が 1以下になるように行う. 要素の粗大化は, 同じレベル数に属

する子要素がすべて粗大化の条件を満たした場合にのみ行う.

図F.1(b)に, 要素の細分化と粗大化による節点の生成, 消滅の過程を示す. 要素番号

2の親要素を細分化すると, 要素番号 2 ∼ 5の子要素および新しい節点番号 7 ∼ 11 (以

後, このような節点を hanging nodeと記述する）が生成する. ここで, 節点番号 10の

存在を許容するため, 次に示す方法により節点番号 10の自由度を消去する. 節点番号

10の phase field φ10を, 節点番号 2および 5における phase fieldの値を用いて次式で

定義する.

φ10 =
φ2 + φ5

2
(F.3)

このとき, 要素番号 2における phase-field方程式 (2.67)を, 以下に示す.
a11 a12 a13 a14

a21 a22 a23 a24

a31 a32 a33 a34

a41 a42 a43 a44




φt+dt

2

φt+dt
7

φt+dt
11

φt+dt
10


=


b11 b12 b13 b14

b21 b22 b23 b24

b31 b32 b33 b34

b41 b42 b43 b44




φt

2

φt
7

φt
11

φt
10


+


fφ2

fφ7

fφ11

fφ10


(F.4)

ここで, aij と bij はそれぞれ式 (2.68)と式 (2.69)中のマトリクス [KA
φ ], [KB

φ ]の成分を

表している. また, 各ベクトル内の下付き添え字は, 要素番号 2に属する節点番号であ
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る. 式 (F.3)を式 (F.4)に代入することにより, 次式を得る.
a11 + a14/2 a12 a13 a14/2

a21 + a24/2 a22 a23 a24/2

a31 + a34/2 a32 a33 a34/2

a41 + a44/2 a42 a43 a44/2




φt+dt

2

φt+dt
7

φt+dt
11

φt+dt
5



=


b11 + b14/2 b12 b13 b14/2

b21 + b24/2 b22 b23 b24/2

b31 + b34/2 b32 b33 b34/2

b41 + b44/2 b42 b43 b44/2




φt

2

φt
7

φt
11

φt
5


+


fφ2

fφ7

fφ11

fφ10


(F.5)

このマトリクス操作を, 要素番号 5に対しても行い, 節点番号 10の自由度を消去する.

同様の操作を要素細分化により生成する全ての hanging nodeに対して行う. さらに,

炭素濃度 ucに関しても同様の作業を行う. なお, 以上の操作により各マトリクスは非

対称マトリクスになるため, 連立一次方程式は双共役勾配法を用いて解いている.
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