
Kobe University Repository : Kernel

PDF issue: 2025-01-17

命題論理の充足可能性判定問題への符号化を用いた
制約充足問題の解法に関する研究

(Degree)
博士（工学）

(Date of Degree)
2012-03-25

(Date of Publication)
2014-01-15

(Resource Type)
doctoral thesis

(Report Number)
甲5490

(URL)
https://hdl.handle.net/20.500.14094/D1005490

※ 当コンテンツは神戸大学の学術成果です。無断複製・不正使用等を禁じます。著作権法で認められている範囲内で、適切にご利用ください。

丹生, 智也



博士論文

命題論理の充足可能性判定問題への符号化を用いた
制約充足問題の解法に関する研究

平成24年1月

神戸大学大学院工学研究科

丹生智也



要旨

制約充足問題 (ConstraintSatisfaction Problems; CSP)は，変数の有限集合と各

変数が取りうる値の集合(ドメイン)，満たすべき条件が与えられたとき，条件を満

たす変数への値割り当てを探索する問題である.また制約を満たす解のうち最適

なものを求める問題を制約最適化問題(ConstraintOptimization Problem; COP) 

という.スケジューリング問題やグラフ彩色問題をはじめとする多くの組み合わ

せ問題はCSPまたはCOPとして定式化できる.また 2005年から国際CSPソル

バー競技会が開催されており，制約ソルパーの高速化に関する研究が活発に行わ

れている.

また命題論理式の充足可能性判定問題 (Booleansatisfiability testing; SAT)は，

与えられた命題論理式を真にする値割り当てを探す組み合わせ問題であり， Cook 

により最初に NP完全性が示された問題である.近年，監視リテラルや矛盾から
の節学習をはじめとする SAT求解の高速化技術が発展したことで， DPLL手続き

に基づく SATソルバーにより，実問題から得られる構造的な SAT問題を高速に

求解することが可能となった.これに伴い，有界モデル検査，プランニン欠スケ

ジューリング，自動テストパターン生成，ソフトウェア検証等の分野においては，

問題を SATに符号化し，高速な SATソルパーを用いて元の問題の解を探索する

SAT型システムが成功を収めている.特に， CSPやCOPを解く SAT型システム

はSAT型制約ソルバーと呼ばれ，活発に研究が行われている.

SAT型制約ソルバーでは， SATソルパーの性能だけでなく， SATへの符号化法

も同様に重要であることが知られている.CSPから SATへの符号化は直接符号化，

支持符号化，対数符号化等数多く提案されているが，既存の符号化にはそれぞれ

欠点がある.例えば，dを各変数のドメインサイズとすると，直接符号化と支持符

号化では各3項制約が O(d3)個の節に符号化されるため， ドメインサイズが 102

未満の小規模の問題にしか実用上適用できない.対数符号化は整数の表現に 2進

法を用いるため，制約を非常に少ない節数に符号化することができる(加算制約の

場合はlogdに比例).しかし単位伝播によって最上位ビットでの範囲伝播しか実

現できず，矛盾の検出のために桁数 log2dに比例する変数の値を決定する必要が

あるため，効率が悪いという問題がある.

本論文では DPLL手続きに基づく系統的SATソルバーを用いることを前提と

し，既存の SAT符号化の問題点を解決する以下の2つのSAT符号化の提案を行う.

• )1慎序符号化

この符号化は， CrawfordとBakerがジョブショップ・スケジューリング問題

に適用した方法を CSPに適用可能なように一般化したものである.SATソ



ルパーでの単位伝播がCSPソルバーの範囲伝播に対応しており，直接符号
化，支持符号化，対数符号化等の他の符号化と比較して，効率の良い求解が

可能である.また，各3項制約は O(d2)個の節に符号化されるため， ドメイ

ンサイズが103以下の小規模および中規模な問題に対しても適用可能である.

.コンパク卜順序符号化

ドメインサイズが102以下から 107までの広い範囲の問題ヘ適用可能かつ効

率的であることを目指して設計した方法である.コンパクト順序符号化の基

本アイデアは以下の2つである.

ー各整数変数を B進法を用いて表す (B三2).すなわち，各整数変数 Z

をm= pogBdl桁の変数で表現する.

-各桁を順序符号化を用いてSATに符号化する.

したがって，コンパクト順序符号化は基底 Bニ 2の場合には対数符号化と等

価であり，B三dの場合には順序符号化と等価となる.その意味で，コンパク

ト順序符号化は両方の符号化の一般化であるとみなせる.コンパクト順序符

号化は， SATソルパーの単位伝播が最上位桁での範囲伝播に対応しているた

め，一般に対数符号化よりも効率が良い.また各整数を m= pogBdl桁で表
すと， 3項制約z=x+νとz= xyはそれぞ、れO(mB2)個と O(mB3+m2B2) 
個の節に符号化され，順序符号化よりもはるかに少なくなるため， ドメイン

サイズが107程度の大規模な問題に対しても適用可能である.

グラフ彩色問題による実験結果，順序符号化を採用した SAT型制約ソルバ-
Sugarの2008年度の国際制約ソルバー競技会の結果，釣合い型不完備ブロック計
画構成問題による実験結果等により，最先端の制約ソルバーと比較しても順序符

号化を採用したSAT型制約ソルバーが有効であることを示した.
また，コンパクト順序符号化の有効性を検証するため，様々なドメインサイズ

の問題による性能評価を行い，以下の結果が得られた.

・コンパクト順序符号化が， ドメインサイズが 102未満の小規模な問題から，

ドメインサイズが 107程度の大規模な問題までの広い範囲の問題に対して適

用可能であることを確認した.

・順序符号化や既存の SAT符号化，最先端の制約ソルバーである Mistralと
chocoがほとんど解くことのできない大規模な問題であっても，コンパクト

順序符号化は平均的に高速な求解を行えることを確認した.



最後に，今回提案した順序符号化およびコンパクト順序符号化は既存の SAT符

号化の欠点を解消したものであり，これにより SAT型システムの適用範囲をさら

に広げることができると考えている.
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第1章序論

制約充足問題 (ConstraintSatisfaction Problems; CSP)[56]は，変数の有限集合

と各変数が取りうる値の集合(ドメイン)，満たすべき条件が与えられたとき，条

件を満たす変数への値割り当てを探索する問題である.また制約を満たす解のう

ち最適なものを求める問題を制約最適化問題(ConstraintOptimization Problem; 

COP)という.スケジューリング問題やグラフ彩色問題をはじめとする多くの組

み合わせ問題はCSPまたはCOPとして定式化できる.また2005年から国際CSP

ソルパー競技会 1が開催されており，制約ソルバーの高速化に関する研究が活発に

行われている.

また命題論理式の充足可能性判定問題(Booleansatisfiability testing; SAT)は，

与えられた命題論理式を真にする値割り当てを探す組み合わせ問題であり，最初

にNP完全性が示された問題である [8，35ぅ73，14]. 

近年のSAT求解のための高速化技術の発展により， DPLL手続きに基づく SAT

ソルパーが，実問題から得られる構造的な SAT問題を高速に求解することが可能

となった.これに伴い，有界モデル検査 [7ぅ6]，プランニング [38，55]，スケジュー

リング [15，64]，自動テストパターン生成 [20]，ソフトウエア検証 [39]等の個々の

分野においては，問題を SATに符号化し，高速なSATソルバーを用いて元の問題

の解を探索する SAT型システムが成功を収めている [8ト特に， CSPやCOPを解

くSAT型システムはSAT型制約ソルバーと呼ばれ，活発に研究が行われている.

SAT型制約ソルパーでは， SATソルバーの性能だけでなく， SATへの符号化法

も同様に重要であることが知られている [54].CSPから SATへの符号化は直接符

号化 [18ぅ77，66]，支持符号化 [37，27ぅ66]，対数符号化 [36ぅ25，66]等数多く提案

されているが，既存の符号化にはそれぞれ欠点がある.例えば変数のドメインサ

イズを dとすると，直接符号化と支持符号化は各3項制約を O(d3)個の節に符号

化するため， ドメインサイズが 104以上あるような問題に対しては実用上適用で

きない.対数符号化は整数の表現に 2進法を用いるため，制約を非常に少ない節

数に符号化することができる(加算制約の場合はlogdに比例).しかし単位伝播に

よって最上位ビットの範囲伝播しか実現できず，矛盾の検出に，桁数 log2dに比

例する回数の決定変数を選択する必要があるため，効率が悪いという問題がある.

lhttp://www.cril.univ-artois.fr/CSC09/ 
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本論文では DPLL手続きに基づく系統的SATソルバーを用いることを前提と

し，既存の SAT符号化の問題点を解決する以下の2つのSAT符号化の提案を行う.

• )1慎序符号化[63ぅ64ぅ66]
これは， CrawfordとBakerがジョブショップ・スケジューリング問題に適用

した方法を CSPに適用可能なように一般化したものである.SATソルパー

での単位伝播が制約ソルパーの範囲伝播に対応しており，直接符号化，支持

符号化，対数符号化等の他の符号化と比較して，効率の良い求解が可能であ

る.また，各3項制約は O(d2)個の節に符号化されるため， ドメインサイズ

が103以下の小規模および中規模な問題に対して適用可能である.

・コンパクト順序符号化[69ぅ70ぅ68ぅ71]

この符号化の基本アイデアは以下の2つである.

ー各整数変数を B進法を用いて表す (s三2).すなわち，各整数変数 Z

はm= 110gB dl桁の変数で表現される.

-各桁を順序符号化を用いて SATに符号化する.

したがって，コンパクト順序符号化は基底 s=2の場合には対数符号化と等

価であり，s三dの場合には順序符号化と等価となる.その意味で，コンパク

ト順序符号化は両方の符号化の一般化であるとみなせる.コンパクト順序符

号化は， SATソルパーの単位伝播が最上位桁での範囲伝播に対応しているた

め，一般に対数符号化よりも効率が良い.また各整数を m= 110gB dl桁で表
すと， 3項制約z=x+υとz=xυはそれぞ、れO(ms2)個と O(ms3十m2s2)
個の節に符号化され，順序符号化よりもはるかに少なくなるため， ドメイン

サイズが107程度の大規模な問題に対しても適用可能である.

コンパクト順序符号化は各変数のドメインサイズが 102未満の小規模な問題か

ら， ドメインサイズが 107程度の大規模な問題までの広い範囲の問題に適用可能

かつ効率的であることを目指して設計された方法である.ここで，CSP中の制約

の個数は 103程度を想定し，SATソルパーは 107以下の節を取り扱えると想定し

ている.以下ではこの想定の下で，順序符号化およびコンパクト順序符号化の設

計方針について議論する.

本論文の構成は以下のようになる.まず第 2章でSATおよびSATソルパーにつ

いて述べる.第 3章で制約充足問題，制約最適化問題および制約ソルパーについて

述べた後，第 4章でSAT型制約ソルバーと既存の SAT符号化である直接符号化，

支持符号化，対数符号化についても述べる.第 5章で小規模および中規模な問題

ヘ適用可能な新しい符号化である順序符号化について述べた後，第 6章でグラフ

2 



彩色問題，順序符号化を採用したSAT型制約ソルパ-Sugarの2008年度の制約
ソルパー競技会の結果および釣合い型不完備ブロック計画 (BalancedIncomplete 

Block Design; BIBD)構成問題を用いた性能評価の結果を示す.第 7章では大

規模な問題ヘ適用可能な新しいSAT符号化であるコンパクト順序符号化につい
て述べる.第 8章で様々なドメインサイズのオープンショップ・スケジューリング

問題を用いて，コンパクト順序符号化の有効性を検証する性能評価の結果を示す.

最後に，第 9章で結論を述べる.

3 





第2章 SATとSATソルバー

本章では，命題論理式の充足可能性判定問題 (SAT)と， SATを解くシステムで

ある SATソルバーについて述べる.まず任意の命題論理式は， ド・モルガン律や

Tseitin変換等を用いることで， SATの標準的な入力である連言標準形へと変換

できることを示す.また，近代的なSATソルパーの多くが採用している DPLL手

続きについて述べる.

2.1 SATの定義

SATは，与えられた命題論理式を真にするような命題変数への真理値割り当て

(truth assignment)が存在するか否かを判定する問題である.真にする真理値割

り当てが存在すれば元の命題論理式は充足可能 (satisfiable)と呼ばれ，存在しな

ければ充足不能 (unsatisfiable)と呼ばれる.与えられた SAT問題 (SATproblem 

instance)が充足可能な場合，その問題を真にする真理値割り当てが解となる.

通常，命題論理式は連言標準形 (ConjunctiveNormal Form; CNF)で与えられ

る.すなわち，全体の論理式はいくつかの節 (clause)の連言 (AND)であり，各節

はいくつかのリテラル(1iteral)の選言 (OR)，各リテラルは命題変数 (propositional

variable)あるいはその否定である.

2.2 Tseitin変換

任意の命題論理式は， ド・モルガン律等を用いて，否定が命題変数の直前のみ

に現れる否定標準形(NegativeNormal Form; NNF)に変換できる.否定標準形の

命題論理式は，分配律等を用いて連言標準形に変換できるが，得られる論理式の

長さが元の論理式の長さの指数関数的になる可能性がある.

Tseitinは，元の論理式の長さと線形の長さの連言標準形に変換する Tseitin変

換 (Tseitintransformation)の方法を示した [54卜Tseitin変換では，PV(Q八R)
等について，新しい命題変数pを導入し，Q/¥Rの部分をpで置き換えるとともに，

p件 (Q八R)と同値な論理式として (-，pVQ)八(-，pVR)八(pv-，QV-，R)を追加する.
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ただし，元の論理式が否定標準形であれば，以下で示すように (--，pV Q)八(--，pV R) 

のみの追加で良い.

Tseitin変換を行う前の論理式と変換後の論理式は，同値ではないが，両者の充

足可能性が一致する充足同値 (equisatisfiable)になっている.

定理 1(Tseitin変換).Aを否定標準形の命題論理式， β を命題論理式とし，命

題変数pはB中に現れておらず A中には --，pの形で現れていないとする.A[B] 

により，A中のすべての pの出現を B で置き換えた論理式を表す時，A[B]と

A八(--，pV B)は充足同値であり，以下が成り立つ.

A[B]が充足可能牛キ A八(--，pV B)が充足可能

Proof. (=今)A[B]を充足する真理値割り当てを αとする.A[B]中に pが現れな
いことから a'(p)=α(B)， a'(q) =α(q) (qヂpの時)により a'を定める.明ら
かに a'(A)=α(A[B]) = 1であり，a'(p) =α(B) = a'(B)よりa'(--，p V B) = 1と
なり， αfはA八(--，pV B)を充足する.

(位二)A八(--，pV B)を充足する真理値割り当てを d とすると，a'(A) = 1かっ

α'( --，p V B) = 1である.a'の定義域から pを削除したもので αを定める.この

時 --，pが現れていない任意の否定標準形の論理式 Cについて，a'(C) = 1なら

ばα(C[B])= 1であることを， Cに関する構造的帰納法で証明する.

Cが命題変数pの場合， α(C[B])=α(B) = a'(B)だが，a'(p) = 1とa'(--，p V 
B) = 1より a'(B)= 1である.
Cが命題変数 qあるいは --，q(ただし qは p と異なる)の場合， α(C[B])= 

α(C) = a'(C) = 1である.
Cが C1八C2の場合，a'(C) = 1より a'(Cd= 1かつ a'(C2)= 1である.帰
納法の仮定より α(CdB])= 1かつ α(C2[B])= 1，したがって α(C[B])= 1であ
る.Cが C1VC2の場合，C1 ̂  C2の場合と同様にしてα(C[B])二 1が示される.
よって， αはA[B]を充足する. 口

例えば，否定標準形の論理式 PV(Q八R)についてTseitin変換を行う場合，新し

い命題変数pを準備し，AをPVp，BをQ八Rとする.上の定理より PV(Q八R)

と(PVp)八(--，pV (Q八R))すなわち (PVp)八(--，pV Q)八(--，pV R)は充足同値で

ある.このような変換を同様の部分論理式に対して繰り返し行えば，最終的に連

言標準形の論理式が得られる.

2.3 SATソルバー

SATの解を探索するプログラムは， SATソルバー (SATsolver)と呼ばれる.

SATソルパーには，系統的に解を探索し，充足可能または充足不能を判定する系
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統的 SATソルバーと，確率的に解を探索することで，充足可能のみを判定する
確率的 SATソルバーが存在する.
近年SATソルパーの高速化技術の発展により，特に実問題から得られる構造的
なSAT問題に対して， DPLL手続き [17]に基づく系統的 SATソルバーの性能
が著しく向上している [16ぅ58ぅ46ぅ45ぅ48].

また近代的な SATソルバーは DPLL手続きに加え以下のような多くの高速化
技術を用いており， 106個の変数と 107個の節を含む巨大なSAT問題であっても
扱うことが可能である [61].

-矛盾からの節学習 (ConfiictDriven Clause Learning; CDCL) [58， 41] 

-変数選択ヒューリスティックス [44]

.非時間順バックトラック [41]

・監視リテラル [44]

・リスタート戦略 [29]

本論文では DPLL手続きと上記の高速化技術を採用している近代的 SATソル
バーを単に SATソルパーと呼び， DPLL手続きを用いて効率的に求解が可能な
SAT符号化について述べる.

2.3.1 DPLL手続き

この節では，以下の例を用いて DPLL手続きの説明を行う.

C1 : P1 

C2 : 'P1 V'P2 

C3 : P2 V P3 

C4 : 'P3 V P4 V 'P5 

G." : 'P4 V P6 

C6 : 'P4 V 'P6 

DPLL手続きの初期状態では，すべての命題変数が未割り当ての状態である.ま

ず， SAT問題の節中に単位節がもしあれば，その単位節の未割り当てのリテラル
に 1を割り当てる.この例では C1が単位節なので，P1に1を割り当てる.この
単位節による値の割り当てを単位伝播 (UnitPropagation)という.単位節がなく
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なるまで， DPLL手続きは単位伝播を繰り返す.この例ではPlに1を割り当てた

あと，単位伝播により --'P2に 1，P3に1を割り当てる.単位節がなくなると，変

数選択ヒューリスティックスに基づき未割り当ての変数を選択し， 1か0を割り当

てて単位伝播を繰り返す.この時に選択した変数を決定変数という.この例では，

決定変数に P4を選び，この変数に 1を割り当てるとする.その結果，単位伝播に

より P6と--'P6を含む単位節が同時に発生する.これを矛盾という.P6にOと1

のどちらを割り当ててもこのSAT問題は充足しないため，バックトラックが起こ

る.この例では，決定変数 P4を選んだ時点までパックトラックし，P4に0を割

り当てて探索を続ける.これを，すべての変数に値を割り当てるか(充足可能な場

合)，パックトラック先がなくなる(充足不能な場合)まで繰り返す.

単位伝播は DPLL手続きの基本的な処理であり，全処理時間の7割から9割を

占めている [44]. また決定変数を数多く選択すると，探索空間が大きくなってし
まい実行速度が低下すると考えられる.このため DPLL手続きに基づく SATソ

ルバーを用いて高速な求解を行うためには，決定変数の選択回数を少なくするこ

とが重要である.
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第3章制約充足問題

制約充足問題 (ConstraintSatisfaction Problem; CSP)は，各変数 (variable)に

与えられたドメイン (domain)から値を割り当てることで，与えられた制約 (con-

straint)の全てを満たすことができるかどうかを判定する問題である [2ぅ9].すべ

ての制約を満たす値割り当て(assignment )が存在する場合，元の制約充足問題は

充足可能 (satisfiable)であるといい，その値割り当てが解となる.値割り当てが

存在しない場合，元の制約充足問題は充足不能 (unsatisfiable)であるという.

制約充足問題は，一般には実数や集合など様々なドメイン上で展開されるが，本

論文では実用上多くの応用を含む整数の有限領域 (finitedomain)上の制約充足問

題を対象とする.

整数有限領域上の制約充足問題は，形式的には以下のように定義できる.

定義 1(制約充足問題).(整数有限領域上の)CSPは以下を満たす組 (XぅDぅP，の
である.

• X は，整数変数の有限集合である.

• DはXから Zの有限部分集合全体への写像であり，各変数の取りうる値集
合(ドメイン)を表す.

• Pは，命題変数の有限集合である.

• cは， X とP上の制約の有限集合であり，制約の連言を表す.

本論文では説明の簡単化のため，制約 CをCl^ C2八...̂  Cnのように，制約の
連言として表すことがある.

制約には，算術論理演算等で条件が記述される内延的制約，制約を満足する(あ

るいは違反する)値の組の集合が与えられる外延的制約， alldi長rent等に代表さ

れるグローバル制約からなる.

内延的制約 (intentionalconstraint)は，通常の算術演算および算術比較に加え，

否定(-，)，連言(八)，選言 (v)，合意(キ)，同値(特)等の論理演算を用いて条件を

記述したものである.例えば，(Xl + 2 <ミ X2)v (ぬ+3 :s X3)は内延的制約である.
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外延的制約 (extensionalconstraint)では，制約を満足する値の組の集合である

支持点集合 (setof supports)，あるいは制約を違反する値の組の集合である違反点

集合 (setof conflicts)が与えられる.例えば，支持点集合 R= {(Oぅ0)ぅ(1ぅ1)ぅ(2ぅ2)}

とし整数変数 Xlぅぬのドメインを {Oぅ1ぅ2}とする.この時，外延的制約 R(XlぅX2)

は Xl=ぬを表す.同時に，R = {(Oう0)ヲ(1う1)ぅ(2ヲ2)}が違反点集合の場合，外延
的制約 R(Xl'X2)は Xl#-X2を表す (RはRの補集合を表す).
グローバル制約 (global constraint)は，複数の変数に対する複雑な(しかし意

味のある)条件を簡潔に表すために導入された.例えば alldi長rent(Xlぅぬい・ぅXn)

は Xiが互いに異なることを表す.Xiヲt:Xjを個別に記述するよりも簡潔であり，

また効率的な求解アルゴリズムが知られている [28トこのようなグローバル制約

は，記述性および効率性の向上を目的として制約ソルパーや制約プログラミングシ

ステムに数多く取り入れられている.これらのグローパル制約を集約した Global

Constraint Catalog1には，350以上のグローパル制約が紹介されている.

CSP (XうDうP，C)への値割り当ては，組(αうので表される.ここで， αはX か
らNへの写像であり，sはPから {1，0}への写像である(1， 0はそれぞれ真と
偽を表す).また論理式 Cを充足し，すべての xEXに対して α(X)E D(x)であ

るような値割り当ていうのが存在するとき， CSPは充足可能であるといい，その

時の値割り当てをそのCSPの解という.解が存在しないとき，そのCSPは充足不

能であるという.

3.1 制約最適化問題

単純に条件を満たす解を探索するだけでなく，制約を満たす解のうち最適なも

のを求める問題を制約最適化問題 (ConstraintOptimization Problem; COP)とい

う.制約最適化問題では，条件を満たす解のうち，指定された目的関数(objective 

function)あるいは目的変数 (objectivevariable)の値を最小(あるいは最大)にす

る解を求めることが目的である.

整数有限領域上の制約最適化問題は 形式的には以下のように定義できる.

定義 2(制約最適化問題).COPは以下を満たす組 (XぅDぅPぅC，v)である.

・(XうDうP，C)はCSPである.
.変数 UεXは最小化すべき目的変数を表す 2

lhttp://www.emn.fr/z-info/sdemasse/gccat/ 
2COpを最小化問題とみなしでも一般性を失わない.
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図 3.1:3 x 3の魔方陣

3.2 CSPの例

ここでは， cSPの例として魔方陣とグラフ彩色問題を取り上げる.その他の問
題例については， XCSP 3や CSPLib4の Webサイトなどを参照されたい.

3x3の魔方陣は， 1から 9の数字を 3行 3列のマスに配置し，各行，各列お

よび二つの対角線について配置されている 3つの数字の和がいずれも 15となるよ

うにする問題である.図 3.1の左は解の一つを表している.

これを CSPとして定式化するために，図 3.1の右側のように整数変数を各マス

に割り当て，各変数のドメイン D(町)をいうえ・ぺ9}と定める.

必要な制約は，各マスの数字が互いに異なることを表すall副長rent(Xlヲぬい.，Xg)， 

および各行，各列および2つの対角線の和が15に等しいことを表すXl+ぬ+勾=15 

等である.

次の例として，最適化コンパイラのレジスタ割り付け，無線の周波数割り当て

等の応用があるグラフ彩色問題を取り上げる.有名なパズルである数独もグラフ

彩色問題として定式化できる.

グラフ彩色問題 (GraphColoring Problem; GCP)は，与えられた有限無向グラ

フGについて，隣接する頂点が同色にならないように各頂点を彩色する時，必要

となる最小の色数を求める問題である.最小の色数は彩色数 (chromaticnumber) 

と呼ばれ， χ(G)で表される.
彩色数を求める問題は NP困難であることが知られている.また，与えられた

自然数 kと3について，グラフが k色以下で彩色可能かどうかを決定する問題

はNP完全である.グラフが k色以下で彩色可能な時，そのグラフは b彩色可能

(k-colorable)であるという.

例えば，図 3.2に示されているグラフは， 3-彩色可能であるが 2-彩色可能では

ない.したがって，このグラフの彩色数は 3である.

グラフがι彩色可能かどうかを決定する問題は，制約充足問題として定式化で
きる.グラフの各頂点に対して整数変数軌を割り当て，各整数変数のドメイン

D(町)をいうL・ぺk-1}と定める.また，すべての辺について，対応する整数変
数の値が異なることを意味するねチ巧を制約として付け加える.

3http://www.cril.univ-artois.fr/lecoutre/benchmarks.html 
4http://www.csplib.org 
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図 3.2:グラフ彩色問題の例

例えば，図 3.2に示されているグラフが3-彩色可能かどうかを決定する問題は，

CSP(XぅDう日う C)として以下のように定式化できる.

X 

D(町)

{Xl' X2ぅX3ヲX4}

{Oう1う2} (i = 1う2，3，4)

C {Xlヂ九 XlヂX3ぅ

X2ヂX3，X2ヂX4，X3ヂX4}

彩色数を求める問題を制約最適化問題として定式化する場合，事前に彩色数の

上界を求めておく必要がある.彩色数はグラフの最大次数+1以下であることが知

られているのでこれを用いるか，貧欲法等の単純なアルゴリズムで上界を求めれ

ば良い.

3.3 制約ソルバー

CSPの解を探索するプログラムは，制約ソルバー (constraintsolver)と呼ばれ

る.また，プログラミング言語の一部に(あるいはライブラリとして)制約ソルバー

が組込まれ，プログラミング言語とより融合したシステムは制約プログラミング

(constraint programming)と呼ばれる.

これらの制約ソルパーや制約プログラミングシステムには， clp (FD) [12]， ILOG 

Solver 5， choco [72]， Cream 6などがある.これらのシステムは，制約に違反す

る値を削除する整合性アルゴリズム (consistencyalgorithm)を用いフォワード・

チェ、ソク法やアーク整合性維持法といった制約伝播 (constraintpropagation)アル

ゴリズムにより探索空間を削減する工夫を行っている.また，単純なバックトラッ

ク法 (backtracking)による探索だけでなく，矛盾の原因になった値割り当てに後

5http://www.ilog.com/products/cp/ 

6http://bach.istc.kobe-u.ac.jp/cre祖/
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戻りするパックジャンプ法 (backjumping)などを用いて効率的な探索を実現して

いる.本節では，代表的な整合性アルゴリズムであるフォワード・チェック法と

アーク整合性維持法について述べる.その他のアルゴリズムの詳細は本稿の範囲

を越えるため，文献 [2ヲ9]等を参照されたい.

制約プログラミングシステムでは，ペースとなっている Prolog，C++， Javaな
どの言語の構文を用いて CSPを記述するが， CSPを記述するための制約モデリン

グ言語(constraintmodeling language)を用いる場合もある.OPL [75]， Zinc [19]， 

XCSPなどは制約モデリング言語の例である.特に， XCSPは国際CSPソルパー

競技会で使用され，多数のベンチマーク問題が公開されている.

3.3.1 整合性アルゴリズム

(一般)アーク整合性 ((Generalized)Arc Consistency; (G)AC)は非常によく知

られた考えである [56].本論文では(G)ACを以下のように定義する.

定義 3((一般)アーク整合性 ((G)AC)).組(XぅD，P，C)をCSPとし，x E Xを
整数変数 cξCを Z を含む制約とする.

・制約 Cを真にし， α(x)= vとなる値割り当ていうのが存在する時かっその

時に限り，値 UεD(x)は Cと整合しているという.

• D(x)のすべての値がCと整合している時かつその時に限り，変数 Z はC上
でアーク整合であるという.

CSP (X，DうP，C)，pεPとpを含む制約cE Cに対しても同様に，アーク整

合性が定義できる.以下では説明の簡単化のため，P二日の場合の整合性アルゴ

リズムについて述べる.

変数 Z を制約 C上でアーク整合にする手続き revlseを図 3.3に示す revlseで

は xのドメインの各値りについて cを真にし， α(x)= vとなる値割り当てが

存在するかどうかを確認し，そのような値割り当てがない場合には，xのドメイン

から U を削除する.この手続きは xのドメインを削除した場合には trueを，そ

れ以外の場合は falseを返す.

フォワード・チェック法

フォワード・チェック法 (ForwardChecking; FC)は，最近に具体化された変数

とまだ具体化されていない変数間についてのみアーク整合性アルゴリズムを適用

する方法である [77].
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procedure revise(x， c); 
begin 
CHANGE := false; 
foreachり ε D(x) do 
if cを真にし α(x)= vとなる値割り当て (αヲ s)が存在しな

し、 then

remove v from D(x); 
CHANGE := true; 
end if 
end foreach 
return CHANGE; 
end 

図 3.3:アーク整合性アルゴリズム

procedure FC(CSP， i); 
begin 
foreach c εC  do 
foreach j : = i + 1 to n do 
if cが Xi と Xj を含む then 
revise (Xj， c) 
end if 
end foreach 
end foreach 
end 

図 3.4:フォワード・チェック法

図 3.4に，CSP(X，D，P，C)にフォワード・チェ、ソク法を適用する FC手続きを
示す(ただし，X = {Xlぅぬい.， Xn}). 引数の 1は最も最近具体化した変数の添字
を表す.すなわち Xl，X2，.・・ぅ Xi-lは既に具体化された変数であり Xiは最も最

近具体化した変数である.また XlぅX2ぅ・・.， Xi-lに対しては，すでにフォワード・

チ工、ソク法が適用されているとする.もし FC手続きにより，いずれかの変数のド

メインが空になった場合には，現在の値割り当てを拡張して解を得ることができ

ないため，パックトラックを千子う.

アーク整合維持法

アーク整合維持法 (MaintainingArc Consistency; MAC)は，すべての変数間

にアーク整合性アルゴリズムを適用する方法であり，フォワード・チェック法より

も強い制約伝播アルゴリズムとなっている [2].
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procedure MAC(CSP， i); 
begin 
FC(C， i); 
foreach j : = i + 1 to n do 
foreach k : = i 十 1 to n do 

foreach c εC  do 
if k 手 jかつ C が Xj と Xk を含む
revise (Xj， c) 
end if 

end foreach 
end foreach 
end foreach 

end 

図 3.5:アーク整合維持法

図 3.5に，CSP(XうD，P，C)にアーク整合維持法を適用するアルゴリズムを示

す.FC手続きの場合と同様に，引数のtは最も最近具体化した変数の添字を表す.

手続き MACは，まずCSPとtに対してフォワード・チェック法を実行し，そ

の後未割り当ての変数η とね (j，k E {i + 1ぅi+2ぅ・ぺn}， j=j:k)を含む制約に対
して revlse手続きを呼び出す. MAC手続きの結果，いずれかの変数のドメインが

空になった場合にはバックトラックを行う.

3.4 CSPの夫見中莫

第4.2節，第5章，第7章で各SAT符号化の評価の目安として用いるため， cSP 
の規模を，変数のドメインサイズを元に 4種類に分類して議論する.なお第 1章

で述べたように，想定する制約数は103程度である.

・小規模:rv 102程度

2009年度の国際CSPソルバー競技会で用いられた問題のうち，約 82%がこ
のドメインサイズの変数を含む問題であり，多くの制約ソルパーにとって標

準的な規模であると考えられる.

-中規模 102rv 104程度

同競技会において，約16%がこの大きさのドメインサイズの変数を含んでお

り，これらは制約ソルパーにとって比較的中規模な問題だと考えられる.

・大規模 104rv 107程度

同競技会において，この大きさのドメインサイズの変数を含む問題は約 2%

15 



しかないため，既存の制約ソルパーにとっても大規模な問題であると考えら

れる.

16 



第4章制約充足問題のSAT符号化

4.1 SAT型制約ソルバー

SAT型制約ソルバー (SAT-basedconstraInt solver)はCSPを解くためのSAT
型システムである.すなわちCSPをSATに符号化し，高速なSATソルパーを用
いて元のCSPの解を探索する(図 4.1参照).第 1節で述べたように， SAT型制約
ソルバーでは， SATソルバーの性能だけでなく， SATへの符号化法も同様に重要
である.

4.2 既存のSAT符号化
以下では主なSAT符号化である直接符号化，支持符号化，対数符号化の概要を
述べ，それぞれの利点と欠点を説明する.例として，整数変数民yE {o..4}上の

制約集合{x+1:::;y，xど2，y:::;2}を用いる.これらの制約からなる CSPは充足
不能である.また各符号化において， SATソルパーの単位伝播が矛盾を検出する
までの流れを示す.また本章と第 5章，第 7章では，以下の点について各符号化

の特徴を考察する.

符号化後のサイズ: 各整数変数を符号化するのに必要な命題変数と節の数および，

2項制約， 3項制約を符号化するのに必要な節数を示す.また乗算制約を含まない

小規模，中規模，大規模な CSP(制約数は103とする)を SAT符号化し，符号化
後の節数とSATソルバーが扱える節数の上限として想定している 107を比較する.

制約ソルバーの伝播アルゴリズムとの関係 SATソルパーでの単位伝播と，制約
ソルパーの伝播アルゴリズムとの関係について述べる.また， 2項制約聞の矛盾を

検出するのに必要な決定変数の数について考察する.

17 



CSP 
符号化

図 4.1:SAT型制約ソルバー

4.2.1 直接符号化

直接符号化 (directencoding)は最も広く用いられている SAT符号化である.各

整数変数 Z と各整数定数 αε D(x)に対して x αを表す命題変数 p(x=α)を

用いる [18，77う66].

整数変数 Z ε{0..4}に対して，命題変数p(x= O)，p(x = 1)ぅp(x= 2)ぅp(x= 
3)ぅp(x= 4)が用いられる.

Z が 0から 4のうち少なくとも lつの値を取ることを表すat-least-one節を

以下のように表す.

p(x二 0)V p(x = 1) V p(x = 2) V p(x = 3) V p(x = 4) 

また，xが2つ以上の値を同時に取らないことを表す at-most-one節を以下のよ

うに表す

--，p(x = 0) V --，p(x = 1) --，p(x = 0) V --，p(x = 2) 

--，p(x = 0) V --，p(x = 3) --，p(x = 0) V --，p(x = 4) 

--，p(x = 1) V --，p(x二 2) --，p(x = 1) V --，p(x = 3) 

--，p(x = 1) V --，p(x二 4) --，p(x = 2) V --，p(x = 3) 

--，p(x = 2) V --，p(x = 4) --，p(x = 3) V --，p(x = 4) 

制約については，制約を違反点集合として表し，各点を禁止する節を追加する.例

えば，制約 Z三υの違反点(x= 3)八(υ=2)を禁止する節は，--，p(x = 3)V--，p(ν= 2) 

と表現される(図 4.2参照).

また，x ~ 3 と y~2 は，以下の節に符号化される.

--，p(x = 0) --，p(x = 1) --，p(x = 2) 

「p(y=3) --，p(υ= 4) 
1 at-most-one節をより少ない節で表す方法として，ラダー符号化 [26]やピットワイズ符号化
[53]が提案されている.
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図 4.2:x + 1 ::; Yの違反点

この場合には単位伝播が起きず，矛盾を検出できない.しかし，例えばp(υ=2) 
を真に割り当てれば，単位伝播により矛盾を検出できる.

符号化後の節数および伝播能力について

符号化後のサイズ: ドメインサイズを dとすると，各整数変数ごとに O(d)個の

変数と O(d2)個の節が必要となる.また，各2項制約は O(d2)個の節に，各3項

制約は O(d3)個の節に符号化される.したがって，小規模ドメインサイズの問題

に対してさえ約 107，......， 109個の節が必要となってしまうため，中規模以上のドメ

インサイズの問題には実質的に適用できない.

制約ソルバーの伝播アルゴリズムとの関係 SATソルパーでの単位伝播は，制約

ソルパーでのフォワード・チェック法に対応している [77].例に挙げたような2項
制約聞の矛盾を検出するためには，最低でも決定変数が 1つ必要となるため，あ

まり効率が良くない.

4.2.2 支持符号化

支持符号化 (supportencoding)も直接符号化と同様に，各整数変数 Z と各整数

定数 αε D(x)に対して x αを表す命題変数p(x=α)を用いる [37ぅ27].各整
数変数に対して， at-least-one節と at-most-one節を用いるのも直接符号化と同様

である.

制約に関しては，違反点集合ではなく支持点集合に着目する.また，支持符号

化は2変数聞の制約のみを扱う 2 例えば，制約 x::;yに関して，x=3のときに

この制約を満たすyの値は 3と4であるので， fx = 3ならば υ=3かυ=4Jを

2多変数制約に拡張したものに [5]がある.
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表す節 ---，p(x= 3) v p(ν= 3) V p(y二 4)を追加する.また，x = 4のときに制約
を満たす Uの値は 4であるため，節 ---，p(x= 4) V p(υ= 4)を追加する.
直接符号化と同様に X /三 3 と y~2 は以下の節に符号化される.

---，p(x = 0) ---，p(x = 1) ---，p(x = 2) 

---，p(υ= 3) ---，p(υ= 4) 

単位伝播により ---，p(x= 3)と ---，p(xニ 4)が導出されるが，これは at-least-one節

に違反しているため，即座に矛盾が検出される.

符号化後の節数および伝播能力について

符号化後のサイズ: ドメインサイズを dとすると，各整数変数ごとに O(d)個の

変数と O(d2)個の節が必要となる.また，各2項制約は O(d2)個の節に符号化さ

れる.支持符号化は， 3項制約に対しては適用できない.したがって，小規模ドメ

インサイズの問題に対して約 107個の節が必要となってしまい，中規模以上のド

メインサイズの問題には実質的に適用できない.

制約ソルパーの伝播アルゴリズムとの関係 8ATソルパーでの単位伝播により，

制約ソルバーでのアーク整合維持法 (MAC)を実現できる [27].例に挙げたよう

な2項制約間の矛盾は，決定変数を決める必要がなく単位伝播のみで検出できる

ため，効率的である.しかし，グラフ彩色問題による速度比較では，他の符号化

よりも遅いという結果が得られている [66].

4.2.3 対数符号化

対数符号化 (logencoding)は，整数の 2進法表記に着目した 8AT符号化であ

る[36うおう 66].各整数変数 Zの t桁目 (L8Bを0桁目とする)が 1であることを

表す命題変数p(x(の)を導入する.

例えば，整数変数 xE {0..4}に対して，命題変数p(x(O))ヲp(x(1))ぅp(X(2))を導入

する.また，x ~ 4を表す以下の節を追加する.

---，p(X(2)) V ---，p(X(l)) 

---，p( X(2)) V ---，p( x(O)) 

各節はそれぞれ， r X(2)が 1ならば X(l)はOJ， r X(2)が 1ならば x(O)はOJを表して
いる.
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制約については，各桁ごとの制約を考え，各桁の制約に相当する論理回路を考

えることでSATに符号化する.例えば制約 x+1S;yに関して，各桁での制約は

以下のように表される.ここで，C1' C2はそれぞれ x+1のl桁目と 2桁目の値か

らの桁上がりを表す新しい整数変数である.

(X(2) + C2三υ(2))

八 (X(2)十 C2三υ(2)_ 1 V x(1) + C1三υ(1)+ 2C2) 

〈

各制約はそれぞれ， f x + 1の2桁目の値は υ(2)以下であるJ， fx+ 1の2桁目の値
が y(2)以上ならば，x+ 1の1桁目の値はが1)以下である」ことを表している.

この制約をそのまま SATに符号化すると CNF式にならないため，第 2.2節で述

べた Tseitin変換を行い充足同値な以下の制約ヘ変換する (qぅγは新しい命題変数).
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各制約に相当する論理回路を考えることで，x+1三Uを表す以下の節が得られる.

--，p(υ(2)) V p( C2) p( X(2)) V --，p(y(2)) 

p(X(2)) V P(C2) q V T 

--，q V --，p(υ(2)) --，q V P(C2) 

--，q V p( X(2)) 

また Zど2とyS;2は，以下の節に符号化される.

p(X(2)) V p(x(1)) 

--，p(yロ))

--，p(υ(1)) V --，p(y(U)) 

この例では単位伝播により，--，p(ν(2))が導出されるが，それ以上の伝播は起こらな

い.一般に，各制約聞の矛盾の検出にはビ、ソト数に比例する数の決定変数を選択

する必要がある.

また桁ごとの制約ではなく，支持符号化のように制約の支持点集合を考えて符

号化する対数支持符号化も提案されている.
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符号化後の節数および伝播能力について

符号化後のサイズ: ドメインサイズを dとすると，各整数変数ごとにO(logd)個

の変数が導入される.各加算制約はO(logd)個の節に符号化される.また乗算制

約はO(log2d)個の節に符号化される.したがって，乗算を含まない大規模な問題

に対しても 104個の節しか必要としない.

制約ソルバーの伝播アルゴリズムとの関係 SATソルバーでの単位伝播は，フォ
ワード・チェ、ソク法より弱い制約伝播となる [77].SATソルパーでの単位伝播に
より MSBでの範囲伝播が実現できるが，各制約聞の矛盾を検出するためには，

log2 dに比例する回数の決定変数の選択が必要となり，他の符号化よりも効率が悪

くなる.
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第5章順序符号化

本章では， )11頁序符号化 (orderencoding)を用いた SAT符号化と，順序符号化

に基づく SAT型制約ソルパ-Sugarについて述べる.また，グラフ彩色問題，順

序符号化を採用した SAT型制約ソルパ-Sugarの2008年度の制約ソルパー競技

会の結果および釣合い型不完備ブロック計画(BalancedIncomplete Block Design; 

BIBD)構成問題を用いた性能評価の結果を示す.

5.1 整数変数の符号化

順序符号化は，各整数変数 Z とそのドメインの値 αに対して，x <αを表す命
題変数 p(x::;α)を導入する [63ぅ64ぅ66]. これは， CrawfordとBakerがジョブ
ショップ・スケジ、ユーリング問題に適用した方法[15，34， 47]をCSPに適用可能な

ように一般化したものである.

例えば，整数変数 Zε{0..4}は，命題変数p(x三0)ぅp(x三1)ぅp(x三2)，p(x三3)
で表される x::;4は恒真であるため， p(x::; 4)は不要である.また，各命題変
数の順序関係を表す以下の節を追加する.

--，p(x三0)V p(x三1)

--，p(x三1)V p(x三2)

--，p(x三2)V p(x三3)

例えば， --，p(x::; 0) V p(x ::; 1)は xがO以下であれば Zが 1以下であることを

表している.また，上の節を充足可能にする値割り当ては表 5.1の5通りのみで

あり，それぞれx=Oから x=4に対応している.

5.2 制約の符号化

制約については，制約に違反する範囲を符号化する.すなわち， α1< Xl ::; b1， 

α2 < X2三b2， • 一 an < 九三九内のすべての点 (Xlぅぬい • ，xn)が制約を違反し
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表 5.1:充足する値割り当て
p(x三0) p(x三1) p(x ::; 2) p(x三3)
1 1 1 1 

O 1 1 1 

O O 1 1 

O O O 1 

O O O O 

ている時，以下の節を追加する.

P(Xl三αdV -'P(Xl三bd
V P(X2三α2)V -'P(X2三b2)

〉

V p(Xn三αn)V -，p(Xn三bn)

解釈

x=O 
x=1 
x=2 
x=3 
x=4 

線形式を用いた線形制約については，より簡潔な符号化が可能である [64]・向を

非零の整数定数 c を整数定数 Xi を整数変数とすると，制約2:~=1αiXi 三 C は以
下のように符号化される.

八V(αぬ三 bi)#
bi 

ここで biはどこ1bi二 c-n十1を満たすように動くとし，変換()#は以下のよ

うに定義する.

(αx:::; b)# 二 J仲三 lb/αJ) (α> 0) 
一一 1-，p(x三fb/αl-1) (α< 0) 

ただし Xの最小値未満の場合にはp(X三α)を0に変換し Xの最大値以上につ

いては 1に変換する.x =υの形の制約は， (x:::; y)八(y:::; x)に置き換えること
で，上の線形式に還元することができる.

例えば，制約 x+1三Uは，以下の5つの節に符号化される.

-，p(υ三0)
p(X三0)V -，p(ν三1)

p(X三1)V -，p(υ三2)
p(X三2)V -，p(y三3)

p(X三3)
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例えばp(x三0)v -，p(y :::; 1)は，(x > 0)八(y三1)が制約に違反する領域である
ことを表している.

また Zど2とυ:::;2は，以下の節に符号化される.

-，p(x三1) p(y三2)

これらの節から単位伝播によりp(y:::; 2)が導出されるため，新たに決定変数を選択
せずに制約集合{x+1:::;y，x三2，y:::;2}の矛盾が検出される.また，各p(x三i)
および各p(υ三i)の順序関係を表す節から，-，p(x三0)，p(υ三3)が真であるこ
とが導出できる.

一般にドメインサイズを dとすると，各整数変数ごとに O(d)個の変数が導入

される.また各2項制約は O(d)個の節に，各3項制約は O(d2)個の節に符号化

される.

5.3 符号化後の節数および伝播能力について

符号化後のサイズ: ドメインサイズを dとすると，各整数変数ごとにO(d)個の

変数が導入される.また各2項制約は O(d)個の節に，各3項制約は O(d2)個の

節に符号化される.したがって，小規模および中規模な問題に対して適用可能で

ある.

制約ソルバーの伝播アルゴリズムとの関係 SATソルパーでの単位伝播が制約ソ

ルパーでの範囲伝播に対応しており，小規模及び中規模な問題では効率的な求解が

可能である.さらに，直接符号化や対数符号化では実現できない tractableCSP (多

項式時間で求解可能な CSP)から tractableSAT (多項式時間で求解可能な SAT)

への符号化が順序符号化では可能であり，他の符号化よりも優れていることが理

論的に示されている [50].

5.4 SAT型制約ソルバ-Sugar 

SAT型制約ソルバ-Sugarは，整数有限領域上の線形の CSPを順序符号化に

基づき SAT符号化し， SATソルバーにより求解するシステムである [62ぅ65ぅ66].

SAT符号化部分は Javaで記述され， SATソルパーとしては MiniSat，PicoSAT等

が利用可能である.

また，符号化したSAT問題を目的変数の範囲条件を変更しながら解くことによ

り，制約最適化問題および最大CSPにも対応している.
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Expression 

E<F 

E=F 

E チF
max(EうF)

min(EうF)

abs(E) 

E div c 

E mod c 

Replacement 

E+ 1 ~三 F

(E三F)八(E三F)

(E < F) V (E > F) 
Z 

Z 

Z 

q 

γ 

Extra condition 

(x三E)八(x三F)八((x三E)V (x三F))

(x三E)八(x三F)八((xとE)V (x三F))

(x三E)八(x三-E)八((x三E)V (x三-E)) 

(E = cq +γ)八(0三γ)八(γ<c) 
(E=cq十r)八(0三γ)八(γ<c) 

図 5.1:乞α尚三 b以外の式の変換

Sugarでは，与えられた CSPを，前処理により-E!. CSPの CNF式に変換し

ている.CSPの CNF式におけるリテラルは， 2ごαiXi三bの形の線形制約，外延
的制約，命題変数，または命題変数の否定のいずれかである.

なお，線形制約乞向Xi::; bの形になっていない比較式や算術式は，図 5.1に示

す方法で変換する.図中 "Expression刊が元の式，“Replacement"が置換後の式，

"Extra condition門が追加する制約である.また，E div cおよびEmodcは，式

Eを正整数定数 Cで、割った商と剰余を表す.

その他，以下の方法の導入により実用的なSAT型制約ソルバーを実現している.

5.4.1 3項制約への置換

第 5.2節で述べたように，線形制約2:7=1向山三 bは，一般には O(dnー1)個の節

に符号化される.ここで，dはドメインサイズを表す.

しかし，新しい整数変数を導入すれば，線形制約中の変数の個数を 3個以下に

できるため，線形制約2:7=1αz町三 bは n三4の場合でも O(ηd2)個の節に SAT

符号化できる.

例えばα1X1+α2X2+α3X3+α4X4 ::; bの場合，新しい整数変数υを導入し，元の線
形制約をα1X1+α2X2十y::;bに置き換えた上， 2個の新しい制約α3X3+α4X4-υ<0， 
-α3X3一α4X4+ Y ::; 0を追加すれば良い.この方法を繰り返すことによって，任意
の線形制約について，変数の個数を 3個以下にできる.
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5.4.2 制約伝播によるドメインの縮小

ドメインのサイズを dとした時，dが非常に大きい場合は多数の節になる.そ

こでSugarでは，通常の制約ソルバーで行われているものと同様の制約伝播を行
い， SAT符号化の前にドメインの縮小を行っている.例えば， CSPソルパー競技
会のベンチマーク問題の 1つである FISCHERl1-6-fairについては，制約伝播によ
り， 5.5億以上の無駄なドメイン値が削除される.

5.4.3 グローバル制約の変換

グローバル制約については，基本的にはそれぞれの定義に従い同等の制約式に

変換した後， SAT符号化を行っている.
ただし，与えられた nこの整数変数引い・ぅXnが互いに異なることを意味する

alldi長rent制約については，まず，定義にしたがって八i<j(Xi-=1-Xj)なる制約に変

換し，さらに「八(町<ぜ(町)+n -1)および「八(町 >u(町)-n+ 1)という制約を

追加する (t'(Xi)および、u(町)はそれぞれ町の下限と上限).これは，互いに異なる
η変数が n-1のサイズのドメインに入らないことを表す鳩の巣原理 (pigeonhole

principle)の条件を追加したことに相当し，大幅な性能向上を実現している.

alldifferent制約についてはこれまで様々な整合性アルゴリズムが提案されてい

る[76].それらの内，範囲整合性 (boundsconsistency)アルゴリズムは， η個の整

数変数が取りうるすべての範囲について鳩の巣原理による条件を利用する方法で

ある.しかし，そのままSAT符号化した場合，膨大な節数となる.
Sugarで用いている上記の方法は，最大の範囲についてのみ鳩の巣原理を利用す
ることで，追加する節数を 2つだけにし，効率的な変換を実現している点が特徴

となっている.

5.5 制約最適化問題への対応

COP(XうDぅP，Cぅv)の最適値は， CSPを繰り返し解くことで得られる.

min {αε D(り)I CSP(X，D，P，CU{り三 α})が充足可能}

COPの解は， αを[60ぅ34，47]で提案されているように，二分探索を用いること
で効率的に求められる.

PをCOPとし，その目的変数を Uとする.図5.2に，Pの最適値を求めるSugar
の最小化手続きを示す.minimize CP ，り)の概要は以下のようになる.
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l.PをSATに符号化し，変数Sに代入する.8は SATファイルを表す.

2.変数 found，こ falseを代入する.foundは，解が見つかったかどうかを表

すフラグである.

3.変数lbとubに Uの下限と上限をそれぞれ代入する.

4. lb < ubが成り立つ時，ステップ (10)ヘ行く.

5.変数aに l(lb+ub)/2Jを代入する.

6.変数 Cに単位節p(りうa)を代入する.ここで，p(vぅa)はU三aを表す命題変

数である.

7. MiniSatをSV cを入力のSAT問題として実行する.

8. ubをaに更新し，もし結果が充足可能であれば， foundにtrueを代入す

る.そうでなければ lbをa十1に更新する.

9.ステップ (4)に戻る.

10.もし foundがtrueであれば，この手続きはPの最適値を発見して成功し，

そうでなければ失敗する.

SugarはCOPを最初に一度SATに符号化し，v <αに対応する節のみを繰り返
し変更する.しかし，以下のようにいくつかの改善すべき点がある.

・最適値が得られるまで，何度も MiniSatのプロセスを起動する必要がある.

• MiniSatの各プロセスで生成された学習節を再利用できない.

学習節の再利用は，探索空間を大幅に減らすことができる.このため，学習節の再

利用は非常に重要である.この問題を解決するため， Sugarを改良したSugar++で、

は， MiniSatのインクリメンタル機能を用いる.

Sugar+十が利用する MiniSatは，以下の3つの命令を標準入力から処理できる

ように変更されている.

• add Ll L2 ・・・ Ln 
この命令は節 {Ll'L2ぃ・・ぅLn}を SAT節データペースに追加する.この節
は，最初に追加されたデータベースと同様に，探索の矛盾解析のために用い

られる.

• solve Ll L2 ・・・ Lm 
この命令はLl八L2̂...八Lmの仮定のもとで， SAT問題の求解を行う.この
仮定はMiniSatのsolveメソッドの引数として渡され，探索中は一時的に真と

して扱われる.問題の求解後，この仮定は取り消される.この仮定はMisiSat

の矛盾検出では用いられないため，生成される学習節には影響を与えない.
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procedure minimize (P， v); 
begin 

S := P のSAT符号化;
found := false; 
lb := vの下限，
ub :=υ+ 1の下限+1;

while lbく ub do 

a := l(lb+ub)/2J; 
c := {p(v， a)}; 
result := S V cに対して MiniSatを実行した結果;
if resultが充足可能 then 

found :=七rue;

ub := a; 

else 

lb := a + 1; 

end if 

end while 

if found then 

OPTIMUM FOUND; 

else 

UNSATISFIABLE; 

end if 

end 

図 5.2:5ugarの最小化手続き

• exit 

この命令はMini5atを終了させる.

以下が5ugar++の主な特徴で、ある.

• 5ugar++とインクリメンタル版の Mini5atの通信に，双方向 10を用いる.

・Mini5atは一度だけ起動されるため， SATファイルの読み込みは一度だけで

ある.

・探索中の学習節は最利用される.

5ugarと比較して， 5ugar++はSAT問題の読み込みのオーバーヘッドを減らす

だけでなく，探索中の学習節の再利用にも成功している.

5.5.1 最大CSPへの対応

最大CSPは， COPに変換することで求解を行える.

29 



procedure minimize (P ，り); 
begin 

S := P のSAT符号化;
found := false; 

lb := vの下限;

ub := vの上限+1; 
MiniSatのプロセスを Sを引数として起動する;
while lbく ub do 

a := l(lb+ub)/2J; 

MiniSαtに (soLvep(v，α) )命令を送る;
resul t : = MiniSαtの実行結果;
if resultが充足可能 then

found := true; 

ub := a; 

MiniSatに 'αddp(りう α))命令を送る;
else 

lb := a + 1; 

MiniSαtに gαdd-p(り， α))命令を送る;
end if 

end while 
MiniSαtに (exit)命令を送る;

if found then 

OPTIMUM FOUND; 

else 

UNSATISFIABLE; 

end if 

end 

図 5.3:5ugar++の新しい最小化手続き

5ugarでは，C1， C2ぃ・・ぅ Cm を制約とする最大CSPが与えられた時，新しい整

数変数PE {Oぅ1，.・・ぅm}および、Piε{Oぅl}(i=lぅ2・・・・ ，m)を導入し，下記の制約

の元で目的変数pの値を最小化する COPを構成する.

p三LPi
i=1 

(Pi > 0) V Ci (i = 1う2，.・・ぅm)

ここで，Piは制約Gが満たされない場合のペナルテイを表している.
上記の最適解が元の最大CSPの最適解となる.
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第6章順序符号化の性能評価

本章では，グラフ彩色問題，順序符号化を採用した SAT型制約ソルバー Sugar

の2008年度のCSP/最大CSPソルバー競技会の結果および釣合い型不完備ブロッ

ク計画 (BalancedIncomplete Block Design; BI BD)構成問題を用いた性能評価

の結果を示す.

6.1 グラフ彩色問題での比較

ここでは，グラフ彩色問題を使用した実験結果を通じて，各種 SAT符号化の性

能比較を行う.なおグラフ彩色問題の SAT符号化については，文献 [52，25ぅ64]

などの研究がある.

グラフ彩色問題のペンチマーク問題としては， Graph Coloring and its General-

ization1で公開されている全 119問のうち，彩色数(必要となる最小の色数χ(G))
が既知 2の52問を用いた.これらの問題の頂点数は11rv1085，辺数は20rv121275， 

彩色数は4rv63である.

実験は，本解説で述べた直接?多値ヲ支持う対数，対数支持，順序の 6種類の符号

化を用い，色数k=χ(G)の場合とk=χ(G)-1の場合の2通りでSAT問題に符
号化した 624問について，それぞれを制限時間 30分として SATソルバーで解い

た時の解けた問題数およびSATソルバーの使用した CPU時間を計測する方法で

千子った.

SATソルバーとしては，優れた性能で知られている MiniSat2.0 [21]を使用し，

Xeon 3GHz，メモリー 16GBの計算機上で実行した.

6.1にベンチマーク問題52問に対する集計結果を示す.平均CPU時間は，すべ

ての符号化で解けた問題に対する値である (k=χ(G)の時46問，kニ χ(G)-1の

時39問).

色数kが彩色数χ(G)に一致する場合， 6種類のいずれの符号化も 30分以内に

同ーの 46問について解を得た.平均CPU時間で見ると，多値と直接符号化が速

く，順序符号化も比較的良い性能を示している.

lhttp://mat.gsia.cmu.edu/COLOR04/ 

2各種符号化による予備実験で彩色数を決定したものを含む.
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表 6.1:グラフ彩色問題の解けた問題数と平均CPU時間
k=χ(G) k=χ(G) -1 

SAT符号化 解けた問題数 平均CPU時間(秒) 解けた問題数 平均CPU時間(秒)
直接 46 0.07 42 13.61 

多値 46 0.03 42 15.45 

支持 46 1.77 39 63.74 

対数 46 10.40 44 2.20 

対数支持 46 4.40 44 2.04 

順序 46 0.96 45 2.61 

表 6.2:グラフ彩色問題6問のCPU時間(秒)の比較(k=χ(G) -1) 
グラフ彩色問題名 kl 直接 多値支持 対数対数支持 順序

le450_15b 14 962.25 

school1 13 1081.91 1081.91 535.15 

schoolLnsh 13 1541.99 1541.99 119.41 

DSJR500.1 11 1770.00 858.71 7.13 7.13 2.05 

queen8_12 11 1097.94 228.16 20.05 20.05 2.79 

5-FullInsA 8 642.10 670.70 305.51 305.51 27.89 
表中のりは 1800秒以内で、解けなかったことを表す.

kニ χ(G)-1，すなわち彩色不能な場合，順序符号化が45問について充足不能
を示し，他のどの符号化よりも多くの問題を解いた.45問中，他の符号化で解け

ない場合があった6問のCPU時間を 6.2に示す.

以上から，グラフ彩色問題について，順序符号化が彩色可能な場合も彩色不能

な場合も平均的に良い性能を示すといえる.

6.2 CSP /最大CSPソルパ一競技会

CSP/最大CSPソルパー競技会は， 2008年6月に開始され同年9月に結果が発

表された [74].

提出された制約ソルバーは，主催者の用意した実行環境で，審判によって定め

られたそれぞれ5部門のベンチマーク問題に対して実行され，性能が評価された.

実行環境は以下の通りである.

• CPU: Xeon 2GHz， 2MB cache， 32-bits mode 

• CPU制限時間:30分 (CSP)，60分(最大CSP)

・メモリ制限:900MB 
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表 6.3:CSPソルバー競技会
部門名 問題数 ソルバー数

2-ARY-EXT 635 23 

2-ARY-INT 696 22 

N-ARY-EXT 704 24 

N-ARY-INT 716 22 

GLOBAL 556 17 

表 6.4:最大CSPソルバー競技会
部門名 問題数ソルバー数

2-ARY -EXT 534 8 

2-ARY-INT 276 6 

N-ARY-EXT 278 8 

N-ARY-INT 109 6 

GLOBAL 98 2 

性能は以下の方法で比較され，各部門における順位付けが行われた.

・上記実行環境で解けた問題の個数による比較

CSPについては，充足可能または充足不能を解答した問題の個数

最大CSPについては，最適値を求めた問題の個数

・解けた問題の個数が等しい場合は， CPU時間による比較

.一間でも間違った解答を行ったソルパーは，その部門で失格となり，評価の

対象とならない.

表6.3および表6.4に， CSP/最大CSPソルパー競技会における部門名，問題数，

その部門に参加したソルパー数を示す.CSPソルパー競技会については合計で 14

チーム， 24ソルバーの参加，最大CSPソルパー競技会では 4チーム， 8ソルパー

の参加だった(各チームは 2ソルパーまでを参加登録できる).

各部門は，以下に示すようなベンチマーク問題から構成されている.

.2-ARY四EXT部門:2変数間の外延的制約からなる問題.ほとんどが乱数
生成されたランダム CSPの問題である.
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表 6.5:CSP/最大CSPソルバー競技会の部門

互変数 多変数

部門名 外延的 内延的 外延的 内延的 グローパル

2-ARY-EXT O 
2-ARY-INT O O 
N-ARY-EXT O O 
N-ARY-INT O O O O 
GLOBAL O O O O O 

• 2-ARY-INT部門:2変数聞の内延的制約および 2変数聞の外延的制約か
らなる問題.ショップ・スケジ、ユーリング，周波数割当，グラフ彩色，クイー

ン配置等の問題が含まれる.

• N-ARY-EXT部門:多変数聞の外延的制約からなる問題.ランダム CSP，

クロスワード等の問題が含まれる.

• N-ARY-INT部門:多変数聞の内延的制約および外延的制約からなる問題.

有界モデル検査，実時間相互排除プロトコル検証，マルチナップサック，擬

似ブール制約，ゴロム定規，ソーシャルゴルファ一等の問題が含まれる.

• GLOBAL部門:グローパル制約および多変数聞の内延的制約，外延的制約
からなる問題.ラテン方陣，時間割作成等の問題が含まれる.

また，各部門の問題は以下のシリーズに分類されている.

• REAL (Real-World instances):現実世界の応用例からなる問題.

• PATT (Patterned instances):一定のパターンに従った問題(ランダム生成

を含む).

• ACAD (Academic instances):ランダム生成を含まない学術的な問題.

• QRND (Quasi-random instances):小規模の構造を含みランダムに生成され

た問題.

• RAND (Random insta恥 es):純粋にランダムに生成された問題.

• BOOL (Boolean instances):ブール変数(0-1変数)のみを含む問題.
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表 6.6:CSPソルバー競技会での Sugarソルバーの結果

Category Rank #Solved % of VBS 

Sugar+minisat 2-ARY-EXT 14 470 76% 

2-ARY-INT 11 484 76% 

N-ARY-EXT 15 370 61% 

N-ARY-INT 12 486 74% 

GLOBAL 4 405 84% 

Sugar+picosat 2-ARY-EXT 15 443 71% 

2-ARY-INT 10 486 77% 

N-ARY-EXT 16 347 57% 

N-ARY-INT 13 481 73% 

GLOBAL 1 424 85% 

6.2.1 CSPソルバー競技会の結果

CSPソルパー競技会には， SATソルパーとして MiniSatを用いたSugar+minisat

と， PicoSatを用いた Sugar+picosatの2ソルバーで参加した [65].

表6.6に， CSPソルパー競技会の各部門における Sugarソルパーの結果を示す.

"Rank刊はその部門における順位，“#Solved"は解けた問題数，“%of VBS刊は

VBS(Virtual Best Solver)に対しての解いた問題数の割合を表す.VBSは，参加

全ソルパーの最も良い結果を統合した仮想的なソルパーである.

Sugarソルパーは，最も広い範囲の制約からなる GLOBAL部門において，第 1

位および第4位という非常に優れた成績だった.

GLOBAL部門以外の第1位は，すべて CPhydraというポートフオリオ型のソル

ノtーで、あった.CPhydraは，内部に複数の制約ソルバーを持っており， CSPから抽

出した特徴値からそれらの複数の制約ソルバーを実行する計画を作成し，その計

画に基づいて内部の制約ソルバーを動作させ解を求めている [49].今回のCPhydra

は，競技会に同時参加した Mistral，choco， Absconの3種類の制約ソルパーを用

い，前回競技会のベンチマーク問題について，事前ペース推論を用いて事前に学

習を行っている.

外延的制約が中心の問題の場合，制約には整数の順序関係が現れておらず，順序

符号化による SAT符号化が有効に働く場合が少ない.2-ARY-EXTおよびN-ARY-

EXTの部門において， Sugarがやや低い順位となっているのは，このことが原因

と考えられる.

2-ARY-INT部門の結果について，第 1位の CPhydra(597問解答)と Sugar(486 

問解答)を比較した所，グラフ彩色問題で31問，周波数割り当て問題で72問少な
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表 6.7:GLOBAL部門での解けた問題数の比較

Series Sugar CPhydra Mistral CaSPER Choco 

ACAD: BIBD ( 83) 78* 70 67 57 51 

ACAD: Costas Array ( 11) 8 9 9 9 9 

ACAD: Latin Square ( 10) 9* 5 5 6 5 

ACAD: Magic Square ( 18) 8 8 8 16 6 

ACAD: NengFa 3) 3* 3 3 2 3 
ACAD: Orthogonal Latin Square ( 9) 3* 2 2 3 2 

ACAD: Perfect Square Packing ( 74) 53* 52 41 44 49 

ACAD: Pigeons ( 19) 19* 19 19 19 19 

ACAD: Quasigroup Existence ( 35) 29 28 28 30 28 

BOOL: Pseudo-Boolean (100) 70* 44 40 69 49 

PATT: BQWH ( 20) 20* 20 20 20 20 

PATT: Cumulative Job-Shop ( 10) 4* 2 2 2 l 

PATT: RCPSP ( 78) 78* 78 78 70 73 

REAL: Cabinet ( 40) O 40 40 40 40 

REAL: Timetabling ( 46) 42* 40 41 10 3 

TOTAL (556) 424* 420 403 397 358 

い解答数となっており，これらが差のほとんどを占めていた.グラフ彩色問題の

制約はすべて等号否定(ヂ)であり，整数の順序関係が現れておらず，順序符号化

による SAT型ソルパーには不向きな問題といえる.周波数割当問題については，

SAT符号化した際に SAT問題の規模が大きくなりすぎたためメモリオーバーと

なっているものが多く，今後に課題を残していることがわかった.

N-ARY-INTの部門で，同様に第1位の CPhydra(569問)と 5ugar(486問)を比較

した所，クロスワード問題で 58問， Primes問題で 28問少なく，差の大きな要

因となっていた.クロスワード問題は外延的制約も多数含まれている問題であり，

やはり 5ugarに不向きな問題といえる.Primes問題は比較的大きな素数を係数と

する線形制約を制約としている問題であり， SAT問題の規模が大きくなりメモリ

オーバーとなっているものが多く見られた.

最後に， GLOBAL部門についての結果の詳細を表6.7に示し，図 6.1に上位の

ソルバーの解いた問題数と CPU時間のグラフを示す.GLOBAL部門での順位は，

第1位から第9位まで順に5ugar+picosat(424問)ぅ CPhydrakAO (420間)， CPhydra 

k_l0 (419問)ぅ 5ugar十minisat(405問)ぅ Mistral-prime(403問)， Ca5PER zito (397問)， 

Ca5PER zao (390問)ぅ Mistral-option(383問)ぅ Choco2_dwdeg (358問)で、あった.

表6.7および図6.1では同一チームのソルバーについては上位のものだけを示して
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図 6.1:GLOBAL部門:制限時間内に解けた問題数

いる.また，表中 “Series"は問題のシリーズ名と総問題数である.また， Sugar欄

中の*印は表中のソルバーのうちで最も良い結果であること表す.

Sugarは， GLOBAL部門のほとんどのシリーズで最も優れた性能を示した.し

かし， 2位の CPhydraおよび他のソルパーと比較すると， {Oぅ1610}等の 2値のド
メインを持つ変数の線形和が使用されている Cabinet問題が全く解けていなかっ

た.2値のドメインを持つ変数自体は，順序符号化では1つのブール変数として効

率良く符号化される.しかし，それらの線形和を符号化する際に新しい整数変数が

導入され，そのドメインが大きくなるため， SAT問題の規模も増大しメモリオー

ノtーとなっていた.この点も今後の重要な検討課題である.

6.2.2 最大CSPソルバー競技会の結果

最大 CSPソルパー競技会には， SATソルバーとして MiniSatを用いた Sugar

と，第 5.5節で述べた， MiniSatのインクリメンタル機能を利用する Sugar++の 2

ソルバーで参加した [65，67].

表6.8に，最大CSPソルパー競技会の各部門における SugarおよびSugar++ソ

ルパーの結果を示す.
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表 6.8:最大CSPソルバー競技会での SugarおよびSugar++ソルバーの結果

Category Rank #Solved % of VBS 

Sugar 2-ARY-EXT 2 240 55% 

2-ARY-INT 1 101 98% 

N-ARY-EXT 2 118 69% 

N-ARY-INT 1 39 93% 

GLOBAL 1 65 100% 

Sugar十+ 2-ARY-EXT 3 229 52% 

2-ARY-INT 2 99 96% 

N-ARY-EXT 3 118 69% 

N-ARY-INT 2 39 93% 

GLOBAL 2 50 77% 

参加したソルバーは多くはないが， Sugarおよび Sugar++ソルバーは，エARY-

INT， N-ARY-INT， GLOBAL部門で第 1位と第 2位， 2-ARY-EXT， N-ARY-

EXT部門で第 2位と第 3位という非常に優れた成績で、あった.ただし， GLOBAL 

部門には SugarとSugar++以外のソルバーは参加していない.

2-ARY-EXTおよび N-ARY-EXT部門の第 1位は，それぞれ toulbar2およ

び toulbar2jBTDという外延的制約のみを対象としたソルパーである [57]. なお，

toulbar2はN-ARY-EXT部門で， toulbar2jBTDは2-ARY-EXT部門で、失格になっ

たため，それらの部門での順位は与えられていない.

6.2.3 考察

CSPソルバー競技会で，参加 24ソルバー中 9ソルパーがし、ずれかの部門で失

格となっていることからもわかるように，高性能かつ信頼性の高い制約ソルバー

を開発することは簡単な仕事ではない.

Sugarは，競技会における数千問のベンチマーク問題に対し間違った解答を行う

ことがなくうその点で性能および信頼性の高い制約ソルバーといえる.

以下では，これまでの記述と重複する点もあるが， CSPj最大CSPソルパー競

技会の結果について考察事項をまとめる.

• Sugarで用いている順序符号化は，広く用いられている直接符号化と比較し

て，よりコンパクトな SAT符号化を実現している.しかし，大規模な問題

については，依然として符号化後の SAT問題が巨大となり，競技会の実行

環境でメモリオーバーとなっていた.64ビット CPUやより大きなメモリの
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表 6.9:Sugar+minisatとSugar+picosatの比較

Sugar+minisat Sugar+picosat 
Category SAT+UNSAT SAT UNSAT SAT+UNSAT SAT UNSAT 

2-ARY-EXT 470 278 192 443 280 163 

2-ARY-INT 484 257 227 486 261 225 
N-ARY-EXT 370 179 191 347 178 169 
N-ARY-INT 486 399 87 481 393 88 
GLOBAL 405 252 153 424 273 151 

TOTAL 2215 1365 850 2181 1385 796 

利用が一般的になれば，自然に解消される問題ともいえるが，符号化方法の

工夫により解決できる可能性もあり，今後の重要な研究課題の一つである.

.グローバル制約について， alldifferent制約への鳩の巣原理の導入以外には特

別な処理を行っていないにもかかわらず， CSPソルパー競技会のGLOBAL

部門で第 1位で、あった.詳細は今後分析する必要があるが，順序符号化の有

効性が明確になったといえる.

• CSPソルバー競技会での Sugar十minisatとSugar+picosatの成績を比較する

と， 2-ARY-INTとGLOBAL部門でSugar+picosatのほうが上位，その他の

部門ではSugar+minisatのほうが上位となった.表6.9に示すように，問題の

充足可能性の別に分類して比較すると，充足可能な問題ではSugar十picosat

が優れ，充足不能な問題ではSugar十minisatが優れていた.これは，頻繁な

リスタートにより充足可能な SAT問題での性能向上を実現した PicoSATの

効果によるものといえる.

・最大CSPソルパー競技会では SugarがSugar++よりも優れた結果だった.

Sugar++は， MiniSatのインクリメンタル探索機能を利用することにより，効

率的な求解を目指している.しかし，そのため MiniSatのプロセスを終了さ

せることなく継続して動作させており， MiniSatのメモリ使用量が増大する.

それが原因となり競技会の実行環境では，メモリオーバーが生じていた.メ

モリ消費量を抑えながらインクリメンタル探索を実現する方法の検討が必要

である.
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6.3 釣合い型不完備ブロック計画構成問題

釣合い型不完備ブロック計画(BalancedIncomplete Block Design; BI BD) [13] 
はラテン方格と並ぶ，組合せデザイン分野の代表的な問題である.BIBDの応用

分野としては，実験計画，符号理論，暗号理論などがある.

本節では，BIBDを構成する問題に対して，新しいSAT符号化を提案する.こ

の符号化は，二分木を用いて順序符号化を改良したものである.順序符号化と比

較して，基数制約(cardinalityconstraint)の符号化に必要な節数が少なくてよい点

が特長である.

6.3.1 釣合い型不完備ブロック計画

v， b， r， k，入を正の整数とし v個の元から成る集合Pと，JPlのいくつかのk

点部分集合からなる集合Bの組(JPlヲIffi)を結合構造と呼ぶ.BIBD(vぅbうγ，kう入)は，

以下のように定義される.

定義 4.BIBD(vぅbヲハkう入)は，以下の条件を満たす結合構造である.

. JPlの異なる 2点を含むブロックの数が入である.

. JPlの任意の点を含むブロックの数がγである.

・ブロックの総数はbである.

・2<k<vで，IffiがPのk点部分集合全体の真部分集合となる.

例1.BIBD(4う4，3，3，2)の例を示す.

P ニ {1ヲ2ぅ3う4}

Iffi = {{1，2ぅ3}，{1，2，4}ぅ{1う3ヲ4}，{2ぅ3，4}}

BIBD(v，bヲr，k，入)の点とブロックをJPl= {Pl ぅ・・ • ，Pv}. Iffi = {Bl'.・・ぅBb}とし，
PiεBjのとき， αω=1，そうでないとき， αi，j= 0と定義する.この時，v x b行列

A = (αω)をBIBD(vぅbぅr，kう入)の結合行列と呼ぶ.6.2に例 1のBIBD(4ぅ4ぅ3，3ぅ2)
の結合行列を示す.これはv= 4， b = 4の4x4行列であり，各行の和がγ=3， 

各列の和がk= 3，相異なる 2つの行の内積が入 =2であることがわかる.

BIBD構成問題とは，与えられたり，b， r， k，入に対し，BIBD(叫bぅ久kぅ入)
が存在するかどうかを判定し，存在する場合はBIBD(りうb，κkぅ入)を構成する問題

である.BIBD構成問題は求解困難な組合せ問題であり，数多くの未解決問題が

残されている [13].最近ではBIBD(22， 33，12ぅ8ぅ4)が存在しないことが，計算機

による探索で示された.
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図6.2:BIBD(4，4，3ぅ3ぅ2)の結合行列

BIBD構成問題のCSP表現

BIBD構成問題のCSP表現について述べる.このCSP表現はBIBD(v，b，r，k，入)
の結合行列に基づいており， 1つの行列と 3種類の制約から構成される.

6.3.2 

基本行列は二値変数を要素とする vx b行列である.各要素 Xi，j(1 :=:; i三肌 1:=:;

j :=:; b)は，結合行列の各要素を表し，そのドメインはXi，jε{O，1}である.

(6.1) 

行制約は“基本行列の各行の和がγ"を表す制約である.

(1三t三v)LXi，j二 γ

(6.2) 

列制約は“基本行列の各列の和がk刊を表す制約である.

(1三j三b)乞Xi，j= k 

(6.3) 

内積制約は“基本行列の相異なる 2つの行の内積が入門を表す制約である.

(1三Z<ZF三v)乞zz，j ZVJ=入

内積制約6.3は乗算zhj-zv，Jを含むが，新しい二値変数Yi，i'，jE {Oヲ1}(1 :=:; i < i'三
りう 1:=:; j :=:; b)を導入することにより，以下の制約に置き換えることができる.

(6.4) 

(6.5) 

仇，i'，j== 1件 (Xi，j= 1八zω=1) 

LYi刈 (1三t<tf三v)

本節ではBIBD構成問題のCSP表現として，制約6.16.2 6.4 6.5を用いる.こ
のCSP表現の主要な制約6.16.2 6.5 は，基数制約 L~=lXi二 C(Xiε{Oぅ1}ぅCは
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整数定数)で表される.したがって， SAT符号化を用いて BIBD構成問題を効率

よく解くためには，基数制約のSAT符号化が重要な位置を占める.

本節で述べたCSP表現は，前節で述べた国際CSPソルパー競技会のベンチマー

クにも使用されてる一般的なものであり，特定のソルバーに対して有利な表現で

はない.他の制約モデルとしては， MeseguerとTorrasのモデル [42]，Prestwich 

のモデル [51]などがある.

6.3.3 BIBDの順序符号化

BIBD構成問題のCSP表現を順序符号化を用いて SAT問題に符号化する方法

を述べる.二値変数Xi，j' Yi，i'，jに対し，命題変数p(zzJ三0)，P(Yi，i'，j ~ 0)を導入
する(ただし， 1 ~ i < i' ~ v， 1 ~ j三b).
制約 6.4は以下の節に符号化される.

P(Yi，i'，j三0) V --'P(Xi，j三0)

p(仇ω三0) V --'P(Xi'，j三0)

--'P(Yi，i' ，j三0) V P(Xi，j三0)V p(xω三0)

(6.6) 

(6.7) 

(6.8) 

6.6， 6.7は仇i'，j= 1二今 (zhJ=1〈ZzFJ=1)を， 6.8は仇，u，j二 1~ニ (Xi ，j = 1八zzr，j=

1)を符号化したものである.

行制約 6.1 は，まず線形比較の連言 (~~=1Xi，j ~ T)八(2JZJどうに置き換
えられる.その後，各線形比較は前節で述べた ~~1αi Zi三Cと同じ方法で符号化
される.列制約 6.2，内積制約 6.5も同様に符号化される.

この符号化の欠点は，基数制約6.1，6.2， 6.5の符号化に必要な節数が巨大にな

ることである.例えば，行制約6.1の符号化にはO(υ2b-1)個の節が必要となる.こ

の問題を回避するために，基数制約に対する新しい順序符号化を提案する.

6.3.4 二分木を用いた基数制約の順序符号化

基数制約 ~~=1Xi = C (Xiε{Oぅ1}，cは整数定数)を二分木を用いて分解した
後，順序符号化を用いて符号化する手法を提案する.

基数制約玄LIZ=Cに対して，以下のように二分木を生成する.ラベル値 η
の孤立点から始めて，ラベル値m三2の各終端点に対して，ラベル値が lm/2Jと

m -lm/2Jの2つの子節点を接続する操作を再帰的に繰り返す.この操作により，

ラベル値1の葉を η個もつ二分木が生成される.続いて，この二分木の葉に二値

変数Xi(1三t三n)を割り当てる(全単射).根にはドメイン {O..n}の新しい整数
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図 6.3:L:::=1 Xi = 3 (Xi E {Oヲ1})に対する二分木と制約の例

表 6.10: 基数制約乞~=1Xi = C (Xiε{Oぅ1}ぅCは整数定数)の符号化に必要な節数
と補助変数の数

手法

順序符号化

提案手法

節数

O(2nー1)

O(n2十nlogn) 

補助変数の数

O 

O(ηlogη) 

変数を割り当てる.ラベル値mの各内点にドメイン{O..m}の新しい整数変数を割

り当てる.次に，二分木を基に新しい制約を生成する.根に割り当てられた変数

s。に対して，制約80= cを生成する.親節点の変数8pとその2つの子節点の変
数8q，8rに対して，制約8p= 8q + 8rを生成する.最後に，生成された変数およ
び制約を順序符号化を用いて符号化する.

6.3に，基数制約L:::=1Xi = 3 (Xi E {Oぅ1})に対して生成される二分木と制約の
例を示す.各節点の左側が割り当てられた整数変数，右側がラベル値を表してい

る.根に割り当てられた変数80は基数制約の左辺L:::=1Xiに対応し，各内点に割
り当てられた変数8j(1-:5:. j -:5:. 3)はその部分和を表している.

表 6.10 に基数制約L::~=1Xi CのSAT符号化に必要な節数と補助変数の数を
示す.順序符号化はO(2nー1)個の節が必要であるのに対し，提案手法ではO(η2+

n logn)個と少ない節数に抑えることができる.補助変数とは，提案手法において

二分木の内点に割り当てた整数変数を符号化するために必要な命題変数である.順

序符号化には必要ないが，提案手法ではこれらの整数変数の符号化に O(nlog n)個

の補助変数が必要となる.

提案手法の有効性(特に，求解の効率性と拡張性)について述べる.符号化の効
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率性については，解く問題の性質および利用する SATソルバーの特性(系統的ソ
ルバーか確率的ソルパーか)によって異なるため明確な基準はないが， SAT符号化
の研究者の間では以下の二つの基準がよく用いられる.

1.符号化後のSAT問題に対するSATソルパーの単位伝播と元のCSPに対する
制約伝播との関連

2.符号化に必要な節数

(1)については，提案手法のペースとなる順序符号化は第 5.3節で述べたように，
SATソルバーの単位伝播が元のCSPに対する範囲伝播に対応しており，直接符号
化，支持符号化，対数符号化等の他の符号化と比較して，効率の良い求解が可能

である.(2)については，表6.10に示したように，提案手法は従来の順序符号化と

比較して少ない節数に抑えることができる.さらに，提案手法は基数制約だけで

なく擬似ブール制約2::~=1 向Xi = C (αzは非零の整数定数，ぷ ε{Oぅ1}ぅCは整数定
数)，線形制約2::~=1α山= c (αiは非零の整数定数，みは相異なる整数変数 cは

整数定数)にも適用可能であり拡張性が高い.

基数制約は古くから研究されているが，ここ数年新しいSAT符号化がいくつか
提案されている.Bailleuxらの符号化 [1]は，単位伝播がアーク整合性維持法に対

応し，基数制約2::~=1Xi三Cの符号化にO(η2)の節数を必要とする.Sinzの符号

化 [59]とCodishらの符号化 [11]は，必要な節数が各々O(nc)，O(n log2 c)に抑え

られる.Bailleuxらの符号化は，二分木を用いる点で提案手法と類似しているが，

順序符号化とは異なる.また，これらの符号化は基数制約専用であるため，擬似

ブール制約および線形制約に直接適用することはできない.Eenらによる擬似ブー

ル制約の符号化 [22]は，高速な擬似ブール制約ソルバ一MiniSat+に実装され広く
用いられている.提案手法と既存の符号化との比較実験および考察に関しては今

後の課題とする.なお， 6.3.5のBIBD構成問題(全237問)を用いて，提案手法
とBailleuxらの符号化を比較した結果，解けた問題数は提案手法が1問多かった.

6.3.5 実行実験

提案手法の有効性を評価するため，BIBD(v，bぅr，kぅ入)構成問題 (vx b:::; 1400， 
3:::; k :::; v/2ヲ全237問)を用いて比較実験を行った.CSP表現には6.3.2で述べた
制約6.16.2 6.4 6.5を使用した.比較に用いたシステムは，以下の通りである.

-提案手法を用いてSAT符号化し，高速SATソルパ一MiniSat2.2 core 3を用
いて求解.

3http://minisat.se/Main.html 
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表 6.11:解けた問題数の比較
り xb 問題数 提案手法 順序 Mistral choco 

49-100 3 3 3 3 3 

101-200 11 11 11 11 11 

201-300 12 12 12 12 12 
301-400 17 16 16 16 15 
401-500 14 13 12 13 7 
501-600 19 17 17 17 7 
601-700 19 17 17 16 6 
701-800 20 16 15 10 4 

801-900 19 16 15 10 5 
901-1000 16 11 10 9 4 
1001-1100 27 22 22 6 3 
1101-1200 20 16 15 4 4 

1201-1300 25 17 16 4 3 
1301-1380 15 14 13 2 4 

合計 237 201 194 133 88 
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図 6.5:節数の比較

-順序符号化を用いて SAT符号化し， MiniSat 2.2 coreを用いて求解.節数を

抑えるため， Sugarのヒューリスティックスを用いて基数制約を分解.

・高速制約ソルパー Mistral1.550[32]を用いて求解.

・高速制約ソルパーchoco(choco2jmpwdeg) [72]を用いて求解.

各システムにおいて， SATソルパー/制約ソルパーの解が充足可能 (SAT)の場

合は，その解から BIBDを構成することができる.また，解が充足不能 (UNSAT)

の場合は，BIBDを構成できないことを意味する. Mistralとchocoについては，

制約6.4をυ仏 j= Xi，j・Xi'，jで置き換え，各基数制約の記述にグローパル制約の一
つである weightedSumを用いた.実験環境はLinuxマシン (IntelXeon 3.00GHz， 

メモリ 8GB)であり，各ソルパーのタイムアウトは 1800秒とした.

まず最初に，表6.11に各システムで解けた問題数を示す.左から順に，v x bの

値の範囲，問題数，解けた問題数を表している.各vxbについて解けた問題数が

最も多いシステムの値をボールド体で示す.提案手法は全237問中201問と最も多

くの問題を解いている.提案手法で解けた問題数は順序符号化より 7問多く，順

序符号化で解けた問題は全て提案手法でも解けている.また，v x bの値が大きく

なると， Mistralとchocoは解ける問題数が大きく減るのに対して，提案手法は安

46 



定的に問題を解いている.なお，各システムとも解けた問題はすべて SAT，すなわ

ち，BIBDを構成できる場合であった.

次に，提案手法と順序符号化について， MiniSatが求解に要した CPU時間の比

較結果を 6.4に示す.横軸が提案手法，縦軸が順序符号化のCPU時間を表してい

る(横軸，縦軸ともに対数目盛).6.4より，多くの問題に対して提案手法が順序符

号化より高速に求解していることがわかる.より詳細には，提案手法が順序符号化

よりも高速に求解した問題数は 165問であり，その逆は30問であった.また，解

けた問題の CPU時間の幾何平均は，提案手法が0.28秒，順序符号化が0.76秒で

あり，提案手法が約2.7倍高速に求解している.

最後に，提案手法と順序符号化について，生成される SAT問題の節数の比較結

果を 6.5に示す.横軸が提案手法，縦軸が順序符号化によって生成された SAT問

題の節数を表している.6.5から，提案手法の節数は，順序符号化と比較して，圧

倒的に少ないことがわかる.例えば，比較的規模の大きなBIBD(27，27う13う13う6)

の符号化後の節数は，順序符号化が2418228に対して，提案手法は232443と約 10

分の 1に抑えられる.

なお，他の制約モデル(およびSAT符号化)として， Prestwichのモデル [51]の

性能も測定したが，解ける問題数が非常に少ないため，実験結果は省略した.

6.3.6 対称解の除去

BIBD構成問題は対称性が高く，対称解が多く存在する.例えば，BIBD(4，4ヲ3う3ぅ2)

の結合行列 (6.2)を見ると，任意の相異なる 2つの行(あるいは列)を入れ替えたも

のも解となることがわかる.制約プログラミングの分野において，対称解を除去

することは対称性除去 (symmetrybreaking)と呼ばれ，重要な研究課題となっ

ている.一般に対称性除去は解探索のコストを減らす効果があるが， SAT符号化

に対する有効性については十分に研究されているとはし、えない.

本章では，提案手法に対する対称性除去の有効性を評価するために，以下の手

法を用いて実験を行った.これらの手法は結合行列の行と列に関する対称解を除

去するものであり，存在すべき解を失うものではない.実験環境，ベンチマーク，

タイムアウトは， 6.3.5と同じである.

• Double Lex [23] :基本行列 (6.3.2)の連続する相異なる 2つの行，および連続

する相異なる 2つの列に対して辞書式順序制約を適用する.

• Frischの手法 [24]: Double Lexに加え，基本行列の1， 2行日を固定する.3 

行目以降の各行に対して，固定した1， 2行目との内積制約から導かれる制

約を追加する.
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表 6.12:提案手法に対称性除去を適用した結果:解けた問題数

問題数|なし Double 肝isch Snake 

237 I 201 202 203 200 

表6.13:提案手法に対称性除去を適用しUNSATの問題を解いた結果 :CPU時間(単

位:秒)
v b T k 入 なし Double Frisch Snake 

15 21 7 5 2 T.O. 8314 6042 2541 
21 28 8 6 2 T.O. T.O. T.O. T.O. 

22 22 7 7 2 T.O. T.O. 62104 4917 

• Snake Lex [30] : Double Lexの改良として提案されたスネーク順序に基づく

手法である.

表6.12に提案手法に対称性除去手法を適用して解けた問題数を示す.問題数に

続いて，対称性除去なし， Double Lex， Frischの手法， Snake Lexを適用して解

けた問題数を表している.Double Lexの拡張である Frischの手法が203間と最も

多くの問題を解いた(対称性除去なしと比べて3問増・ 1問減).新たに解けた3聞

は，v x bの値が各々578，1083， 1224と比較的大きく， MiniSatが要した CPU時

間は 1208.67秒， 1002.29秒， 512.93秒であった.これは，追加制約が解の探索空

間を削減し，解の発見に有効に作用したと考えられる.(どの対称性除去手法を用

いても)解けなくなった 1聞は， MiniSatがパックトラックなしで0.04秒と短時間

で解いていることから，非常に特殊なケースといえる.追加制約により MiniSatの

変数選択順序および学習節に変化が生じ，解けなくなったものと考えられる.

6.3.5の実験結果と同様，解けた問題はすべて SATであり， UNSATの問題は 1問

も解くことができなかった.そこでベンチマーク中から BIBDが構成できない

(UNSATとなる)ことが理論的に証明されている問題を 3問選び，タイムアウトを

1800秒から 24時間に延ばして同様の実験を行った.表6.13にCPU時間を示す.

"T.O.刊は24時間以内に求解できなかったことを表す.Frischの手法と SnakeLex 

が3問中2間のUNSATを示すことができた.
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第7章 コンパクト順序符号化

本章では，前述した各符号化の問題点を指摘し，それらの問題点を解決する符

号化として提案するコンパクト順序符号化について述べる.

7.1 既存のSAT符号化の問題点

図 7.1に，各符号化のサイズと実現できる伝播アルゴリズムをまとめたものを示

す.“2項門， "3項刊は，整数変数のドメインサイズを dとしたとき，各2項制約お

よび各3項制約を符号化するのに必要な節数を表しており"制約伝播"は， SAT 

ソルパーの単位伝播で制約ソルパーのどのような伝播アルゴリズムが実現できる

かを示している.また，“対数(加算)門および“対数(乗算)"は対数符号化で加算

制約，乗算制約を符号化した時の節数をそれぞれ表している.支持符号化は2項

制約にのみ適用可能であるため，“3項門の欄をりで表している.

既存の符号化の問題点は以下のようにまとめられる.

符号化後のサイズ: 直接符号化と支持符号化は中規模な問題に対して約 107 rv 

1015個以上の節が必要となる.したがって中規模以上の問題には適用できない.ま

た，11頃序符号化は小規模および中規模な問題に対しては適用可能であるが，大規

模な問題に対しては 107個を超える節が必要となるため，実質的に適用できない.

制約ソルバーの伝播アルゴリズムとの関係: 対数符号化での単位伝播は，フォワー

ド・チェック法よりも弱い制約伝播となり [77]，最上位ビット (MostSignificant 

Bit; MSB)での範囲伝播に対応する.したがって，各制約聞の矛盾を検出するた

めには， log2 dに比例する回数の決定変数の選択が必要となり，順序符号化よりも

効率が悪くなる.

1表では，筆算を符号化する方法での計算量を示している.高速フーリエ変換を用いることで，

節数を O(mlogm)まで減らすことができる.
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表 7.1:既存の符号化の特徴
符号化 2項 3項

符号化 制約伝播
直接 O(d'L) 。(dJ)

直接 フォワ ド・チ工、ソク法
支持 O(d2) 

支持 アーク整合維持法
対数(加算) O(logd) O(log d) 

対数 MSBでの範囲伝播
対数(乗算)1 O(log2 d) O(log2 d) 

順序 範囲伝播
順序 O(d) O(d2) 

7.2 基本アイデア

第 1節で述べたように，コンパクト順序符号化の基本アイデアは以下の 2点で

ある [69ぅ70，68ぅ71].

・各整数変数を位取り基数法を用いて表現する.すなわち，各整数変数 Z を

22JLIBZZzで表す(B三2，m=  i1ogBdl，すべての叫に対し 0三町 <B). 
以下ではB を基底 m を桁数と呼ぶ.

・各桁町を順序符号化を用いて符号化する.

これにより，サイズと速度に関して以下の効果が期待できる.

符号化後のサイズ:

.ドメインサイズを dとすると，基底 B(すなわち，桁数 m= 110gB dl)を
選んだ場合，各整数変数ごとに O(mB)個の変数が導入される.また後述の

ように，各2項制約は O(mB)個の節に，各加算制約，乗算制約は O(mB2)

個と O(mB3+ m2 B2)個の節にそれぞれ符号化される.このため，変数同士
の乗算制約を含まない場合には，大規模な問題に対しても，m=3を選択す

れば符号化後の節数が約 104rv 107個となり，SATソルバーで十分取り扱え

るサイズに収まる.

・また，中規模な問題に関しては，m=2を選べば符号化後の節数が約 104rv

107個となり，順序符号化よりドメインサイズが大きい問題へ適用可能で

ある.

-ドメインサイズが1010という超大規模な問題に対しても m ニ 5などを桁

数として選ぶことで約 107個の節で済むため，SATソルパーで十分取り扱

うことができると考えられる.

50 



制約ソルバーの伝播アルゴリズムとの関係:

• SATソルパーでの単位伝播により，最上位桁 (MostSigni五cantDigit; MSD) 
での範囲伝播を実現できる.

・コンパクト順序符号化は各整数変数を m = 110gB dl桁で表現する.B > 2 
を選んだ場合，これは対数符号化の POg2dl桁よりも少なくなる.このた
め，矛盾を検出するために必要な決定変数の選択回数が少なく，より効率的

である.

第 1節でも述べたように，コンパクト順序符号化は基底 B=2の場合には対数

符号化と等価であり，Bとdの場合には順序符号化と等価となる.その意味で，コ
ンパクト順序符号化は，両方の符号化の一般化となっている.

7.3 コンパク卜順序符号化の概要

以下では，まず3項CSP(3ary-CSP)，制限3項CSP(Restricted 3ary-CSP; R-

CSP)，コンパクト 3項CSP(Compact 3ary-CSP; C-CSP)を定義する.R-CSPは

3項CSPから C-CSPへの還元を簡単化するためのものであり，取りうる算術制約

の形を制限した3項CSPである.C-CSPは各整数変数の上限を B-1に制限し

たCSPである.

コンパクト順序符号化は， CSPをC-CSPへ還元し，還元された C-CSPを順序

符号化することで実現できる.CSPの順序符号化については既に第 5節で述べて

いるため，以下では CSPから C-CSPへの還元までを示す.

まず，各算術制約に含まれる整数変数の数を高々3個に制限した(整数有限領域

上の)3項CSPを以下のように定義する.

定義 5(3項CSP).(整数有限領域上の)3項CSPは，以下を満たす組 (Xぅ仏PうC)

である.

.Xは整数の有限集合である.

• uはX からzへの写像であり，整数変数の上限を表す(下限は Oに固定さ
れている). 

• pは命題変数の有限集合である.

• Cは，X とP上の内延的制約であり，以下の文法で表される.

C ::= p I -，p I L帆t>b I z = xy I C ̂  C I C V C 
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ただし PE p， nε{1，2ヲ3}. Xiぅx，y，zεX，αi E Z， b εN， t> ε{三うどう=}

とする.

任意の整数有限領域上のCSPは，以下の方法で3項CSPヘ還元できる.

・外延的制約を内延的制約を用いて表す.例えば，整数変数民νε{1ぅ2う3}上

の支持点集合 R= {(1ぅ2)ぅ(2，3)}からなる外延的制約は，内延的制約 (X= 

1八U二 2)V (x = 2八y= 3)で表すことができる.

・第5.4.3節と同様の方法で，グローパル制約を内延的制約を用いて表す.

-整数変数 Z εXと，f(x)三U 三u(x)かつvtf-D(x)となる整数りに対し
て，制約 Z予三りを Cに追加する(ぜい)とu(x)はそれぞれZの下限と上限を
表す). 

-整数変数Zの下限が0でない場合には，x' = x -l(x)を満たす新しい整数変
数x'で Z を置き換える.

・新たな整数変数みを導入することで，制約2:i向日jxijt>bを線形和5二αiZit>b 
と積 Zi= ITj Xijへ還元する.

・部分積を表す新しい変数を導入することで， 3変数以上の積を 2変数の積に

置き換える.

・部分和を表す新しい変数を導入することで， 4変数以上の線形和を 3変数の

線形和に置き換える.

以下では(整数領域上の有限)3項CSPを単に CSPと呼ぷ.

7.4 制限3項CSP

説明の簡単化のため， 3項CSPの取りうる制約を制限した制限3項CSP(Re-

stricted 3ary-CSP; R・CSP)を以下のように定義する.

定義 6(制限3項CSP(R-CSP)). R-CSPは制約 Cを以下の形に制限された3項

CSP(Xうu，P，C)である.

C ..ニ pI---，p 1 x三αIx三αIx三ylz二 Z十α1Z =x+υ 
1 Z =αx 1 Z = xy 1 C八CICvC 

ただしpε P，xぅνうzεX，αεNである.
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R-CSPの取りうる制約の形は非常に限定されているが，以下の補題が示すよう
に，任意のCSPの制約は， R-CSPの制約ヘ還元できる.

補題1.任意の CSP(Xぅ仏PうC)はR-CSPヘ還元できる.

これは，制約 L~=l αiXi c> bのすべての場合の還元を検証することで示すことが

できる.また， R-CSPの解から新たに導入された変数への値割り当てを単に取り
除くことで，元のCSPの解を復元できる.

7.5 コン1'¥ク卜 3]:頁CSP

この節では，コンパク卜 3項CSP(Compact 3ary-CSP; C-CSP)を定義する.
コンパクト3項 CSPは，各整数変数の上限を整数B-1に固定したCSPである.
また，コンパクト3項CSPに含まれる算術制約はすべて線形制約である.

定義 7(コンパクト3項CSP(C咽CSP)).C-CSPは，以下を満たす組(B;X，P，C)
である.

• B 三2は基底を表す整数である.

.Xは整数変数の有限集合である.ただし，任意のZεXに対してu(X)= B-1 
である(下限はOに固定されている).

• Pは命題変数の有限集合である.

・論理式 Cは以下の文法で表される.

C ::= p 1 -'p 1 玄土いb1 By + z二似
i=l 

IC 八C 1 CvC 

ただし，pεP，nε{1ぅ2ヲ3}，Xi， X， YぅzεX，O三α<B， 0三b三3(B-1)， 
b ε{:S;うとう=}である.

例 2.uとCが以下のように与えられる C-CSP({X(l)うが0)ぅy(l)うがO)}ぅ仏日ぅC)を考
える.

• u(x(i)) = u(υ(i)) = 9 (i E {Oぅ1}) 

• Cニ (X(l)三υ(1))八 (X(1)三ν(1)_ 1 v x(O)三y(O))

この C心SPの充足可能性は図 7.1のように表される.これは 10x(1)+ x(O) < 
lOy(1) +υ(0)と充足同値である.
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X1 Xo Satisfiable 

0-1 0-9 Yes 

2 0-6 Yes 

2 7-9 No 

3-9 0-9 No 

図 7.1:(X1三2)八(町三 1V Xo三6)の充足可能性

7.6 R圃CSPからC-CSPへの還元

第 7.4節で述べたように，任意のCSPは R-CSPへと還元できる.よって以下

では，任意の基底 B三2に対して， R-CSPから C-CSPヘ還元することを考える.

R-CSPの還元を示す前に，いくつかの記法を導入する.まず，最大ドメインサイ

ズdおよび桁数 m は以下のように定義される.

d = 1十max({u(x) I xεX}u{α|α はC中に現れた整数定数})

m = pogBdl 

またがけを， R-CSPの整数変数記号と整数i(0 ~ i < m)に対して，xの各桁を
表すC-CSPの新しい整数変数記号を生成する構文上の関数として定義する.また，

整数定数 αεNに対しても同様に α(i)という記法を用いる.また，以下では記法

X((j，i))を2L=zBk V(k)として定義する.ただし xは変数もしくは定数である.
R-CSPの制約のうち，x ~ y， x ~α， X 三 α は同様の方法で還元できる . z =x+υ 
とz二 x+α，z = xyとz=ω も同様の方法で還元できるため，以下ではx~ y， 

z=x+υ， z = xyの還元のみを示す.

7.6.1 x < yの還元

R-CSP の任意の論理式 x~y は， C-CSPの整数変数を用いてx(mー 1，0)~ y(m-1，0) 

と表現される.整数変数の上限を変えずに，この式を同値なC-CSPの制約に還元

する方法を以下に示す.

定義 8(x三Uの還元).xとυをR-CSPの整数変数あるいは定数とすると，構文
上の関数ァ(x，y)は以下のように定義される.

T(X，ν) := Tmーl(X，y) 

TO(Xぅυ X(O)三υ(0)

η(Xぅν 二 X(i)壬y(i)八(X(i)三υ(i)_ 1 Vπ-l(Xぅυ)) (i>O) 
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命題 1.C-CSPの任意の整数変数あるいは整数定数 X(i)，y(i)について以下が成り

立つ.

x(mー 1，0)三y(m-1，0) 宇キ T(Xぅυ)

これはm に関する帰納法により証明できる.

例 3.以下に T2(Xぅυ)の例を示す.これはがえ0)~ y(2，0) (すなわち B2X(2)+ Bx(1) + 
X(O)三B2y(2)+ By(1) + y(O))と同値である.

T2(Xぅυ)

X(2)三υ(2)^ (X(2)三ν(2)_ 1 V T1 (xぅy))
X(2)三ν(2)八(X(2)三y(2)_ 1 V (X(l)三υ(1)八(X(l)三υ(1)_ 1 V TO(X， y)))) 

X(2)三υ(2)八(X(2)三υ(2)_ 1 V (X(l)三y(1)八(X(l)三y(l)_ 1 V X(O)三y(O))))

7.6.2 z = x十νの還元

R-CSPの任意の論理式 z=X+υは， C-CSPの整数変数を用いて z(mー 1，0) ニ
X(mーし0)+υ(m-1，0)と表される.整数変数の上限を変えずに，この式を充足同値な

C-CSPの制約に還元する方法を以下に示す.

定義 9(z = X +υの還元).B三2を基底 z，X， YをR-CSPの整数変数か定数
とし， Ci (0 ~ i ~ m)を他の場所に現れない命題変数とする.この時，構文上の

関数 σ(z，Xぅy)は以下のように定義される.

σ(ムx，y) 二 -'CO^ -'Cm 
〈八((CiV Ci+1 V z(i) =以)+ y(i)) 
i=O 

八(CiV -'Ci+1 V z(i) = X(i) + υ(i) _ B) 

八(-'CiV Ci+1 V z(i) = X(i) + y(i) + 1) 
八(-'CiV -'Ci+1 V z(i) = X(i)十 ν(i)+ 1 -B)) 

σ(zぅ瓜ν)はC-CSPの3項の算術制約しか含んでおらず，その制約数は m に比
例する.

命題 2.B 三2を基底， z(z)，z(z)，υ(i)をC-CSPの整数変数あるいは整数定数と

する.この時，任意のαについて以下が成り立つ.

(αヲ日)ト z(m-1，0)= x(m-1，0) + υ(m-1，0) 宇キヨグ.(α?のトσ(z，Xぅυ)
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Pmof.桁ごとの加算を考えることで，Z(m-1ρ) = X(m-1，0) + y(m-1，0)はz(i)， X(i)， 
y(i)に対する任意の値割り当てと 4ε{Oぅ1}(0::;i三m)に対するある値割り当

てに対して c~ 0 八 c~ 0八八口1BC~+1 + Z(i) = X(i) +υ(i) + c~ と充足同値で
あることが容易に確認できる.c;=Oと 1のすべての場合を考え，各 c;を命題

変数 qで置き換えることで， Z(i)， x(i)， y(包)に対する任意の値割り当てに対して

z(m-1，0) = X(m-1，0) +ν(m-1刈と σ(z，xぅυ)が充足同値であることを示すことができ
る .口

例 4.以下に基底 B = 2， u(z) = u(x) = u(υ) = 7のときのσ(z，xぅy)の例を示す.

これは3ビット整数の加算を表している.

σ(zぅx，y)= 

-'CO ̂  -'C3 
八 (COV C1 V Z(O)二 X(O)+ y(O)) ^ (向 V---'C1 V Z(O) = X(O) +υ(0) _ 2) 
八(-，匂 VC1 V Z(O) = X(O) + y(O)十 1)八(-，COV -'C1 V Z(O) = X(O) +υ(0) _ 1) 

^ (C1 V C2 V z(1) = x(l) +がり)八 (C1V -'C2 V z(l) = X(l) +υ(1) _ 2) 
八 (---'C1V C2 V )1) = X(l) +υ(1) + 1)八(-'C1V -'C2 V z(1) = X(l) +υ(1) _ 1) 
^ (C2 V C3 V Z(2) = X(2) +υ(2))八(C2V -'C3 V )2) = X(2) + y(2) - 2) 
八 (-'C2V C3 V Z(2) = X(2)十 y(2)+ 1)八(-'C2V -'C3 V Z(2) = X(2)十 y(2)_ 1) 

7.6.3 z =勾の還元

R-CSPの任意の論理式 z 勾は， C-CSPの整数変数を用いて z(mー1，0)

x(mー 1，0)υ(mー 1β) と表される.一般の場合の還元を考える前に，特殊な場合である

z=αυ(0 ::;α < B)を考える.

z=αυ(0三α<B)の還元

z=αυ をυの各桁について分解し，各 αυ(i)を叫と表現する.この時 z 仰

は以下のように表される.

m-1 m-1 

八(Vi=αν(i) )八 z=LBi叫
i=O i=O 

αυ(i) < B2なので，各叫は BvP)+叫(0)と表される.
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定義 10(z =仰 (0三α<B)の還元).B > 2を基底 zとυをR-CSPの整数変
数または整数定数， 0 <α <Bを整数定数，叫 (0::; i < m)を他の場所に現れない

整数変数とする.この時，構文上の関数 ν(zぅ仏υ)は以下のように定義される.

川 :戸=Kト但伽附V;(υω(1)+ v/ 
ただし[ド制εe]は左シフト演算と命題 2を繰り返して用いて eを還元する構文上の関
数とする.

補題 2.B > 2を基底，z(i)とy(i)をC-CSPの整数変数または整数定数， 0<α <B
を整数定数とする.この時任意のαに対して以下が成り立つ.

(α，0)←z(m-1，0) _ αy(mー1，0) 宇中ヨα'.:Js.(αUo/ぅs)トν(ムα，y) 

ただし dはνによって新しく導入された変数のみを合む値割り当てである.

Proof.容易に確認できるため省略する. 口

一般のz= xyの還元

z = xyを Zの各桁について分解し，各 X(i)をm と置くことで，z = xyは以下
のように表される.

m-1 m-1 

八(叫二 x(i)y) 八 z=LBi叫
i=O i=O 

各X(i)はOから B-1の値しか取らず，x(i) =αの時叫二仰なので，各w色 =x(i)y 

は以下で表現できる.

B-1 

八((X(i)三α-1) V (X(i)三α+1) V (叫二仰))
α=0 

仰の計算は，様々なtに対し繰り返して現れる.冗長な計算を除去するため，各α

に対して新しい変数仇=仰を導入することで，z = xyは以下のように表される.

八八((X(i)三α-1) V (がのど α+1) V (町二仇))
i=O a=O 

m-1 B-1 

八戸工Bt叫〈八 υα 二仰
i=O a=O 

ここで，各叫二仇は八戸1(叫(j)二仇(j))ヘ還元でき，各 Uα=仰は ν(υα，a，y) 

ヘ還元できる.
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定義 11(z =勾の還元).B > 2を基底 z，x，υはR-CSPの整数変数もしくは
整数定数，Ya (0三α<B)とWi(0三i< m)は他の場所に現れない整数変数とす

る.この時，構文上の関数 μ(z，x，Y)は以下のように定義される.

m-1 B-1 / m-1 ¥ 

μ(z， x， Y) :=八八((x( i)三α-1) V (X(i)とα+ド八(叫(j)二仇(j))) 

r m-1 l B-1 

八 Izニ LB川〈八ν(此 α，Y) 

ただし [e]は左シフト演算と命題 2を繰り返し用いることでeを還元する構文上の

関数とする.

命題 3.B > 2を基底， Z(i)， x(i)， Y(包)を C-CSPの整数変数もしくは整数定数とす

る.この時，任意のαに対して以下が成り立つ.

(α，0)トz(m-1，0)= x(mー1，0)y(m-1，0) ゃ:::;..ヨa'.ヨs.(αUa'，β)トμ(z，xヲy)

ただし dはμによって新しく導入された変数のみを含む値割り当てである.

Proof.容易に確認できるため省略する. 口

例 5.以下に基底B 二 2，u(z) = u(x) = u(υ) = 3のときのμ(z，xぅυ)の例を示す.
これは2ビット整数の乗算を表す.

μ(z，x，y) ((x(l)と1)V (ω1 (0) = YO(O)八ω1(1)ニ YO(l)))

7.6.4 全体の還元

八 ((X(l)三0)v (ω1 (0)二 Y1(0)八ω1(1) = Y1 (1))) 
^ ((X(O)三1)V (ω。(0)= YO(O) ω̂0(1) = YO(l))) 
^ ((x(O)三0)v (ω。(0)= Y1 (0)八WO(l)= Y1 (1))) 
^ [z=Bω1+ω0]八ν(Y1，l，y)八ν(YO，O，y)

これまでの結果を用いることで， R-CSP全体の還元を示すことができる.

定義 12.任意の基底 B三2とR-CSPの論理式 Cに対して，関数 C*を以下のよ

うに定義する.

(p)* p (x三ν)* 二 T(X，υ) (z = xy)水 μ(zぅZぅy)

(，p)本二 'p (z二Z十α)* = σ(zぅ丸α) (C1 ̂  C2)* 二 CJ〈C;
(x三α)本 ァ(xヲα) (z = x+ν)水ニ σ(ム民y) (C1 V C2)* cfvC5 
(x三α)* = T(仏x) (z =αx)* μ(ムα，x) 
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命題 4.(Xぅ仏PうC)をR-CSPとする.B三2を基底， (B;Xf，P1うC')を以下で定
義される c-CSPとする.

X' 

p' 

{X(i) I x 巴Xぅ0三i<m}u{xlxはC'に新しい導入された整数変数}

P u {p I pはC'に新しい導入された命題変数}
C' C*八八(x三u(x))*

zεx 

この時以下が成り立つ.すなわちR-CSPとC-CSPは充足同値である.

ヨ(α，s)ト(Xぅu，P，C) 苧今ヨ(α"s')ト(B;X'， P'， C') 

Proof.命題1， 2， 3から示される. 口

最終的に，任意の CSPはC-CSPヘ還元できる.

定理 2(CSPからC-CSPへの還元).任意の CSPは，任意の基底B三2に対して
充足同値なC-CSPヘ還元できる.

Proof.補題 1と命題 4から示される. 口

7.7 CSPのコンパク卜JII頁序符号化

元の CSPを還元した C-CSPに順序符号化を適用することで， cSPのコンパ
クト順序符号化を実現できる.第 5節で述べたように，順序符号化ではドメイン

サイズ dの各整数変数は O(d)個の命題変数で表され， η項制約乞L1αiXic> bは

O(dn-1 )個の節に符号化される(c>ε{三ぅ乙=}).

前節で述べたように，任意のCSPは任意の基底BのC-CSPに還元できる.ま
たC-CSPの各整数変数の上限は B-lに制限されており，各算術制約は高々3つ
の整数変数しか含まない.

T(Xぅy)がO(lOgBd)個の比較を含み，各比較がO(B)個の節に符号化されるた
め，各比較制約 x~y は O(B10gB d)個の節に符号化される.同様に，各加算制
約z=x+υはO(B21ogBd)個の節に符号化される.ν(zぅα，y)はo(lOgB d)個の
乗算および加算を含み，それぞれの制約はO(B2)個の節に符号化されるため，各
乗算制約 z=αy(0三α<B)は一般にO(B21ogBd)個の節に符号化される.特
別な場合として，B三dの時はO(d)個の節に符号化される.μ(z，xぅy)はO(B)
回の νの適用と O(logBd)個の加算を含む.各νはO(B21ogBd)個の節に符号化
され，各加算はO(B21ogBd)個の節に符号化されるため.各 z xyは一般に
O(B31ogB d + B21og~ d)個の節に符号化される.特別に場合として，B三dの時
はνがO(d)個の節に符号化されるため，z = xyはO(d2)個の節に符号化される.
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表 7.2:コンパクト順序符号化と既存の符号化との特徴の比較
符号化 2項 3項
直接 O(d~) O(dJ) 
支持 O(d2) 
対数(加算) 。(logd) 。(logd) 
対数(乗算) o (log2 d) O(log2 d) 
順序 O(d) O(d2) 
提案(加算) O(mB) O(mB~) 

提案(乗算) O(m2s2) O(ms3 + m2 s2) 

符号化 制約伝播

直接 フォワード・チェック法
支持 アーク整合維持法
対数 MSBでの範囲伝播
順序 範囲伝播

提案 MSDでの範囲伝播

7.8 符号化後の節数および伝播能力について

図 7.1にコンパクト順序符号化を追加したものが図 7.2である.“提案(加算)"

および“提案(乗算)刊はコンパクト順序符号化で加算制約，乗算制約を符号化した

時の節数をそれぞれ表している.ここでBは基底 mは桁数を表す.

コンパクト順序符号化では，加算制約 zニ x+yは O(mB2)個の節に，乗算制

約 z=却は O(mB3十m2B2)個の節に符号化される.特殊な場合として，B三d

の場合には z xyはO(d2)個の節に符号化される.例えば m = 2 (すなわち

B = va)の場合，加算制約と乗算制約は O(d)，O(d~) 個の節にそれぞれ符号化
され，これは直接符号化，支持符号化，順序符号化の節数より少ない.

また SATソルバーの単位伝播により， MSDでの範囲伝播を実現できる.例え

ばd= 104の時，コンパクト順序符号化でB=ゾヨを基底に選んだ場合，各整数
変数は2桁となるが，これは対数符号化の 14桁よりはるかに少なく，より効率的

な求解が可能となると考えられる.

7.9 関連研究

Sugar以外の SAT型制約ソルパーとしては， FznTini [33]， Bumblebee [43]と

SAT4J CSP [40]がある. FznTiniは対数符号化を， Bumblebeeは順序符号化を，

SAT4J CSPは直接符号化と支持符号化の変種を用いている.またEenとS凸rensson

は，擬似ブール制約を SATに符号化する方法を提案している [22].擬似ブール制

約は，各変数のドメインが{Oう1}に制限されている CSPである.Eenらの方法で
は，各整数変数を位取り基数法で表現し，各桁の表現に順序符号化に似た 1進法

を用いる.また Eenらは，より一般的な基底を可変にした基数法も提案している.

命題変数p(x5:α)を使用する研究には [3ぅ4ぅ26ぅ31]がある.しかし，算術制約
から p(x5:α)を用いた節への符号化は，最初に [15]で提案され，これはその後任
意の線形制約に適用可能なように拡張された [63，64].
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第8章 コンパクト JII頁序符号化の性能

評価

コンパクト順序符号化の有効性を検証するため，以下のベンチマークを用いて

性能評価を行った.

・中規模かつ実際的な問題に対する性能評価:

2006年に 8AT型システムにより解かれるまで、未解決で、あった問題を含むオー

プンショップ・スケジ、ユーリング問題 (088)を用いた.コンパクト順序符号

化(mε{2，3})および順序符号化，既存の8AT符号化である対数符号化，国

際C8Pソルパー競技会上位ソルバーである choco，Mistralの求解数および

求解速度を比較した.

・大規模かつ実際的な問題に対する性能評価:

上の088から生成した大規模な 088を用いて，コンパクト順序符号化(mε

{2，3})と上記と同じ各ソルバーについて求解数および求解速度を比較した.

またコンパクト順序符号化 (mε{2，3})と順序符号化，対数符号化につい

て，矛盾が起きるまでに決定変数を選択した回数を比較した.さらに，コン

パクト順序符号化(m= 5)と対数符号化について， ドメインサイズが1010

程度の超大規模な 088を用いて，求解速度を比較した.

8.1 中規模な問題を用いた比較

中規模かっ実際的な問題として， 2006年に8AT型システムにより解かれるまで

未解決であった問題を含むオープンショップ・スケジューリング問題を用いて，コ

ンパクト順序符号化(mE {2ぅ3})および順序符号化，既存の8AT符号化である対

数符号化，制約ソルパーである choco，Mistralの求解数および求解速度に関して

比較する.

オープンショップ・スケジ、ユーリング問題 (Open-8hop8cheduling Problem; 088) 

はη個のジョブJ1，J2， ...， Jnとη個のマシン M1，M2， ...， Mnから構成され

る.また，各ジョブ Aは η個のオペレーション Oi1，0ω...， Oinから構成され
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る.オペレーション Oijはマシン MJで実行され，処理時間が Pijかかる (Pijは

正の整数).満たすべき制約としては，ジョブA上の任意の異なる 2つのオペレー
シヨン Oりと Oikは，同時には処理できない，マシンl向上の任意の異なる 2つ

のオペレーシヨン Oijと Okjは，同時には処理できないの2種類がある.決定問

題としての OSSの目的は，与えられた総所要時間 (makespan)内にすべてのジョ

ブが完了できるか否かを決定することである.

ベンチマーク問題として， Brucker et al. [10]の中で最も大きな問題である“j7円(全

9問)， "j8門(全8問)の全17問を用いた.これは， 2006年まで、最適値が未知で、あっ

た問題である "j7 -perO-O"， "j 8-perO-1ヘ“j8-per10-2円の 3問を含んでいる.

各問題はそれぞれ7ジョブ・ 7マシン， 8ジョブ .8マシンで構成される.各問題

の総所要時間として，最も難しい場合である最適値から 1を引いたものを用いた

(充足不能).また各問題は，x+α三zとx<νの形の制約を用いて CSPで表現
される.

コンパクト順序符号化(mE {2ぅ3})と順序符号化，対数符号化について， SAT 

ソルパーが問題を解く(充足不能を証明する)まで、にかかった CPU時間を比較し

た.また最先端の制約ソルバーとして， 2009年度国際CSPソルバー競技会上位ソ

ルバーである choco2.11 [72]とMistral1.550 [32]とも比較を行った.

表 8.1に制限時間 1時間(3600秒)， MiniSat 2.0 core [21]ソルパーが求解にかかっ

た時間を示す(単位は秒).実行環境は小規模の時と同様である.表中の "T.O."は

問題が1時間以内に解けなかったことを表す.表下の“#solved刊は，解けた問題

数を表す.各問題で最も速く解けたものを太字で表す.

コンパクト順序符号化 (mε{2，3})は，順序符号化， Mistralと同様に， 17問中

最も多い 14問を解いた.またコンパクト順序符号化(m= 2)は全17問中8問に関
して，最も速く問題を解いている.更に，コンパクト順序符号化(mニ 2)のみが，

2006年まで未解決だった難しい問題である“j8-per10-2"の求解に成功している.

以上から中規模かつ実際的な問題に対して，コンパクト順序符号化は他の符号

化や既存の制約ソルバーと比べても優れているといえる.

8.2 大規模な問題を用いた比較

大規模かっ実際的な問題として，先ほど用いた OSSから生成した大規模な OSS

を用いて，コンパクト順序符号化(mE {2ぅ3})と先ほど用いた各ソルパーを求解

数および求解速度に関して比較した.またコンパクト順序符号化(mE {2ぅ3})と

順序符号化，対数符号化に関して，矛盾が起きるまでに決定変数を選択した回数

を比較した.さらにコンパクト順序符号化(m= 5)と対数符号化に関して， 1010 

程度のドメインサイズを持つ超大規模な OSSを用いて，求解速度を比較した.
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表 8.1:OSSベンチマークにおける求解CPU時間の比較(単位:秒)

問題 サイズ 11買序 コンパクト順序 対数 choco Mistral 

m=2 m=3 

j7-perO-O 7x7 T.O. T.O. T.O. T.O. T.O. T.O. 

j7-perO-1 7x7 56.16 11.18 16.06 119.52 T.O. 27.10 

j7-perO-2 7x7 36.15 8.35 11.78 85.39 T.O. 49.92 

j7-per10-0 7x7 56.01 15.47 17.88 100.07 T.O. 76.81 

j7-perlO-1 7x7 24.98 7.74 6.82 66.32 0.53 0.97 

j7-perlO-2 7x7 497.15 298.91 253.07 2804.06 T.O. 546.06 

j7-per20-0 7x7 4.43 4.17 3.09 5.18 0.54 0.12 

j7-per20-1 7x7 13.38 5.54 7.54 19.80 T.O. 16.82 

j7-per20-2 7x7 24.38 7.91 9.61 32.37 T.O. 26.76 

j8-perO-l 8x8 T.O. T.O. T.O. T.O. T.O. T.O. 

j8-perO-2 8x8 161. 73 42.61 119.35 478.10 T.O. 142.14 

j8-per10-0 8x8 345.09 157.60 276.06 T.O. T.O. 308.73 

j8-per10-1 8x8 10.20 T.O. 17.76 10.65 0.69 1.38 

j8-per10-2 8x8 T.O. 2305.73 T.O. T.O. T.O. T.O. 

j8-per20-0 8x8 3.14 3.06 14.16 13.83 0.69 1.53 

j8-per20-1 8x8 3.05 15.35 7.75 21.64 0.70 1.30 

j8-per20-2 8x8 3.83 2.95 22.43 17.61 0.68 1.43 

#Solved I A-z ti 14 A
官

唱

i 出 6 14 

ベンチマークには，各 OSS問題の処理時間を C倍して生成した 102問を用いた

いは定数).係数 CにはlOn(nε{0..4})を用いた.先ほどの実験と同様に， 4種
類の符号化と choco，Mistralを比較した.

表 8.2に各ソルバーの求解問題数を示す.表中の“ドメインサイズ dううは，各問

題の大まかなドメインサイズを表し，各 Cに対して最も解けた問題数が多いもの

を太字で示している.また図 8.1に，各ソルパーでの求解速度の比較を示す.横

軸は求解問題数，縦軸に求解速度を表している.コンパクト順序符号化 (m= 2) 
を細い実線で示し，コンパクト順序符号化(m= 3)の場合を太い点線で示してい
る.図 8.2に，いずれかの符号化で解けた問題に関して，各符号化での平均求解

時間を示す.解けなかった問題は，解くのに 1時間 (3600秒)かかったものとした.

第 3節で述べたように， ドメインサイズが103::; d < 104の問題は中規模であり，

104 ::; d ::; 107の問題は大規模である.

コンパクト順序符号化(mε{2ぅ3})が 85問中最も多い 66問を解いた.またほ
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とんどの制限時間において，コンパクト順序符号化(m= 3)が最も求解数が多く
なっている.例えば制限時間が 600秒の場合，コンパクト順序符号化(m= 3)は
61問であり，対数符号化の 53聞を含め他ソルバーより多くの問題を解いている.

以下では，コンパクト順序符号化(m= 3)と各SAT符号化および既存の制約ソ

ルパーを比較する.

コンパクト順序符号化(m= 3)と順序符号化を比較すると，コンパクト順序符
号化(m= 3)は順序符号化よりも 30間近く多くの問題を解いた.また順序符号化
はd何 103の場合には求解数および平均求解速度はコンパクト順序符号化(m= 3) 
と同等であるが，それより大きなdでは求解数および求解速度が悪化し，d 三106

の場合にはメモリ不足が原因で問題を 1問も解くことができなかった.それに対

してコンパクト順序符号化(m二 3)は，d問 107の場合でも d勾 103の場合と比

べてほとんど性能が落ちていない.このことから，コンパクト順序符号化(m= 3) 
は順序符号化には適用できない大規模な問題に対しても適用可能である.

コンパクト順序符号化(m= 3)と対数符号化を比較すると，すべての Cについ
てコンパクト順序符号化(m= 3)は対数符号化より求解数が多い.求解速度の面

に関しても，すべての Cについてコンパクト順序符号化 (m= 3)のほうが速い.

例えばc= 104 (d同 107)の時，コンパクト順序符号化(m= 3)は対数符号化の約
2.5倍高速である.

次にコンパクト順序符号化(m= 3)とchocoを比較すると，コンパクト順序符

号化(m= 3)はすべての C について 6間以上求解数が多い.また図 8.1から，求
解速度に関してもコンパクト順序符号化(m= 3)のほうが高速である.このこと

から，中規模から大規模の問題ではコンパクト順序符号化(m= 3)はchocoより

も優れているといえる.

コンパクト順序符号化(m= 3)とMistralを比較すると，コンパクト順序符号化

(m = 3)はすべての cについて Mistralより多くの問題を解いている.また図 8.1

から，求解速度に関してもコンパクト順序符号化(m= 3)はMistralよりも高速で

ある.このことから，中規模から大規模の問題ではコンパクト順序符号化(m= 3) 
は Mistralよりも優れているといえる.

次に各符号化の矛盾の検出能力を調べるため，表 8.3に，各符号化での矛盾が

起きるまでに選択した決定変数の数の平均を示す.c < 102の場合にはし、ずれかの
符号化で解けた問題に関する平均を示し c主103の場合には順序符号化を除くい

ずれかの符号化で解けた問題に関して平均を示した.りは，1問も問題を解けな

かったものを表す.

いずれの Cにおいても，桁数 m が少ないほど，矛盾が起きるまでに決定変数を

選択する回数が少ない.特に c= 103の場合，コンパクト順序符号化(m= 2)で
の決定変数を選択する回数は，対数符号化の約 10分の lであり，コンパクト順序
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表 8.2:OSSペンチマークにおける各係数 Cごとの求解数の比較

係数 C ドメイン 問題数 順序 コンパクト順序 対数 choco Mistral 

サイズ d m=2 m=3 

1 103 17 14 14 14 13 6 14 

10 104 17 12 13 13 13 6 12 

102 105 17 8 13 13 12 7 7 

103 106 17 。 14 13 12 7 4 

104 107 17 。 12 13 13 7 2 

Total 85 34 66 66 63 33 39 

符号化(m= 2)が対数符号化よりも矛盾の検出を早期に行えることがわかる.

以下にコンパクト順序符号化に関して，符号化にかかった時間と符号化後のサ

イズについて簡単に述べる.OSSに関して，コンパクト順序符号化の各インスタ

ンスは， c = 104のときでもすべて 15秒以内に符号化できた.生成される SAT問

題のファイルサイズは，順序符号化は c= 103の時点で 16GB以上の SAT問題を

生成したのに対し，コンパクト順序符号化(m= 3)はc= 104の場合でも 650MB
程度だった.

最後に， OSSペンチマークの“j7-perO-1"の各処理時間を 107倍して超大規模の

OSSを作成した.この OSSは，順序符号化は符号化後の SAT問題のサイズが大

きすぎて解くことができず， chocoおよびMistralは1010のドメインサイズの整数

変数を扱えないため，この問題を解くことができない.第 3章で示した目安だと，

m=5を選択した場合は節数が107個以下になる.コンパクト順序符号化(mニ 5)

と対数符号化を用いて求解し，求解速度を比較した.結果，コンパクト順序符号

化(m二 5)は1分以内に求解できたが，対数符号化は求解に約 10分とコンパクト

順序符号化(m= 5)の約 10倍の時間が掛かった.

以上から，大規模かっ実際的な問題に対して，コンパクト順序符号化が既存の

SAT符号化や他の制約ソルパーよりも優れているといえる.また， ドメインサイ

ズが 1010程度の超大規模な問題に対してもコンパクト順序符号化が適用可能であ

り，対数符号化よりも高速な求解が行えることを示した.

8.3 考察

上記の実験結果から，コンパクト順序符号化は小規模な問題から大規模な問題

の全てに適用可能であるといえる.また 1問についてではあるが， ドメインサイ
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図 8.1:OSSベンチマークにおける求解速度の比較

ズが1010程度の超大規模な問題を含めて，

りも常に優れていることが確認できた.

また，中規模な問題に関しては，コンパクト順序符号化(m= 2)が優れた性能
を示した.大規模な問題では，コンパクト順序符号化(m= 3)が最も優れた性能

を示した.

本論文では示さなかったが，小規模な問題に関してもコンパクト順序符号化は

順序符号化と比較してそれほど性能が落ちておらず，直接符号化や支持符号化よ

り性能が良いことを確認した.

また，詳細についてはより広範な実験により確認する必要があるが，コンパク

ト順序符号化の桁数 m(あるいは基底 B)の選び方については， 1:::; m:::; 3が小

規模から大規模までの広い範囲の問題に有効だと考えている.

cu 
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図 8.2:OSSベンチマークにおけるドメインサイズごとの平均求解時間

表 8.3:OSSベンチマークにおける矛盾が起きるまでに選択した決定変数の数

係数 C ドメイン 順序 コンパクト順序 対数

サイズ d m=2 m=3 

1 103 1.19 1.66 3.60 8.92 

10 104 1.22 1.46 3.37 10.08 

102 105 1.29 1.57 2.33 11.34 

103 106 1.27 1.61 11.37 

104 107 1.68 1.76 9.95 
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第9章結論

本論文では以下の2つのSAT符号化の提案を行った.

• )1慎序符号化

これは， CrawfordとBakerがジョブショップ・スケジ、ユーリング問題に適用

した方法を CSPに適用可能なように一般化したものである.SATソルバー
での単位伝播が制約ソルバーの範囲伝播に対応しており，直接符号化，支持

符号化，対数符号化等の他の符号化と比較して，効率の良い求解が可能であ

る.また，各3項制約は O(d2)個の節に符号化されるため， ドメインサイズ

が103以下の小規模および中規模な問題に対しても適用可能である.

・コンパク卜順序符号化

ドメインサイズが102以下から 107までの広い範囲の問題ヘ適用可能かつ効
率的であることを目指して設計した方法である.コンパクト順序符号化の基

本アイデアは以下の2つである.

ー各整数変数を B進法を用いて表す (sと2).すなわち，各整数変数 Z

はm= pogBdl桁の変数で表現される.

-各桁を順序符号化を用いてSATに符号化する.

したがって，コンパクト順序符号化は基底 B 二 2の場合には対数符号化と等

価であり，s三dの場合には順序符号化と等価となる.その意味で，コンパク

ト順序符号化は両方の符号化の一般化であるとみなせる.コンパクト順序符

号化は， SATソルパーの単位伝播が最上位桁での範囲伝播に対応しているた
め，一般に対数符号化よりも効率が良い.また各整数を m= 110gB dl桁で表
すと， 3項制約 z=x+υとz= xy はそれぞ、れO(ms2)個と O(ms3十m2s2)

個の節に符号化され，順序符号化よりもはるかに少なくなるため， ドメイン

サイズが107程度の大規模な問題に対しても適用可能である.

グラフ彩色問題，順序符号化を採用したSAT型制約ソルパ-5ugarの2008年
度の国際CSPソルパー競技会の結果，釣合い型不完備ブロック計画構成問題によ
る実験結果等により，最先端の制約ソルバーと比較しても順序符号化を採用した

SAT型制約ソルパーが有効であることを示した.
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また，コンパクト順序符号化の有効性を検証するため，様々なドメインサイズ

の問題による性能評価を行い，以下の結果が得られた.

・コンパクト順序符号化が， ドメインサイズが 102未満の小規模な問題から，

ドメインサイズが 107程度の大規模な問題までの広い範囲の問題に対して適

用可能であることを確認した.

• 1I頃序符号化や既存の SAT符号化，最先端の制約ソルパーである Mistralと
chocoがほとんど解くことのできない大規模な問題であっても，コンパクト

順序符号化は平均的に高速な求解を行えることを確認した.

最後に，今回提案した順序符号化およびコンパクト順序符号化は既存のSAT符

号化の欠点を解消したものであり，これにより SAT型システムの適用範囲をさら

に広げることができると考えている.
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