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第1章 緒論 
本論文は，FTMP（Field Theory of Multiscale Plasticity）という近年提唱されている不

均質場の取り扱いに関する理論を，種々の転位系に対して適用し，それらの定量評価

を試みることで，離散転位系を連続像に還元する道筋を示すことを目的としている．

これまで FTMPは，主に結晶塑性論に基づく連続体モデルに活用され，有限要素解析

においても変形誘起の不均質場の表現・評価が可能であることを示してきた．本論文

では，現象論的仮定が少ない，物理シミュレーションに基づく解析結果に対して FTMP

的観点を適用する．これによって，これまでに無い観点からのメゾスケールにおける

知見を示すだけでなく，連続体モデルへ還元する新たな術を見出していく． 

対象とする離散転位系として，転位壁に関する 4つの課題を取り上げる．すなわち，

（a）転位の可逆的な張り出し運動に伴う見かけの弾性定数の低下（第 3章），（b）疲

労き裂発生過程に関わる固執すべり帯（Persistent Slip Bands: PSBs）における転位運動

（第 4章），（c）変形誘起下部組織の代表例である幾何学的に必要な境界（Geometrically 

Necessary Boundaries: GNBs），および（d）その他の安定・不安定な転位壁（第 6章）

である．これらの対象はいずれも，従来からその重要性は認識されて来たが，実験観

察を超えての本質的理解やモデル化が困難であったものである． 

本論文で主に取り扱う転位壁は，変形中に金属結晶粒内に形成される，すなわち変

形誘起の転位下部組織を代表する構成要素であり，その形成過程だけでなく，形成後

の安定性・不安定性が金属材料内の損傷・破壊を含む各種機械的性質を決定付ける支

配的な役割を担う．こうした組織に対しては，実験観察だけでなく，計算機による解

析も一部行われており，近年の金属におけるマルチスケール的研究では転位壁の取り

扱いについて議論されることも多いように思われる．しかしながら，加工硬化一つを

取っても，その完全な予測に繋がるような，決定的な理論の構築は完成されていない

と言われるほど，金属の力学における非線形領域には未解明な部分が多い [1]．この

ことは，例え変形誘起の転位下部組織を考慮しようにも，現状の構成式では自然に再

現されることはなく，メゾスケールにおける現象をどのようにモデル化すれば良いの

か，という手法が確立されていないということが一因にあると考えられる．本論文で

は，こうした問題に対して，転位下部組織に対する新たな評価法を提案すると共に，

具体的な転位系に対して実施することで得られる知見について言及していく． 

本章では，まず金属材料におけるマルチスケール問題について概説した後に，転位

下部組織について述べる．その後，転位下部組織を数値的かつ直接的に取り扱う転位

動力学法，転位を含む場の評価法，および FTMP（Field Theory of Multiscale Plasticity）

による定量評価について述べ，本論文の構成を示す． 
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 金属材料におけるマルチスケール問題およびその取り扱い 

金属材料における非線形的な力学的現象の解明には，電子や原子レベルのミクロス

ケールから，多結晶レベルの現象の理解を必要とする．金属材料の塑性変形は，転位

芯の構造等に起因する転位の易動度および結晶格子に依存するだけでなく，結晶粒の

寸法や，その数によっても変化する．こうしたことから，金属材料の力学的応答を詳

細に予測するために，原子スケールから多結晶スケールの影響までを考慮した，マル

チスケール解析の研究が進められている． 

FTMP は，後述するように，転位等の欠陥を含む結晶を，転位密度テンソルおよび

不適合度テンソルで表現するという，マルチスケール的研究における新たな手法を提

案している．本節では他の手法を取り上げ，FTMPの立ち位置を述べる． 

原子スケールから連続体モデルへと繋がるマルチスケール解析の手法は，主に，ミ

クロおよびマクロの問題を連成して同時に解くという，Concurrent 法と，ミクロの情

報をパラメータとしてマクロへと還元する Hierarchical法とに大別できる [2]． 

Concurrent法の例として，van der Giessenらは，2次元における，無限媒質中にある

転位，および転位を含まない連続体モデルそれぞれの解を足し合わせることで，転位

系が発展する連続体モデルの小ひずみ領域における塑性挙動を再現した [3]．後に 3

次元への拡張も行った [4]．転位動力学法と，有限要素法または境界要素法とを組み

合わせたこの手法は他の研究においても用いられている．有限要素法を用いた例とし

て，Shehadehらは衝撃荷重下での転位系の発展を解析している [5]．他にも，Zbibら

はナノインデンテーション [6]やマイクロピラーの圧縮 [7]の詳細な解析を行ってい

る．境界要素法と組み合わせた例として，El-Awadyらは，転位に働く鏡像力の高精度

な再現を行い，マイクロピラーにおける変形挙動を再現した [8]．その他，Takahashiら

は，転位―析出物間の相互作用の高精度化に成功し，分子動力学における臨界せん断

応力との結果と良好な一致を見せている [9]．van der Giessen らの手法とは別に，

Lemarchandらは，マイクロメカニクスに基づき，転位を固有ひずみとして取り扱うこ

とで，離散系から連続系へと変換し，有限要素法で解く手法を提案した [10]．この手

法は，転位間相互作用の計算負荷が抑えられるといった利点があり，Ni基超合金にお

ける-’相界面での転位系の発展の解析等に用いられた [11, 12]．上記の研究成果から

見られるように，Concurrent 法は転位系の詳細な発展を追跡できるものの，現状では

取り扱うことのできる系が単結晶スケールまでとなっている．  

一方，Hierarchical法では，下部スケールの情報が縮約されて扱われるものの，多結

晶レベルのスケールも取り扱うことができる．Kocksおよび Meckingは，転位の蓄積

による塑性への影響を，結晶塑性モデルに組み込んだモデルを提案した [13]．このモ

デルは今日の結晶塑性モデルにおける基礎となっている．Roters らは，各すべり系で
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発展する SS（Statistically Stored），GN（Geometrically Necessary）転位密度を考え，各

種転位密度の影響を流れ則に組み込み，FCCのせん断応答や，BCCの圧縮応答を再現

した [14, 15]．転位密度以外を考慮する場合もあり，転位動力学による知見を活用し

た例として，Ohashiらは，有限領域中にある Frank-Read源の張り出し挙動を転位動力

学法で解析することで臨界分解せん断応力を求め，それを連続体モデルへと還元する

ことで，多結晶体における，結晶粒寸法に依存した応力応答を再現した [16]．また，

Grohらは，転位系の発展による硬化則を考え，転位動力学法による解析を基にそのパ

ラメータを求めることで，Alの圧縮応答の再現を行った [17]．その他にも，Shenoyら

は，’相の体積分率，サイズおよびサイズの分布の影響を臨界分解せん断応力に反映

させることで，Ni 基超合金の応力－ひずみ応答の再現を行った [18]．このように，

Hierarchical法は結晶粒レベルの不均質性を取り扱い易い場合が多い． 

金属材料の塑性変形を制御するためには，変形の素過程となる転位の挙動を詳細に

把握することが重要となる．この問題においては，Concurrent 法によるアプローチが

威力を発揮すると考えられる．しかし，工業における応用を視野に入れると，より大

きなスケールも取り扱い易い Hierarchical 法は，実用性の点で上回ると考えられる．

Hierarchical法によるアプローチを高精度化するためには，金属の塑性変形で普遍的な

要素である，転位系をいかにして適切に捉えるか，ということが問題となる．中でも，

変形中に形成される転位下部組織は，転位の運動を支配する要因となるが，変形に応

じて形態が変わり，材料内部での役割も異なってくることから，容易にモデル化する

ことはできない． 

FTMP におけるミクロスケールの取り扱いは，不均質場を転位密度テンソルおよび

不適合度テンソルで表現し，連続体モデルへと反映させるという点では Hierarchical法

に近いと言える．一方で，本論文のように不均質場の発展も取り扱い，例えば転位系

の安定・不安定性からマクロの応答を推察することも可能であるという点では，

Concurrent法的な側面も併せ持つ．こうした二面性により，空間的な隔たりを超えて，

ミクロスケールおよびマクロスケールの解析を取り扱うことが比較的容易となってい

る． 

 

 転位下部組織 

本論文では，転位下部組織を取り扱い，議論を行う．本節では転位下部組織につい

て説明し，金属材料におけるマルチスケール問題での立ち位置を述べた後に，本論文

で対象としている問題に関わる組織について概説する． 

まずは，転位下部組織とは何かを概説する．転位は正常な格子を歪める状態で導入

されることから，その周囲にエネルギ場を形成する [19]．これによって転位の運動は
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エネルギが最小化する方向に決まり，転位同士で反発し合ったり，引き合ったりする．

また，転位とはある線に沿って原子が特定の方向にずれた欠陥である，ということも

合わせて考えると，転位同士の切り合いや接合によって，転位線の形状変化やトポロ

ジー変化も生じる．こうした種々の反応が転位の移動と同時に生じることで，変形に

応じた組織が，結晶の下部スケールで生じると考えられている．この組織が転位下部

組織であり，負荷に応じた特徴的な形態が多数報告されている．例えば，圧延時には

GNBs（Geometrically Necessary Boundaries） [20, 21]，繰り返し負荷の場合には PSBs

（Persistent Slip Bands） [22]等，といった転位壁が普遍的に観察されている． 

次に，マルチスケール固体力学における転位下部組織の立ち位置について述べる．

Fig. 1.1に示すように，転位下部組織は一般に，ミクロスケールとマクロスケールを結

ぶ，メゾスケールの組織と捉えられ，近年の金属材料におけるマルチスケール問題の

中心に位置している．マクロな理論である一般的な連続体力学ベースの弾性論や塑性

論は，工業製品をつくる上で現実的な時間および空間スケール内での変形予測に適し

ており，幅広く用いられている．一方で，特に塑性域での変形応答は，現象論的な扱

いが中心であり，理論を拡張させるためには，例えば転位間相互作用といった，ミク

ロスケールでの知見が必要となる．こうした個々の転位の振る舞いは，理論のみなら

ず分子動力学法や第一原理計算によっても解析が可能ではあるが，ミクロにおける

種々の転位間相互作用は材料内部で無数に生じ，必ずしも各素過程がマクロの応答と

一対一に結び付けられる訳ではない．このような問題から，転位を個々として捉える

のではなく，集団として捉えることで，マクロの応答と結びつける可能性が拓けてく

る．すなわち，一段スケールを上げることによって，転位下部組織が存在することで

転位の挙動がどのように変化するのか，また，組織自体が導入されることによって，

力学的に安定化するのか不安定化するのか，を議論することができる．こうした現状

から，1.3 節に述べるように転位動力学法 [23, 24, 25]によって直接的に転位系の発展

を解析する研究がなされている [26, 27]．同手法によって，詳細な転位間相互作用が

解析されてきたが，その多くはミクロスケールでの現象の理解に留まっており，統一

的な観点でマクロへの還元を試みる手法は確立されていない． 

このように，転位下部組織を数値的に取り扱うことが，金属におけるマクロな力学

的応答の詳細な予測のために必要であり，工学的にも重要な問題であると考えられる．

この問題に対して，1.4節で述べるように，離散転位系の定量化が種々行われてきた．

しかしながら，3 次元の転位系は構造が複雑であることから，統一的な連続像への還

元手法は確立されていないと言える．本論文では，転位動力学法を用いて転位系の解

析を行うと共に，連続体モデルへの還元を視野に入れて FTMP による評価を試みる．

FTMP による定量評価ついては 1.5 節で述べる．以下では，本論文で扱う非線形現象
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および転位下部組織について概説し，本研究で取り扱う意義を述べる．  

 

 

Fig. 1.1 Schematic drawing of hierarchical scales for metals. 

 

 見かけの弾性定数の減少 

Bauschinger効果は，加工硬化した金属材料に反対方向の塑性変形を与えると，予

ひずみ方向への負荷を与えた時に比べて低い応力で降伏する現象であり [28]，除荷

の過程で生じる，見かけの弾性定数の減少がこれに寄与していると考えられる [29, 

30]．塑性加工においては，スプリングバック [31]の予測に関する問題として，

Bauschinger効果のモデル化は重要な位置を占めている．現状では現象論的なモデル 

[29]が中心となっており，物理モデルの構築に関しては未だに議論の余地がある．

Bauschinger 効果の解明に際しては種々の検討 [28]が加えられており，概説すると

Fig.1.2に示すように，負荷の時に発達した転位下部組織や，結晶粒および多結晶レ

ベルの不均質変形によって背応力が生じ，除荷の時に負荷とは反対方向への変形を

助長する機構が発現することによって，見かけの軟化が起こる．最もミクロなスケ

ールでは，ピン留めされた転位が負荷によって張り出し，除荷時に元に戻るという

可逆的な運動が起こる [32]．これによって，弾性的なひずみの回復に加えて，転位

が動くことによる塑性ひずみが合わさり，除荷時に見かけの弾性定数の低下が生じ

ると考えられる [33]．Bauschinger効果の再現に際して，転位の堆積による効果を取

り入れた解析は行われている [34]が，弾性定数の低下に関しては，現状，現象論的

にひずみの関数として扱われている [29]．これに対して，上記，物理的なメカニズ

ムに基づいたモデルの構築によって，より詳細に Bauschinger 効果が予測できるだ

けでなく，同現象を制御する際の手掛かりとなり得る． 

 



1.2 転位下部組織 

6 

 

 
Fig. 1.2 Pictorial presentation of hierarchical scales affecting Bauschinger effect. 

 

 PSBs (Persistent Slip Bands) 

金属材料の疲労現象の解明および予測は工学における難問の一つであるが，繰り

返し負荷時に発達する PSBs [22]がき裂発生の主要因であるということが報告され

ている [35, 36, 37, 38, 39]．Fig. 1.3に示すように，PSBsは刃状転位の双極子が密に

並んだWall部と，転位がほとんど存在しない Channel部とで構成されている．塑性

変形が生じる際には，Wall部から Channel部へと転位が張り出すことによってほと

んどの変形が担われる．この時，対向しているWall部からの転位と Channel部で対

消滅が頻繁に繰り返される等，複雑な転位間相互作用が生じて，原子空孔や格子間

原子が生成される [35, 36]．こうした生成物は，拡散によってMatrix部へと抜ける

ことによって，入込みや突出しの形成を助長すると言われ，それらはき裂に繋がり

得る [38, 40, 41]．このことから，PSBsにおける転位の挙動を正確に追跡し，連続体

モデルへと還元することは，疲労現象のモデル化に繋げられると期待できる． 
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Fig. 1.3 TEM micrograph for PSB ladder structures in fatigued cupper [22], together with a 

schematic illustration of a pair of ladder walls comprised of bundles of dipoles with 

bowing out screw pairs [42]. 

 

 GNBs (Geometrically Necessary Boundaries) 

GNBs [20]は，金属材料の塑性変形に伴う結晶粒の回転を緩和する形で，方位差を

伴って導入される転位下部組織である．亜粒界としての性質を有する [43] [44]同組

織に対しては詳細に観察が行われており，近年その構造も判明している [21]．さら

に，転位が低エネルギ構造を取ることを前提とした理論による予測と，その観察結

果とは良好な一致を見せている [45]．GNBsが低エネルギ構造であるということを

鑑みて場の理論に基づく評価を行うことは，GNBs を出発点として，他の転位下部

組織を相対的に捉えられるようになる．このことは，種々報告されている転位下部

組織を統一的な視点から整理する際の足がかりになると考えられ，転位壁の性質を

見出す上での重要な知見となり得る． 

 

 

Fig. 1.4 TEM micrographs for GNBs in rolled aluminum [21], together with their detailed 

morphologies [45]. 
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 転位動力学法 

本論文では，転位動力学法を主とした解析を行い，FTMP に基づく評価を行う．本

節では，転位動力学法について述べると共に，同手法を用いた研究例を挙げ，本研究

の立ち位置を述べる． 

転位を数値的に取り扱う転位動力学法は，メゾスケールでの現象の解明のために開

発されてきた．同手法は，Brown [46]や Foreman [47]の報告等が基礎になっていると言

われており [26]，転位を線で表現して，それらがつくる弾性場から転位の運動を解析

する．コンピュータシミュレーションとしての転位動力学法は，Amadeo および

Ghoniem の報告 [48]が初めてであり，ここでは 2 次元における解析手法を提案した．

その後，Kubinらは 3次元への拡張を行った [23, 49]．この時の転位線は刃状およびら

せん転位の 2種類で表現されており，混合転位による表現が無かったため，ジグザグ

形状をしている．後に Zbibらは直線に離散化する手法を提案し [50]，Ghoniemらは任

意曲線による転位の表現を行った [51]．本論文でも用いる，Zbibら [52] [53]が提唱す

る方法は，任意の曲率を有する転位を直線転位に離散化し，応力場の理論解を適用す

ることで，その運動の発展の源である Peach-Koehler力を求める．この手法によって， 

Ghoniemら [24]が提案するような，スプライン補間によって転位線を表現する手法と

比べて低コストで格子欠陥の解析を行うことができる．ジャンクションの形成や，対

消滅等の，転位芯を含む反応，および交差すべりは，特定の条件を満たした時に生じ

るといった，ローカルルールを導入して実現している [54, 55, 25]． 

このように発展してきた転位動力学法によって，種々の転位壁に対する解析が行わ

れてきた．転位動力学法によるメゾスケール組織の研究は，Amadeo および Ghoniem 

による，2 次元における PSBs や Cell といった変形誘起の組織形成シミュレーション

に始まる [56]．本報告では，マクロ応答への影響は議論せず，形態形成のみに主眼を

置いており，転位下部組織の形態形成は必ずしも低エネルギ化の過程を経て行われる

訳では無いと論じている．Cell のマクロへの影響は Kubin の報告にあり，3 次元にお

いて，負荷に伴う Cellの形成を行っている [23]．ここでは，Cellは交差すべりによる

動的回復によって形成され，構造が安定化することで加工硬化に寄与すると報告して

いる．また，Husseinおよび El-Awady [57]も Cell組織形成を試みており，同様に交差

すべりが寄与することや，結晶粒サイズの依存性についても議論をしている．PSBsに

対する 3 次元シミュレーションは，El-Awady ら [42]や Erel [58]によって行われ，

Channel 部で形成される転位双極子を乗り越えるための応力や，双極子ループの形成

過程等の転位間相互作用の詳細が報告されている．その他の転位壁に対する研究では，

小傾角粒界に関する転位間相互作用の報告が Liuら [59] [60]や，VerdhanおよびKapoor 

[61]によってなされている．これらの報告では，小傾角粒界を転位列によってモデル
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化し，種々の転位との相互作用を解析することで，詳細な転位間相互作用および応力

レベルへの影響等を議論している． 

以上のように，転位動力学法を用いることによって，実験や理論による予測では容

易にわからない，転位の集団としての機能が多数報告されている．これらのことは，

メゾスケールにおける現象の解明に寄与しているが，現状では報告の多くが，あくま

でも理解に留まっているように思われる．転位動力学法で得られた知見を，いかにマ

クロ挙動への予測に繋げれば良いのかといった道筋は必ずしも示されておらず，マル

チスケール的観点で言えば不十分であると考えられる． 

格子欠陥レベルにおける現象を理解し，マクロへと還元するために種々の定量化手

法が用いられてきたが，これについては次節で述べる． 

本論文では，転位の集団的挙動の過程を追跡すると共に，解析で得られた離散像を，

不適合度テンソルを主とした連続像で捉えていく．上述したような研究と同様にメゾ

スケールでの現象を詳細に解析するだけでなく，これまでに無い統一的観点で各種転

位系を整理することを試みる．こうした試みによって，転位壁としての性質を新たな

観点で見出すことができるだけでなく，連続体の言葉として捉えることで，マクロス

ケールの解析にも適用し得る知見を得ることが可能になると推察できる． 

 

 転位系の定量評価 

前節で述べたように，転位動力学法の登場によって，塑性変形の進行に伴う転位系

の発展が詳細に解明しつつある．その結果をいかにしてマクロスケールのモデルへと

還元するのか，といった課題に対しては，まず，その得られた転位系を定量的に表現

する必要がある．本論文では，主に不適合度テンソルによる評価法を採用しているが，

本節では，マルチスケール解析で行われてきた定量化の手法を取り上げ，それぞれの

利点および欠点を述べる． 

最も簡単に転位系を捉える手段としては，転位密度による評価が挙げられる．これ

は，単位体積あたりの転位の総長さから求められるため，容易に得られやすく，Bailey-

Hirschの関係から [62]，転位密度とせん断応力を結び付けられるため，変形予測に用

いられることが多い．しかしながら，転位系の形態に関する情報は含まれていないた

め，各種加工条件に応じた変形応答を表現するには不十分であると考えられる．例え

ば，強加工材の転位密度は1010~1012[cm-2]と言われている一方で，繰り返し変形時に観

察される PSBs の転位密度も，Vein 部と合わせて1011~1012[cm-2] [22]と，同程度であ

る．1.1.2項で述べたように，PSBsでは，独特な転位の配置から，転位の運動によって

通常の変形とは異なる機構が発現すると考えられることから，転位密度のみで転位系

を表現するのは不適当である．転位密度を反映させる場合と似たような手法として，
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転位壁の間隔等，組織を特徴づける幾何学的な因子をパラメータとしてマクロ応答を

予測する手段もあり，GNBsや PSBsを形成する場合に対しては予測の良好な一致を見

せている [63, 64]．しかし，転位系が規則的な壁を形成しないような場合には適用し

にくく，複雑な形状になればそれを特徴づけるために多数のパラメータが必要になる

と考えられる． 

その他の方法として，転位系の Shannonエントロピー [65]を計算した例がある [57]．

計算セルや TEM 画像を任意の格子に分割し，その中の転位を数えるという，Box-

counting 法 [66]によってエントロピーを求め，構造を数値的に捉える．配置のエント

ロピーという概念によって，統計力学的な対応から議論の発展の余地がある．さらに，

原理的には構造を定量化するにあたって適当なように考えられるが，Box-counting 法

の都合上，例えば転位双極子がどの程度接近しているか，といった配置の詳細は捉え

にくい．配置のエントロピーは，転位がどの程度散らばって存在するのかは捉えられ

るが，距離の概念が無いため，万能な手法とはなりにくいと考えられる． 

近年，転位系を表現するにあたって最も用いられている指標は転位密度テンソルで

ある．Nye [67]によって考案された同テンソルは，転位の属性，すなわち刃状転位およ

びらせん転位の情報を含んでおり，微分幾何学におけるねじれに対応する概念である

ことが Bilby [68]や Kondo [69]によって発見され [70]，注目を集めた．転位密度テンソ

ルは転位線の方向およびその Burgers ベクトルの方向の情報を有しているため，転位

壁がどの転位で構成されているのかといったことや，構成する転位が変形の進行に伴

ってどのように変化していくのか，といったことが捉えやすい．しかしながら，転位

密度テンソルも非局所量では無いため距離の概念は無く，構造そのものを示している

とは言い難い．さらに，転位双極子を数えた場合に消失するという問題を抱えている． 

格子欠陥をいかにして捉えるか，という課題にあたって，Kondoは曲率の概念を提

示している [69, 71, 72, 73]．Kondoは，通常の弾性論におけるひずみの適合条件式が，

Riemann-Christoffel 曲率の消失条件と一致するという発見 [74]から，不適合度テンソ

ルが曲率テンソルに対応するということを見出し，欠陥を含んだ場の曲率に着目した．

ねじれは格子欠陥を含む任意の回路を正常格子に投影した際，回路が閉じないという

ことを示す概念であり，このことは転位の Burgers ベクトルと対応する．一方で，曲

率は，正常格子に投影した際に，あるベクトルが回転するという概念である．転位双

極子のような，正常格子に投影しても回路が閉じてしまうような系であっても，ベク

トルの回転は生じる．同様の考え方で，原子空孔や，格子間原子でさえも曲率で捉え

ることが可能である．これに着目した，Hasebeが提唱する FTMP [75, 76, 77, 78, 79]に

基づく結晶塑性解析では，不適合度テンソルを結晶の硬化比に導入することで，結晶

方位に応じた，転位下部組織の再現に成功している [80]． 
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 FTMP (Field Theory of Multiscale Plasticity)による定量評価について 

前節で述べたように，一般の格子欠陥は不適合度テンソルによって表され得る．こ

うしたことから，FTMP では，転位等の欠陥を含んだ結晶空間を不均質な場として捉

え，この場を定量化する手段として特に不適合度テンソルを重要視する．さらに，不

均質場の発展を担う原理を具現化した作業仮説として，FTMP において提唱されてい

る Flow-evolutionary則 [80]では，不適合度テンソルおよび不均質場に働く力であるエ

ネルギ・運動量テンソルのゆらぎとの関係を提唱しており，その帰結として不適合度

テンソルの対角和と系のハミルトニアンとの関係が導かれている．この両者をプロッ

トした双対線図によって，転位系の変化とそれに伴うエネルギの流れとが明確に結び

付けられ，時間と共に変化する転位の構造がエネルギの蓄積を担うのか，または解放

に至るのか，などの詳細情報が視覚的かつ定量的に記述される．さらに双対線図に加

えて，相空間トラジェクトリ（PhS-T） [78]による評価法も提案されており，双対線図

では捉えにくい，転位運動を伴う動的な安定性についても議論を行うことができると

期待される． 

このような転位系における場の記述によって，例えば，転位下部組織の安定性とい

った，実験・観察からは得られにくいような知見が得られると期待できる．こうした

新たな知見は，より詳細な転位系の機能を示すだけでなく，同組織が与える力学的応

答への影響や組織形成の要因についての検討にも繋げられる．また，離散転位系を不

適合度テンソル等によって連続像へ還元することは，同じく連続の場で記述されるマ

クロなモデルへ同転位系を反映させる手段となり得る． 

 
 本論文の構成 

本論文では FTMPに基づく新たな評価法によって転位系を捉えることで，離散像を

連続像へと還元し，転位下部組織を統一的な観点で整理する．これまでねじれの概念

を中心として捉えられてきた転位系に対して，曲率という概念を用いるという新たな

試みを行う．これにより，メゾスケールの組織に対して新たな知見をもたらすだけで

なく，マクロな系への適用も視野に入れた報告を行っていく．従来の FTMPに基づい

た研究では，マクロな FEMモデルへの適用が主であったが，本論文では具体的な転位

系に対して場の理論的評価を行い，マルチスケール的研究への寄与を図る．以下に各

章の概略を述べる． 

第 2章では，本論文で用いる転位動力学法や，FTMPに基づく評価について，具体

的に述べていく．第 3章では，見かけの弾性定数の減少について，転位動力学法に基

づいた解析および，FTMP に基づく評価を行う．同時に，その知見を結晶塑性解析に

適用し，FTMPに基づいたマルチスケールモデリングを試みる．第 4章では，PSBsの
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解析および評価を行う．ここでは，PhS-T [78]による評価法を行い，PSBsにおける安

定性や複雑な転位間相互作用がどのように表れるのかを述べる．第 5 章では，GNBs

に対する解析および評価を行う．GNBs という，安定な組織に対して議論を行い，転

位下部組織の安定性についての知見を得る．第 6章では，混合転位壁や Lath壁の解析

および評価を行い，第 5章で得られた知見と合わせ，転位下部組織に対する FTMPに

基づいた新たな描像を提案する．第 7章で本論文の総括を述べる． 
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第2章 理論および解析手法 
本論文では離散転位動力学法で求めた転位分布を対象とし，FTMP [80]に基づいて

不適合度テンソルおよび弾性ひずみエネルギを中心とした評価を行う．本章では

FTMP について述べ，その基礎概念となる転位密度テンソルおよび不適合度テンソル

についても記述する．また，本論文で中心的に扱う Flow-evolutionary則，双対線図お

よび相空間トラジェクトリ（Phase-Space Trajectory: PhS-T）についても説明し，それら

の構成要素である不適合度テンソルや弾性ひずみエネルギをどのように具体的に求め

るのかを示す．さらに，離散転位系の解析にあたっては既存の解析コードを用いてお

り，ここでは Zbibら [25]が提案する離散転位動力学法について，その概要を述べる．  

 

 FTMP（Field Theory of Multiscale Plasticity）とは 

材料における力学的な種々の問題の解明のためには，階層的な構造を把握する必要

がある．すなわち，原子や格子欠陥といったミクロスケールから，転位下部組織や結

晶粒といったメゾスケールを通じ，結晶粒集合体や連続体レベルのマクロスケールま

でに至る階層を結びつけることで，塑性変形や損傷・破壊の詳細を議論することがで

きる．しかし，一般に全ての階層の影響をモデルに取り入れることは，時空間的なス

ケールの隔たりから困難である．こうした問題への試みとして，Hasebe [77, 78, 79, 80]

は，各階層における，スケール間相互作用を含む不均質性の発展を取り扱う FTMPを

提案した． 

FTMPにおいては，3つの場の特徴，3つの場の理論，および 3つの階層的なスケー

ルが中心的な概念として据えられている．これらの内，場の特徴は，場の発展，記述

および連携であり，（a）不均質場がなぜ，どのように発展し，（b）それらをどう数学

的に記述するのか，そして，（c）発展する不均質性がなぜ，どのようにして相互作用

および連携していくのか，ということを示している．こうした問題に対して，3 つの

場の理論，すなわち，（1）微分幾何学的場の理論，（2）ゲージ場の理論，および（3）

量子場の理論によって解決を試みる．材料における主要な階層としては，最下層を（A）

転位下部組織とし，その後は（B）結晶粒，（C）結晶粒の集合体（多結晶体）と続く．

これらの階層は，材料内において，それぞれ，変形の（A）貯蔵装置，（B）吸収装置

および（C）調整装置と見做されている．本論文では，転位下部組織の発展を中心に議

論し，FTMPにおける場の発展，記述および微分幾何学的場の理論を主に取り扱う． 

FTMP では，特に曲率テンソル（不適合度テンソル）を“不均質な場を特徴づける

量”として捉え，理論の構築および発展をさせている．同理論に基づき，不適合度テ
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ンソルを用いることで，前述したような格子欠陥および転位群の表現のみならず以下

のような応用が可能である． 

・複数のスケールにおける不均質変形の表現 [81] 

・エネルギとの双対性に基づいた Flow-Evolutionary則の導出およびその仮説に 

基づいた各スケールの不均質場の評価 [82] 

・ミクロな自由度を与えることによる種々のモデル(双晶，ラス等)の作成 

[83, 84, 85, 86] 

 

 FTMPにおける基礎概念 

 FTMP では，不均質場を記述するにあたって，微分幾何学に基づく空間のねじれお

よび曲率にそれぞれ対応する転位密度テンソルおよび不適合度テンソルを用いる．と

りわけ，不適合度テンソルは，転位そのものだけでなく，転位の構造やその他，原子

空孔を含む一般の不均質場をも定量化し得ることに加え，Flow-evolutionary 則との絡

みでこれら不均質場発展の支配因子となることから，FTMP において最も重要な概念

となっている． 

 本節では，FTMP の基礎概念となる転位密度テンソルおよび不適合度テンソルにつ

いて述べ，それらの微分幾何学的な意味を示すと共に，本論文で主要な評価方法とな

る Flow-evolutionary則，双対線図，および相空間トラジェクトリについても記述する．

さらに，各評価方法の構成要素となる不適合度テンソルおよび弾性ひずみエネルギの

具体的な計算方法についても述べる． 

 

 転位密度テンソル 

(a)Burgersベクトル 

転位の性質（刃状，らせん，混合転位）は，すべり方向への大きさ bを持つベク

トル b と転位線の方向との関係によって定義づけられる．この b を Burgers ベクト

ルとよび，Burgersベクトルの定義について記す．まず Fig. 2.1 (a)に示す，転位を含

む不完全結晶を考える．同図における結晶格子の任意の原子（S）から，反時計回り

に転位線のまわりを回って同じ位置（F）に戻る，閉じた回路（Burgers 回路）を作

る．次に Fig. 2.1 (b)は，格子欠陥を全く含まない完全結晶である．この完全結晶内

で，Fig. 2.1 (a)のようにして作成した不完全結晶の Burgers回路と対応する回路を作

ってみると，始点 Sと終点 Fが一致しない．転位の Burgersベクトルは，この Fと

Sを結ぶベクトルによって定義される． 
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Fig. 2.1 Schematic illustration of Burgers circuit for (a) imperfect crystal with dislocation, and 

(b) perfect crystal with burgers vector where starting and finishing points are indicated 

by S and F, respectively. 

 

(b)転位密度テンソル，GN（Geometrically Necessary）転位 

前節で示したような Burgersベクトル𝒃が存在する場合，転位密度テンソル𝜶で以

下のように表すことができる [67]． 

 𝒃 = ∫ 𝜶 ∙ d𝐒
𝑠

  (2.1)  

なお，𝑆は任意の Burgers回路で囲まれた面積，d𝐒は Burgers回路内の微小面積要素

の方向（通常は転位線方向）を示す． 

転位密度テンソルは転位が存在することによる回路のズレを表していることから，

Fig. 2.2で示されるような，GN転位 [87]と呼ばれる転位を表現している．塑性変形

が起こっている箇所と起こっていない箇所の境目には転位が存在し，変形の幾何学

と転位を結びつけたものが GN転位である．GN転位は Fig. 2.2に示すように塑性ひ

ずみの勾配を生み出す転位である． 

 

 
Fig. 2.2 Schematic drawing of effect of GN dislocation on macro strain. 
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 不適合度テンソル 

転位密度テンソルは GN 転位が用いられていることを上述したが，GN 転位では

表せない，つまり転位密度テンソルでは表現できない欠陥が存在する．不適合度テ

ンソルは，こうした欠陥も表現できる性質があり，以下にその概念を示す． 

Fig. 2.3 (a) に示すのは，転位対（転位双極子）を含む不完全結晶である．ここで

も Fig. 2.1と同様に，結晶格子の任意の原子（S）から，反時計回りに転位線のまわ

りを回って同じ位置 （F）に戻る Burgers回路を作る．Fig. 2.3 (b) は完全結晶であ

り，Fig. 2.3 (a) のようにして作成した不完全結晶の Burgers 回路と対応する回路を

作ってみると，点 S と終点 F が一致し，Burgers ベクトルが存在しなくなることが

わかる．このように，転位が集団で存在すると，転位密度テンソルで表現できない

場合が出てくる．こうした転位群は，SS（Statistically Stored）転位と呼ばれ，Fig. 2.4 

(a) に示すように，マクロに見た場合には塑性ひずみの勾配を生み出さない．SS転

位は材料中に，様々な要因（転位対，ジャンクション等）によって蓄積した転位を

表現している． 

しかし，SS転位もミクロに見た場合には塑性ひずみの勾配があるように， Burgers

回路の取り方によっては回路内の転位がSS転位からGN転位に変わる（Fig. 2.4 (b)）．

すなわち，Fig. 2.3のような転位対であっても，ミクロに捉えることで，大きさが同

じで正負が反対となる転位密度テンソル対が得られる．この場合の系全体の転位密

度テンソルは，総和を取ることによって消失するが，不適合度テンソル𝜼は，以下に

示すように，転位密度テンソルの勾配によって得られるので，双極子のような格子

欠陥も，幾何学量として表現することが可能となる． 

 𝜼 = −(∇ × 𝜶)𝑠𝑦𝑚 (2.2)  

ここで，( )𝑠𝑦𝑚は対称化操作を示す．上式は，塑性ディストーションテンソルおよ

び塑性ひずみテンソルをそれぞれ𝜷pおよび𝜺pとした時，𝜶 ≡ −𝛁× 𝜷pおよび 𝜼 ≡

𝛁 × 𝛁 × 𝜺pという関係から求められる．なお，式(2.2)より，不適合度は転位密度テン

ソルの勾配を取ることで求められることから，転位対以外からも不適合度は得られ

る．このように，系全体の転位密度テンソルが消失するような場合でも，ミクロな

場を介して求めた不適合度テンソルは消失しない． 
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Fig. 2.3 Schematic illustration of Burgers circuit for (a) imperfect crystal with dislocation, and 

(b) perfect crystal with burgers vector; starting and finishing points of which are 

indicated with S and F respectively. 

 

 
Fig. 2.4 Relation of GN dislocations in micro scale and SS dislocations in macro scale. 

 

 転位密度テンソルおよび不適合度テンソルの幾何学的解釈 

転位論と微分幾何学との対応関係は Kondo [69]によって発見され，さらにそれと

は独立に Bilbyら [68]によっても見出された．これによって非 Riemann塑性論が始

まり，転位のみならず回位や原子空孔の影響等も連続体モデルに組み込める可能性

が示されている [88]．ここでは，転位密度テンソルおよび不適合度テンソルがそれ

ぞれ微分幾何学における捩率テンソルおよび曲率テンソルに対応することを示し，

転位密度テンソルおよび不適合度テンソルが FTMPにおいて空間のねじれおよび曲



2.2 FTMPにおける基礎概念 

18 

 

率と呼ばれる理由について述べる．数式の表記は指標表記で行い，一つの項に同じ

指標がある場合は総和規約に従う． 

非 Riemann 塑性論は，例えば Fig. 2.1(a)に示したような，欠陥を含む一般の物体

が非 Riemann 空間にあるとして，それを Fig. 2.1(b)のように，欠陥のない自然状態

へと解放することによる差異から欠陥を定量化する．非 Riemann空間とは，局所的

には Euclid的である空間が，無数に集まった空間である [89, 90, 91]．局所的には直

交座標系を定義することが可能であり，2点間の Euclid的距離を求める場合は，接

続の係数によって一方の点で定義された Euclid 空間を，他方の点で定義された

Euclid空間に接続する必要がある [92]．このように順次 Euclid空間を接続していく

操作が解放とよばれる操作である． 

Fig. 2.5 (a) のような，非 Riemann空間にある閉回路に沿って点 Pが一周する場合

を考える．通常の Euclid空間であれば一周後も一致するはずであるが，非 Riemann

空間にある場合は各点で定義された Euclid空間を順次点 Pの Euclid空間に接続して

いく必要があるため，一般に一致しなくなる (Fig. 2.5 (b)) ．接続の係数をΓ𝜇𝜆
𝜅 とし，

微小項を無視し，さらに点 Pにおけるベクトルを𝑃𝑖とした時，この食い違い量∆Pは，

𝑑P = 𝑑𝑢𝑖𝑃𝑖および 𝑑𝑃𝑖 = Γ𝑗𝑘
𝑖 𝑑𝑢𝑗𝑃𝑘を利用して，次式のようになる． 

 

Δ𝑃 = 𝛿𝑑𝑃 − 𝑑𝛿𝑃

= (δ𝑑𝑢𝑖)𝑃𝑖 + 𝑑𝑢
𝑖𝛿𝑃𝑖 − (𝑑𝛿𝑢

𝑖)𝑃𝑖 − 𝛿𝑢
𝑖𝑑𝑃𝑖

= (Γ𝑗𝑘
𝑖 − Γ𝑘𝑗

𝑖 )𝑑𝑢𝑗𝛿𝑢𝑘𝑃𝑖

= 𝑆𝑗𝑘
𝑖 𝑑𝑢𝑗𝛿𝑢𝑘𝑃𝑖 

(2.3)  

ここで，𝑆𝑗𝑘
𝑖 は捩率テンソルと呼ばれる．同様に，点 Pにおいて定義されたベクトル

𝑃𝑖も閉回路を移動することで�̅�𝑖へと変更を受ける．この時のベクトルの変化Δ𝑃𝑖は， 

 

Δ𝑃𝑖 = 𝛿𝑑𝑃𝑖 − 𝑑𝛿𝑃𝑖

= 𝛿(Γ𝑖𝑘
𝑗
𝑑𝑢𝑘𝑃𝑗) − 𝑑(Γ𝑖𝑘

𝑗
𝛿𝑢𝑘𝑃𝑗)

= (
𝜕Γ𝑖𝑘

𝑗

𝜕𝑢ℎ
−
𝜕Γ𝑖ℎ

𝑗

𝜕𝑢𝑘
+ Γ𝑖𝑘

𝑎Γ𝑎ℎ
𝑗
− Γ𝑖ℎ

𝑎 Γ𝑎𝑘
𝑗
)𝑑𝑢𝑘𝛿𝑢ℎ𝑃𝑗

= 𝑅𝑖𝑘ℎ
𝑗
𝑑𝑢𝑘𝛿𝑢ℎ𝑃𝑗 

(2.4)  

上式で，𝑅𝑖𝑘ℎ
𝑗
は曲率テンソルと呼ばれる．このように，非 Riemann空間としての性

質は，並進的な変化を示す捩率テンソルおよび，回転的な変化を示す曲率テンソル

で表現される． 
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Fig. 2.5 Schematic drawing of concept of torsion and cuvature. Discrepancy is generated when 

a closed circuit in non-Rimannian space (a) is mapped onto Euclidian space on point P 

(b). 

 

ここで，Fig. 2.1と Fig. 2.5とを見比べると，転位密度テンソルの概念が捩率テン

ソルのそれと対応することがわかる．すなわち，転位を含む領域で回路を取ると始

点と終点で一致しなくなる，という考え方は，始点と終点で並進的な食い違いが生

じる，という考え方になる．したがって，以下の関係が成立する． 

 𝛼𝑖𝑗 =
1

2
∈𝑖𝑘𝑙 𝑆𝑘𝑙

   𝑗 (2.5)  

一方，曲率テンソルは，Levi-Civitaの平行性では接続の係数が計量テンソル𝑔𝑖𝑗を用

いて， 

 Γ𝑗𝑘
𝑖 =

1

2
𝑔𝑖𝑙 (

𝜕𝑔𝑙𝑗
𝜕𝑥𝑘

+
𝜕𝑔𝑘𝑙
𝜕𝑥𝑗

−
𝜕𝑔𝑗𝑘
𝜕𝑥𝑙

) (2.6)  

と書けることから，偏微分係数に関する 2次以上の項を省略して共変形式で書くこ

とにより， 

 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 = 𝑔𝑙ℎ𝑅𝑖𝑗𝑘
     ℎ =

𝜕𝑔𝑙𝑗
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘

+
𝜕𝑔𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙

−
𝜕𝑔𝑗𝑘
𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑙

−
𝜕𝑔𝑙𝑘
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

 (2.7)  

となる．ここで，物体が変形によって Euclid空間から非 Riemann空間に移ったと考

えると，ひずみテンソルは計量テンソルおよび Kronecker のデルタ𝛿𝑖𝑗によって，以

下の形式で表現できる [74]． 

 𝜀𝑖𝑗 =
1

2
(𝑔𝑖𝑗 − 𝛿𝑖𝑗) (2.8)  
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上式を式(2.18)に代入すると， 

 𝑅𝑖𝑗𝑘𝑙 =
𝜕𝜀𝑙𝑗

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑘
+

𝜕𝜀𝑖𝑘
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑙

−
𝜕𝜀𝑗𝑘

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑙
−

𝜕𝜀𝑙𝑘
𝜕𝑥𝑗𝜕𝑥𝑘

 (2.9)  

が得られる．式(2.20)はひずみの適合条件式そのものであり，不適合度テンソルの定

義と一致する．したがって，以下の関係が成り立つ． 

 𝜂𝑖𝑗 =
1

4
𝜖𝑖𝑘𝑙𝜖𝑗𝑚𝑛𝑅𝑘𝑙𝑛𝑚 (2.10)  

こうしたことから，転位密度テンソルは空間の捩じれを表す一方で，不適合度テン

ソルは空間の曲率を表すと言える． 

 

 不適合度テンソルの特徴 

式(2.2)に示したように，不適合度テンソルは，転位密度テンソルに対する Curl

操作で求められることから，転位系における非局所量となり，転位の構造を定量化

し得る性質を持つ．本節では，それについて述べていく． 

Fig. 2.6に転位線の配置パターンを変えた，5通りのモデルを示す．各モデルの

転位密度テンソルノルムは，空間内の転位成分が同じであるため，全て同一の値を

示す．一方，不適合度テンソルノルムは，不適合度テンソルが空間内の転位密度テ

ンソルの勾配をとるため，それぞれ異なる値をとる．このことから，転位密度テン

ソルが個々の転位の情報のみを含むのに対し，不適合度テンソルは転位群の配置や

形態といった情報も含むと言える．したがって，不適合度テンソルは，転位対のよ

うな欠陥の表現のみならず，転位群の配置や形態を特徴づけることが可能であると

考えられる． 
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Fig. 2.6 Examples of dislocations in different configurations. 

 

 Flow-evolutionary則 

不適合度テンソルは，転位系のような欠陥を含む場の記述に優れる指標ではある

が，微分幾何学に基づく転位系の記述のみでは，場の発展を取り扱うことは難しい．

Hasebe はエネルギ散逸に伴う局所塑性流動を表現する Flow-evolutionary 則 [80]を

提唱しており，これによって不適合度テンソルという，不均質場を記述する幾何学

量と，不均質力という物理量との関係性が示され，場の発展を明確に記述すること

が可能となる．以下では，同則に基づいた不均質場とエネルギの間の定式化を示す． 

エネルギモーメンタムテンソル𝑇𝑖𝑗と不適合度テンソル𝜂𝑖𝑗がともに発散が零であ

るという数学的性質に基づき，対応する保存ベクトル量を次式で定義する．  

 {  
𝜕𝑛𝜂𝑎𝑏 = 0
𝜕𝑛𝑇𝑎𝑏 = 0

   ⟺  

{
 
 

 
          𝛿𝑢𝑎

𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚 ≡ 𝑢𝑟𝑒𝑓∫ 𝑛𝑏𝜂𝑎𝑏
𝑆

𝑑𝑆

𝛿𝑓𝑎
𝑖𝑛ℎ𝑜𝑚 ≡ ∫ 𝑛𝑏𝛿𝑇𝑎𝑏𝑑𝑆

𝑆

 (2.11)  

ここで，a,b=1,2,3,4であり𝑥4は時間座標 tを表す．前者は不適合変位，すなわち基

準変位を𝑢𝑟𝑒𝑓とした場合の変位の不確定性を表し，後者は不均質力を表す．また，

ここで議論されるべきは局所的に発展する不均質場であり，全体の平均は除いて考

えるため，上式では，𝑇𝑎𝑏の代わりにエネルギモーメンタムテンソルのゆらぎ𝛿𝑇𝑎𝑏 ≡

𝑇𝑎𝑏 − 〈𝑇𝑎𝑏〉を用いている．ここで，〈 〉は空間平均を示している． 

不適合変位の発展が不均質力によって駆動されるとの考えの下，両者の線形関係

を仮定することで次式が得られる． 
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𝛿𝑢𝑎

𝑖𝑛𝑐𝑜𝑚 = 𝜅𝑎𝑏𝛿𝑓𝑎
𝑖𝑛ℎ𝑜𝑚 ⟺ 𝑢𝑟𝑒𝑓∫ 𝑛𝑏𝜂𝑎𝑏𝑑𝑆

𝑆

= 𝜅𝑎𝑏𝑐𝑑∫ 𝑛𝑏𝛿𝑇𝑐𝑑𝑑𝑆
𝑆

 

(2.12)  

さらに，上式において，局所系を考えることで，形式的に次式を得る． 
 𝜂𝑎𝑏＝𝜅𝑎𝑏𝑐𝑑𝛿𝑇𝑐𝑑 (2.13)  

ここで，a,b は時空間成分を表し，a,b=1,2,3,4 である．なお，式(2.24)の数学的妥当
性は，2種類の不均質量が両者ともに発散が零であるという性質により確認される． 
不適合度テンソルを 4次元時空間に拡張し，再定義すると次式となる． 

 𝜂𝑎𝑏＝𝜖𝑎𝑘𝑙𝑝𝜖𝑏𝑚𝑛𝑝𝜕𝑘𝜕𝑚𝜀𝑙𝑛
𝑝  (2.14)  

なお，ここで，空間成分のみを考慮すると前述の不適合度テンソルの定義式が得ら

れる． 
 𝜂𝑖𝑗 = 𝜖𝑖𝑘𝑙4𝜖𝑗𝑚𝑛4𝜕𝑘𝜕𝑚𝜀𝑙𝑛

𝑝
= 𝜖𝑖𝑘𝑙𝜖𝑗𝑚𝑛𝜕𝑘𝜕𝑚𝜀𝑙𝑛

𝑝  (2.15)  

式(2.13)において，時空間の対称性を仮定し，𝜅𝑎𝑏𝑐𝑑 = 𝜅1𝛿𝑎𝑏𝛿𝑐𝑑 + 2𝜅2𝛿𝑎𝑐𝛿𝑏𝑑とすると，

次式が得られる． 

 𝜂𝑎𝑏＝𝜅1𝛿𝑇𝑎𝑏 + 2𝜅2𝛿𝑇𝑘𝑘𝛿𝑎𝑏 (2.16)  

さらに，簡単のため，𝜅2 = 0を仮定すると，次式が得られる． 
 𝜂𝑎𝑏＝𝜅𝛿𝑇𝑎𝑏 (2.17)  

ここで，𝜅1 → 𝜅と置き換え，𝜅は双対係数と呼ばれる．上式で，時間成分のみを考え

ると，次式が得られる． 
 𝜂44＝𝜅𝛿𝑇44 = 𝜅𝛿(𝐾 + 𝑈

𝑒) (2.18)  

ここで，𝑇44は系全体の Hamiltonianに一致し，全エネルギを表す．また，𝐾は運動エ
ネルギ，𝑈𝑒は弾性ひずみエネルギを表す．さらに，左辺𝜂44は 4次元での不適合度テ
ンソルの定義式より以下のように表される． 

 𝜂44 = 𝜖4𝑘𝑙𝑝𝜖4𝑚𝑛𝑝𝜕𝑘𝜕𝑚𝜀𝑙𝑛
𝑝
= 𝜂𝐴𝐴 = 𝑡𝑟𝜼 (2.19)  

ここで，Aは空間成分を表し，A=1,2,3である．すなわち，不適合度テンソルの時間
成分は空間成分の対角和となる．さらに，上式において，静的状態(𝐾 = 0)を仮定し，
𝐴 → 𝐾と書き換えることで，最終的に次式が得られる． 

 𝜂𝐾𝐾 = 𝜅𝛿𝑈
𝑒 (2.20)  

本研究では，不適合度テンソルの対角和𝜂𝐾𝐾および弾性ひずみエネルギのゆらぎ

𝛿𝑈𝑒を両軸にとった双対線図を基本として，不均質場の発展を評価する．双対線図

表現（Fig. 2.7）により，システム内の転位応答の観点からエネルギ変換プロセスや

“エネルギの流れ”を“可視化”することが可能となる． 
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Fig. 2.7 FTMP-based Duality Diagram Representation. 

 

 相空間トラジェクトリ（Phase-Space Trajectory: PhS-T） 

相空間トラジェクトリ（Phase-Space Trajectory） [78]は，ある偏微分方程式が直接

的に解くことが不可能であっても，与えられた初期条件に対して，解が収束するか

発散するか等といった，解の振る舞いを記述する際に適用される手法である [93]．

主に非線形力学において用いられる手法であり，あるパラメータxと，その時間変化

ẋとをプロットすることによって得られる．こうした解の振る舞いの記述に関して，

例えば，減衰の無い単振動における Phs-Tは閉軌道を示すということがわかってい

る．本論文では転位系を表現する不適合度の Phs-Tを作成し，単振動における知見

から，周期負荷を与えた転位系の Phs-Tが閉軌道を示した場合，その系の応答は安

定であるということが推察される． 

 

 転位密度テンソル・不適合度テンソルの導出・評価法 

本項では，離散転位動力学法によって得られた転位線分布から転位密度テンソル・

不適合度テンソルを算出する方法について記す． 
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 転位線の成分導出 

転位密度テンソルは，転位の刃状成分およびらせん成分から構成されている．こ

こでは，転位線から刃状成分・らせん成分を導出する方法について記す．Fig. 2.8に

転位線と Burgers ベクトルの模式図を示す．なお，転位線方向ベクトルを  𝒑 =

(𝑝𝑟𝑥 , 𝑝𝑟𝑦 , 𝑝𝑟𝑧)，Burgers ベクトルを 𝒃 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3), 転位線方向ベクトルのらせん転

位 成 分 を 𝑺𝒄𝒓𝒆𝒘 = (𝑠𝑐𝑟𝑒𝑤𝑥 , 𝑠𝑐𝑟𝑒𝑤𝑦 , 𝑠𝑐𝑟𝑒𝑤𝑧) ， 刃 状 転 位 成 分 を 𝑬𝒅𝒈𝒆 =

 (𝑒𝑑𝑔𝑒𝑥 , 𝑒𝑑𝑔𝑒𝑦 , 𝑒𝑑𝑔𝑒𝑧)と定義する． 

まず，転位線方向ベクトルのらせん成分は Burgers ベクトルに平行であることか

ら，次式に示すように，𝒃への正射影によって転位線方向ベクトルのらせん成分を導

き出すことができる．  

 𝑺𝒄𝒓𝒆𝒘 =
𝒑 ∙ 𝒃

|𝒃|𝟐
𝒃 (2.21)  

また，転位線方向ベクトルの刃状成分は，Fig. 2.8から，次式で計算できる． 

 𝑬𝒅𝒈𝒆 = 𝒑− 𝑺𝒄𝒓𝒆𝒘 (2.22)  

 

 
Fig. 2.8 Decomposition of mixed dislocations into edge and screw components. 

 

 転位密度テンソルの算出 

前項で示したように，転位線を式(2.21), (2.22)を用いて刃状成分とらせん成分とに

分解した後に，Fig. 2.9に示すように，両成分を更に𝑥1, 𝑥2, 𝑥3成分(軸)に分解し，そ

れぞれに Burgers ベクトルをかける．このとき，転位密度テンソルの対角成分は転

位線方向のらせん成分，非対角成分は転位線方向の刃状成分によって表される． 

 

𝛼11 = 𝑠𝑐𝑟𝑒𝑤𝑥 ∙ 𝑏1 , 𝛼22 = 𝑠𝑐𝑟𝑒𝑤𝑦 ∙ 𝑏2 , 𝛼33 = 𝑠𝑐𝑟𝑒𝑤𝑧 ∙ 𝑏3 

𝛼12 = 𝑒𝑑𝑔𝑒𝑥 ∙ 𝑏2 , 𝛼13 = 𝑒𝑑𝑔𝑒𝑥 ∙ 𝑏3 , 𝛼21 = 𝑒𝑑𝑔𝑒𝑦 ∙ 𝑏1 

𝛼23 = 𝑒𝑑𝑔𝑒𝑦 ∙ 𝑏3 , 𝛼31 = 𝑒𝑑𝑔𝑒𝑧 ∙ 𝑏1 , 𝛼32 = 𝑒𝑑𝑔𝑒𝑧 ∙ 𝑏2 

(2.23)  
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さらに転位密度テンソル𝛼と GN転位密度𝜌𝐺𝑁の関係は以下の式(2.24)で表される． 

 
1

𝑏
𝛼 = 𝜌𝐺𝑁 (2.24)  

転位密度の単位を[𝑚−2]とすると，転位密度テンソルの単位は [𝑚−1]となる． 

 

 
Fig. 2.9 Derivation of a dislocation density tensor via decomposition of dislocation segments. 

 

 不適合度テンソルの導出 

不適合度テンソル𝜼は式(2.2)で表されることから，その各成分は以下のようにな

る． 

 

𝜂𝑖𝑗 = −(𝜖𝑖𝑘𝑙𝜕𝑘𝛼𝑗𝑙)𝑆𝑌𝑀

= −
1

2
(𝜖𝑖𝑘𝑙𝜕𝑘𝛼𝑗𝑙 + 𝜖𝑗𝑘𝑙𝜕𝑘𝛼𝑗𝑙)

= −
1

2
[

2(𝜕2𝛼13 − 𝜕3𝛼12) −𝜕1𝛼13 + 𝜕2𝛼23 + 𝜕3(𝛼11 − 𝛼22) −𝜕3𝛼32 + 𝜕1𝛼12 + 𝜕2(𝛼33 − 𝛼11)

2(𝜕
3
𝛼21 − 𝜕1𝛼23) −𝜕2𝛼21 + 𝜕3𝛼31 + 𝜕1(𝛼22 − 𝛼33)

𝑆𝑌𝑀 2(𝜕
1
𝛼32 − 𝜕2𝛼31)

] 

 (2.25)  

転位密度テンソルの単位を[𝑚−1]とすると，不適合度テンソルの単位は[𝑚−2]とな

る．なお，勾配の求め方に関する詳細については次項に記す． 
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 転位密度テンソルの勾配の取り方について 

不適合度テンソルを計算するためには，転位密度テンソルの勾配を求める必要が

ある．本研究では，有限要素解析の概念を用いて，解析領域を(𝑥1 𝑥2 𝑥3)方向にそ

れぞれ分割し，転位線についても一定の長さに分割した上で解析を行う．ここでは

その詳細について記す． 

(a) サブセル分割および転位密度テンソル算出 
本論文では，Fig. 2.10 に示すように、解析領域内を六面体要素(サブセル)で分割

し，各サブセル内に含まれる転位線の情報を用いて，前項に記した計算により転位

密度テンソルの算出を行う．この時，一つのセル内に複数の転位線が含まれる場合

は，それらの転位線より求められた転位密度テンソルは総和され，その結果のみが

セルの値として用いられることとなる．すなわち，それらの転位線の方向および

Burgersベクトルの方向次第では，Fig. 2.11に模式図的に示すように，見かけ上の転

位密度テンソルの性質の変化や消失が生じることとなる．この事は，Fig. 2.3に示し

たような，Burgers回路の取り方により，転位がその性質を変化させることと対応し

ている．そのため，サブセルの大きさを変化させることにより，転位をマクロに見

るかミクロに見るか、というスケール性の表現が可能である．ただし，この手法は

分割の仕方に強く依存している事を注意しておく必要がある．どれだけ近くに転位

線が存在していようと，同セル内に含まれない場合は，それらの変化は一切生じな

いためである． 

 

 

 
Fig. 2.10 Schematic illustration of a simulation cell division. 
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Fig. 2.11 Schematic illustration of disappearance and change of dislocation density tensor. 

 

(b)不適合度テンソルの算出 

不適合度テンソルを求めるためには，転位密度テンソルの空間勾配を計算する必

要がある．本論文では，ある注目するサブセルの近傍に一定の領域を設定し，領域

内での転位密度テンソルの勾配を，以下に示す最小二乗法により求める． 

Fig. 2.12に示すように，注目するサブセルおよび，それを中心として一定の領域

内（粗視化半径内）にあるサブセルを考える．まず，領域全体での転位密度テンソ

ルの値𝛼𝑖𝑗を，係数 𝑎0~𝑎3を用いて，次式のような線形関数で近似する. 

 𝛼𝑖𝑗 = 𝑎0 + 𝑎1𝑥1 + 𝑎2𝑥2 + 𝑎3𝑥3 (2.26)  

これにより，転位密度テンソルの勾配は，次式に示すように，𝑎1~𝑎3に対応すること

になる． 

 
𝜕𝛼𝑖𝑗

𝜕𝑥1
= 𝑎1， 

𝜕𝛼𝑖𝑗

𝜕𝑥2
= 𝑎2，

𝜕𝛼𝑖𝑗

𝜕𝑥3
= 𝑎3 (2.27)  

次に，サブセル k の中心の座標を(𝑥1𝑘 , 𝑥2𝑘 , 𝑥3𝑘)とし，このサブセルに含まれる転位

から算出された転位密度テンソルの値を𝛼𝑖𝑗
𝑘とすると，セブセル kの転位密度テンソ

ルと近似値との誤差𝑠𝑘 は次式で表される． 

 𝑠𝑘 = 𝛼𝑖𝑗
𝑘 − (𝑎0 + 𝑎1𝑥1𝑘 + 𝑎2𝑥2𝑘 + 𝑎3𝑥3𝑘) (2.28)  

したがって，領域内の全てのサブセルに関する誤差の 2 乗和 D は次式の通りであ

る． 

 𝐷 =∑(𝑠𝑘)
2

𝑛

𝑘

 (2.29)  

ここで，𝐷 → min.の条件から， 

 
𝜕𝐷

𝜕𝑎0
=
𝜕𝐷

𝜕𝑎1
=
𝜕𝐷

𝜕𝑎2
=
𝜕𝐷

𝜕𝑎3
= 0 (2.30)  
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以上，式(2.39)～(2.41) より，次の線形方程式が得られる． 

 

∑𝛼𝑖𝑗
𝑘

𝑛

𝑘

− 𝑎0∑1

𝑛

𝑘

   − 𝑎1∑𝑥1𝑘

𝑛

𝑘

− 𝑎2∑𝑥2𝑘

𝑛

𝑘

− 𝑎3∑𝑥3𝑘

𝑛

𝑘

      = 0      

∑𝛼𝑖𝑗
𝑘𝑥1𝑘

𝑛

𝑘

    − 𝑎0∑𝑥1𝑘

𝑛

𝑘

− 𝑎1∑(𝑥1𝑘)
2

𝑛

𝑘

  − 𝑎2∑𝑥1𝑘𝑥2𝑘

𝑛

𝑘

  − 𝑎3∑𝑥1𝑥3𝑘

𝑛

𝑘

= 0      

∑𝛼𝑖𝑗
𝑘

𝑛

𝑘

𝑥2𝑘   − 𝑎0∑𝑥2𝑘

𝑛

𝑘

− 𝑎1∑𝑥1𝑘𝑥2𝑘

𝑛

𝑘

 − 𝑎2∑(𝑥2𝑘)
2

𝑛

𝑘

  − 𝑎3∑𝑥2𝑘𝑥3𝑘   

𝑛

𝑘

= 0    

∑𝛼𝑖𝑗
𝑘

𝑛

𝑘

𝑥3𝑘 − 𝑎0∑𝑥3𝑘

𝑛

𝑘

− 𝑎1∑𝑥1𝑘𝑥3𝑘

𝑛

𝑘

 − 𝑎2∑𝑥2𝑗𝑥3𝑗

𝑛

𝑗

  − 𝑎3∑(𝑥3𝑘)
2

𝑛

𝑘

  = 0
}
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

  

 (2.31)  

式(2.31)をマトリクス表示すると次式の通りである． 

 

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 ∑1

𝑛

𝑘

       ∑𝑥1𝑘

𝑛

𝑘

  ∑𝑥2𝑘

𝑛

𝑘

∑𝑥3𝑘

𝑛

𝑘

∑𝑥1𝑘

𝑛

𝑘

∑(𝑥1𝑘)
2

𝑛

𝑘

 ∑𝑥1𝑘𝑥2𝑘

𝑛

𝑘

 ∑𝑥1𝑘𝑥3𝑘

𝑛

𝑘

∑𝑥2𝑘

𝑛

𝑘

∑𝑥1𝑘𝑥2𝑘

𝑛

𝑘

∑(𝑥2𝑘)
2

𝑛

𝑘

∑𝑥2𝑘𝑥3𝑘  

𝑛

𝑘

∑𝑥3𝑘

𝑛

𝑘

∑𝑥1𝑘𝑥3𝑘

𝑛

𝑘

∑𝑥2𝑘𝑥3𝑘

𝑛

𝑘

∑(𝑥3𝑘)
2

𝑛

𝑘 }
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 𝑎0

𝑎1

𝑎2

𝑎3
}
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

=

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  ∑𝛼𝑖𝑗

𝑘

𝑛

𝑘

∑𝛼𝑖𝑗
𝑘𝑥1𝑘

𝑛

𝑘

∑𝛼𝑖𝑗
𝑘

𝑛

𝑘

𝑥2𝑘

∑𝛼𝑖𝑗
𝑘𝑥3𝑘

𝑛

𝑘 }
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 (2.32)  

以上より，𝑎𝑖(𝑖 = 0,1,2,3)は次式のようにして求められる． 

 

{
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 𝑎0

𝑎1

𝑎2

𝑎3
}
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

=

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 ∑1

𝑛

𝑘

       ∑𝑥1𝑘

𝑛

𝑘

  ∑𝑥2𝑘

𝑛

𝑘

∑𝑥3𝑘

𝑛

𝑘

∑𝑥1𝑘

𝑛

𝑘

∑(𝑥1𝑘)
2

𝑛

𝑘

 ∑𝑥1𝑘𝑥2𝑘

𝑛

𝑘

 ∑𝑥1𝑘𝑥3𝑘

𝑛

𝑘

∑𝑥2𝑘

𝑛

𝑘

∑𝑥1𝑘𝑥2𝑘

𝑛

𝑘

∑(𝑥2𝑘)
2

𝑛

𝑘

∑𝑥2𝑘𝑥3𝑘   

𝑛

𝑘

∑𝑥3𝑘

𝑛

𝑘

∑𝑥1𝑘𝑥3𝑘

𝑛

𝑘

∑𝑥2𝑘𝑥3𝑘

𝑛

𝑘

∑(𝑥3𝑘)
2

𝑛

𝑘 }
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
−1

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
  ∑𝛼𝑖𝑗

𝑘

𝑛

𝑘

∑𝛼𝑖𝑗
𝑘 𝑥1𝑘

𝑛

𝑘

∑𝛼𝑖𝑗
𝑘

𝑛

𝑘

𝑥2𝑘

∑𝛼𝑖𝑗
𝑘 𝑥3𝑘

𝑛

𝑘 }
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 (2.33)  

式(2.33)から求めた各係数𝑎𝑖，すなわち転位密度テンソルの勾配を，式(2.36)に代入

することで，各不適合度テンソルの値を求めることができる． 
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Fig. 2.12 Schematic illustration of coarsening model together with calculation process of a 

derivative operation. 

 

 転位の自己エネルギ 

転位の自己エネルギとは，転位を含むことによる結晶のエネルギの増加，または結

晶中に転位を作るのに必要なエネルギである．表面に働く力を無視すれば，このエネ

ルギは転位の芯の部分に属するエネルギと芯の外側の弾性ひずみエネルギとに分ける

ことができる． 

 

 弾性ひずみエネルギ 

物体の弾性ひずみエネルギを𝐸𝑒𝑙  で表すと，その一般形は弾性ひずみまたは応力

の二次形式で以下のように表される [62]． 

 𝐸𝑒𝑙 =
1

2
∫ 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀𝑖𝑗

𝑒 𝜀𝑘𝑙
𝑒 𝑑𝑥

𝜈

=
1

2
∫ 𝜎𝑘𝑙𝜀𝑘𝑙

𝑒 𝑑𝑥
𝜈

 (2.34)  

ここで，積分は𝑑𝑥(= 𝑑𝑥1, 𝑑𝑥2, 𝑑𝑥3) を体積要素とする物体 V 全体にわたる体積積

分を意味する．直線転位の場合，この弾性ひずみエネルギは転位の長さに比例する． 

本論文では，Fig. 2.13に示すように解析セル内各点での応力テンソルを観測する

ための転位（これをダミー転位と称し，ダミー転位は応力場の計算から除外してい

る） を配置し，その各点での応力テンソルの値から弾性ひずみエネルギを算出する．

解析領域内を，ダミー転位間隔をもつ正方形の格子状に分割し，一つの格子の弾性

ひずみエネルギを一定と考え，次式のようにその総和をとることで解析領域全体の

弾性ひずみエネルギを算出する． 
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 𝐸0
𝑒 =

𝑙3

2
∑𝜎𝑖𝑗𝜀𝑖𝑗 (2.35)  

ここで l はダミー転位の間隔である．解析領域全体の弾性ひずみエネルギをダミー

転位数で割ることで平均の弾性ひずみエネルギを算出し，各サブセルにおける弾性

ひずみエネルギとの差を考えることで弾性ひずみエネルギゆらぎ𝛿𝑈𝑒を求める． 

 

 
Fig. 2.13 Schematic of the calculated elastic strain energy. 

 

 転位芯のエネルギ 

転位芯は Hooke の法則が成り立たない領域であるため弾性論を適用できない．

本論文では，転位芯の外のひずみエネルギの計算精度を考慮し，転位芯のすぐ外側

での応力とひずみの値がそのまま芯の内部に当てはまるとすることにより近似的

にエネルギを評価した．このような近似に基づく転位芯のエネルギ密度は次式で与

えられる [94]． 

 E(0, 𝑟0) =
𝜇𝑏2

8𝜋2𝑟0
2(1 − 𝜐)

 (2.36)  

本研究では，転位芯部分を含む要素に対し，式(2.47) でr0=5 [b] [62]とした転位芯

エネルギを与えることとする． 

 

 離散転位動力学法 

本論文では，離散転位動力学コードを用いて転位系の発展を解析する．本節では

Zbibら[25]が開発したコードについて述べていく． 

 

 離散転位動力学の概要 

離散転位動力学法 [23, 24, 25]は線欠陥である転位を実体のある線として捉え，転
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位の運動を表現する．解析セル内に任意の数の離散転位セグメントを配置すること

によって，格子欠陥を有する連続的な三次元単結晶をモデル化することができる．

同法は原子スケールの現象を直接的に再現できる分子動力学法に比べ，より大きな

時空間スケールでの解析が可能であり，転位の集団挙動を詳細に解析できる所に利

点がある．転位のパターニングと力学的特性を結びつける実験結果が報告 [22, 95]

されており，その模様がいかにしてできるのか，また，どのように機能するのか，

といった詳細な検討は，離散転位動力学法によって可能となることから，特に結晶

塑性の分野で注目されてきた [96, 59, 97]．本論文で使用する，Zbibら [25]が提案す

る方法では，任意の曲線形状を有する転位線を，転位の局所的な曲線形状に応じて

複数の直線セグメントの集合体に離散化する．直線転位の応力場の理論解を適用す

ることで，他の手法に比べて低コストで転位同士の相互作用を計算し，転位の運動

を追跡する．本解析モデルは以下の基礎的物理法則に基づいて構築されている． 

(a)個々の転位の運動 

(b)転位間の長距離相互作用 

(c)転位間の短距離相互作用 

 

 個々の転位の運動 

(a)転位による応力場 

Fig. 2.14に模式的に示すように，任意の曲線形状を有する転位が形成する応力場

により，点 Pにおける応力𝜎𝛼𝛽(𝑃)は線積分を用いて次式で表わされる [19]． 

 
𝜎𝛼𝛽(𝑃) = −

𝜇

8𝜋
∮ 𝑏𝑚𝜖𝑖𝑚𝛼

𝜕

𝜕𝑥𝑖
′ ∇

′2𝑅𝑑𝑥𝛽
′

𝐶

−
𝜇

8𝜋
∮ 𝑏𝑚𝜖𝑖𝑚𝛽

𝜕

𝜕𝑥𝑖
′ ∇

′2𝑅𝑑𝑥𝛼
′

𝐶

−
𝜇

4𝜋(1 − 𝜈)
∮ 𝑏𝑚𝜖𝑖𝑚𝑘
𝐶

(
𝜕3𝑅

𝜕𝑥𝑖
′𝜕𝑥𝛼′ 𝜕𝑥𝛽

′ − 𝛿𝛼𝛽
𝜕

𝜕𝑥𝑖
′ ∇

′2𝑅)𝑑𝑥𝑘
′  

(2.37)  

ここで𝑅は点 Pまでの距離，𝑏𝑖は Burgersベクトル，𝜖𝑖𝑚𝛼は置換記号，μはせん断弾

性係数，ν はポアソン比である．式(2.1)を評価するにあたって，転位曲線上に Fig. 

2.14のようにノードを配置して離散化した場合，転位による応力場は，次式で評価

される [6]． 
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𝜎𝛼𝛽(𝑃) = ∑ ∑{−
𝜇

8𝜋
∫ 𝑏𝑚𝜖𝑖𝑚𝛼

𝜕

𝜕𝑥𝑖
′

𝑗+1

𝑗

∇′2𝑅𝑑𝑥𝛽
′

𝑛−1

𝑗=1𝑎𝑙𝑙 𝐿𝑜𝑜𝑝𝑠

−
𝜇

8𝜋
∫ 𝑏𝑚

𝑗+1

𝑗

𝜖𝑖𝑚𝛽
𝜕

𝜕𝑥𝑖
′ ∇

′2𝑅𝑑𝑥𝛼
′

−
𝜇

4𝜋(1 − 𝜈)
∫ 𝑏𝑚

𝑗+1

𝑗

𝜖𝑖𝑚𝑘 (
𝜕3𝑅

𝜕𝑥𝑖
′𝜕𝑥𝛼

′ 𝜕𝑥𝛽
′ − 𝛿𝛼𝛽

𝜕

𝜕𝑥𝑖
′ ∇

′2𝑅)𝑑𝑥𝑘
′ } 

(2.38)  

ここで nは 1つの転位曲線もしくは転位ループにおける総ノード数である． 

 

 

Fig. 2.14 Schematic drawing of stress field produced by dislocation. 

 

(b)直線転位セグメントによる応力場 

Hirthら [19]によると，転位セグメントを直線と仮定した場合，式(2.38) は次式に

よって評価される． 

 𝛔(𝑃) =∑𝝈𝑗,𝑗+1
𝐷

𝑁

𝑗=1

 (2.39)  

ここで，𝝈𝑗,𝑗+1
𝐷 = 𝝈𝑗+1

𝐷 − 𝝈𝑗
𝐷は Fig. 2.15に模式的に示すように転位ノード jと j+1で

定まる直線セグメントが形成する応力場であり，同図のような局所座標系において

𝝈𝑗
𝐷，𝝈𝑗+1

𝐷 の各成分は次式で評価される． 
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 𝜎𝑥𝑥
𝜎0

= 𝑏𝑥
𝑦

𝑅(𝑅 + 𝜆)
(1 +

𝑥2

𝑅2
+

𝑥2

𝑅(𝑅 + 𝜆)
)

+ 𝑏𝑦
𝑥

𝑅(𝑅 + 𝜆)
(1 −

𝑥2

𝑅2
−

𝑥2

𝑅(𝑅 + 𝜆)
) 

𝜎𝑦𝑦

𝜎0
= −𝑏𝑥

𝑦

𝑅(𝑅 + 𝜆)
(1 −

𝑦2

𝑅2
−

𝑦2

𝑅(𝑅 + 𝜆)
)

− 𝑏𝑦
𝑥

𝑅(𝑅 + 𝜆)
(1 +

𝑦2

𝑅2
+

𝑦2

𝑅(𝑅 + 𝜆)
) 

𝜎𝑧𝑧
𝜎0

= 𝑏𝑥 (
2𝜈𝑦

𝑅(𝑅 + 𝜆)
+
𝑦𝜆

𝑅3
) + 𝑏𝑦 (−

2𝜈𝑥

𝑅(𝑅 + 𝜆)
−
𝑥𝜆

𝑅3
) 

𝜎𝑥𝑦

𝜎0
= −𝑏𝑥

𝑥

𝑅(𝑅 + 𝜆)
(1 −

𝑦2

𝑅2
−

𝑦2

𝑅(𝑅 + 𝜆)
)

+ 𝑏𝑦
𝑦

𝑅(𝑅 + 𝜆)
(1 +

𝑥2

𝑅2
+

𝑥2

𝑅(𝑅 + 𝜆)
) 

𝜎𝑧𝑥
𝜎0

= −𝑏𝑥
𝑥𝑦

𝑅3
+ 𝑏𝑦 (−

𝜈

𝑅
+
𝑥2

𝑅2
) + 𝑏𝑧

𝑦(1 − 𝜐)

𝑅(𝑅 + 𝜆)
 

𝜎𝑦𝑧

𝜎0
= 𝑏𝑥 (

𝜈

𝑅
−
𝑦2

𝑅3
) + 𝑏𝑦

𝑥𝑦

𝑅3
− 𝑏𝑧

𝑥(1 − 𝜐)

𝑅(𝑅 + 𝜆)
 

 

(2.40)  

ここで𝜎0 =
𝜇

4𝜋(1−𝜈)
 , λ = 𝑧′ − 𝑧 , 𝑅2 = 𝑥2 + 𝑦2 + (𝑧′ − 𝑧)2 , 𝑏𝑥 , 𝑏𝑦 , 𝑏𝑧は転位セグメ

ントの Burgersベクトルの各成分である． 

 

 

Fig. 2.15 Stress field of dislocation segment. 
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(c)転位に働く力 

点 P にある任意の転位ノード i に作用する力は，式(2.39) を用いて次式で表すこ

とができる [98]． 

 𝑭𝑖 = ∑ (𝝈𝑗,𝑗+1
𝐷 (𝑝) + 𝝈𝛼(𝑃)) ∙ 𝒃𝑖 × 𝝃𝑖 + 𝑭𝑖−𝑠𝑒𝑙𝑓

𝑁−1

𝑗=1

 (2.41)  

ここで，𝝈𝑗,𝑗+1
𝐷 は他の転位セグメント j，j+1による応力，𝝈𝑎は外部負荷応力(系内で

一様)，𝝃𝑖は転位線ベクトルである．また，転位線張力に対応する𝑭𝑖−𝑠𝑒𝑙𝑓は Fig. 2.16

に模式的に示すように，隣接セグメントの寄与を積分し，平均することにより，次

式で表される． 

 
𝑭𝑖,𝑖+1−𝑠𝑒𝑙𝑓

𝐿
=

𝜇

4𝜋𝐿
[𝑓𝐶𝐴(𝜃𝐴, 𝑏) + 𝑓𝐷𝐵(𝜃𝐵, 𝑏)]ln (

𝐿

𝜌
) (2.42)  

ここで，θは力の作用するセグメントと隣接セグメントのなす角，ρはカットオフパ

ラメータ，Lはセグメントの長さ，𝑓𝐶𝐴(𝜃𝐴, 𝑏)の具体形は以下の通りである [19]． 

 
𝑓𝐶𝐴(𝜃𝐴, 𝑏) = [𝑏𝑧

𝐶𝐴𝑏𝑧
𝐴𝐵 +

1

1 − 𝜈
𝑏𝑥
𝐶𝐴𝑏𝑥

𝐴𝐵

+ 𝑏𝑦
𝐶𝐴𝑏𝑦

𝐴𝐵]
cos𝜃𝐴 − 1

sin 𝜃𝐴
+

𝜈

1 − 𝜈
𝑏𝑥
𝐶𝐴𝑏𝑧

𝐴𝐵 

(2.43)  

 

 
Fig. 2.16 Peach-Koehler force of dislocation segment i operating itself 𝑭𝒊−𝒔𝒆𝒍𝒇. 

 

(d)転位の運動方程式 

転位の時間発展は次式の運動方程式に基づいて行われる [25]． 
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 m�̇�𝑖 +
1

𝑀(𝑇, 𝑝)
�̇�𝑖 = [𝑭𝑖]𝑔𝑙𝑖𝑑𝑒−𝑐𝑜𝑚𝑝𝑜𝑛𝑒𝑛𝑡 (2.44)  

転位に働く力 Fiは式(2.5)から導出され，mは転位線を見かけの質量をもった弾性弦

に見立てた際の単位長さあたりの有効質量，Mは刃状転位とらせん転位の可動性の

差を考慮するためのもので，転位の可動性を表すパラメータである．また𝒖𝑖はすべ

り速度，Tは絶対温度，pは圧力である．式(2.44)に基づき転位線は時間発展するが，

Frank-Read源のように転位ループが成長する際に，転位セグメント数が一定では転

位曲線が正しく表現できなくなる．また逆に，転位ループが収縮する場合も同様で

ある．そこで転位セグメントの最大，最小長さを設定しておき，規定の範囲を超え

るようなセグメントとなった場合は新しいノードの生成，またはノードの消去を行

う． 

 

 転位の長距離相互作用 

転位の長範囲応力場による長距離相互作用の計算は，応力場が距離の逆数で減少

するという性質上，計算時間を非常に要する．Zbib ら [50, 98]は Lesar ら [99]が考

案した多極子展開の手法を応用し，高度な相互作用を単純化する手法

(Superdislocation)を開発した．ここでは Superdislocationについて簡潔に記す． 

Superdislocationは Fig. 2.17(a)に示すように，解析セルを離散的にサブセルとして

分割し，あるサブセル(A)にかかる応力場を求める際、最も近いサブセル(B)からの

応力に関しては直接的に算出し，それ以外のサブセルからの応力は多極子展開によ

って求める手法である． Fig. 2.17(b)に示すように𝒁 = 𝐗 + i𝐘に位置する点 Pにおい

て，𝒁0に位置する転位から生じる応力場は，らせん転位の場合，𝜎xz = −
𝜇𝑏

2𝜋

𝑦

𝑥2+𝑦2
お

よび𝜎yz = −
𝜇𝑏

2𝜋

𝑥

𝑥2+𝑦2
である．ここで，応力ポテンシャル𝜙(𝒁)を次式で導入する． 

 𝜙(𝒁) = 𝒃ln(𝒁 − 𝒁0) (2.45)  
上式によって，上記の応力場は𝜎xz =

𝜇

2𝜋
Im(𝜙(𝒁))および𝜎yz =

𝜇

2𝜋
Re(𝜙(𝒁))となる．刃

状転位についても，Z の関数として応力ポテンシャルが得られ，それによって応力

場が表現できる． 

点 Pが十分に離れている場合，𝜙(𝒁)は Taylor展開でき，N個の転位からの寄与を

足し合わせることで，以下のようになる． 

 𝜙(𝒁) =
1

𝒁
∑𝒃𝒊

𝑵

𝒊=𝟏

+
1

𝒁2
∑𝒃𝒊

𝑵

𝒊=𝟏

𝒁0𝑖 +
1

𝒁3
∑𝒃𝒊

𝑵

𝒊=𝟏

𝒁𝟎𝒊
2 +⋯ (2.46)  
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上式の各項は Superdislocationsと呼ばれ，それぞれ，第 1項は単極子(Monopole)，第

2 項は 2 つの双極子(Dipole)，第 3 項は 4 つの四重極子(Quadrupole)に対応し，以下

同様に続く．このように，遠方にある応力場を近似することで，長距離相互作用の

処理を簡略化する． N個の転位セグメントで構成される解析モデルでは，転位の長

距離相互作用により通常は N2 オーダーの計算コストがかかるが，Super dislocation

を用いることで，N log(N)オーダーの計算となり，計算時間を短縮できる． 

 

 

Fig. 2.17 Dislocations in the reflected cells are combined into super dislocations for long range 

interaction [50]. 
 

 転位の短距離相互作用 

短距離相互作用は転位同士が転位芯レベルまで接近したときに生じ，対消滅やジ

ョグ，ジャンクションの形成といった現象が起こる．こういった短距離作用は，微

小な時間，空間スケールで生じるものであるため，多数の転位を取り扱う場合，そ

れらの現象を直接扱うのは計算コストの観点から望ましくない．そこでそれらの現

象を臨界距離や臨界力といったローカルルールを用いて取り扱う．そのルールは以

下の通りである [25]． 

 Rule1.短距離作用するかどうか決定する臨界力基準  “F ≥ 𝐹𝑐” 
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 Rule2.対消滅に関する臨界力基準 

 Rule3.ジャンクション形成に関する臨界角度基準 “𝜃𝐴𝐵 ≤ 𝜃𝑗𝑛𝑐 ” 

 Rule4.ジョグ形成に関する臨界角度基準 “𝜃𝐴𝐵 ≥ 𝜃𝑗𝑔𝑐 ” 

 Rule5.ジョグの強度に関する臨界角度基準 “𝜃𝐴𝐵 ≤ 𝜃𝑗𝑔𝑠𝑐 ” 

 Rule6.ダイポール形成に関する臨界力・速度基準  

これらのルールにおいて，𝜃𝐴𝐵は 2 つの転位セグメント間の角度，𝜃𝑗𝑔はジョグにお

ける湾曲角度，𝜃𝑗𝑛
𝑐 ，𝜃𝑗𝑔

𝑐 ，𝜃𝑗𝑔𝑠
𝑐 はそれぞれジャンクション形成，ジョグ形成，ジョグ

強度に関する臨界値である．  

 

 本解析プログラムのフローチャート 

Fig. 2.18 に本解析プログラムのフローチャートを示す [100]．基本的には以下の

図に示す流れで解析が行われている．ただし，本研究では使用していない箇所（有

限領域，マイクロクラックなど） もフローチャート中には示されている． 
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Fig. 2.18 Flow chart of dislocation dynamics problem [100]． 

 

 解析セルと境界条件 

解析セルの境界条件は大きく分けて無限領域(解析セルを無限領域内の代表セル

として捉える)と，有限領域(試験片全体として捉える手法)の 2通りに分けることが

でき，以下に詳細を示す．なお，本研究で転位間相互作用を基に発展する転位系を

対称としているため，境界条件は無限領域としている． 

(a) 無限領域 
解析セル中の転位はセル境界を越えて影響を及ぼしあうため，本解析モデルでは，

転位線の連続性の維持と，隣接セルの影響 (剛体境界，周期境界，自由境界，鏡面

境界) を反映している．また，転位の長範囲応力場による 1/rの応力場の計算を反映

するために，隣接サブセルとの直接的な相互作用のほかに，距離の離れた転位から

の応力は各サブセルから計算される (解析時間が長時間となる場合は Super 

dislocation手法を用いることによって解析時間の短縮が可能である)． 
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(b) 有限領域 
有限領域は，転位動力学法と有限要素法の組み合わせによる解析を行う際に用い

られ [6]，マイクロサイズの試験片や，薄膜などを再現することが可能である． 

 

 交差すべり 

らせん転位は，他のすべり面に属するらせん転位と引き合って対消滅を生じる場

合，内部応力場を緩和する場合，およびピン留め効果を避けるような場合に，交差

すべりを起こすとされている [98]．本解析コードでは，らせん転位に生じている分

解せん断応力が，一定の閾値を超えた時に交差すべりが生じ得るとしている．転位

セグメントを直線とする場合，2次すべり系へと交差すべりするためには，Fig. 2.19

に示すような配置を形成する必要がある．このような交差すべりが生じるためには

大きな弾性活性化エネルギを要するが，交差すべりは熱活性化過程であるので，Zbib

ら [100]が開発したコードでは，転位セグメントが2次すべり系に移る確率をMonte-

Carloシミュレーションにより，次式の確率変数 Pで決めている． 

 𝑃 = 𝛼𝛺1𝛿𝑡exp(−
𝛥𝑊∗ − 𝜏𝐴

𝜅𝛵
) = 𝛼𝛺1𝛿𝑡exp(−

(𝜏∗ − 𝜏)𝐴

𝜅Τ
) ,Ω1 ≅

𝐶1
𝐿

 (2.47)  

ここでαは交差すべり制御パラメータ，Ω1は転位セグメントの振動数，𝛿𝑡は時間増

分，𝜅はボルツマン定数，Τは絶対温度，𝐿は転位セグメントの長さ，𝐶1は転位セグメ

ントの速度である．また𝜏はせん断応力，𝐴は転位がすべり面を換えて動いた面積，

Δ𝑊∗は Fig. 2.19に示したダブルキンクに基づく活性化エネルギ，𝜏∗は臨界形状を形

成するための臨界応力である．ここで臨界形状(a = 𝐿 2⁄ )とは，転位がピンニングさ

れ湾曲し半円状になるための近似的形状である．  

 

 

 
Fig. 2.19 Bow-out “double-kink” model for cross slip. 

 

 
  

A 

B 

C 

b a=L/2 

L 
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第3章 見かけの弾性定数減少の解析および評価 
 概要 

本章では，転位のダンピング運動に起因する”見かけの弾性定数減少の解析および

評価”を課題とし議論することを目的とする．すなわち，すべり面対して平行および

垂直面内に配置した転位セグメントにおいて，その総数を系統的に変化させた 2種の

解析モデル（それぞれ Case Aおよび Bと称す）を設定し，負荷・除荷過程における転

位セグメント群の往復運動すなわち可逆運動がもたらす見かけの弾性定数（せん断弾

性率）減少について調べる．これらは対比的な挙動を示すのであるが，得られたシミ

ュレーション結果に対する双対線図上での比較に基づく可視化を行うことで，両条件

下において，負荷中および除荷中に系に蓄積された，あるいは蓄積されようとしてい

る弾性ひずみエネルギが，転位セグメント群の形状変化の形で不適合度場へ移行ある

いは解放される様子を明らかにし，かつ”双対係数”による定量化を行うことで，転

位の”離散像”から，マクロ量である弾性定数の低下という，いわば”連続像”への

橋渡しの可能性について検討を加える．他にもより一般的な転位配置に対する応用例

についても議論する． 

 

次節以降では，まず，見かけの弾性定数減少の理論解の導出をした後に，単純な転

位モデル（Case Aおよび Case B）の解析を行う．理論解および数値計算で得られた解

を比較すると共に，両モデルに対して FTMPに基づいた評価を行った結果を示す．そ

の後，析出物の影響を受けてピン留めされた転位に対しても解析および評価を行い，

場の理論による評価の有効性を示す．最後に，本章で得られた知見を基に，結晶塑性

モデルを作成し，その解析を行う． 

 

 見かけの弾性定数減少の理論解 

除荷におけるひずみの回復について考える．この時回復する弾性ひずみを𝛾𝑒，見か

けの弾性定数減少に伴う塑性ひずみをΔ𝛾𝑝，弾性定数を𝜇，見かけ上減少した弾性定数

をΔ𝜇，応力を𝜏とした時，以下の式が成り立つ． 

 𝛾𝑒 + Δ𝛾𝑝 = (𝜇−1 + Δ𝜇−1)𝜏 = 𝜇−1{1 + (𝜇/Δ𝜇)}𝜏 (3.1)  

上式より，実際の応力－ひずみ線図で得られる弾性定数は𝜇ではなく，𝜇{1 + (𝜇/Δ𝜇)}−1

であることがわかる．したがって，見かけの弾性定数の減少率は以下のようになる． 

 𝜇′/𝜇 ≡ {1 + (𝜇/Δ𝜇)}−1 (3.2)  

ここで，𝜇′ = 𝜇{1 + (𝜇/Δ𝜇)}−1とした． 

式(3.1)より，Δ𝛾𝑝と𝜏との関係がわかればΔ𝜇が得られ，見かけの弾性定数の減少率が
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計算可能となる．ここで，Δ𝛾𝑝は Fig. 3.1のようにして求められる．Fig.3.1では，ピン

留めされた転位に応力𝜏が作用し，張り出すことによって曲率が1/𝑅 = 𝜏𝑏/𝑇（𝑏は

Burgers ベクトルの大きさを示す）に達しており，これに伴って転位がΔ𝐴の面積を掃

いた様子が示されている．ここで，線張力は𝑇 ≈ 𝜇𝑏2/2で与えられる．Fig.3.1で表され

る転位の張り出しによって生じるΔ𝛾𝑝は 

 Δ𝛾𝑝 = 𝑏Δ𝐴/𝑉 (3.3)  

ここで，𝑉は体積を示す．さらに，Fig.3.1より， 

 Δ𝐴 = 𝜑𝑅2 − (𝑅2sin2𝜑)/2 (3.4)  

であり，sin2𝜑をテイラー展開し，微小項を無視すると，以下のようになる． 

 Δ𝐴 = 8𝑅2𝜑3/12 (3.5)  

張り出しが小さければ，2𝜑𝑅 ≈ 𝑙 （𝑙は転位線長さを示す）より， 

 Δ𝐴 = 𝑙3/(12𝑅) (3.6)  

式(3.3)に，式(3.6)，上述した1/𝑅 = 𝜏𝑏/𝑇および𝑇 ≈ 𝜇𝑏2/2を代入することで，次式が得

られる． 

 Δ𝛾𝑝 = 𝑙3𝜏/(6𝜇𝑉) (3.7)  

したがって，式(3.7)を式(3.1)に代入し，一辺の長さが𝐿の立方体セルに𝑁個の転位があ

る場合を考えると，見かけの弾性定数の減少率は以下のように表される． 

 𝜇/𝜇′ = {1 + 𝑙3𝑁/(6𝐿3)}−1 (3.8)  
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Fig. 3.1 Schematic drawing of derivation process for attendant apparently-reduced shear 

modulus due to a bowing-out dislocation segment. 

 

 単純な転位系に対する解析および評価 

 本節では，ピン留めされた刃状転位に対して負荷・除荷を行い，転位の可逆的な運

動を再現する．この過程で得られた見かけの弾性定数の低下率と式(3.8)で求められる

理論解とを比較し，理論解の適用限界を示す．その後，FTMP に基づく評価を行い，

双対線図によって転位系の変化を可視化し，場の理論的量によって見かけの弾性定数

の減少率が定量化され得ることを述べる． 

 

 解析条件 

Fig. 3.2 に示すように，一辺 2000 [b] に解析セルに両端をピン留めした長さ 200 

[b] の刃状転位を配置し，応力制御で負荷および除荷過程を再現する．この転位線

を Fig. 3.3に示すように，すべり面に対して水平（Case A）または垂直（Case B）な

面に配置し，転位線の数 N = 45, 75, 125, 175, 225 および 325と変えて，それぞれの

場合における張り出し挙動を解析および評価する．材料は-Fe（BCC）とし，用い

た物性値はそれぞれ，密度7.88×103[kg/m3]，せん断弾性係数 80.0[GPa]，ポアソン比

0.324，Burgersベクトル大きさ2.483×10-10[m] であり，1 stepあたりの時間幅は∆𝑡 =
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1.8×10-12[s] とした． 

 

 
Fig. 3.2 Schematic drawing of simulation cell (left) and loading condition (right). 

 

 
Fig. 3.3 Schematics of simulation models with two representative dislocation arrangements, 

Case A (horizontal arrangement) and Case B (vertical arrangement). 

 

 解析結果 

Fig. 3.4(a) に Case Aおよび Bにおける初期配置，Fig. 3.4 (b) に N = 175を代表例

として最大張り出し時の配置図をそれぞれ示す．Fig. 3.4 (b) より，Case Bは Case A

と比べて転位線の張り出しが抑制されていることがわかる．これは，Case Bの方が

より強い応力場を形成し，それを背応力の形で受けているためだと考えられる． 
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Fig. 3.4 Snapshots of (a) initial configurations of whole models and (b) bowing-out dislocation 

segments in the case of N=175 for Cases A and B. 

 

Case Aおよび Case Bにおける各転位数の応力－ひずみ線図を，Fig. 3.5(a)および

(b)にそれぞれ示す．同図より，両 Case共に塑性変形を担う転位数の増加によって，

応力－ひずみ線図の傾きが小さくなっていることがわかる． Case B は上述したよ

うに背応力の影響を受けて張り出しが抑制されたため，Case Aと比べて傾きの減少

が小さい．Fig. 3.5 (c) に N = 175 を代表例として両 Case を比較した図を示す．両

Case共に，負荷によって張り出した後にほぼ元の直線に戻るという可逆的な運動を

示したため，塑性ひずみはほぼ 0付近にまで回復している． 
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Fig. 3.5 Shear stress-plastic shear strain responses for (a) Cases A, (b) B and (c) both cases in 

the case of N=175. 

 

Fig. 3.5 の除荷時の傾きを元に得られた見かけの弾性定数の減少率と，式(3.8) か

ら得られるその理論解とを比較した結果を Fig. 3.6に示す．同図より，Case Aでは

理論解と良好な一致を見せる一方で，Case Bでは理論解とのずれが生じていること

がわかる．Case Bでは，転位の張り出しが強く抑制されたため，理論解と一致しな

くなったと考えられる．すなわち，転位線の張り出しが小さいと，Fig. 3.1中のが

大きくなり，この場合，式(3.5)のような Taylor展開による近似では誤差が大きくな

ると考えられる． 
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Fig. 3.6 Relationship between “apparent” reduction rate in shear modulus and the number of 

dislocation segments. 

 

以上の解析によって得られた結果に対して，双対線図を用いた評価を行う．Fig. 

3.7(a) に，両 Caseにおける全ての転位数での結果を，同図(b) にそれらの代表例と

して N=175の結果をそれぞれ示す．Fig. 3.7 (b) より，Case Aでは，負荷過程で不適

合度がほぼ垂直に上昇し，除荷過程で同様に減少していることがわかる．この間，

ひずみエネルギの変化はあまり生じていない．このことはすなわち，外力によって

供給された仕事がほぼ不適合度変化に費やされたと見ることができる．Case Bでは，

ひずみエネルギが上昇していく一方で，不適合度はあまり変化しない．よって，Case 

B においては，転位が張り出すと共にひずみエネルギが蓄積していく傾向がある．

こうした双対線図における Case Aおよび Case Bの挙動の違いは，Fig. 3.4における

転位張り出し挙動に対応する．したがって，転位線張り出しに伴う弾性ひずみエネ

ルギから不適合度への変化過程が，双対線図によって可視化できると言える． 

Fig. 3.7(c) に，Fig. 3.7(a) 中で最大の外部応力が生じた点を抜粋した図を示す．同

図より，両 Case 共に不適合度とひずみエネルギとの間に線形的な関係があること

がわかる．線形性の傾きの違いは，上述したような，ひずみエネルギの変換性の違

いを表していると考えられる．すなわち，傾きの大きい Case Aは，ひずみエネルギ

を不適合度の自由度へと効率よく変換するのに対し，傾きの小さい Case Bは反対に
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その変換効率が小さいと言える．この効率を定量的に表すために，Fig. 3.7(c)を元に

双対係数𝜅 ≡ ∑𝜂 /∑𝑈𝑒を評価した．この双対係数は，その定義から，ひずみエネル

ギがどれだけ不適合度へ変換されるか，すなわち，転位運動へと散逸したかを示す．

この特徴は，エネルギ散逸を伴う見かけの弾性定数の減少率とも対応すると考えら

れる．そこで，双対係数と見かけの弾性定数の減少率の理論解との対応を取ったの

が Fig. 3.7(d) である．同図より，転位線の張り出しの違いや転位数に関わらず，見

かけの弾性定数の減少率が双対係数に対応していることがわかる．すなわち，離散

転位系の可逆運動に起因する見かけの弾性定数の減少は，双対係数によって定量化

され，このことから，FTMP に基づくことで，ミクロスケールでの挙動をマクロス

ケールに還元し得ることを示す． 

 

 
Fig. 3.7 Duality diagrams comparing Cases A and B, (a) through (c), together with correlation 

of apparent reduction rate of shear modulus with duality coefficient, (d). 
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 複雑な転位系に対する解析および評価 

前節では，転位の可逆的な運動を，ピン留めされた刃状転位列の運動という単純な

系で解析および評価を行った．実際の金属材料では，析出物によるピン留め効果も考

えられるため，本節では析出物が及ぼす影響に焦点を当てる．析出物がランダムに配

置された状況で崩壊した転位壁を基に，析出物によってピン留めされた転位をモデル

化し，FTMPによる評価が適用し得るかどうかを検討する． 

 

 解析条件 

本項および次項では，析出物の影響でピン留めされた転位系を得ることを考え，

それに対して負荷・除荷を行う．前節と同じ物性値を用いて，Fig.3.8に示すような

転位壁モデルを作成する．一辺が 1000 [b]の解析セルに，セルの底面に対してそれ

ぞれ水平および垂直な 2種類の混合転位を配置する．それぞれの転位群のすべり系

は Fig. 3.8 に示したとおりである．この転位壁モデルに対して斥力型の相互作用を

示す析出物モデル [101]を導入し，析出物の数 N=100および 400の 2通りを対象と

する．解析の手順として，まず，両条件共に無負荷で 10000 [Steps]まで解析を行い，

緩和後の形態を得る．次に，この得られた形態に対して Fig. 3.2 に示したような負

荷条件で，0~5000 [Steps]を負荷，5000~10000 [Steps]までを除荷過程として転位の張

り出し挙動の解析を行う． 

 

 

Fig. 3.8 Schematic drawing of simulation cell and characteristics of wall-constructing 

dislocations in simulation cell. 
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 解析結果 

前項で示した条件で得られた結果を Fig. 3.9 に示す．同図中の応力－ひずみ線図

を見ると，最終ステップにおいて不可逆的なひずみが生じており，析出物の数が多

いほどそのひずみが大きいということがわかる．これは，始めは析出物にピン留め

されていた転位が，負荷によってそのピン留めが外れ，元の配置に戻らなかったた

めだと考えられる．この析出物によるピン留め効果と不可逆的なひずみ応答との関

係を調べるために，本モデルで得られた結果から析出物のピン留め間隔を求め，簡

易モデルを作成し検討を行う． 

 

 
Fig. 3.9 Series of snapshots during loading and unloading processes for models with randomly-

distributed precipitates (pinning points), comparing two cases with N=100 and 400 

(left), together with the corresponding system-wise shear stress-strain curves (right). 

 

 簡易モデルによる検討 

前項で得られた転位系からピン留めされた転位を抽出し，負荷・除荷を行い，

FTMPによる評価を試みる．ここでは，ピン留めされた転位のピン留め間隔を求め，

それを用いることで簡易モデルを作成し，解析を行う． 

(a)解析条件 

Fig. 3.9において，N=100の場合を対象とし，転位をピン留めしている析出物の

間隔を調べた．その度数分布を Fig. 3.10の左に示す．同図よりピン留め間隔は 200 

[b] でピークを迎え，半価幅は 100 [b] ~400[b] であることがわかる．この結果を
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元に，析出物によるピン留め効果再現の簡易モデルを Fig. 3.10の右のように 5つ

作成する．一辺 1000 [b] の立方体セルに，長さ 800 [b] の刃状転位を 10 本配置

し，析出物が無い場合（N=0）および析出物を配置した場合（N=10, 20(200[b]), 

20(100[b]), 20(400[b])，括弧内の数字は析出物間隔を示す）をモデル化し，これら

のモデルに対して 3.1節と同じ条件で解析を行う． 

 

Fig. 3.10 Pinning space distribution (left) of dislocation systems in Figure 9, together with 

schematics of simplified models based on it (right). 

 

(b)解析結果 

どのモデルにおいても，析出物の影響によって転位の張り出し形状は歪められ，

転位が最大負荷の辺りで析出物を乗り越える挙動が見られた．Fig. 3.11に，N=10

の場合を代表例として，双対線図および各点での転位配置を示す．なお，同図中

には転位線の形状を把握するために，析出物は示されていない．Fig. 3.11 におい

て，最初と最終ステップにおける緩和挙動に加え，析出物によるピン留めの過程，

ピン留めが外れる過程，およびそれらの間を遷移する過程という主に 3つの過程

が確認できる．ピン留めの効果によって弾性ひずみエネルギおよび不適合度が上

昇するが，ピン留めが外れることによってそれらが緩和する傾向を見せるように

なる．負荷が最大になるのは 500 [Steps] であるが，最大張り出しは 700 [Steps] と

なっている．これは慣性力が働いたためだと考えられる． 
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Fig. 3.11 A typical duality diagram obtained for simplified models, together with snapshots at 

representative steps in the case of N=10, where precipitates in Figure 10 are not shown. 

 

Fig. 3.12に全モデルでの双対線図を示す．同図より，析出物の数が増えるほど，

また，析出物間隔が狭まるほど不適合度が大きく上昇する傾向が見て取れる．さ

らに，析出物が導入されたモデルでは，Fig. 3.11 で示したような挙動と基本的に

同じ挙動を示していることがわかる． 

本解析で得られた応力－ひずみ線図を，各点における N=10 の場合の配置図と

共に Fig. 3.13に示す．同図より，ピン留め効果によって 300 [Steps]から基準とな

る N=0の場合から応力－ひずみ線図が離れだすことがわかる．さらに，除荷過程

における曲線では，ピン留めが外れて最終的な緩和が起こる前である 800~900 

[Steps]において傾きが変化している． 
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Fig. 3.12 Comparison of duality diagrams among five simplified models in Fig.3.10. 

 

 

Fig. 3.13 Stress-Strain curves comparing five simplified models in Figure 10, together with 

snapshots at representative steps for N=10. 
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Fig. 3.14に負荷過程における曲線の傾き，除荷過程における曲線の傾き，およ

び最大張り出し時から推測される残留ひずみを，それぞれ双対係数と比較した結

果を示す．ここで，双対係数は，最もエネルギ散逸が生じたと考えられる，最大

張り出し時における値を使用している．Fig. 3.14より，応力－ひずみ線図を特徴

づける諸量および残留ひずみは双対係数と良好な相関を持つことがわかる．した

がって，モデルの違いに関わらず双対係数によって整理することができたため，

本節においても FTMPに基づく評価の有効性が示されたと言える． 

 

Fig. 3.14 -based correlations of (a) loading slope, (b) unloading slope and (c) residual strain 

for five simplified models, together with system-wise stress-strain curves (redisplayed). 

 

 結晶塑性解析への導入 

3.3 節の結果から，双対係数によって見かけの弾性定数の減少を表すことができる

ということが示された．本節では，FTMPに基づいた結晶塑性モデル（付録 Aを参照） 

[80] [102]に対してその影響を導入する． 

 

 解析条件 

本解析では 12すべり系 FCC多結晶モデルを用いる．解析モデルの概略図を Fig. 

3.15に，材料パラメータを Table 3.1にそれぞれ示す（各パラメータについては付録
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A を参照）．平面応力状態を仮定し，要素分割数は Crossed triangle 要素で 48×48×4

とした．各要素には，ランダムに方位を割り当て，擬似的に等方なモデルを作成す

る．このモデルに対して，4×10-6 [/Steps]の一定ひずみで 2%まで引張りを加えた後

に，負荷を反転させ，圧縮を加える．反転負荷後の弾性定数𝜇′は，元々の弾性定数

𝜇を用いて，以下の形式で与えることとする． 

 𝜇′ = 𝜇 (1 − 𝛼tanh
𝜅

𝜅𝑠𝑎𝑡
) (3.9)  

ここで，𝜅𝑠𝑎𝑡は定数，𝛼は最大の減少割合を示し，本解析では𝛼 = 0.25とした．式(3.9)

は，Fig. 3.7(d)より，見かけの弾性定数が双対係数の減少関数として得られたことか

ら，簡易的に定式化している．見かけの弾性定数は不可逆とし，𝜅𝑠𝑎𝑡 = 1 × 10
6，1 ×

107，1 × 108および補正が無い場合の 4 種類のモデルで解析を行い，双対係数によ
る弾性定数の低下がどのように表されるのかを調べていく． 

 

 

Fig. 3.15 Poly-crystal model used in FE analysis. 
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Table 3.1 Material parameters used in FE analysis. 

Shear 

Strain 

Rate 

�̇�𝛼 

�̇�𝑆𝑅[/s] 

𝐵𝑆𝑅 

𝑝1 

𝑞1 

2.75× 1010 

145.5 

0.666 

2.0 

 Back 

Stress 

Ω(𝛼) 

𝐾𝑠𝑎𝑡[MPa] 

A 

𝑙∗[µm] 

𝑎∗ 

500.0 

30 

5.0 

0.03 

Peierls 

Stress 

𝜏𝑝𝑒𝑖𝑒𝑟𝑙𝑠
(𝛼)∗

 

�̇�𝑆𝑅2[/s] 

𝐵𝑆𝑅2 

𝑝2 

𝑞2 

𝜏𝑚
∗ [MPa] 

8.75× 106 

34.93 

0.833 

2.0 

356.0 

 Strain 

Gradient 

𝐹
(𝜂(𝛼),𝛼(𝛼))

(𝛼)
 

𝑃𝛼[MPa] 

𝑃𝜂[µm] 

�̅�[µm] 

𝑙𝑑𝑒𝑓𝑒𝑐𝑡[µm] 

B[m] 

100 

200 

0.002 

10.0 

2.48× 1010 

Drag 

Stress 

 

𝐾(𝛼) 

 

ℎ0[MPa] 

𝜏0[MPa] 

n 

(𝑊𝑝)𝑠𝑎𝑡
∗  

𝑑𝐺𝑅𝐴𝐼𝑁[µm] 

1.5× 104 

244 

0.13 

6.0 

40.0 

 Elastic 

Constants 

𝐶11[GPa] 

𝐶12[GPa] 

𝐶44[GPa] 

169.0 

122.0 

75.3 

Time 

Interval 

∆𝑡[s] 2.0 × 10−2 

 

 解析結果 

本解析によって得られた応力－ひずみ線図および，弾性マトリクス成分の要素平

均の変化を Fig. 3.16(a)および(b)にそれぞれ示す．Fig. 3.16(a) より，反転負荷におけ

る見かけの弾性定数の低下が滑らかに表現できており，𝜅𝑠𝑎𝑡によってその程度を制

御することができることがわかる．Fig. 3.16(b) に示した弾性定数の変化を見ると，

弾性定数の低下が始まる反転負荷時から，応力が 0になる時点までに急激な低下が

生じるが，その後の変化は緩やかになっている．このことから，弾性定数は応力が

正の領域で大きく減少していることがわかる． 

以上より，FTMP に基づいた転位系の評価によって，転位系を表現するパラメー

タと，見かけの弾性定数の低下というマクロな現象とを結びつけることが可能であ

ると示された． 
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Fig. 3.16 Simulated results among 4 models. (a) Comparison of stress-strain curves and (b) 

variation of elastic stiffness component are shown. 

 

 結言 

本章では，塑性加工の分野において報告されている，負荷・除荷過程における見か

けの弾性定数の低下について，転位の可逆運動に着目し，転位動力学法による表現お

よび FTMPに基づく観点からその評価を行った． 

転位の可逆運動を再現し得る，最も単純なケースとして，刃状転位の張り出しを対

象に解析を行った．刃状転位列をすべり面に対して水平（Case A），または垂直（Case  

B）に並べ，せん断応力を負荷した後に除荷した解析では，転位列の並び方によって張

り出し挙動が異なり，Case B では Case A と比べ，張り出しが抑制される傾向にあっ

た．これらの解析から見かけの弾性定数の低下率を求め，理論解と比較した所，Case 

A では良好な一致を見せる一方で，Case B では理論解からの逸脱が見られた．FTMP

に基づく双対線図による評価を行うと，両 Case間でのエネルギ・不適合度の変化過程

に特徴的な差異が見られた．さらに，不適合度とエネルギの比である双対係数と，見

かけの弾性定数の低下との間には，両 Caseでの張り出し挙動の差異に関わらず，良好

な相関が得られた． 

次に，析出物によるピンニングにより生じる転位の可逆運動に着目して解析を行っ

た．析出物を含む転位壁の崩壊シミュレーションの結果から，ピンニング間隔を抽出

し，その間隔を基に析出物を配置したモデルに対して解析および評価を行った．析出

物の影響によって転位のピンニングやアンピンニングが生じ，張り出し挙動が複雑に

なったものの，FTMP による評価によって，その力学的挙動を整理することが可能で

あることが示された． 

上記，双対係数で見かけの弾性定数の低下を評価できるという結果から，双対係数

による見かけの弾性定数の低下のモデル化を行った．その結果，除荷過程における見
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かけの弾性定数の低下が表現可能であることがわかった． 

このような結果から，FTMP に基づく評価によって，ミクロの現象を統一的な観点

で整理することが可能であることや，その知見を活かすことによってミクロ・マクロ

を繋ぐマルチスケール解析が可能であることが示されたと言える． 
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第4章 固執すべり帯(PSBs)に対する解析および評価 
 概要 

本章では，金属材料の疲労破壊の起点となるき裂発生過程の起源である固執すべり

帯（Persistent Slip Bands: PSBs）における転位運動を対象とする．すなわち，同組織の

主要構成要素である刃状転位双極子の壁構造をモデル化し，同壁構造を構成する転位

の壁間における往復運動を各種条件下で解析する．ここでは，負荷応力レベルの違い

（FCC 金属），および交差すべり頻度の違い（BCC 金属）を対象とし，とくに不適合

度テンソル場に対する相空間トラジェクトリ（PhS-T）による分析・評価を行う．ラダ

ー組織中の Channel部に張り出したらせん転位群の往復運動が，PSBsにおける集中的

なせん断変形を担うのであるが，らせん転位群は Channel 内で行き交う運動中に，弾

性相互作用の結果時折転位双極子を形成し，他の運動転位の障害物として働く．その

ため，負荷応力レベルにより PhS-Tへ及ぼす影響が異なる，すなわち，いわゆる安定

運動に対する PhS-T 上での閉軌道に至る過程に主として現れると考えられる．一方，

交差すべりが生じる場合，往復運動の過程で転位ループが形成されることが予想され，

これらの転位ループが原子空孔型を含む場合，疲労き裂形成過程に重要な役割を果た

すと想定される．ここでは，転位ループ形成過程が PhS-Tに対して及ぼす影響につい

て，とくに重点的に議論を行う． 

 

以下では，まず交差すべりが生じない，安定的な応答を示す PSBモデル（FCC）に

対して，負荷応力レベルを変えた 3ケースについて解析および PhS-Tによる安定性評

価を行う．その次に，交差すべりの頻度を変えた 3ケースのモデル（BCC）に対して

同様に解析および評価を行い，原子空孔型の転位ループの影響がどのように表れてく

るのかを検討していく． 

 

 FCCモデル 

本節では，FCC における PSB モデルを作成し，転位間相互作用のみの，自律的に

発展した転位系に対して，繰り返し負荷を与えることを考える．安定的な挙動を示す

までの過程に対して場の理論的な評価を行い，PSBsにおける安定な挙動がどのように

PhS-T上で表現されるのかについて言及していく． 

 

 解析条件 

まず，PSB モデルの緩和計算によって，安定化した転位系を得ることを考える．

Fig. 4.1 に解析モデルを示す．通常，PSBs の Wall 部を構成する刃状転位の双極子
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は，Channel 部に張り出す可動部分と，応力場によって運動が制限されている不動

部分とに分けられると考えられる．本解析では，任意の長さの刃状転位を任意に配

置し，一部の転位を不動転位化，その他は両端をピン留めして Wall 部をモデル化

した．2枚のWallを Fig. 4.1に示すように，対向させて 1辺 2.0 [m]（8000 [b]）の

立方体セルに配置し，外力は負荷せずに転位間相互作用のみで駆動させる．周期境

界条件を課し，1 [Step]あたりの時間間隔は∆t=1.0×10-10 [s]，対象とする材料は Cu

（FCC）で，用いた物性値は，密度 8940 [kg/m3]，せん断弾性係数 46.1 [GPa]，ポア

ソン比 0.34，Burgersベクトルの大きさ 2.56×10-10 [m]とした． 

 

 

Fig. 4.1 Computational model of PSB for FCC. 

 

転位間相互作用によって，Fig. 4.1 に示すモデルの Wall 部から転位が張り出し，

緩和後の形態が得られた．その形態を，転位密度の変化と共に Fig. 4.2に示す．初

期においては，Wall 部の転位が張り出したり，対向する Wall の転位と対消滅した

りすることを繰り返すことで，転位密度の時間変化に揺動が生じている．対消滅が

生じた後は，転位同士が繋がり，Channel 部にらせん転位として残される．こうし

た転位間相互作用は次第に収束し，最終的には転位の運動が止まり，転位密度は一

定になっている． 
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Fig. 4.2 Simulated results for relaxation configuration of PSB model. Variation of dislocation 

density and configuration at which last step are shown. 

 

Fig. 4.2 に示した転位系に対して，応力制御で繰り返し負荷を掛ける．応力振幅

∆𝜎= 15，20，25 [MPa] の 3 種類を想定し，以下に示すように，5000 [Steps] 周期
で，5周期の負荷を与えていく． 

 𝜎13 = Δσ sin {
(Time Steps) ∗ 𝜋

2500
} (4.1)  

 

 解析結果 

緩和後の PSBモデルに対して周期負荷を掛けた結果を Fig. 4.3に示す．初期にお

いては，負荷によって転位が張り出し，対向した Wall 部の転位と対消滅を頻繁に

起こす．全ケースにおいて，一部では転位の双極子を Channel部に生成し，それら

が運動の障害となっている．しかし，∆𝜎=  20および 25 [MPa] の場合では転位の張

り出しが大きいため，双極子はステップを重ねるにつれて解消される．最終的には

∆𝜎= 15および 20 [MPa]では対消滅がほとんど生じなくなり，15000 [Steps]以降は
基本的に周期負荷に合わせて周期的に前後運動するのみである．一方，∆𝜎=  25 

[MPa]では，15000 [Steps]以降もWall部から転位が大きく張り出すため，対向した

Wall の転位と相互作用を周期的に起こし続けることになる．上述した変化は Fig. 

4.4 に示すように，ひずみ速度の変化にも表れている．同図では，初期において波

形が乱れているが，転位間相互作用が収束するに従って一定の波形を見せるように

なる．15000 [Steps]以降は全てのケースでほぼ一定の変化傾向を示している．  
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Fig. 4.3 Snapshots of PSB models for 3 stress amplitude cases. Screw dipoles are generated and 

they annihilate in lager stress amplitude model. 

 

 

Fig. 4.4 Variations of strain rate for FCC models. 

 

このように，本 PSBモデルは周期的な運動を示すような安定化をする．ここで，

PSBs における安定的な挙動が，何によって評価が可能かを考える．FTMP に基づ

く双対線図では，前後運動する転位系の場合，不適合度およびエネルギゆらぎ共に
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揺動するため，安定化の指標を得にくいということが考えられる．一方，Fig. 4.4の

ようにひずみ速度変化を追という方法では，一見周期的な波形が得られたとしても，

転位の僅かな変化によって波形が乱れるため，波形のみで系全体の安定性を判別す

ることは難しい． 

そこで本研究では，2.2.6項で述べたように，ある量と，その時間変化とをプロッ

トした，PhS-T [78]による評価を試みる．ここでは，不適合度とその時間変化をプ

ロットすることを考える．不適合度の時間変化は次式で定義される． 

 |𝜂𝐾𝐾̇ | =
|𝜂𝐾𝐾|𝑛+∆𝑛−|𝜂𝐾𝐾|𝑛

∆𝑛
 (𝑛 = 100,200,… ,25000, ∆𝑛 = 100) (4.2)  

式(4.2)において，𝑛は Time Stepsを示し，本解析では 100 [Steps]毎に不適合度を計

算しているため，∆𝑛 = 100とした．本モデルは，安定化した状態とそれへの遷移状

態との 2種類に分けることができる．Fig. 4.4から，15000 [Steps] 以降はひずみ速

度の波形にほとんど乱れが生じていないことから，1~3 周期分（~15000 [Steps] ま

で）を遷移状態，それ以降（4および 5周期）を安定状態と定義する．本研究では，

繰り返し負荷を与えているため，安定状態においては，転位が負荷に応じた運動，

すなわち周期的な運動をすることになる．この場合の PhS-T上での振る舞いは，単

振動における解の振る舞いと同じように閉軌道になると考えられ，PhS-T上の塀軌

道は安定状態を示すと推察される． 

Fig. 4.5に，本研究で得られた PhS-Tを示す．同図において，安定状態は遷移状

態より強調して表示しており，各周期における PhS-Tもそれぞれ示している．全て

のケースで，初期において不適合度およびその速度が正となっていることから，外

部応力によって不適合度の発展が生じていると言える．その後，反転負荷の際に転

位が収縮するため不適合度速度が負になり，再負荷によって再び正になることを繰

り返して，遷移状態から安定状態へ移行し，∆𝜎 =  15および 20 [MPa]では安定状態

のループがほぼ一致するような閉軌道が得られる，すなわち，安定化するというこ

とが示される．一方，∆𝜎 =  25 [MPa]ではループが一致しないものの，周期を重ね

るにつれて閉軌道へと収束している．このことから，∆𝜎 =  25 [MPa]においても同

様に安定化しているということが読み取れる．なお，ループが一致しない理由とし

て，∆𝜎 =  25 [MPa]では，Fig. 4.3 に示したように，対向した Wall 部から張り出し

た転位と動的に相互作用をし続けるということが挙げられる．この転位間相互作用

が，PhS-T 上の何に影響を及ぼしてループ形状が変化しているのかについて，Fig. 

4.5右に示した，∆𝜎 =  25 [MPa]における3rd Cycle以降のトラジェクトリを見ると，

縦軸に大きな変化が生じていることがわかる．すなわち，転位間相互作用は不適合

度自体ではなく，不適合度速度に大きな影響を与えることが示唆される．このこと
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を示したのが Fig. 4.6であり，同図中(a)においては，不適合度は一定の中心線の周

囲で緩やかに揺動しているのに対し，同図中(b)を見ると不適合度速度は激しく揺

動していることが見て取れる． この転位間相互作用と不適合度速度の関係につい

ては次節においても述べる． 

以上のことから，PhS-Tによって，周期的に運動をするような，動的な平衡に関

しても安定性の評価が可能であるということが言え，次節では交差すべりによって

PhS-Tがどのように変化するのかを議論していく．  

 

 

Fig. 4.5 Phase-space trajectories of PSB models for FCC. 
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Fig. 4.6 Variation of (a) incompatibility and (b) incompatibility rate of PSB model for FCC. 

 

 BCCモデル 

前節では，周期的な運動という安定的な応答を示す PSBs は，相空間トラジェクト

リ上で閉軌道を示すことを述べた．本節では，PSBsにおいて交差すべりが生じる場合

について，解析および評価を行う．すべり面が多様である BCCを対象に，交差すべり

の頻度を変え，交差すべりの影響について述べていく． 

 

 解析条件 

Fig. 4.7 に解析モデルを示す．本解析では，計算コストの制約から，刃状転位壁

を 1枚配置し，両端をピン留めした中央の転位のみを可動転位として，それ以外は

不動転位とした．交差すべりが生じる臨界応力を 1桁変えることで，交差すべりの

頻度を制御し，高頻度および低頻度，さらには生じない場合の 3ケースについて解

析をする．周期境界条件を課し，1 [Step]あたりの時間間隔は∆t=3.0×10-12[s]で，外

部応力は式(4.1)を ∆𝜎=  200 [MPa]として，前節と同様に 5000 [Steps]周期で与える．

対象とする材料は-Fe（BCC）で，用いた物性値を，密度は 7630 [kg/m3]，せん断

弾性係数は 53.8 [GPa]，ポアソン比は 0.334，Burgersベクトルの大きさは 2.485×10-10 

[m]とする．なお，本解析では，交差すべりを生じやすくするために，らせん転位

の易動度を，刃状転位の易動度の 1/100にし，転位が張り出した際にらせん成分が

Channel部に残りやすくしている． 

 



第 4章 固執すべり帯(PSBs)に対する解析および評価  

65 

 

 

Fig. 4.7 Computational model of PSB for BCC. For computational efficiency, one edge dipole 

wall is considered and only a pinned edge dislocation can glide. 

 

 解析結果 

本解析で得られた各モデルの挙動を Fig. 4.8に示す．交差すべり無しのモデルと

その他のモデルとを比べると，交差すべりの影響によって転位の張り出し挙動が大

きく変化していることがわかる．交差すべりをした転位は，反転負荷によってWall

部に戻されると，Fig. 4.9に示すように，Wall部の転位と対消滅を起こす．高頻度

モデルでは，Channel部に残された転位ループの一部がWall部の転位と接続しなが

ら，外部応力の周期に合わせて拡張および収縮を繰り返す．一方，低頻度モデルで

は，こうした傾向はごく一部に限られる．このような転位の運動を通して，交差す

べりがあるモデルでは，Channel部に微小ループが生成される． 

ここで，交差すべりが高頻度であるモデルにおける，微小ループの生成過程につ

いて述べていく．初期において拡張した転位の至る所で，交差すべりが生じ（Fig. 

4.8 (a)），Fig. 4.8(b)の段階では他のモデルと大きく形状を変えている．交差すべり

が生じた転位はさらに交差すべりを起こし，対消滅を経て Channel部に多数の微小

ループを残す（Fig. 4.8(c)以降）．こうした微小ループの生成は，交差すべりの頻度

が大きくなるにつれて，その数が多くなっていると推察される．それを定量的に示

したのが Fig. 4.10である．同図では，Fig. 4.8に示した微小ループを構成する転位

のノード数が基本的に 10以下であったことから，微小ループを，ノード数 10以下

の転位ループと定義して，各 Stepでの値を求めている．Fig. 4.10より，交差すべり

によって微小ループが解析セル内に蓄積されていくことが定量的に示される． 
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Fig. 4.8 Snapshots of simulated results of PSB models for BCC. Cross slip causes generation of 

debris loops in channel. 

 

 
Fig. 4.9 Snapshots of simulated results of PSB models for high-frequency-model and low-

frequency-model at last step. 
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Fig. 4.10 Variation of the number of debris loops. 

 

こうした微小ループの生成について詳細に述べる．高頻度のモデルを例にして生

成過程を詳細に示した結果が Fig. 4.11である．同図では，転位セグメントをそれが

属するすべり面毎に色分けしており，1周期目の反転負荷の時に，微小ループが生

成される過程をステップごとに示している．Fig. 4.8 で既に示したように，最初の

負荷の段階で無数に交差すべりが起こっており，反転負荷によって転位が戻る際に，

元のすべり面（Fig. 4.11の赤）に属している転位同士で対消滅が生じる．これによ

って，4つのすべり面（Fig. 4.11の赤，緑，青，オレンジ）で構成される転位ルー

プが残される．その転位ループは外部応力によって引き伸ばされ，一部はらせん転

位になり，更に交差すべりおよび対消滅を起こして，微小ループへと変化していく

と考えられる．最終的に，構成する転位が異なるすべり面（赤，緑）に属した，刃

状成分の支配的な微小ループが生成されている．このように，らせん転位は次々と

交差すべりを起こし，対消滅していくため，本解析で得られた微小ループは全て刃

状成分が支配的であると考えられる．残された転位ループは，そのすべり面との関

係から，原子空孔または介在物としての性格を有すると推察される．したがって，

微小ループは交差すべりを通して生成されることから，PSBs における交差すべり

が，原子空孔の発生を制御し得る，ということが言える．このことを示したのが，

Fig. 4.12 にある，交差すべりしたノードと微小ループとの関係である．同図より，
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交差すべりの頻度に関わらず，交差すべりしたノードの数と，微小ループ数，すな

わち原子空孔数との間には良好な相関があるということが示唆される． 

 

 

Fig. 4.11 Snapshots of generation process of debris loops. When reversed loading, head of 

dislocations annihilate with other dislocations, leaving dislocation loops. Such 

generated dislocation loops repeat cross slip and annihilation with their dislocations. 

Finally, edge dislocation loops are left in channel. 

 

 
Fig. 4.12 Relationship between the number of debris loops and the number of cross slip nodes. 
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次に，FTMPに基づく評価を行っていく．本解析で得られた PhS-Tを Fig. 4.13に

示す．同図では，各モデルの各周期でのトラジェクトリも同時に示している．Fig. 

4.13より，交差すべりの影響によってトラジェクトリの形状が大きく変化すること

がわかる．高頻度モデルは，縦軸の値（不適合度速度）が最も大きく変化し，ルー

プ形状が揺動しながらも，初期および最終ステップにおける値がほぼ一致した，安

定に近い（閉軌道に近い）軌跡を示していることがわかる．一方で，低頻度モデル

ではトラジェクトリが左側へ遷移している．こうした傾向の違いは，上述したよう

に，高頻度モデルでは多数の転位ループが周期的に運動をするのに対して，低頻度

モデルでは，運動する転位ループの数が少なく，交差すべりに伴う Wall 部の対消

滅の影響の方が強く出たためだと考えられる．交差すべり無しのモデルでは，転位

が前後運動するだけなので，Fig. 4.5で示した安定的な挙動を示す FCCモデルで見

られたような，閉軌道が得られている． 

 

 
Fig. 4.13 Phase-space trajectories of PSB models for BCC. Colored diagrams for each cycle are 

also shown. Cross slip disturbs configuration of trajectories, which are originally 

showing closed loop. 

 

Fig. 4.13より，交差すべりの頻度が大きくなるにつれて，不適合度速度が大きく

なっていることから，交差すべりの影響は不適合度速度に表れると考えられる．そ

こで，不適合度速度の時間変化を示したのが Fig. 4.14(a)である．同図より，交差す

べりの頻度が高くなるほど，不適合度速度の最大値および最小値が大きくなってい

ることがわかる．本解析において，トラジェクトリの横軸の不適合度は，転位がど

の程度増えたか，あるいは，転位がどの程度動いたか，を示すことから，縦軸の不
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適合度速度は，転位やその運動がどの程度変化するのか（増殖するのか，対消滅す

るのか等），を表すと考えられる．したがって，Fig. 4.13 で見られた高頻度モデル

における，縦軸が大きく変化しながらも安定に近い（閉軌道に近い）ような軌跡は，

転位の増殖や対消滅が頻繁に生じるような動的平衡を表していると言える．このモ

デルでは，同時に多数の微小ループを生成していることから，十分な数のループ生

成は，PSBs が担う変形過程の安定化に繋がるということが示唆される．一方，低

頻度モデルで見られたように，微小ループの生成が少なくなると，トラジェクトリ

が閉軌道から逸脱することから，不安定化すると考えられる． 

上述したように，不適合度速度は転位が増殖または対消滅するのかを表すと考え

られ，微小ループの生成との関係性が推測される．そこで，Fig. 4.14(a)に示した不

適合度速度の変化から，半周期毎の振幅を計算し，同じく半周期毎に生成された微

小ループとの相関を調べた．その結果を Fig. 4.14(b)に示す．同図より，交差すべり

の頻度に関わらず，両者の間に良好な相関があることが示される．したがって，

PSBs においては，生成された微小ループは不適合度速度の振幅によって測られる

と言える．こうした微小ループは Fig. 4.11で示したように，原子空孔になり得る．

この原子空孔の源とも言える微小ループは，Fig. 4.15に示すように，Wall部だけで

なく，Channel部にも渡って分布している．中谷の拡散解析によると [103]，Channel

部で生成された原子空孔は，一度 Wall 部へと流れ，表面に抜けることで入り込み

の形成を促進する．このことからも推察されるように，PSBs における転位間相互

作用によって生成された原子空孔は，疲労き裂の発生を助長すると言われている 

[36, 37]．本解析で得られた微小ループと不適合度速度の関係は，連続体モデルにお

いても原子空孔の影響を導入できることを示唆しており，疲労モデルの構築へと応

用されることが期待される． 
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Fig. 4.14 (a) Variation of ∑|𝜂KK|̇  and (b) correlation of the number of generated debris loops 

and amplitude of ∑|𝜂KK|̇ . 
 

 

Fig. 4.15 Anticipated vacancy distributions based on those of debris loops, comparing between 

high and low frequency cross slip conditions. 
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本章の最後に，Fig. 4.14(b)に示した関係を場の理論的観点から考察する． 

FTMPでは，不適合度テンソルを 4次元時空に拡張していることから，不適合度

の無発散条件div 𝜼 = 𝜕𝑎𝜂𝑎𝑏 = 0 (𝑎, 𝑏 = 1, 2, 3 および 4 (時間))は，次式のようになる． 

 𝜕𝜂44
𝜕𝑥4

+
𝜕𝜂A4
𝜕𝑥A

= 0 ⇔
𝜕𝜂KK
𝜕𝑡

= −
𝜕𝜂A4
𝜕𝑥A

, (A = 1, 2, 3) (4.3)  

𝜂44に関しては，式(2.30)の関係を用いた．上式より， 

 𝜂KK̇ = −div 𝜂A4  with  𝜂A4 = −(𝛼BC)𝑠𝑘𝑒𝑤
∙  , (B, C = 1, 2, 3) (4.4)  

( )𝑠𝑘𝑒𝑤
∙ は，反対称化および時間微分を表す．式(4.4)を考えている系全体へと拡張

すると，Gaussの発散定理を用いて，次式が得られる． 

 

𝜕

𝜕𝑡
∫ 𝜂KK
𝑣

d𝑣 = −∫
𝜕𝜂A4
𝜕𝑥A𝑣

d𝑣 = −∫ 𝑛A𝜂A4
𝑎

d𝑎

= ∫ 𝑛A(𝛼BC)𝑠𝑘𝑒𝑤
∙

𝑎

d𝑎 

(4.5)  

𝑛Aは法線ベクトルを示す．式(4.5)が意味することは，𝜂KKの時間変化𝜂KK̇ はある面d𝑎

を通る転位フラックスによってもたらされるということである．(𝛼BC)𝑠𝑘𝑒𝑤は，転位

密度テンソルの反対称部分であるため，刃状成分のみを表現している．したがって，

𝜂KK̇ は，刃状転位のフラックスとの生成と密接な関係を持つと言える．本解析で得

られた微小転位ループは，刃状成分が支配的な転位ループであったため，その生成

が𝜂KK̇ の変化に影響を与えたと考えることができる． 

 

 結言 

本章では，PSBsのモデル化を行い，周期的な負荷を掛けることで，その挙動を解析

すると共に，FTMPに基づく PhS-Tによる評価を行った． 

負荷応力レベルを変えた 3つのモデル（FCC）に対する解析では，Wall部から転位

が張り出すことによって，Channel部で転位双極子が形成されたが，応力レベルが高く

なるとそれらは解消された．最終的に，どのモデルにおいても周期的な運動が見られ，

PhS-T 上で閉軌道を示すという安定的な挙動が示されたが，閉軌道に至る過程は応力

レベルによって異なった．すなわち，転位双極子が解消される程高い応力レベルにお

いては，収束が遅く，PhS-T 上の縦軸である不適合度速度での揺動が見られた．した

がって，ここでは不適合度速度と転位間相互作用との間の関係性が示唆された． 

交差すべりの頻度を変えた 3種類のモデル（BCC）に対する解析では，交差すべり

によって，微小ループの生成や，Wall部における対消滅が見られた．交差すべりの頻

度が高い場合は，より多くの転位ループを生成し，それらが周期的に運動することで

塑性変形が担われるのに対し，頻度が低いと，運動するループが少なくなり，Wall部
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での対消滅も相まって系全体の転位密度が減少する傾向にあった．こうした挙動の差

異は PhS-T上で表れ，交差すべりの頻度が高いと，Wall部での対消滅と転位ループ生

成とが釣り合うような形で，準安定的な挙動を示し，閉軌道に近い軌跡を示した．低

頻度になると，閉軌道を示さず，PhS-T 上のループが左へ遷移していくような軌跡を

見せた．この結果から，高頻度の交差すべりによって，PSBsにおける動的な平衡が実

現することが示唆される．さらに，生成された微小ループを詳細に解析すると，刃状

成分が支配的な転位ループであり，原子空孔の生成元になり得ることがわかった．こ

の生成数と，不適合度速度の振幅との関係を見ると良好な相関が示されたことから，

不適合度速度によって空孔数を測ることができる可能性が示された．このことは，4次

元時空に拡張された不適合度テンソルの無発散性からも推察されることである．さら

に，PSBs内で生成された原子空孔は拡散によって入り込みや突き出しの形成を助長す

ることから，本解析で示した不適合度速度による原子空孔の表現可能性は，場の理論

に基づいた疲労のモデルの高精度化へと繋がり得る． 
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第5章 幾何学的に必要な境界(GNBs)に対する解析およ

び評価 
 概要 

本章では，変形中の金属材料の機械的性質を支配する転位下部組織において，近年

その詳細構造が系統的な形で同定されている，数種の幾何学的に必要な境界

（Geometrically-Necessary Boundaries: GNBs）を対象とし，転位動力学法によるそ

の再現と FTMP 的観点からの安定性評価を行う．すなわち，4 つの代表的な GNBs

（GNB2, 3, 4および 7）に対し，初期配置からの緩和過程を解析すると共に，同過程

の双対線図表現を行う．さらに，通常，同線図において無視する運動エネルギゆらぎ

の寄与を増幅させて再評価することを通じて，各壁の安定性の詳細に繋がる情報の抽

出を試みる．加えて，最も安定な GNB に対して外部からの擾乱（Frank-Read(F-R)

源からの運動転位との相互作用）を与え，形態変化に伴うエネルギ変化を具体的に調

べることで，抽出情報に関する部分的検証を行う． 

 

以下では，Winther ら [45]が報告した GNBs の形態を元に，転位動力学法による再

現および FTMPに基づく評価を行い，転位壁の安定性に対する知見を得ていく．解析

条件，転位壁モデルの形態およびそれらと観察結果との対応を示した後，双対線図に

よる評価および Shannonエントロピーでの検討も併せて示す．なお，本章では転位多

体系を取り扱い，複雑な相互作用が生じるため，転位動力学のコードに ParaDiS 

（Parallel Dislocation Simulator） [104]を用いている．ParaDiSは前章までに用いていた

Zbibら [25]の開発したコードに比べ，転位を直線に近似するという点や相互作用等の

取り扱いはほぼ同じであるが，陰解法を採用していることや転位の応力場の非特異化 

[105]によって解析が安定的に進められるため，本章のような複雑な相互作用の生じる

転位壁の解析に適している． 

 

 解析条件 

Fig. 5.1(a)に，Wintherら [45]が報告した，GNBsの初期配置を示す．同図において，

本論文では，Wintherらに倣い，2種類のBurgersベクトルで構成されるGNBをGNB2，

3種類の Burgersベクトルで構成される GNBを GNB3および GNB7，GNB3と GNB7

を合わせた形態を示す GNBを GNB4としている．Fig. 5.1(a)を基に，Fig. 5.1(b)に示す

ような GNBsモデルを作成する．各転位線は 1000 ×1000×1000 [b3]の解析セル中に配置

され，Fig. 5.1(a)と同様に Burgersベクトル毎に色分けされており，転位線の両端はピ
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ン留めされている．材料は Al（FCC）を対象とし，用いた主な物性値はそれぞれ，密

度 2700[kg/m3]，せん断弾性係数 25.5 [GPa]，ポアソン比 0.34，Burgersベクトル大きさ

2.86×10-10[m]とした．全方位周期境界条件を課し，長範囲の応力場の計算に関して，計

算の安定化のために ParaDiSに搭載されている FMM (Fast Multipole Method) [104]を採

用している．現状，FMM を用いることにより解析セルは立方体セルに限定されるた

め，各 GNBはセル内に孤立するように配置されている．そこで，Fig. 5.1(c)に示すよ

うに解析セルの中央に 400×400×400 [b3]とした評価領域を設け，その範囲内で不適合

度やエネルギの計算を行うことで，壁端部の影響を減らすこととする．解析中は外力

を与えず，転位間相互作用のみで GNBsの形態形成を再現する． 

 

 

Fig. 5.1 (a) Schematic drawing of initial configurations of GNBs and simulation models of four 

GNBs, showing (b) initial configurations with periodic boundary conditions, together 

with (c) evaluation regions for stress and incompatibility calculations. 

 

解析結果 

Fig. 5.2に本解析で得られた初期および最終ステップでの GNBsの形態を示す．比較

のため，Wintherら [45]が報告した各 GNBの理想配置を併記している．各 GNBにお

いて，ジャンクション形成を中心とした，転位間相互作用に伴う転位壁の顕著な形態

変化が生じ，それぞれの理想配置がほぼ再現されていることがわかる．最終的に GNB2
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は正六角形形状となり，GNB3および 7は梯子状のような形態へと変化している．一

方 GNB4は，GNB3と 7を重ね合わせたような形態であり，本モデルの中で最も転位

密度が大きく，各転位から生じる応力場の影響で転位が歪められて直線状から逸脱し

ている．しかし，赤色の転位線が水色の転位線と，黄色の転位線が青色の転位線とそ

れぞれ反応し，理想配置を取る傾向にあると言える． 

 

 
Fig. 5.2 Simulated initial and final configurations for GNBs 2, 3, 4 and 7, compared with those 

predicted by Winther, et al [45]. 

 

 弾性ひずみエネルギゆらぎおよび不適合度 

Fig. 5.3および Fig. 5.4に，本解析で得られたひずみエネルギゆらぎおよび不適合

度の時間変化をそれぞれ示す．両図より，GNB4 以外はひずみエネルギゆらぎおよ

び不適合度変化の傾向がほぼ同じであることがわかる．GNB2 では両方が初期に急

激に減少し，GNB3および７ではほぼ一定の傾向を示す． GNB4のひずみエネルギ

ゆらぎは初期に上昇した後に激しく揺動しており，不適合度も緩やかにではあるが

上昇と下降を見せている．こうした揺動は，Fig. 5.2で見られるように，GNB4は一

部でジャンクションを形成することでエネルギを下げる一方で，自身の応力場によ

って転位が歪められているという，他の GNBsでは顕著に現れない反応を示したた

めだと考えられる． 
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Fig. 5.3 Variation of elastic strain energy fluctuation with elapsed time, comparing four GNBs 

simulated. 

 

 

Fig. 5.4 Variation of incompatibility with elapsed time, comparing four GNBs simulated. 

 

 Shannonエントロピーによる評価 

本項では，本解析で得られた GNBsの形態に対して，Shannonエントロピー [65]

による評価を試みる．一般的に，Shannon エントロピーは配置の複雑性を評価する
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指標であり，本研究で用いている不適合度と同様の性質を有すると考えられること

から，両者の対応関係について述べる． 

本研究における Shannonエントロピー𝑆𝑆
config
は次式で定義される． 

 𝑆𝑆
config

= −∑𝑓𝑖 log 𝑓𝑖 (5.1)  

ここで，𝑓𝑖はサブセル𝑖に含まれる転位の全長さを解析セル全体に含まれる転位の全

長さで割った，転位の長さ比を示す．通常，Shannon エントロピー評価はサブセル

に含まれる点に基づいて行われるが [57]，本解析では，転位を構成するノードの数

が線の曲率によっても変わるため，転位の長さに基づいた定義をしている． 

式(5.1)に基づいて，各 GNBのエントロピー変化を求めた．Fig. 5.5にその結果お

よび線形近似した時の直線をそれぞれ示す．同図より，正六角形状の形態を取る

GNB2は最終的に最もエントロピ－が低くなり，降下する割合も高いことがわかる．

転位密度が高く，形態が複雑な GNB4は最もエントロピーが高く，減少する割合が

小さい．GNB3および 7は，それぞれ同様の形態を有するため，最終的に同じよう

なエントロピーとなる．なお，エントロピーの計算に際しては，サブセル分割によ

って結果が異なるが，本解析では GNB3および 7が同様の値を持ち，GNB2および

4と明確に区別される分割数（20 × 20 × 20分割，Fig. 5.5参照）を採用した． 

 

 

Fig. 5.5 Variation of entropy for four GNBs. 
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Fig. 5.4および Fig. 5.5から，GNBsにおける不適合度とエントロピーは同様の傾

向を示すことが推察される．そこで，両者の関係をプロットした結果が Fig. 5.6(a) 

となる．同図より，GNBs の初期および最終形態において，大まかには不適合度と

エントロピーとの間に線形的な相関があることがわかる．すなわち，𝑘configを定数と

して， 

 𝑆𝑆
config

= 𝑘config𝜂𝐾𝐾 (5.2)  

という関係が得られる．このことは，不適合度がエントロピーで表現される形態の

情報を有する，ということを示唆している． 

Fig. 5.5および Fig. 5.6(a) それぞれに対する近似曲線から，不適合度およびエント

ロピーの平均の変化率（〈𝜂𝐾𝐾〉𝑡
∙および〈𝑆𝑆

config〉𝑡
∙）を求め，両者の関係をプロットし

た結果を Fig. 5.6(b)に示す．同図および式(5.2)より，同じ定数を用いて次式が推察さ

れる． 

 〈𝑆𝑆
config〉𝑡

∙ = 𝑘config〈𝜂𝐾𝐾〉𝑡
∙  (5.3)  

 

 

Fig. 5.6 Relationships (a) between entropy and incompatibility and (b) between entropy 
rate and incompatibility rate.  

 

以上に加えて，Fig. 5.4(a)および Fig. 5.6(b)を見ると，不適合度の大小とエントロ

ピーの平均変化率の大小との間には相関があると考えられる．そこで，両者の相関

を片対数グラフで示した結果が Fig. 5.7 である．同図より，エントロピーの平均変

化率と不適合度の間には良好な相関があると言える．すなわち，両者の関係は次式

で表現できる． 

 〈𝑆𝑆
config〉𝑡

∙ = 𝑘ln
config

ln 𝜂𝐾𝐾 (5.4)  
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以上より，エントロピーの平均変化率と不適合度との関係が示された．Flow-

evolutionary則によると，エネルギゆらぎによって不適合度の発展が駆動されること

から，同則に基づくと，この結果は，エネルギゆらぎによってエントロピーの平均

変化率が律速されるという解釈に繋がる．エントロピーの平均変化率は，形態形成

の速さを示すと考えられることから，GNBs の形態形成はエネルギゆらぎによって

制御されていると言える．  

 

 

Fig. 5.7 Relationships between entropy rate and log of incompatibility. 

 

 双対線図表現 

本項および次項では，GNBs に対して双対線図表現を行い，転位下部組織の安定

性に対する知見を示す．ひずみエネルギゆらぎおよび不適合度の関係をプロットし

た双対線図を Fig. 5.8 に示す．最終ステップにおける値は同図中で大きな丸で示し

ている．Fig. 5.8によって，各 GNBの傾向の違いがより強調される．正六角形状の

転位網を示すGNB2は不適合度の急激な減少の後に，双対線図上の左下に位置する．

すなわち，本解析における全ての GNBsの中で最も低エネルギ構造であることが示

されている．一方 GNB4は，ジャンクションの形成や，転位線の張り出しを通じて

自身の応力場が激しく変化するため，ひずみエネルギゆらぎが揺動しながら，双対

線図の右上に位置するようになると考えられる．GNB3および 7はひずみエネルギ
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ゆらぎおよび不適合度両者において，GNB2と GNB4の中間に位置している． 

 

 

Fig. 5.8 Duality diagrams for four GNBs simulated, where final states are indicated by large 

solid circles, respectively. 

 

Fig. 5.8で特筆すべき点は，各 GNBの最終形態が 1つの滑らかな曲線に位置する

ということである．GNBs が転位下部組織の中でも安定な形態であることを考える

と，安定な転位下部組織はこの曲線上に位置することが示唆される． 

 

 運動エネルギの寄与 

これまでは運動エネルギの影響を無視できる場合を想定してきたが，式(2.18)に示

したように，本来は Flow-Evolutionary則の右辺は全エネルギのゆらぎであり，双対

線図においても運動エネルギの影響を考慮する必要がある．本節では，上記の各解

析において運動エネルギの評価を行い，その双対線図上での影響について検討を加

える． 

本研究では転位の運動エネルギ𝐾を次式で定義する． 

 𝐾 =
1

2
𝑚𝑙𝑣2 (5.5)  

ここで，𝑚は単位長さあたりの有効質量であり，転位線に沿って原子を 1 列に並べ
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た場合の原子列の質量に等しい [106]．本研究では，𝑚~𝜌𝑏2で算出する．また，𝑙は

転位線の長さ，𝑣は速さを示す．運動エネルギは，不適合度テンソルの計算と同様に，

解析セルをサブセルに分割した上で，各サブセル内を通る転位から算出した平均速

度によってサブセル毎に計算をする．その後，全サブセルについて総和を取ること

で系全体の運動エネルギを求め，それを基に平均の運動エネルギを算出し，各サブ

セルで平均との差を取ることで運動エネルギゆらぎを求める． 

式(5.2)に基づいて求めた運動エネルギは，弾性ひずみエネルギに比べてその値は

十分小さく，そのまま反映させても Fig. 5.8 と差はほとんど生じなかった．そこで

本研究では，運動エネルギの寄与を仮想的に拡大し，双対線図へどのような影響が

現れるかについて調べる．ここでは，簡単のため，各 GNBに対して評価した運動エ

ネルギの値に補正係数を掛けた上で双対線図に反映させた．すなわち，弾性ひずみ

エネルギゆらぎの値を基準に，𝛼 = 1 × 107と補正を行い，運動エネルギの寄与を変

更した．Fig. 5.9にその双対線図を示す．最終ステップでの値は黒四角で示している． 

Fig. 5.9および Fig. 5.8を比べると，運動エネルギの寄与は GNBsによって異なる

ことがわかる．GNB2 は運動エネルギによって横軸方向に顕著に変化し，GNB3 お

よび GNB7は最も小さい変化を示している．GNB4は弾性ひずみエネルギゆらぎの

みの場合とほぼ同じような傾向である． 

こうした運動エネルギの寄与の傾向の違いから，GNB2は他の GNBsと比べて大

きな外乱を受けながら形成されたということが示唆される．Fig. 5.8を再度見ると，

GNB2 は外乱に対して不適合度を大きく変えることで対応し，GNB4 は不適合度を

あまり変化させずにエネルギを変化させることで対処しているという見方ができる． 

上記の議論から，GNBs は外乱を受けた場合でも双対線図上の曲線へと収束し，

その収束の仕方は双対線図上の位置によって異なるということが考えられる．この

ことは GNBsにおける安定・不安定性を特徴づける仮説を導く．Fig. 5.10に Fig. 5.8

を例としたその概要図を示す． 

GNB2 が他の転位と衝突する等の影響で∆(𝛿𝑈𝑒 + 𝛿𝐾)の外乱を受けた場合を考え

る（Fig. 5.10 中の① ）．外乱を受けた GNB2は，その後の緩和挙動によって余剰な

エネルギを不適合度へと変化させ，最終的に安定な形態になった場合は双対線図上

の曲線に乗ると考えられる（Fig. 5.10中の②）．同様な事象が GNB4に対して起こっ

た場合（Fig. 5.10中の③），その緩和後の形態も曲線上に乗ると考えられるが，不適

合度変化（Fig. 5.10中の④）は比較的小さくなる（Fig. 5.10中の⑤）．GNBsにおい

ては，双対線図上で左下に位置すると安定であると考えられることから，安定な組

織は外乱に対して不適合度を大きく変化させる特徴を持つということが言える． 
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Fig. 5.9 Same results as Fig. 5.8 but with virtually-pronounced contributions of kinetic energy 

overplotted on final states (solid black squares). 

 

 

Fig. 5.10 Schematics of new stability/instability criterion, showing evaluation procedures by 

comparing anticipated incompatibility responses against a prescribed external energy 

disturbance on duality diagrams. 
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 運動する転位との相互作用 

これまでの議論において，双対線図上で GNBs それぞれの最終形態が，1 つの曲

線上に乗ることや，運動エネルギの寄与から転位系の安定性に関する仮説を示した．

安定な最終構造であると考えられる GNBsを結ぶ曲線は，転位下部組織の安定性を

考える上での指標となり得る．例えば，GNBsが運動する転位と相互作用した場合，

この曲線の左側に逸脱するとすれば下部組織が不安定化し，反対に右側へ行くなら

ばエネルギを蓄える方向に下部組織が働き，系全体としては安定応答を示す，など

の可能性が推察される． 

ここでは，これまでの解析で得られた GNBsを用いて，Frank-Read源から射出さ

れる転位と相互作用を引き起こさせる，すなわち外乱を与え，その相互作用が双対

線図上でどう表されるのかを検証する． 

Fig. 5.11に本解析で用いたモデルを示す．GNB2を対象に， [0 1 1
_

] 方向の Burgers
ベクトルを持つ Frank-Read 源を𝑥1 = 100 [b]の位置に配置した．解析領域，評価領

域，材料定数および境界条件はこれまでの解析と同様であり，Frank-Read源が張り

出すように応力𝜎23 = −1.0 [GPa]を負荷した． 

 

 

Fig. 5.11 Simulation set up for verifying stability/instability evaluation scheme, where a 

islocation expanded from a Frank-Read source is to be collided against GNB2 model 

as external perturbation 
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Fig. 5.12に解析結果を示す．張り出した Frank-Read源と GNB2を構成する転位と

が切り合い，交差すべりが引き起こされることで （Fig. 5.12(a)），GNB2を構成する

転位線が新たに張り出している （Fig. 5.12(b)）．この転位線が張り出すことで GNB2

の形態が変化し，下部の六角形部分と対消滅を起こすことでさらに形態が乱される

ことがわかる （Fig. 5.12(c)）．  

 

 
Fig. 5.12 Snapshots for details of interaction with incoming dislocation, giving rise to 

topological changes of network configuration in GNB2. 

 

本解析で得られた結果をFig. 5.8に追記する形で新たに双対線図を得た．Fig. 

5.13(a)に，Frank-Read源の影響を除外した結果を示す．白抜きしたオレンジの大き

な丸は，最終ステップでの値を示している．Fig. 5.13(a)より，外部の転位と相互作

用を受けたGNB2の形態は双対線図上の曲線から外れていることがわかる．ここ

で，壁から張り出した転位を更に除くことで，正味の形態変化について考える．

Fig. 5.13(b)に，その結果をオレンジの大きな丸として示す．同図より，壁から張り

出した転位を除くことで，最終形態が左側へ遷移し，元の曲線に戻ることがわか

る．すなわち，与えられた外乱に対して比較的大きな不適合度変化によって対処し

ていることが読み取れる． 
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Fig. 5.13 Duality diagram representation for perturbed GNB2 (a) overplotted on Fig. 5.8, and 

(b) magnified view indicating before and after removal operations for out-of-wall 

segments in strain energy calculation for final configuration. 

 

最後に，実験結果との対比を考える．Fig. 5.14に，本解析で得られたGNB2の形

態および観察結果を，GNB4の観察結果と共に示す．同図における比較より，実験

観察においても類似した形態の乱れが見られ（Fig. 5.14中の① ），実際の変形中に

も，こうした運動転位との相互作用に伴う形態変化が頻繁に生じた可能性を強く示

唆している．一方，GNB4ではGNB2程大きな乱れは生じておらず，比較的強固な

転位網であることが示唆される（Fig. 5.14中の②）．このことは，Fig. 5.10で示した

ように，外乱に対して大きな形態変化を示さないという解釈に繋がり得る． 

これらのことから，Fig. 5.10で示したGNBsの安定・不安定性評価の仮説は一部

検証されたと言える． 

 

 
Fig. 5.14 Comparison of disturbed configurations for GNB2 between simulation and experiment, 

together with GNB4 in experiment. 
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 結言 

本章では，Wintherら [45]の報告に基づき，GNBsの形態形成を転位動力学法で再現

すると共に，FTMPに基づく評価を行った． 

解析によって得られた GNBsは理論配置と良好な一致を見せ，双対線図でそれらの

評価を行うと，六角形状の GNB2が左下に，最も複雑な形状をしている GNB4が右上

に来るような，上に凸の曲線上に，GNBs の最終形態が並ぶという傾向が得られた．

また，運動エネルギを加えた評価によって，GNB2 は最も速く形態形成をすることが

わかった．これらのことから，安定な組織は外乱に対してより大きな形態変化によっ

て対処するということが推察された． 

GNBs における Shannon エントロピー [65]を求め，不適合度との比較を行った．

GNBs の初期および最終形態におけるエントロピーと不適合度とは相関を見せ，さら

に，エントロピー速度と不適合度との間の相関も示された．この結果は，Flow-

evolutionary則から不適合度はエネルギゆらぎと関係し，エントロピー速度は形態形成

の速さを示すため，エネルギゆらぎが形態形成に関与していることを示唆する． 

安定な組織が外乱に対して形態変化で対処するという仮説を検証するために，

GNB2 に対して，運動する転位との相互作用を検証した．GNB2 を構成する転位は，

外部の転位と相互作用を起こし，GNB2 の形態変化が生じた．変化後の形態を双対線

図で評価をすると，上述した，上に凸の曲線上に乗ることが示された．さらに，相互

作用後の形態変化と実験によって報告された形態とを比較すると，類似性が見られた

ため，解析によって得られたような相互作用は実際に生じ得ることが示唆された．こ

うしたことから，GNBsにおける安定性に関する仮説は一部検証されたと考えられる． 
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第6章 種々の転位壁に対する解析および評価 
 概要 

本章では，第 5 章で議論した GNBs 以外の転位壁について同様のアプローチを行

う．すなわち Lath 壁および混合転位壁を対象とし，双対線図に基づく安定性評価を

行う．Lath 壁は，それ自身が安定な構造を有しており，ここでは F-R 源から射出さ

れた転位との相互作用を主として論じる．混合転位壁では，完全崩壊など基本的に不

安定な構造からの各種挙動に対する分析・評価を行う．最終的には，第 5章で扱った

GNBsを含め，双対線図上で統一的な可視化の可能性について統一的観点からの検討

を加える． 

 

以下では，ParaDiS [104]を用いて混合転位壁および Lath壁の解析および評価を行う．

FTMP に基づく双対線図評価によって，各種転位壁の特徴がどのように表れるのかを

追究していく． 

 

 解析条件 

本解析で対象とする混合転位壁は，格子状に配置した 2種類の直線転位に対して，

それぞれ任意に Burgersベクトルを割り当てることで作成する．材料は-Fe(BCC)とし，

〈1 1 1〉方向の Burgersベクトル全てを組み合わせ，Fig. 6.1に示すように 10種類のモデ

ルを作成した．1000×1000×1000 [b3]の解析セル中に転位を拘束無しで配置し，外力は

与えず，周期境界条件を課し，転位間相互作用のみで駆動させる．用いた主な物性値

は，密度 7630[kg/m3]，せん断弾性係数 53.8 [GPa]，ポアソン比 0.334，Burgersベクト

ル大きさ2.5×10-10[m]とした． 
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Fig. 6.1 Simulation models of 10 mixed walls. 

 

一方，Lath壁モデルは，Fig. 6.2(a)に示すような，らせん成分が支配的である構造が

報告されており [107]，同観察結果に基づいてモデル化を行う．Lath 壁を構成する転

位の両端はピン留めし，解析セルは400×400×400 [b3]として，周期境界条件を課す．主

要な物性値は混合転位壁モデルと同じである．転位間相互作用を検証するために，Fig. 

6.2(b)のように Frank-Read 源（F-R 源）を配置して外力を加える．同図左では

(1 1 0) [1̅ 1 1]  お よ び  (1 1̅ 0) [1 1 1]， 同 図 中 央 で は (1 1 0) [1̅ 1 1̅]  お よ び 

(2 1̅ 1) [1̅ 1̅ 1](Lath 壁を構成する転位と異符号の Burgers ベクトル)，同図右では

(1 1 0) [1 1̅ 1] および (2 1̅ 1) [1 1 1̅](Lath壁を構成する転位と同符号の Burgersベクト

ル)のすべり系に属する F-R源を配置しており，それぞれσ11=1.0 [GPa]，σ33=1.0 [GPa]，

σ33=-1.0 [GPa]を加える．なお，これらの外力は F-R源からループが生成されるように

設定しており，Lath壁を構成する転位の運動には寄与しない． 
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Fig. 6.2 Simulation models of a lath wall. (a) Lath wall is modeled from TEM image [107] and 

(b) subjected to external stress with Frank-Read (F-R) sources. 

 

 混合転位壁 

 解析結果 

混合転位壁の緩和計算で得られた結果を Fig. 6.3に示す．同図では，初期，中間，

および最終ステップでの形状を示しており，各モデルで特徴的な変化が生じた時点

を中間ステップの図として採用している．Fig. 6.3より，#2および#9以外では不安

定的な挙動を示していることがわかる．こうした崩壊の挙動を更に分類する．すな

わち，Fig. 6.3(a) に示すモデルを大規模な形態変化，Fig. 6.3(b) に示すモデルを完全

崩壊とする． 

Fig. 6.3(a)中の転位群は並進的かつ回転的な運動をしており，更に，剛体回転的な

運動を示すモデル（#1および#10），および，せん断的な回転を示すモデル（#3およ

び#8）に分けられる．前者は，格子状に配置した状態から各接合点で転位線の組み

換えが生じ，組み換え後の転位がほぼ対角線的かつ平行な状態になって，それぞれ

が回転的な運動をする．後者は，転位線の端において回転的な運動が顕著に見られ

るが，中心部分では一部ジャンクションを形成することで運動が抑制され，構造が

保たれている． 

完全崩壊を示した Fig. 6.3(b)中のモデルに対しても，上記のように更に分類する

ことができる．すなわち，回転を示すモデル（#4および#6）と，せん断型の変化を

示すモデル（#5および#7）に分けられる．前者は#1および#10のような剛体的な回

転とは異なり，転位線が張り出したり反ったりする変化が中心的である．Fig. 6.3(b) 
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で示したモデルでは，ジャンクションの形成が生じないため，最終的には完全な崩

壊に至っており，Fig. 6.3(a) で示したモデルとは区別される． 

一方，Fig. 6.3(c)に示したモデルは，初期の格子状の形態が保たれており，準安定

的な挙動を示している．これらは，#3 および#8 よりも広範囲にジャンクションを

形成しており，崩壊の挙動をあまり示さない． 

 

 
Fig. 6.3 Snapshots of mixed dislocation wall models, which show (a) large configurational 

changes, (b) complete collapsing, (c) meta-stable configurations, at initial, intermediate, 

and final steps. 

 

 FTMPに基づく評価 

本項では，上記，混合転位壁の結果に対して FTMPに基づく評価を行う．不適合
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度および弾性ひずみエネルギゆらぎの時間変化について述べた後に，双対線図によ

ってそれらの発展を可視化し，双対線図上で最終的な形態がどのような位置に来る

かに焦点を当て，安定性の議論を行う． 

Fig. 6.4 に各モデルにおける弾性ひずみエネルギゆらぎおよび不適合度変化を上

記で分類したカテゴリ毎に，双対線図と共に示す．同図より，不適合度は全体的に，

初期段階で急激に減少する傾向があるが，変化の割合は徐々に緩やかになり，最終

的にはほぼ一定になるような傾向を示している．一方，弾性ひずみエネルギゆらぎ

は，完全崩壊を示すモデルは不適合度と同じような傾向を見せるものの，それ以外

は一度上昇し，揺動しながらも緩やかに減少するか（#3 および#8），ほぼ一定の傾

向を示している（#1，#10，#2および#9）．完全崩壊を示すモデルでは転位の大規模

な消滅が生じているため，不適合度および弾性ひずみエネルギは減少する．#1，#10，

#2 および#9 では，崩壊の過程でジャンクションを形成することで構造が維持され

ることで，両者の減少は完全崩壊に比べて顕著に現れなくなる．#3および#8では，

転位が格子状に並んだ状態から組み換えが生じ，回転的な運動をするのみなので，

両者の減少は見られない．なお，いずれのモデルでも弾性ひずみエネルギゆらぎが

上昇するのは，転位間相互作用によって，一旦は転位線が大きく曲がることによる

ためだと考えられる． 

Fig. 6.4右に示した，混合転位壁における双対線図について検討を行う．同図では，

初期における値を白抜きの大きな丸，最終ステップにおける値を中実の大きな丸で

それぞれ示し，さらに矢印も付してある．同図によって，各モデル毎の差異および

相互の関係性が明確に表れる．そこで，各転位壁の最終ステップにおける形態に着

目し，前章で GNBsに適用したような，相互の形態を特徴づける曲線を当てはめる

ことを考える．その結果を Fig. 6.5 に示す．同図より，大規模な構造変化を示す，

Fig. 6.3(a)中のモデルは，完全崩壊を示した，Fig. 6.3(b)中のモデルの延長線上に位置

することがわかる．準安定的な挙動を示した Fig. 6.3(c)中のモデルは，それらよりも

やや上の，双対線図上右上に位置することがわかる．混合転位壁モデルで用いたよ

うな転位が複雑に絡み合うことによって Cell壁が形成されると考えられるため，こ

うした結果から，Cell壁が双対線図上のどこに位置するのかを類推できる．この議

論については本章の最後に行う． 
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Fig. 6.4 Time variations of elastic strain energy fluctuation and incompatibility, together with 

corresponding duality diagrams, classified in three categories as “large configurational 

changes” , “complete collapses” and “meta-stable”. 

 

 
Fig. 6.5 Duality diagrams comparing among currently-simulated ten mixed dislocation wall 

models, showing trajectories from initial states (open symbols) and final states (solid 

symbols), together with magnified correlation for the latter. 

 

 Lath壁 

前節では，混合転位壁の結果を示し，FTMP に基づく評価を行った．双対線図表現

によって各転位壁の差異が明確に表れた．本節では，前節と同様に Lath壁に対する解
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析結果を示し，FTMP に基づく評価を行う．更に，前節での結果や GNBsとの結果も

合わせることで，各転位壁の特徴を FTMPに基づいて言及する． 

 

 解析結果 

Fig. 6.6に Fig. 6.2で示した Lath壁モデルの解析結果を示す．同図では，Fig. 6.3

と同様に，初期，中間，および最終ステップにおけるモデルを示し，更に最終ステ

ップにおいて F-R 源から張り出した転位や，相互作用によって Lath 壁から張り出

した転位を除いた図も同時に示している．以下では，各モデルにおける転位の挙動

について述べていく． 

σ11=1.0 [GPa]モデルでは，F-R源から張り出した転位が Lath壁と衝突し，Lath壁

を構成している転位の形状を歪め，歪められた転位同士が，一部でジャンクション

を形成している（Fig. 6.6 右上，黒の転位）．F-R 源等を除いた最終ステップにおけ

る形状を見ると，ジャンクションを形成した部分だけでなく，全体的に転位が歪ん

でいることがわかる．一方，σ33=1.0 [GPa]モデルでは，Lath 壁を構成する転位と異

符号の Burgers ベクトルを持つ転位を F-R 源としたため，F-R 源から張り出した転

位が Lath 壁と衝突すると，対消滅を生じる．最終ステップにおける Lath 壁の形状

を見ると，元の形状よりも転位が疎になっていることがわかる．σ33=-1.0 [GPa]モデ

ルでは，Lath壁を構成する転位と同符号の Burgersベクトルを持つ転位を F-R源と

したため，Lath壁を構成する転位を衝突の際に弾き出す．弾き出された転位が張り

出す等を繰り返し，最終的にはσ33=1.0 [GPa]モデルよりも疎な壁になっている． 
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Fig. 6.6 Simulation results for lath wall models, comparing three stress conditions. 

 

 FTMPに基づく評価 

本解析で得られた不適合度および弾性ひずみエネルギゆらぎの時間変化を，Fig. 

6.7(a)および Fig. 6.7(b)にそれぞれ示す．同図では，F-R 源等を除いた壁のみを評価

しており（Fig. 6.6右），比較のために応力を加えない，Lath壁単体での結果も合わ

せて示している． 

Fig. 6.7より，Lath壁単体では，自身の応力場によって構成する転位が少し歪むた

めに不適合度が一度上昇するが，その後は不適合度および弾性ひずみエネルギゆら

ぎはほぼ一定の傾向を示している．一方，F-R 源を配置し，応力を負荷したモデル

では，不適合度および弾性ひずみエネルギゆらぎの上昇が見られる．σ11=1.0 [GPa]

モデルでは，壁を構成するらせん転位が歪められ，刃状成分が増えたために，刃状

成分から算出される𝜂KKの値が上昇している．一方，他のモデルと比べて元々の構造

が残っているので，エネルギの上昇は緩やかである．σ33=1.0 [GPa]モデルでは，壁

を構成する転位が一部対消滅したために，残った転位が少し張り出し，壁全体の刃

状成分が増え，𝜂KKの値が上昇している．しかし，σ11=1.0 [GPa]程顕著に歪んでいな

いため，𝜂KKの上昇は小さい．エネルギ変化を見ると，σ33=1.0 [GPa]モデルは

σ11=1.0 [GPa]モデルよりも最終的に大きく上昇している．これは，Lath 壁は一種の

低エネルギ構造であり，転位同士の応力場の打ち消し合いが生じた形で形成されて
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いるためだと考えられる．すなわち，σ33=1.0 [GPa]モデルのように疎な構造を取る

と，こうしたバランスが崩れ，対消滅によって転位密度が減少しても，系全体とし

ては弾性エネルギゆらぎが上昇すると推察される．こうした傾向はσ33=-1.0 [GPa]モ

デルでも見られ，このモデルでもσ33=1.0 [GPa]モデルとほぼ同様に不適合度および

弾性ひずみエネルギゆらぎの上昇が生じている．  

 

 
Fig. 6.7 Variations of (a) 𝜂KK and (b) δ𝑈𝑒 with elapsed time for lath wall models removing 

influences of F-R sources. 

 

 本 Lath モデルにおける双対線図を Fig. 6.8 に示す．同図より，σ11=1.0 [GPa]モデル

は，外力無しのモデルを延長したような軌跡を見せ，不適合度が単調増加する傾向に

ある．このことは，Lath壁は安定な構造であると考えられることから，前章で述べた

ような，安定な構造は外乱に対して大きな不適合度変化で対処するという仮説を支持

する結果である．一方，対消滅が生じ，不安定化したσ33=1.0 [GPa]モデルでは，上述し

たように，エネルギの増加が顕著になっている．σ33=-1.0 [GPa]モデルでも同様にエネ

ルギが顕著に増加し，低エネルギ構造からの逸脱が見られる． 
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Fig. 6.8 Duality diagrams for lath dislocation wall models 

 

 ここで，これまで解析してきた種々の転位壁（GNBs，混合転位壁，および Lath壁）

の相互比較を試みる．Fig. 6.9(a) にその全体像を，Fig. 6.9(b) に最終ステップのみを抽

出した結果を示す．ここで，Lath壁は外力無しのモデルのみを用いている．前章では，

Fig. 6.9(b) のように，GNBs の最終形態が 1 つの滑らかな曲線上に乗るということを

述べた．GNBs を基準として考えると，崩壊する混合転位壁は双対線図上の下側に位

置し，準安定な混合転位壁は中間に位置している．本研究で用いた Lath 壁モデルは，

らせん転位で構成されているため，比較的低い不適合度（𝜂KK）を示す一方で，高密度

の転位壁であるため，高いエネルギを有している． 

 Fig. 6.9から，種々の転位下部組織について，FTMPに基づいた新たな視点が得られ

る．その概要を Fig. 6.10に示す．ここで対象とする転位下部組織は，GNBs，Cell壁，

Lath 壁である．GNBs はこれらの中で最も安定な組織であると考えられ，双対線図か

ら，同じエネルギに対して高い不適合度を有することが考えられる．このことは，一

般的に GNBsは比較的大きな方位差を担っており，結晶内の弾性ひずみエネルギが十

分緩和される形で導入されることからも推察される． 

一方，Cell 壁は無数の転位で構成されるが，長範囲の応力場を有し，比較的小さい

方位差しか示さない．したがって，Cell壁は結晶格子を大きく歪めていると解釈でき，

これらのことから，GNBs よりも高い不適合度およびエネルギを有していると考えら
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れる．本解析では，Cell壁を直接扱っていないが，以上の解釈から，Cell壁は Fig. 6.10

に示したように双対線図上で，準安定を示した混合転位壁の延長線上に来ると推察さ

れる． 

高 Cr系フェライト鋼で見られる Lath組織では，Lath壁の間に析出物で留められた

無数の転位が存在している．この高密度転位をカウントした場合，Fig. 6.10で示した

ように，さらなる不適合度およびエネルギの上昇が考えられる． 

このように，FTMP に基づく評価によって種々の転位壁が明確に分類できる．こう

した知見は，FTMPに基づいた FEMモデルで発現した組織がどのような転位壁として

の性質を有するのか，といった検討等に利用でき，そこから，転位壁が与えるマクロ

な応答への影響を考察する際の足掛かりになり得ることが期待できる． 

 

 

Fig. 6.9 Duality diagrams for mixed dislocation wall models, a lath wall and GNBs for extended 

comparison, showing (a) trajectories from initial states (open symbols) and final states 

(solid symbols), together with (b) magnified correlation for the latter. 
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Fig. 6.10 Summary of duality diagram representations, displaying tentative whole picture 

covering various dislocation wall structures, including lath wall and cell walls 

presumed based on those for meta-stable walls. 

 

 結言 

本章では，崩壊する混合転位壁および Lath壁の解析および評価を行った． 

崩壊する混合転位壁は，崩壊の仕方によって大まかには 3種類に分類でき，それら

は双対線図で区別された．完全崩壊した場合は双対線図上の左下に，その延長線上に

大きく形態変化したモデルが位置し，準安定的な挙動を示したモデルは右上に位置す

ることがわかった． 

Lath壁の解析では，運動する転位との相互作用を検証した．Lath壁を構成する転位

とは異なる Burgers ベクトルを持つ転位との相互作用では，Lath 壁は安定的な挙動を

示した．Lath壁を構成する転位と同種の転位と相互作用させると，対消滅や，転位の

弾き出しが生じた．これらのモデルに対して双対線図評価を行うと，安定的な挙動を

示したモデルでは不適合度が大きく上昇する一方で，対消滅や弾き出しが生じると系

全体のエネルギゆらぎが大きく上昇することがわかった．このことから，Lath壁は応

力場を緩和しながら導入された，安定的な組織であり，壁の崩壊によって低エネルギ

構造からの逸脱を生じたことが，双対線図によって定量的かつ視覚的に示されたと言

える． 

こうした転位壁の結果と GNBsの結果を合わせることで，転位壁に対する新たな描

像が示唆された．GNBs は低エネルギ構造であるが，緻密な形態を有するため，高い

不適合度を有すると考えられる．混合転位壁の延長線上に Cell壁は位置すると予測で

きることから，Cell 壁は高いエネルギおよび不適合度を有すると推察でき，このこと

は，Cell壁が高い転位密度で長範囲の応力場を形成することからも推測できる．一方．

Lath壁は高密度でのらせん転位でできているため，高いエネルギを有するが，本評価
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法で用いた不適合度は比較的低い．このような転位壁に対する描像は，FTMP に基づ

いた結晶塑性モデルによる，転位下部組織の形態形成を模擬した解析において有用性

を発揮すると考えられる．各組織の性質を把握することによって，どのような初期条

件，構成式でその形態が得られるのか，といったことや，実際に得られた組織が同様

の性質を有しているのか，といったことを検討する際の足がかりになると期待できる．
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第7章 結論 
本論文では，金属材料における不均質場の発展を取り扱う，新たな理論体系である

FTMP（Field Theory of Multiscale Plasticity）に基づき，離散転位系を連続像に還元する

手法を提案すると共に，転位動力学法による種々の転位系の解析結果に対してその評

価を試みた．これまで FTMPはマクロな連続体モデルに用いられてきたが，転位動力

学法のようなミクロ・メゾスケール解析においても適用することで，同理論の有用性

を検証するだけでなく，ミクロとマクロを繋ぐマルチスケール的解析手法に寄与する

概念を提唱した．本論文で対象とした転位系は（a）転位の可逆的な張り出し運動に伴

う見かけの弾性定数の低下（第 3 章），（b）疲労き裂発生過程に関わる固執すべり帯

（Persistent Slip Bands: PSBs）における転位運動（第 4章），（c）変形誘起下部組織の代

表例である幾何学的に必要な境界（Geometrically Necessary Boundaries: GNBs），および

（d）その他の安定・不安定な転位壁（第 6章）である．いずれも金属材料のマクロな

応答に影響を及ぼすと考えられる一方で，実験・観察が容易ではない組織であり，本

論文で提唱した手法によって新たな知見が示されたと言える．以下に，各章を総括す

る． 

第 1章では，金属材料におけるマルチスケール問題について概説し，FTMPの立ち

位置を述べた．さらに，転位下部組織について述べ，それを取り扱う重要性を示した

後に，本論文で対象とする転位下部組織や工学的問題について述べた．加えて，転位

系を数値的に取り扱う転位動力学法，種々の転位系の評価法や FTMPに基づく評価法

について述べ，本論文の目的や意義を示した． 

第 2章では，FTMP について述べ，転位系に対する具体的な評価方法を示した．さ

らに，本論文で用いる転位動力学コードの詳細についても述べた． 

第 3章では，金属の負荷・除荷過程における見かけの弾性定数減少が，ピン留めさ

れた転位の可逆的な運動に起因すると考え，そのモデル化，解析，および FTMPに基

づく評価を行った．双対線図表現によって転位系のエネルギ・不適合度の変換過程が

定量的に可視化され，転位の可逆的な運動に伴う見かけの弾性定数の低下率が，不適

合度および弾性ひずみエネルギの比である双対係数によって整理されることが示され

た．析出物によって転位の張り出しが阻害される場合についても解析および評価を行

い，応力－ひずみ線図の傾き等，系の力学的応答を特徴づける因子が双対係数と良好

な相関を示した．さらに，見かけの弾性定数の低下を双対係数で表現し，FTMP に基

づく結晶塑性モデルへの導入についても検討を加えた．その結果，負荷・除荷過程に

おける見かけの弾性定数の変化を適切に表現し得ることが示された．これは，本論文
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で得られた知見が，有限要素法などを用いたマクロ解析においても活用可能であるこ

とを具体的に示している． 

第 4章では，PSBs（Persistent Slip Bands）を対象に，負荷応力レベルや交差すべり頻

度を系統的に変化させて解析および相空間トラジェクトリ（PhS-T）による評価を行っ

た．負荷によってWall部から張り出した転位は，Channel部で転位双極子を形成した

が，応力レベルの上昇によって転位間相互作用が促進されると共にその双極子は解消

された．PhS-Tによる評価から，こうした転位間相互作用の差異が PhS-T上の閉軌道

に至る過程，すなわち，安定状態に至る過程に表れることが示された．一方，PSBsに

おける交差すべりの影響についても議論を行い，交差すべりが生じることによって，

Channel 部に微小転位ループが残されることがわかった．この微小ループを詳細に解

析することで，刃状成分が支配的なループであることがわかり，原子空孔の源になり

得ることが示唆された．さらに，PhS-T による評価から，交差すべりが頻繁に生じる

ことで，PSBs全体が動的な平衡を示すことがわかり，微小転位ループ生成による PhS-

T への影響を検討した結果，不適合度速度の半周期毎の振幅と，生成された微小転位

ループ数との間の良好な相関が示された．このことは，4 次元時空に拡張した不適合

度テンソルの無発散性からも推察された．PSBs内で生成された原子空孔は，疲労き裂

の発生を助長すると考えられていることから，不適合度速度と原子空孔との間の相関

は，FTMPに基づいた疲労モデル構築への応用に期待される． 

第 5章では，GNBs（Geometrically Necessary Boundaries）の解析および評価を行った．

GNB2，3，４，および 7を対象とし，初期転位配置から転位間相互作用のみによる形

態形成を解析した．その結果得られた最終形態は，GNBs の理論配置と良好な一致を

見せた．各 GNB における Shannon エントロピーと不適合度との関係を調べると，両

者の間には相関が見られた．さらに，GNBs に対する双対線図評価や，運動エネルギ

の寄与を仮想的に増大させた双対線図評価によって，安定な組織は外乱に対してより

大きな形態変化で対処するという，GNBs における安定性に関する新たな仮説が提案

された．これは GNBsにおける他の転位との相互作用を検証することで，一部確かめ

られた． 

第 6章では，混合転位壁および Lath壁の解析および評価を行った．混合転位壁は緩

和計算によって崩壊する挙動を示したが，一部はジャンクションを形成して準安定的

な構造を示した．崩壊の挙動はそれぞれの特徴によって分類され，その差異は双対線

図上にも表れた．Lath壁の解析では，転位との動的な相互作用を検証し，Lath壁を構

成する転位とは異なる Burgers ベクトルを有する転位との相互作用では，Lath 壁は安

定的な挙動を示した．一方で，Lath 壁を構成する転位と同種の Burgers ベクトルを有

する転位との相互作用では，Lath壁の崩壊が見られた．これらの差異は双対線図によ
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っても捉えられ，Lath壁の崩壊による低エネルギ構造からの逸脱が定量的かつ視覚的

に示された．さらに，各種転位壁における双対線図表現を試みることで，GNBs，Cell

壁，および Lath壁に関する，FTMPに基づく新たな描像が示唆された．これによって，

FTMP に基づいた結晶塑性モデルで得られた組織の検証や，連続体モデルによる転位

壁の表現に寄与することが可能になると考えられる． 

このように，離散転位系を FTMPに基づいて評価し，整理することで，連続体モデ

ルへの還元に繋がる知見が得られるだけでなく，転位系に対する新たな視点も，もた

らされることが示された．金属材料における種々の力学的応答を予測するためには，

変形中に発展する転位下部組織を適切に表現する必要があり，本研究で用いた曲率に

よる表現手法は，マルチスケール解析における新たな基礎となり得る．さらに，転位

下部組織に対する，双対線図による統一的な観点での整理は，各種転位壁を特徴付け，

従来は実験・観察による形態の報告や，それに基づいた転位運動の予測のみに終始し

ていた同組織に対して，新たな知見をもたらすことができる．例えば，同整理結果を

マクロな応答への寄与と結び付けられれば，転位下部組織導入に基づいた，新たな材

料設計の指針に繋がり得る．本論文で示した種々の手法や描像が，さらなる転位系に

対して活用されることで，FTMPに基づいたマルチスケール解析の発展が期待される． 

．
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付録 A 結晶塑性理論に基づく構成式の定式化 
ここでは，第3章で用いたFTMPに基づく結晶塑性モデルについて述べる． 

 

A.1. 微視的構成式の導出 

A.1.1. 微視的変形機構の力学モデル 

一般に，FCC金属の場合，Peierls 応力は無視できるほど十分小さく，転位運動に

対する固有抵抗はphononによる抵抗である．一方，外的な抵抗としては．散在する

点障害による抵抗がある．本研究で対象とするような純金属の場合は，点障害とし

てはすべり面に交差する転位すなわち林転位が考えられる．したがって，すべり面

上の転位を切るときの熱活性化過程と林転位間を通過するときのphonon抵抗に律速

されて進む．結晶内で運動転位が受ける抵抗は，ひずみ速度が10−3[/𝑠]以下の領域

では熱活性化過程に基づき，それを超える領域では，phonon抵抗に律速されると考

えられている[A1]． 

以下ではすべり系の違いによる差異を特に考慮しないため，せん断応力τ(𝛼)とせ

ん断ひずみ速度�̇�(𝛼)の，各すべり系の番号を表す添字(α)を省略することにする． 

まず，切りあいの見かけの活性化エネルギ𝛥𝐺(𝜏∗)について考える．分解せん断応

力の付加によって運動転位が林転位を乗り越えるためには，これに必要なエネルギ

を原子の熱振動エネルギによって与えなければならない．すなわちこのエネルギが

見かけの熱活性化エネルギ𝛥𝐺(𝜏∗)であり，一般的な障害を想定して次のように表現

できる． 

 Δ𝐺(𝜏∗) = Δ𝐺0 [1 − (
𝜏∗

�̂�∗
)
𝑝

]

𝑞

     ,     0 ≤ 𝑝 ≤ 1  , 1 ≤ 𝑞 ≤ 2 (A.1) 

本研究では，このこの𝜏 ∗̂を後述の抗応力𝐾(𝛼)と等価であるとして取り扱うものと

する． 

運動転位が林転位を乗り越えるための切りあい待ち時間を𝑡𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚とすると転位の

平均速度�̅�は転位の平均間隔Lを用いて 

 �̅� =
𝐿

𝑡𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚  
   (A.2) 

と表現できる． 

次に熱活性化過程について考える．熱活性化過程とは転位が林転位を乗り越えて

運動する過程であり，本研究では，転位が林転位を乗り越える頻度にArrhenius型の

律速過程の式を適用し，活性化エネルギを分解せん断応力𝜏∗の関数として表現する

方法を用いる．この場合，転位が林転位を乗り越える頻度𝜈1は次式で表される． 
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 𝜈1 = 𝜈0 exp [−
𝛥𝐺(𝜏∗)

𝑘𝑇
] (A.3) 

 𝜈0 = 𝜈𝑑
𝑏

4𝐿
 (A.4) 

ここで𝜈𝑑はデバイ振動数，𝛥𝐺(𝜏
∗)は切りあいの見かけの活性化エネルギ，𝑏はBurgers

ベクトル，kはボルツマン定数，Tは絶対温度である．したがって，運動転位が林転

位を乗り越えるために必要な切りあい待ち時間は次式となる． 

 𝑡𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚 = 𝜈1
−1 = 𝜈0

−1 exp [
𝛥𝐺(𝜏∗)

𝑘𝑇
] (A.5) 

 次にphonon抵抗に律速されて転移が運動するとき定常状態における転位に作用する

力と粘性抵抗とのつりあいの式は，Newton粘性流体を仮定した場合，次式で与えら

れる． 

 𝜏𝑏 = 𝐵𝜈𝑝ℎ𝑜𝑛𝑜𝑛 (A.6) 

ここでBは粘性減衰係数であり，一般に温度の関数になる．転移の林転位を乗り越え

るために必要な切り合い待ち時間は次のようになる． 

 𝑡𝑝ℎ𝑜𝑛𝑜𝑛 =
𝐵𝐿

𝜏𝑏
 (A.7) 

転位の平均速度�̅�は，林転位との切り合い待ち時間𝑡𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚および林転位を通過するの

に要する時間𝑡𝑝ℎ𝑜𝑛𝑜𝑛を用いて， 

 �̅� =
𝐿

𝑡𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚 + 𝑡𝑝ℎ𝑜𝑛𝑜𝑛
 (A.8) 

と書ける．せん断ひずみ速度�̇�はOrowanの式より， 

 �̇�  =  𝜌𝑚𝑏�̅�   (A.9) 

と表される．ここで𝜌𝑚は可動転位密度である．したがって式(A.9)は次式のようにな

る． 

 �̇� =
𝜌𝑚𝑏𝐿

𝑡𝑡ℎ𝑒𝑟𝑚 + 𝑡𝑝ℎ𝑜𝑛𝑜𝑛
 (A.10) 

式(A.10)に式(A.1)，(A.5)，(A.7)を代入すると分解せん断応力𝜏∗とせん断ひずみ速度

�̇�との関係は 

 �̇�  =  𝜌𝑚𝑏𝐿 [𝜈0
−1exp{

𝛥𝐺0
𝑘𝑇

(1.0 − (
𝜏∗

𝜏 ∗̂
)
𝑝

)

𝑞

} +
𝐵𝐿

𝜏𝑏
]

−1

 (A.11) 

と表すことができる．低速の時は近似的に 
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 �̇�  =  𝜌𝑚𝑏𝐿 [𝜈0
−1exp{

𝛥𝐺0
𝑘𝑇

(1.0 − (
𝜏∗

𝜏 ∗̂
)
𝑝

)

𝑞

}]

−1

 (A.12) 

と書ける．これは運動転位が林転位と切り合う熱活性化過程に基づく式で，分解せ

ん断応力𝜏∗はせん断ひずみ速度�̇�の対数に線形依存する．また高速の時は近似的に 

 �̇�  =  
𝜌𝑚𝑏

2𝜏

𝐵
  (A.13) 

となる．これはphonon抵抗により律速された粘性流動の式で，分解せん断応力𝜏∗は

せん断ひずみ速度�̇�に線形依存する．したがってせん断ひずみ速度�̇�を対数座標で見

れば，式(A.12)の熱活性化過程では直線的に緩やかに増加し，式(A.13)のphonon粘性

領域に入ると急激に上昇する． 

 

A.1.2. 微視的構成式の具体形 

式(A.11) において，内部応力として後述の抗応力𝐾(𝛼) を用いることにより，微視

的構成式の具体形を以下のように得る． 

 �̇�(𝛼) = �̇�𝑆𝑅  sgn(�́�
(𝛼)) [exp 𝐵𝑆𝑅 (1.0 − |

�́�(𝛼)

𝐾(𝛼)
|

𝑝

)

𝑞

]

−1

 (A.14) 

 
�̇�𝑆𝑅 = 𝜌𝑚𝑏𝐿𝜈

∗   ,  𝐵𝑆𝑅 =
𝛥𝐺0
𝑘𝑇

 (A.15) 

抗応力は主として温度，ひずみ履歴効果に関係しており，転位間相互作用を考慮す

ることで転位下部組織の構築，発展の過程を想定している．そして等方的なひずみ

履歴の蓄積過程を表現することで，等方硬化の発展に対応する．  

 

A.2. 抗応力モデル 

抗応力の定式化では，結晶粒内における林転位の蓄積硬化と，運動転位と林転位の

相互作用を想定する．この相互作用の結果，転位同士が反応し接合転位(junction) 等を

形成し，動的回復など一連の複雑なプロセスを経た後，セル組織が構築されるに至る

[A2, A3]．その過程の模式図をFig.A.1 に示す．式(A.14) における抗応力𝐾(𝛼) の時間発

展に対する硬化発展方程式の一般形として次式を用いる． 

 
𝐾(𝛼) =∑𝑄𝛼𝛽ġ

(𝛽)

(𝛽)

 
(A.16) 

ここで，𝑄𝛼𝛽 は硬化比を表す．せん断ひずみ速度�̇�
(𝛼)の導出において，負荷速度が変化

するような場合には，変化直後の解が非常に不安定になる．そこで解の安定性を向上
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させるため接線係数法による計算手法が提案されている．詳細は後述に譲るが，同法

の導出過程において，硬化発展の時間変化率が必要となる．そこで，この変化率を上

式で定義し，抗応力𝐾(𝛼)はこれを積分して算出する．上式におけるġ(𝛼)  は次式で表さ

れる． 

 ġ(𝛼) = 𝐻(𝛾𝛼)|�̇�
(𝛼)| (A.17) 

ここで，𝐻(𝛾𝛼)は基準𝜏 −  𝛾 曲線に対する瞬間の硬化係数である．𝐻(𝛾𝛼)の具体形とし

て，ここでは純金属に対して提案されている次の現象論的関係を用いる． 

 𝐻(𝛾𝛼) = ℎ0 (
ℎ0
𝑛𝜏0

𝛾𝛼 + 1.0)
𝑛−1

 (A.18) 

 
𝛾𝛼 =∑|𝛾(𝛼)|

(𝛼)

 
(A.19) 

ℎ0，n，𝜏0 は材料定数を表す．なお，𝐻(𝛾𝛼)については必要に応じて，より微視的な素

過程に基づくモデルを導入することができる． 

 

 
Fig.A.1. Schematic of drag stress model showing dislocation-dislocation interaction, e.g., 

junction formation as a result of forest cutting alternately leading to cellular 
substructure evolution specified by cell size. 

 

A.2.1. 硬化比𝑄𝛼𝛽 に対する発展方程式 

硬化比𝑄𝛼𝛽 に対する発展方程式を，林転位理論に基づく自己硬化および塑性仕事

を反映した潜在硬化，そしてひずみ勾配を考慮した𝛼 項，𝜂 項により次式で定義す

る． 
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 𝑄𝛼𝛽 = 𝛿𝛼𝛽 + 𝑓𝛼𝑘𝑆𝛽𝑘 + 𝛿𝛼𝛽{𝐹(𝛼
(𝛽)) + 𝐹(𝜂(𝛽))}     (no sum on β) (A.20) 

ここで𝑓𝛼𝛽は林転位理論に基づく相互作用マトリクスである．𝑆𝛼𝛽 はひずみ履歴の影

響を表す履歴マトリクスであり，有効応力による塑性仕事(𝑊𝑝)∗ の関数として次式

を仮定する． 

 𝑆𝛼𝛽 = tanh [
(𝑊𝑝)𝛼𝛽

∗

(𝑊𝑝)𝑠𝑎𝑡
∗ ] (A.21) 

ここで(𝑊𝑝)𝑠𝑎𝑡
∗  は硬化が十分飽和した状態での塑性仕事量を表す．また(𝑊𝑝)𝛼𝛽

∗
は次

式より求める． 

 (𝑊𝑝)𝛼𝛽
∗
= 〈𝜏(𝛼) − 𝜏2

∗(𝛼)〉 ∙ �̇�(β) (2.22) 

 
A.2.2. 転位間相互作用のモデル化 

結晶のすべり変形に伴い，増殖した転位が結晶粒内に蓄積し，相互作用によって

他の転位の運動を阻害することによって結晶が加工硬化することが知られている

[A4, A5]．そしてその相互作用の強度は，すべり系同士の幾何学的な位置関係に依存

する．FCC 金属におけるすべり系𝛼と𝛽の上を運動し，蓄積する転位同士の相互作用

に基づいて記述できる相互作用のマトリクス𝑓𝛼𝛽をTable A.1に示す[A6]．同表では，

FCC金属における2組のすべり系上の転位同士の相互作用は6種類に分類されている．

同相互作用はそれぞれBurgersベクトル間のなす角によって決まり，固着温度の小さ

いものから順に， 

(1)自己硬化 (O) 

(2)共線すべり (N ; 0°) 

(3)共面すべり (C ; 60°) 

(4)Hirth転位を形成 (H ; 90°) 

(5)Glissile転位を形成 (G ; 60°) 

(6)Lommer-Cottrelの不動転位を形成 (S ; 120°) 

となる．上分類において，(2)および(3)では接合転位を形成しない．(4)では反応が起

こらないが，切り合えばジョグを形成する．しかし，エネルギの増減は少ないとさ

れている．(5)では互いに接合転位を形成するが，不動転位ではなく可動である．(6)

の反応はすべりに対する障害としてLommer-Cottrel不動転位を形成するもので，最
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も強い相互作用を示し，すべりに対して障害として最も大きいものとなる．これら

の個々の値は潜在硬化試験によって評価されており，本研究ではY. Zhouら[A7]の潜

在硬化試験をもとにマトリクスの値を決定した． 

 

Table A.1 Interaction matrix for dislocation pairs for FCC metals [A6]. 

 
A.2.3. 有効セルサイズについて 
従来，結晶塑性レベルの構成式において，組織形成過程や，それに伴い自発的に

導入される本質的なスケール(特徴長さ) と，その影響についてはほとんど考慮され

ていない．これはマクロな硬化挙動に大きく影響するセル組織形成過程については，

その定性的な機構でさえ明らかにされていないことと無関係ではない．しかしセル

形成は，少なくとも多重すべり条件下での現象であり，接合転位(junction) 形成など

の転位間の短範囲相互作用が重要な役割を担っていると考えてよい．メゾスケール

でのモデリングや解析の議論では，最低限セルなどの転位組織の発展と，それに伴

う本質的なスケールの導入を考慮する必要がある．本モデルでは，有効セルサイズ

𝑑𝑐𝑒𝑙𝑙は硬化比𝑄𝛼𝛽の二次不変量に基づく平均値の関数とし，次式で仮定する． 
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 𝑑𝑐𝑒𝑙𝑙 = 𝑓(𝑄𝛼𝛽) = 𝑘
∗ (
1

𝑁
𝑄𝛼𝛽𝑄𝛼𝛽)

1/2

 (A.23) 

ここでは簡単に𝑄𝑚𝑒𝑎𝑛の逆数に比例するとおいた．𝑘
∗  は比例定数である．また

𝑑𝐺𝑅𝐴𝐼𝑁を結晶粒径とし，𝑑𝑐𝑒𝑙𝑙  ≥  𝑑𝐺𝑅𝐴𝐼𝑁 ならば𝑑𝑐𝑒𝑙𝑙 = 𝑑𝐺𝑅𝐴𝐼𝑁  とする．この有効セル

サイズは実際のセルサイズとは必ずしも同一ではなく，運動転位に対して結晶粒界

と同様，乗り越えることのできない絶対的な障害として働く． 

 

A.2.4. 背応力モデル 

背応力Ω(𝛼) の定式化では，転位組織形成のモデル化を通じて長範囲的な内部応力

場の発展を記述する．一般形として次式が提案されている[A8]． 

 Ω(𝛼)  = (Ω(𝛼))
𝐸
+ (Ω(α))

𝐼𝑁
 (A.24) 

(Ω(𝛼))
𝐸
，(Ω(α))

𝐼𝑁
   はそれぞれ弾性および非弾性成分を表す．前者は転位の堆積に伴

う弾性的応力場の発達，後者は結晶粒の拘束などによる不均一変形や結晶粒の回転

の影響による不可逆的な抵抗場の発達を表す．本研究では前述のひずみ勾配項を導

入することで粒内の不均質性を考慮している．そこで式(A.23) で示した有効セルサ

イズを用いて前者と後者を１つの構成式で共に表現する． 

運動中の転位は粒界等の境界に堆積した転位群から大きな抵抗を受ける．つまり，

運動転位は距離に反比例した力を受けることになる．そこで，硬化特性として転位

間相互作用を考慮した抗応力𝐾(𝛼) を想定し，正方向負荷過程では両者の距離(スケー

ル) の関数であるとすることで，背応力は次式の変化率によって提案される[A8]． 

 (Ω̇(𝛼))  =  𝐴 (〈𝑑𝑐𝑒𝑙𝑙
∗ − �̅�𝑁

(𝛼)〉 +  𝑎)
−2
�̇̅�𝑁
(𝛼)

 (A.25) 

 
(Ω(𝛼)) =  sgn(�́�(𝛼))∫ (Ω̇(𝛼))

𝐸
𝑡

0

⟨1 −
𝐾(𝛼)

𝐾𝑠𝑎𝑡
⟩ 𝑑𝑡 

(A.26) 

ここでA は，結晶粒界で堆積した転位群での，互いの転位間にはたらく反発力を表

す際に用いられる項で，剛性率μ として刃状転位の場合は，𝐴 =  𝜇𝑏/2𝜋(1 − 𝜈)で表

される[A8]．a は式(A.25) 中の分母が0 にならないようにするための打ち切り距離

を表す．𝑎∗ を定数とし，𝑎 =  𝑎∗  ×  𝑑𝑐𝑒𝑙𝑙  で表す．また𝑑𝑐𝑒𝑙𝑙∗  は𝑑𝑐𝑒𝑙𝑙 ≡  2𝑑𝑐𝑒𝑙𝑙∗  とし，

障害物の平均サイズとする．𝐾𝑠𝑎𝑡 は硬化が十分飽和した状態での抗応力を表す．�̅�𝑁
(𝛼)

は転位の平均移動距離とし，スケール因子𝑙∗ を用いて次式のように評価する． 

 �̇̅�𝑁
(𝛼)

= 𝑙∗ ∙ �̇�(𝛼) (A.27) 

ここで𝑙∗ は式(A.9) より形式的に𝑙∗ = 1 / (𝜌𝑚𝑏) で与えられ，100～1000𝜇m のオ

ーダーである． 

本モデルでは先頭の転位が境界に達すると次の転位が運動を開始するものとし，
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簡単のため運動転位間の弾性相互作用は考えないものとする．またセル壁のみを境

界と考える．模式図をFig.A.2 に示す． 

 

 

Fig.A.2 Dislocation pile-up model for back stress evolution. 

 

A.2.5.  不適合度テンソル 

不適合度テンソルの定義式は，連続体力学におけるひずみの適合条件式そのもの

であり，ひずみが適合していない度合いを表す．しかしながら，ひずみ自体は適合

している必要があり，適合しないのはその弾性あるいは塑性成分である．すなわち，

ひずみテンソルを弾性成分と塑性成分の和で表し，それぞれ右辺および左辺に移項

すると，各々は有限な値を取り得る．したがって，ここでいう不適合度テンソルと

は，弾性ひずみの不適合度かあるいは塑性ひずみの不適合度という意味を持ち，両

者には表裏一体の関係がある． 

また場の理論では不適合度テンソルに各階層の相互作用を考慮する．微分幾何学

的場の理論に基づき，ミクロ変形場およびマクロ変形場の間の相互作用を考える．

両場の間の相対変形を考え，両場がAffine 的な意味において共通の座標系で記述さ
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れているとすると，その変換テンソルはスケール比を用いて表現することができる．

計量レベルでは変形勾配テンソルの相互作用場での式が得られ，これから接続の係

数の相互作用場での式が得られる．接続の係数から，ねじれテンソルおよび曲率テ

ンソルの表式がそれぞれ得られる．これらの式より，ねじれテンソルにはミクロ場

とマクロ場の間の相互作用は存在せず，同量の相互作用表示はスケール比を介して

両場での曲率テンソルの和で与えられる．これに対し，曲率テンソルには相互作用

が存在し，両場それぞれにおける曲率テンソルに加え，相互作用が含まれる．また

転位密度テンソルには相互作用項は存在せず，不適合度テンソルには相互作用が存

在する．この相互作用項は，塑性ひずみテンソルに対してミクロ場とマクロ場に関

する微分を交互行うことで算出される．すなわち，場のゆらぎを記述する不適合度

テンソルには，異なるスケール間で相互作用が生じることを意味しており，場の連

携を考える上で考慮すべき重要な視点である．これにより3 スケール以上の場合に

も容易に拡張，一般化できる．  

 

A.2.6. ひずみ勾配項の具体形 
局所的に大きなひずみが発生するような場合，ひずみ勾配も大きくなり，その影

響は無視できなくなる[A4]．またセルなどの微細組織を持つ材料において，微細要

素の物理的性質が場所によって大きく変わる場合，材料はもはや単純材料ではなく

なり，微細要素の物理的性質が遠隔にある他の要素の物理的性質によって影響を受

ける，いわゆる非局所性を持つようになる．そこで本研究では，硬化比𝑄𝛼𝛽にひずみ

勾配項𝐹(𝛼(𝛼))，𝐹(𝜂(𝛼))を導入し，ひずみ勾配に基づく非局所作用を表現する． 
塑性変形勾配テンソル𝜷𝑝 の1 次勾配で表される転位密度テンソル𝜶，および塑性

ひずみテンソル𝜺𝑝の2 次勾配で表される不適合度テンソル𝜂 はそれぞれ次式で表さ

れる． 

 𝜶 = −𝛻 × 𝜷𝑝 (A.28) 

 𝜼 = 𝛻 × 𝛻 × 𝜺𝑝 (A.29) 

上式中の𝜶，𝜼 を各すべり系に分解する． 

 𝛼(𝛼) = 𝛀𝛼(𝛼) ∶ 𝜶 (A.30) 

 𝜂(𝛼) = 𝜴𝜂(𝛼) ∶ 𝜼 (A.31) 

ここで，𝛀𝛼(𝛼) ，𝛀𝜂(𝛼)は方向テンソルとなり，本研究では， 

 𝛀𝛼(𝛼)  =  𝒔(𝛼)  ⊗𝒎(𝛼) (A.32) 

 𝛀𝜂(𝛼)  =  𝒕(𝛼)  ⊗ 𝒔(𝛼) (A.33) 

とした．ここで𝒔(𝛼) ，𝒎(𝛼)はそれぞれすべり方向およびすべり面法線方向の単位ベ

クトル．𝒕(𝛼)は𝒔(𝛼) と𝒎(𝛼)の外積で与えられる，転位線方向の単位ベクトルである．
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転位密度𝜌𝐺𝑁
(𝛼)
 は式(A.34) で表され，平均転位間距離がセルサイズと比例関係にある

と仮定することで，セルサイズ𝑑𝑐𝑒𝑙𝑙
𝛼(𝛼)
を，比例定数𝑝𝛼  を用いて式(A.35) のように定義

する． 

 𝜌𝐺𝑁
(𝛼)
 =

1

𝑏
𝛼(𝛼) (A.34) 

 𝑑𝑐𝑒𝑙𝑙
𝛼(𝛼)

 =  𝑝𝛼  · 𝜌𝐺𝑁
(𝛼)

 (A.35) 

基準となる結晶粒径�̅� と式(A.35) のセルサイズ𝑑𝑐𝑒𝑙𝑙
𝛼(𝛼)
の比が 𝐹(𝛼(𝛼))を与え，次式と

なる． 

 𝐹(𝛼(𝛼)) =
�̅�

𝑝𝛼
(
|𝛼(𝛼)|

𝑏
)

1
2

  (A.36) 

式(A.29) より，転位双極対(dipole) や原子空孔，さらには転位配列など結晶空間に

おける曲率の存在に対応する欠陥密度𝜌𝑑𝑒𝑓𝑒𝑐𝑡
(𝛼)  は次式で表される． 

 𝜌𝑑𝑒𝑓𝑒𝑐𝑡
(𝛼)

=
𝑙𝑑𝑒𝑓𝑒𝑐𝑡

𝑏
𝜂(𝛼) (A.37) 

ここで𝑙𝑑𝑒𝑓𝑒𝑐𝑡は対象とする欠陥場の特徴長さを表す(転位の場合，b と一致する)．上

記と同様，平均欠陥間隔をセルサイズと比例するものと仮定すると，セルサイズは

比例定数を𝑝𝜂として次式のように与えられる． 

 𝑑𝑐𝑒𝑙𝑙
𝜂(𝛼)

 =  𝑝𝜂 ·  𝜌𝑑𝑒𝑓𝑒𝑐𝑡
(𝛼) −1/2

   (A.38) 

基準となる結晶粒径�̅�と式(A.34) のセルサイズ𝑑𝑐𝑒𝑙𝑙
𝜂(𝛼)
の比を𝐹(𝜂(𝛼))と定義し，次式で

表す． 

 𝐹(𝜂(𝛼)) = 𝑠𝑔𝑛(𝜂(𝛼))
�̅�

𝑝𝜂
(
𝑙𝑑𝑒𝑓𝑒𝑐𝑡

𝑏
|𝜂(𝛼)|)

1
2

 (A.39) 

 

A.3. 結晶塑性理論に基づく運動学と構成式 

結晶内に生じる主要な塑性変形の様式は，材料の結晶構造によって決まる特定の面

における，特定の方向に沿って生じるすべり変形である．このすべり変形は，結晶が

外部から受けた力の，すべり面に沿うすべり方向におけるせん断応力成分である分解

せん断応力が，臨界値に達した時発生する． 

Asaro[A9]は弾塑性変形を受ける単結晶体の変形を次のように考えた．均一な弾塑性

変形を受けて変形状態にある単結晶体について，変形勾配 𝑭 は，Fig.A.3に示すように，
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結晶格子の伸びと回転を特徴付ける変形勾配 𝑭e と，すべり系に沿ったせん断変形を

特徴付ける変形勾配 𝑭p に弾塑性分解でき，次のように表されるとする． 

 

 

Fig.A.3 Decomposition of deformation gradient tensor F for crystal plasticity 

analysis. 

 

図中の s(α) はすべり方向の単位ベクトル，m(α) はすべり面に垂直な方向の単位ベクト

ルである．これらのベクトルは変形後も直交しているため，変形勾配 𝐹 とは次式のよ

うな関係をもつ． 

 式(A.40)の両辺を時間微分した式を用いることで，現在配置における速度変形勾配

 𝑳 は次のように書き直すことができる． 

ここで，変形速度テンソル 𝒅 およびスピンテンソル 𝛀 を用いて， 𝑳 を次のように分解

 𝑭 = 𝑭e ∙ 𝑭p (A.40) 

 𝒔e(𝛼) = 𝑭e ∙ 𝒔(𝛼) (A.41) 

 𝒎e(𝛼) = 𝒎(𝛼) ∙ 𝑭e−𝟏 (A.42) 

 𝑳 = �̇� ∙ 𝑭−1 = 𝑭ė ∙ 𝑭e−1 + 𝑭e ∙ 𝑭ṗ ∙ 𝑭p−1 ∙ 𝑭e−1 (A.43) 
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して表現する． 

ただし， 𝒅 および 𝛀 は，空間座標 𝑥𝑖  と速度 𝑣𝑖  を用いて，以下のように定義される． 

 さらに， 𝒅 および 𝛀 は，次のように弾性部分と塑性部分に分解することができる． 

 式(A.47)を式(A.44)に適用し，式(A.43)と比較することで，次式が得られる． 

 塑性変形はすべりによってのみ生じると考えると，現状態において次式が成り立つ． 

 式(A.47)，(A.48)および(A.49)を用いることにより，次のような基準状態に対する塑

性の変形勾配𝑭𝑝の発展方程式が得られる． 

式(2.49)の右辺を対称部分と反対称部分に分解することによって次式を得る． 

 𝑳 = 𝒅 + 𝛀 (A.44) 

 
𝑑𝑖𝑗 =

1

2
(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

+
𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
) (A.45) 

 
Ω𝑖𝑗 =

1

2
(
𝜕𝑣𝑖
𝜕𝑥𝑗

−
𝜕𝑣𝑗

𝜕𝑥𝑖
) (A.46) 

 𝒅 = 𝒅𝑒 + 𝒅𝑝  ,   𝛀 = 𝛀𝑒 +𝛀𝑝 (A.47) 

 𝒅𝑒 +𝛀𝑒 = 𝑭ė ∙ 𝑭e−1 (A.48) 

 𝒅𝑝 +𝛀𝑝 = 𝑭e ∙ 𝑭ṗ ∙ 𝑭p−1 ∙ 𝑭e−1 (A.49) 

 𝑳𝑝 = 𝒅𝑝 +𝛀𝑝 =∑�̇�(α)𝒔(α)𝒎(α)

(α)

 
(A.50) 

 𝑭ṗ ∙ 𝑭p−1 =∑�̇�(α)𝒔(α)𝒎(α)

(α)

 
(A.51) 
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ここで，𝑷(𝛼)と𝑾(𝛼)はそれぞれ全てのすべり系に対する𝒔𝑒(𝛼)𝒎𝑒(𝛼)の対称成分と反対称

成分を表すテンソルを表すテンソルであり，次のように定義される． 

 結晶の弾性変形はすべりに影響されないものとすると，構成式は次のように表され

る． 

上式において，𝑫𝑒は弾性テンソルである．𝑺𝑒
∇

は結晶格子と共に回転する軸を基準とし

た Kirchhoff 応力の Jaumann 速度であり，通常の Jaumann 速度𝑺
∇

と以下の関係がある． 

ここで，𝝈は Cauchyの応力テンソルであり，�̇�は𝝈の物質導関数である．式(A.57)およ

び(A.58)における 2つの応力𝑺𝑒
∇

，𝑺
∇

の差は，式(A.53)より次のようになる． 

ここで，𝜷(𝛼)は 

 𝒅𝑝 =∑�̇�(α)𝑷(𝛼)

(α)

 
(A.52) 

 𝛀𝑝 =∑�̇�(α)𝑾(𝛼)

(α)

 
(A.53) 

 
𝑷(𝛼) =

1

2
(𝒔𝑒(𝛼)𝒎𝑒(𝛼) +𝒎𝑒(𝛼)𝒔𝑒(𝛼)) (A.54) 

 
𝑾(𝛼) =

1

2
(𝒔𝑒(𝛼)𝒎𝑒(𝛼) −𝒎𝑒(𝛼)𝒔𝑒(𝛼)) (A.55) 

 
𝑺𝑒
∇

= 𝑫𝑒: 𝒅𝑒 (A.56) 

 
𝑺𝑒
∇

= �̇� − 𝛀𝑒 ⋅ 𝝈 + 𝝈 ⋅ 𝛀𝑒 (A.57) 

 
𝑺
∇

= �̇� − 𝛀 ⋅ 𝝈 + 𝝈 ⋅ 𝛀 (A.58) 

 𝑺𝑒
∇

− 𝑺
∇

=∑𝜷(𝛼)�̇�(𝛼)

(𝛼)

 
(A.59) 
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である．式(A.54)，式(A.56)および(A.59)を使って，応力速度とひずみ速度の関係につ

いて，次の形式の構成式を得る． 

ここで，𝑹(𝛼)は 

である． 

 次に，すべり系𝛼での分解せん断応力は Schmid 則[A10]で与えられ，次式のように

表わされるものとする． 

上式の両辺の物質導関数を取ると，次式のようになる． 

これはさらに次のように変形できる． 

一方，式(A.41)，(A.42)，(A.43)および式(A.54)，(A.55)から次式が得られる． 

式(A.65)に式(A.67)を代入すると， 

 𝜷(𝛼) = 𝑾(𝛼) ⋅ 𝝈 − 𝝈 ⋅ 𝑾(𝛼) (A.60) 

 𝑺
∇

= 𝑫𝑒: 𝒅 −∑𝑹(𝛼)�̇�(𝛼)

(𝛼)

 
(A.61) 

 𝑹(𝛼) = 𝑫𝑒: 𝑷(𝛼) +𝜷(𝛼) (A.62) 

 𝜏(𝛼) = 𝑷(𝛼): 𝝈 (A.63) 

 �̇�(𝛼) = �̇�(𝛼): 𝝈 + 𝑷(𝛼): �̇� (A.64) 

 
�̇�(𝛼) = 𝑷

∇
𝑒(𝛼): 𝝈 + 𝑷(𝛼): 𝑺𝑒

∇

 (A.65) 

 
�̇�(𝛼) = 𝑷

∇
(𝛼): 𝝈 + 𝑷(𝛼): 𝑺

∇

 (A.66) 

 
𝑷
∇
𝑒(𝛼): 𝝈 = 𝜷(𝛼): 𝒅𝑒 (A.67) 
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さらに，式(A.56)を代入して次式を得る． 

 

A.3.1. 接線係数法の導入 

式(A.14)に示される構成式は𝜏(𝛼)の変化に対し，�̇�(𝛼)の変化が指数的に大きくなる

ため，時間刻みが大きい場合や，特に衝撃荷重を与えた後，静的に変化させるよう

な，変形速度が著しく異なる場合などには，前述の計算はかなり不安定になる．そ

こで解析の安定性を向上させるために接線係数法を導入する[A11]． 

式(A.14)における�̇�(𝛼)を現時刻𝑡と𝑡 + 𝛥𝑡における値で線形補間して表すと， 

上式の第 2項を Taylor展開して次式を得る． 

ここで，𝐷(𝛼)は 

である．式(A.70)に式(A.71)を代入して整理すると， 

 
�̇�(𝛼) = 𝑷(𝛼): 𝑺𝑒

∇

+𝜷(𝛼): 𝒅𝑒 (A.68) 

 �̇�(𝛼) = 𝑹(𝛼): 𝒅𝑒 (A.69) 

 
𝛥𝛾(𝛼) = [(1 − 𝜃)�̇�𝑡

(𝛼)
+ 𝜃�̇�𝑡+𝛥𝑡

(𝛼)
]𝛥𝑡, 0 ≤ 𝜃 ≤ 1 (A.70) 

 
�̇�𝑡+𝛥𝑡
(𝛼)

= �̇�𝑡
(𝛼)
+
𝜕�̇�(𝛼)

𝜕𝜏(𝛼)
|
𝑡

𝛥𝜏(𝛼) +
𝜕�̇�(𝛼)

𝜕𝐾(𝛼)
|
𝑡

𝛥𝐾(𝛼) 

 = �̇�𝑡
(𝛼) + �̇�𝑡

(𝛼)𝐷(𝛼)𝛥𝑡 (
�̇�(𝛼)

𝜏(𝛼)
−
�̇�(𝛼)

𝐾(𝛼)
)  

(A.71) 

 

𝐷(𝛼) = 𝐵𝑆𝑅 ⋅ 𝑝𝑞 ⋅ (1.0 − |
𝜏(𝛼)

𝐾(𝛼)
|

𝑝

)

𝑞−1

|
𝜏(𝛼)

𝐾(𝛼)
|

𝑝

 (A.72) 
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ここで， 

である．以上より線形補間された𝛾𝑡+𝛥𝑡
(𝛼)
は次式で得られる 

 𝑁𝛼𝛽の逆を𝑀𝛼𝛽とすると式(A.72)より以下のようになる． 

ここで， 

である．以上より，式(A.76)を式(A.60)に代入して次の形式の構成式を得る． 

 

 ∑𝑁𝛼𝛽𝛥𝛾
(𝛽) = (�̇�𝑡

(𝛼)
+𝑸(𝛼)𝒅)

(𝛽)

𝛥𝑡 
(A.73) 

 
𝑁𝛼𝛽 = 𝛿𝛼𝛽 + 𝜃𝛥𝑡�̇�𝑡

(𝛼)
𝐷(𝛼)

𝑄𝛼𝛽𝐻(𝛾𝛽)𝑠𝑔𝑛(𝜏
(𝛽))

𝐾(𝛼)
 (A.74) 

 
𝑸(𝛼) =

𝜃𝛥𝑡�̇�𝑡
(𝛼)𝐷(𝛼)

𝜏(𝛼)
𝑹(𝛼) (A.75) 

 𝛾𝑡+𝛥𝑡
(𝛼) = 𝛥𝛾(𝛼)/𝛥𝑡 (A.76) 

 𝛥𝛾(𝛼) = (𝑓̇(𝛼) + 𝑭(𝛼): 𝒅)𝛥𝑡  (A.77) 

 𝑓̇(𝛼) =∑𝑀𝛼𝛽�̇�𝑜𝑙𝑑
(𝛽)

(𝛽)

 
(A.78) 

 𝑭(𝛼) =∑𝑀𝛼𝛽𝑸
(𝛽)

(𝛽)

 
(A.79) 

 𝑺
∇

= 𝑪:𝒅 −∑𝑹(𝛼)𝑓̇(𝛼)

(𝛼)

 
(A.80) 

 𝑪 = 𝑫𝑒 −∑𝑹(𝛼)𝑭(𝛼)

(𝛼)

 
(A.81) 
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A.4. 有限要素方程式 

大きな塑性変形を伴う弾塑性境界値問題の定式化のために，ここでは現変形状態を

基準とした Updated Lagrange 法を用いる．現変形状態の物体の体積を𝑉，表面積を𝐴，

𝐴の一部𝐴𝑡上で単位面積当りに作用する表面力を𝑅𝑖とし，残りの𝐴𝑢上では，変位速度

𝑣𝑖が与えられているものとする．物体力が作用しないとすると，仮想仕事の原理式は

次のようになる[A12]． 

ここで，�̇�𝑗𝑖は公称応力速度であり，( ),𝑗,( ̇ )はそれぞれ( )の現座標による偏微分

∂( )/ ∂𝑥𝑗および( )の物質導関数である．また，𝛿𝑣𝑖
∗は𝐴𝑢上で零となる仮想変位速度

を表す．公称応力速度�̇�𝑗𝑖は Kirchhoff 応力の Jaumann 速度𝑆
∇

𝑖𝑗を用いて次のように表す

ことができる． 

また，前節で示した構成式(A.80)を成分表示すると以下のようになる． 

式(A.83)に式(A.85)を代入すると，次のようになる． 

式(A.82)中の�̇�𝑗𝑖𝛿𝑣𝑖𝑗∗は式(A.86)より次のようになる． 

 ∫�̇�𝑗𝑖𝛿𝑣𝑖,𝑗
∗ 𝑑𝑉

𝑉

= ∫ �̇�𝑖𝛿𝑣𝑖
∗𝑑𝐴

𝐴𝑡

 (A.82) 

 
�̇�𝑗𝑖 = 𝑆

∇

𝑖𝑗 − 𝐹𝑖𝑗𝑘𝑙𝜀�̇�𝑙 + 𝜎𝑚𝑗𝑣𝑖,𝑚 (A.83) 

 
𝐹𝑖𝑗𝑘𝑙 =

1

2
(𝜎𝑙𝑗𝛿𝑘𝑖 + 𝜎𝑘𝑗𝛿𝑙𝑖 + 𝜎𝑙𝑖𝛿𝑘𝑗 + 𝜎𝑘𝑖𝛿𝑙𝑗) (A.84) 

 𝑆
∇

𝑖𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑑𝑘𝑙 −∑𝑓̇(𝛼)𝑅𝑖𝑗
(𝛼)

(𝛼)

 
(A.85) 

 �̇�𝑗𝑖 = (𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 − 𝐹𝑖𝑗𝑘𝑙)𝑑𝑘𝑙 −∑𝑓̇(𝛼)𝑅𝑖𝑗
(𝛼)

(𝛼)

+ 𝜎𝑚𝑗𝑣𝑖,𝑚 
(A.86) 
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式(A.87)を式(A.82)に代入すると次式を得る． 

上式をマトリクス形式へ改めるため，座標系𝑥𝑖の代わりに直交座標系(𝑥, 𝑦, 𝑧)系を導入

し，次の記号を用いる． 

式(A.87)に式(A.88)の表示を導入し，マトリクス表示すると次式を得る 

上式において，[𝐶]，[𝐹]および[𝑄]はそれぞれ𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙，𝐹𝑖𝑗𝑘𝑙および𝜎𝑚𝑗に対応するマトリク

スである．ここで，任意の要素内の変位速度{𝑣}を要素の節点における変位速度{�̇�}と

 �̇�𝑗𝑖𝛿𝑣𝑖,𝑗
∗ = (𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 − 𝐹𝑖𝑗𝑘𝑙)𝑑𝑘𝑙𝛿𝑑𝑖𝑗

∗ −∑𝑓̇(𝛼)𝑅𝑖𝑗
(𝛼)
𝛿𝑑𝑖𝑗

∗

(𝛼)

+ 𝜎𝑚𝑗𝑣𝑖,𝑚𝛿𝑑𝑖𝑗
∗  

(A.87) 

 
∫{𝛿𝑑𝑖𝑗

∗ (𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙 − 𝐹𝑖𝑗𝑘𝑙)𝑑𝑘𝑙 + 𝛿𝑣𝑖,𝑗
∗ 𝜎𝑚𝑗𝑣𝑖,𝑚}𝑑𝑉

𝑉

= ∫ 𝛿𝑣𝑖
∗�̇�𝑖𝑑𝐴

𝐴𝑡

+∫∑𝑓̇(𝛼)𝛿𝑑𝑖𝑗
∗ 𝑅𝑖𝑗

(𝛼)

(𝛼)

𝑑𝑉

𝑉

 

(A.88) 

 
{𝜎} = [𝜎𝑥𝑥 𝜎𝑦𝑦 𝜎𝑧𝑧 𝜎𝑥𝑦 𝜎𝑦𝑧 𝜎𝑧𝑥]

𝑇
           

{𝑑} = [𝑑𝑥𝑥 𝑑𝑦𝑦 𝑑𝑧𝑧 2𝑑𝑥𝑦 2𝑑𝑦𝑧 2𝑑𝑧𝑥]
𝑇
  
                  

{�̇�} = [�̇�𝑥 �̇�𝑦 �̇�𝑧]
𝑇
                                      

{𝑉} = [𝑉𝑥 𝑉𝑦 𝑉𝑧]
𝑇
                                         

                  

{𝑞} = [𝑣𝑥,𝑥  𝑣𝑦,𝑦 𝑣𝑧,𝑧 𝑣𝑥,𝑦 𝑣𝑥,𝑧 𝑣𝑦,𝑥  𝑣𝑦,𝑧 𝑣𝑧,𝑥 𝑣𝑧,𝑦]
𝑇
 }
 
 
 

 
 
 

 (A.89) 

 
∫[𝛿{𝑑∗}𝑇([𝐶] − [𝐹]){𝑑} + 𝛿{𝑞∗}𝑇[𝑄]{𝑞}]
𝑉

𝑑𝑉

= ∫∑𝑓̇(𝛼)𝛿{𝑑∗}𝑇[𝑅(𝛼)]
(𝛼)

𝑑𝑉

𝑉

+∫ 𝛿{𝑣∗}𝑇[�̇�]𝑑𝐴
𝐴𝑡

 

(A.90) 
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形状関数[𝜙]との線形結合によって次のように表示する． 

 

ここで，{𝑣𝑁}𝑇  = (𝑣𝑥
𝑁 𝑣𝑦

𝑁  𝑣𝑧
𝑁)は，節点𝑁における変位速度成分を表す．要素内のひず

み速度{𝑑}および変位速度勾配{𝑞}は，節点変位速度{�̇�}を用いて次のように表すことが

できる． 

 式(A.91)，(A.92)を式(A.90)に代入することにより，1 つの要素に対する仮想仕事の

原理式が次のように得られる． 

任意の𝛿{�̇�∗}に対して式(A.93)を満足するためには，次式が成立しなければならない． 

これは，1つの要素に対する要素剛性方程式を表す．

 {𝑣} = [𝜙]{�̇�},     {�̇�} = [{𝑣1}𝑇 {𝑣2}𝑇⋯{𝑣𝑁𝑒}𝑇]𝑇 (A.91) 

 {𝑑} = [𝐵]{�̇�},     {𝑞} = [𝐸]{�̇�} (A.92) 

 
𝛿{�̇�∗}

𝑇
= [∫{[𝐵]𝑇([𝐶] − [𝐹])[𝐵] + [𝐸]𝑇[𝑄][𝐸]}𝑑𝑉 ∙ {�̇�}

𝑉

 

−∫∑𝑓̇(𝛼)[𝐵]𝑇[𝑅(𝛼)]
(𝛼)

𝑑𝑉

𝑉

−∫ [𝜙]𝑇{�̇�}𝑑𝐴
𝐴𝑡

] = 0 

(A.93) 

 [𝐾]{�̇�} = {𝑓̇} + {�̇�} (A.94) 

 
[𝐾] = ∫{[𝐵]𝑇([𝐶] − [𝐹])[𝐵] + [𝐸]𝑇[𝑄][𝐸]}𝑑𝑉  

𝑉

{𝑓̇} = ∫ [𝜙]𝑇{�̇�}𝑑𝐴
𝐴𝑡

                                                    

{�̇�} = ∫[𝐵]𝑇∑𝑓̇(𝛼)[𝑅(𝛼)]
(𝛼)

𝑑𝑉

𝑉

                                

}
 
 
 

 
 
 

 (A.95) 
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