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Let fl be a classical Lie algebra, 1 e one of the Lie algebras g[N(general lmear), 

o N(orthogonal) and卵N(symplectic) It is fundamental m representat1011 theory that the 
w 

cente、r叩 (.9)of the umversal envelopmg algebra of.9 1s 1s01norpl11c to the rmg (C［ぉ］一 ofWeyl 

group mvanant poly~1om1als 111 certam variables x = (x1,.., xn) through the Hansh-Chandra 

1Somorpl11sm'Y ZU(_g)二 <C[x]w.In tlus paper, we construct a class of central elements 

ら(u)E ZU(_g) with a parameter u, which we call the higher Capelli elements They 

are parametrized by partitions入＝ （ふ，．，心），皿dcorrespond by the Hansh-Chandra 

isomorphism to the factorial Schur functions R刈x,u) E <C[x]w with parameter u (The 

defimtion of応 (x,u) will be given below). In the _g{N case, the higher Capelli elements C入(0)

with u = 0 have been constructed by Okounkov [9] and expressed 111 the form of quantum 

immanants. 

The main point of this article 1s an explicit construction of the Capelh elements Ck(u) of 

lower degrees (k = 1,, n) wluch correspond to factorial Schur functions attached to the 

column partitions (1 k). The lugher Capelli elementら (u)for an arbitrary partition入isthen 

obtamed by applymg the Jacobi-Trudi formula to the Capelli elements Ck(u) of lower degrees. 

It 1s constructed a.s the determmant of a matnx whose entries are Capelli elements of lower 

degrees Tlus method of construction of the higher Capelli elements from the Capelli elements 

of lower degrees has already been discussed m our prev10us paper [5]. In the present paper, 

we mamly mvestigate explicit formulas for the Capelli elements Ck(u) of lower degrees which 

anse from the expansion of the Capelli elementら(u)of the lughest degree with respect to 

the parameter u. 

Followmg [7] and [10], we mtroduce the fa.ctonal Schur functions R炉(x,a) with a parameter 
a in m variables x = (x1,.,xm) We first define the symbol (z,a〉by

(z, a〉={ Z -a (g = g(N) 
z2 -a2 (g = 5恥，ON)

dependmg on the choice of a. classical Lie algebra, and the shifted factorials associated with 

〈z,a) by 
〈z;a〉k=〈z,a〉(z,a+l)・ ・〈z,a+k-1〉 (k=0,1,2,.).

Then for each partit1011入＝ （ふ，．，入m)with l（入） :s;m, we set 

R炉(:r,a) = det(〈叩，a〉朽十m-J)国 J:5m
det(〈m,a〉)m-J /1:5i,J:5m 

Vile remark that these functions R炉(x,a) fom1 <C-basis of<C[x1,., Tm色 or<C[ Xi,., X江］Gm
according as.9 = _g[N or -.9 = s恥卯 Wesnnply write R炉(x,a)＝凡(:r;a) when the 
number of variables are obv10us from the context 
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In order to outlme the idea of this paper, we now explam the c邸 eof g!N (N = n) for 

comparison with the cases of sp N and卵 Itis a classical result due to Capelli [1] that 

the central elements Cふ） EU(gln) attached to column part1t10ns (1り(k= 1,, n) are 
expressed as follows by.column-determmants., 

Ck(u) =~ det(IIr -u) E ZU(g[n), 
IIl=k 
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This eigenvalue corresponds to the factorial Schur funct10n R(Ik)(x;u) E C[x]6n (W = <5~fm 

x = (x1,.., xn) under the 1dent1fication of variables x, = μ, + n -i (1 :::; i ~ n). This means 
that,(Cふ）） ＝R(Ik)(x;u) We remark that the Capelli elements Cふ） oflower degrees are 

obtained邸 thecoefficients 111 the expansion 

Cn(z)＝区(-1)叫；叫Cn-k(u)
k=O 

of the Capelh elementら (z)of highest degree m terms of the shifted factorials. As we proved 

in [5], for an arbitrary part1t1011入， thel11gher Capelli element Cふ） withHansl1-Chandra 

image'Y(Cふ）） ＝凡(x;u)is.then constructed by mea11S of the Jacobi-Trudi determm皿

Cふ）＝ det(Cい＋3(u+ J -1)):=l 

of Capelli elements of lower degrees, where >.'=（入~' ..，入伝） denotesthe conjugate part北lOil

of入 ItIS known by Okounkov [9] thatら(0)with parameter u = 0 is expressed as a quantum 

nnmanant 

ら(0)
い(1)
pl 
こ区（a.｛T,合〉Ea,%（1)（-CT(1)）． E砂 (p)（-CT(P)），
JE{l,,n}P qE6p 
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As for the symplect1c Lie algebrasp2n, Itoh [3] has constructed the Capelli element C5P(u) E 

ZU(sp叫 ofthe highest degree with a parameter u This C年 (u)corresponds to Cn (u) m the 

g !n case, and is expressed by a symmetrized determmant To be more precise, (-1)叫□0sP(u)
corresponds to the factorial Schur funct1011 R凰(x;u)by the Hansh-Chandra isomorphism, 
111 tlus case of sp2n, C[x曹＝C［元．．，＃］eれ InSection 1, we deal with the Capelli elements 

of lower degrees for sp2n. We give m Subsect10n 1.1 an alternative express10n (Theorem 1.4) of 

Itoh's <:;:apelh element Q5P(u), putting the parameter u out of the symmetrized detenmnant. 

In Subsect10n 1.2, we expand the expression of Theorem 1 4 m terms of the slufted factorials 

〈u,a〉km order to construct the Capelli elements Ck(a) of lower degrees. In tlus way, we 

obtam an explicit formula (Theorem 1.9) for the central elements Ck(a) which correspond 

to the factorial Schur funct10ns R凰(x;a) by the Hansh-Chandra lSOlllOrplusm Explicit 
formulas of Theorems 1.4 and 1 9 are the main results of this paper for the case of sp2n. In 

Subsection 1.3, we construct the higiier Capelli elements C入(u)for an arbitrary part比1011入

by applymg the Jacob1-'Il・ud1 formula for the fa.ctonal Schur functions to Ck(a). Tlus method 

of construct10n of the higher Ca.pelh elements is already mcluded m our previous paper [5] It 

would be an mterestmg problem to find an express10n of the higher Capelli elements C入(u)Ill 

terms of quantum nnrnanants, 

In Sect10ns 2 and 3, we treat the cases of D2n (type D) and 02n+1 ftype B) cases respectively. 

As for the orthogonal Lie algebra ON, Wachi [11] has constructed the Ca.pelh element C0(u) E 

勾 (o)of the lughest degree with a parameter u Snmlarly to the case of s転 (typeC), we 
construct the Capelli elements of lower degrees by expandmg Waclu's Capelli clement C0(u) 

with respect to the parameter u. Explicit formulas for -the Capelli elements of lower degrees 

111 Theorems 2 2 and 3 1 are our main results for the case of o N In Sect10n 4, we niclude the 

correspondmg explicit formula for the Capelli elements of lower degrees of the case of g!n for 

compar!son with those of the cases of sp2n and o N・

where|入|＝ P 
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要旨

リー代数 gの普遍包絡環 U(g)の中心を記述する問題は，表現論の中心的な課題

の一つである．有限次元リー代数の中で，一般及び特殊線型リー代数 (g[N,5[N)：I 

直交リー代数 (oN)，斜交リー代数 (5PN)は総称して「古典型リー代数」と呼ばれ，

これらは，単純リー代数のカルタンの分類における An-1型 (.s(n),Bn型 (02n+l),

仇型 (5丘）， Dn型 (O2n)の4つの無限系列に対応する．古典リヨーり数の普躙

包絡環の中心 ZU(g)は，ハリシュ・チャンドラ同型 Tを通じてワイル群不変式

環 C[x]Wと同型となる．即ち，中心元 CE ZU(9)の各々に対して，ある変数

X = (xl,・・・ ，％)の多項式で， gのワイル群 W の作用で不変な冗c(x)E C[x]w 
が定まり， gの任意の既約表現 (V（入）， 7f入）に対して m(C)＝'Ye（入＋p)idv（入）が

成立する．ここで，入＝ （ふ，．．．，心）は成分数が n以下の分割を表す．このハリ

シュ・チャンドラ同型： 'Y:ZU(9) ::::-C[x]wの存在は，表現論の様々な局面で重要

な役割を果たす．

本論文の主題は，古典型リー代数の普遍包絡環の中心 ZU(g)の C基底を構成

することである．主結果は，それぞれの型に応じてパラメータ uをもつ階乗型

シューア函数（補間多項式） R入(x;u) E C[x]wを指定し，それをハリシュ・チャン

ドラ像にもつ中心元 C入(u)E ZU(g)を構成する具体的な手続きを明らかにした

ことである．表題の「高次カペリ元」とは， C入(u)のように ZU(9)の良いC基底

を構成する中心元を意味する．この構成法の要点は次の 2つである．

(a)列分割 (lr)('I・=1,...,n)の各々に対して「次数rのカペリ元」 C(lr)(u)を

構成すること．

(b)一般の分割入に対応する高次カペリ元広(u)を，列分割に対応するカペリ元

を成分とするヤコビ・トルーディ型の行列式を用いて構成すること．

(b)は階乗型シューア函数応(x;u)がヤコビ‘・トルーディ型の行列式公式をも

つことから従う事実であり，これについては既に論文 [5](Kyushu J. Math.より



氏名 I河田祥太郎
出版予定）として公表している．本論文は，［5]の内容を踏まえた上で (a)の内容を

中心に，この構成法の詳細を論じたものである．以下で，本論文の概要を述べる

U(g)の中心元で，ハリシュ・チャンドラ像が

(g[） ： （xl -U）・・・(xn-u), (o), (.sJJ) : (xr -u2) ・ ・ ・ (x~ -u2) 
となるものは，「基本カペリ元」と呼ぶべきもので，その構成については， gのC基

底を成分にもつ非可換行列式によって表されることが，先行研究により知られてい

た (g[）の場合は古典的なカペリ (1890)の結果であり，（.50)'(.sp)の場合は，伊藤

(2004)，和地 (2006)の研究による．上記の多項式は階乗型シューア函数R位）（x;u)

に他ならないので，最高次数のカペリ元 C位）（u)は非可換行列式で表されること

になる．本論文の主結果は，低次数 rの階乗型シューア函数 R化）（x;u)が最高

次の R位）（x;u)の， uについての階乗幕による展開係数として得られることに基

づいて， C(1n)(u)をuの階乗幕で展開することにより低次数のカペリ元 C(1r)(u)

(r = 1,..., n)を構成したこと，また，この構成法により Cm)(U)に対して， gの
c基底を成分とする標準的な非可換行列の小行列式の和として表示する明示公式
を与えたことである．これは， g［N の場合に知られていた低次数のカペリ元の構成

法と明示公式を ON注恥rの場合に拡張した新しい，重要な結果である．＇本論文は，

序節と 4つの節からなる．序節においてこの構成法の概要を説明した後，第 1節か

ら第4節では，それぞれ.5J:l2n,02n, 02n+l, fl(nの場合について，次数rのカペリ元

の構成とその明示公式の導出の詳細を与えている．

普遍包絡環の中心の記述の問題は， ZU(gln)の生成系を行列空間に作用する多

項式係数の不変微分作用素を用いて表示する「カペリ恒等式」に由来する．ワイ

ル(1936)はこのカペリ恒等式に基づいて，不変式論の表現論的基礎付けを行なっ

た．ハウ・梅田 (1991)は，これを無重複表現の現代的観点から定式化し，新しい発

展の契機を与えた？本論文は，上記の伊藤，和地の研究とともに，この流れに沿っ

て， U(g)の中心についての理解を深化させたものであり，高く評価できる．

本研究は，古典型リー代数の普遍包絡環の中心元の記述に関して，階乗型シュー

ア函数の観点から新しい，重要な知見を得たものとして，価値ある集積であると認

める．よって，学位申請者の河田祥太郎は，博士（理学）の学位を得る資格がある

と認める．
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