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主な記号

k..， k b 軸受の α s方向の回転ばね定数

KXIl， K VIl軸受の XIl， Y目方向のばね定数

σ:支持軸受のばね定数異方性

Ce :軸受減衰係数

(e :無次元外部減衰係数

CI:継手内部の減衰定数

(1: 無次元内部減衰定数

1 p :ロータ軸の極慣性モーメント

1 t :ロータ軸の継手中心回りの横慣性モーメント

1 t G :ロータ軸の重心回りの横慣性モーメント

A:慣性モーメント比 (=Ip/ld

B:慣性モーメント比 (=Ip/ltG)

m:ロータ質量

i 2 :ロータ軸の重心回りの回転半径の二乗 (=ItG/m)

λ=mI1l2/It 

t :時間

T:無次元時間

ν:無次元回転速度

H:無次元のロータ軸角運動量(=Aν 文は Bν) 

α自， α日， .駆動軸及び負荷軸の初期交差角

all， all': =tan (α 目/2 )， tan (α ピ/2)

α s :ロータ軸の横変位角

αt， βt， α2， β2 中間軸の横変位角

8， θt， 82， 83， 84， 86 継手で連結された各軸の回転角

X圃Y圃21l:静止座標

x Y z ロータ軸固定の動座標

TIl :駆動トルク



T 0' 負荷トルク

τo 無次元駆動トルク

τ由， .無次元負荷トルク

ωI :次の固有振動数

ω自:傾き振動の平均の固有振動数

μ: 回転速度変動率

ε たわみ継手のトルク伝達方向

ε2 負荷トルクの作用方向

1 I :本文中で定義する軸の長さ

1 :ロータ軸長さ

!日:継手中心から回転体取り付け位置までの長さ

k :たわみ継手のばね定数

κ:たわみ継手の無次元ばね定数

E :弾性ロータ軸の縦弾性係数

J :弾性ロータ軸の断面二次モーメント

[・] I jk :マトリクスの jk成分表示

[・]T :マトリクスの転置

d(・)/d(・・): (・・)による(・)の微分

(・) :無次元時間 Tによる微分

(・)又は l日で無次元化した表示
-+ 

[ . ]ベクトル表示

(・〉・(・)ベクトルの内積を表す

Re (・) (・)の実数部

I阻(・) (・)の虚数部

j :虚数単位(=.j二ご1)

会:定義を表す



第 1章 緒 論

最近の回転機械は高性能化の要求から、高速化、大容量化されてきており、振

動的にはますます厳しい条件になってきている。そのため、従来、小型低速機械

では余り問題にされなつかた問題も高性能化、高負荷化のためクローズアップさ

れてきている(1)。 しかしながら、回転機械の肪振技術も、大型コンビュー夕、エ

レクトロニクス計測機器の進歩と共に近年目ざましく進歩しており、不つりあい

振動を抑えるつりあわせ技術をはじめ各種の自励振動解析技術の進歩により、単

体としてはかなりな精度で製作できるようになってきている。 ところが、回転機

械は発電プラントなどの定置型であっても、 また車両などの移動型であっても必

ず軸継手で連結されて構成されるものであるため、十分に振動が抑えられた単体

どうしであっても、 ぞれらを連結するとしばしば連結したために振動が発生する

ことがある。 この原因は軸系のアライメントが十分取れていないことに起因する

こともあるが、従来、軸継手に起因する振動特性が十分明らかになっていないた

め適切な対策が取られていないことに大きな原因がある場合も多い。 そのため、

最近では、軸継手に起因する振動解析の必要性が注目されはじめ、いくつかの研

究が発表されるようになってきている。

軸継手は表 1・1に示すように、固定軸継手、たわみ軸継手、 自在軸継手に大別

される。固定軸継手にはフランジ形、筒形など、たわみ軸継手には歯車形、スプ

ライン形、金属ばね形など、 自在軸継手には等速形、十字軸形などがある。 その

なかで、動力を伝達する定置型回転機械の軸継手としては、固定フランジ形、歯

車形、金属 lまね形〈ダイアブラム式〉などが主として用いられ、動力を伝達する

移動型回転機械には自在軸継手が主として用いられている。

固定軸継手で連結された軸系の振動解析では、軸継手の製作誤差のロータ軸の

応答振幅への影響とつりあわせ方法の問題(2)、軸継手剛性の異方性の応答振幅へ

の影響の解析は》、軸継手剛性が熱応力などで均一でない場合の解析(4)、 さらに

一般的な剛性評価の研究(5)などがなされている。 また、振動論的には固定軸継手

に近いが、継手の剛性が軸に比べて十分低いダイアフラム式や板ばね式継手で連

'ι
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表 1・1 軸継手の種類

結された軸系の振動解析では、締め付けボルトによる剛性の不均一に起因する強

制振動解析(6)、たわみ板の振動による応力の解析(7)、 ミスアライメントによる

軸方向振動解析 (8)，(9)などが行われている。 これらの研究はいずれも強制振動の

解析であり、その振動は回転数の n倍か、 1 / n倍(n :整数)で発生するもの

であり機器設計上の対策は比較的たて易い。一方、歯車形継手、自在継手やスプ

ライン継手では軸継手を構成する要素が相対運動をしたり不等速であるため、強

制振動に加え種々の自励振動が発生する。歯車継手に関する研究は比較的多くの

研究者によって行われている (tll)ベ t6)。なかでも白木ら(t圃3は一連の振動実験を

q
L
 



行い、歯車継手の潤滑、負荷、 ミスアライメント、工作誤差等の影響を調べ、定

性的にではあるが、貴重なデータを示している。また、山内ら(t t ) • (t 2)は歯車の

すべりを考慮した摩擦力による非線形振動を解析し、 ミスアライメントが自励振

動振帽を下げること、歯車荷重分布のばらつきが自励振動を増大させることなど

を得ている。スプライン継手も軸振動に起因してスプライン部での相対すべりや

荷重の不均ーが発生するため非同期振動が発生し、それらの研究も行われている

( 16) • ( 17)。 また、十字軸形継手を含む軸系の研究も比較的古くから行われており、

とくに自動車については騒音との関連でよく研究されている(18)。 さらに、軸継

手部の摩擦力や不等速性に起因する強制振動解析がなされている (t9)・(22)。

上述のような軸継手に関する振動解析がなされているにも関わらず、実際上の

トラブル解決には未だに現場的なノウハウに頼っているのが実状のようである。

その原因は、 まだ実験結果を定量的に説明できる解析結果が得られていないこと

が最も大きいと考えられるが、従来の軸継手に関する撮動解析が個別の軸系に対

して行われており、軸継手系の一般的な特性が解明されていないことに一因があ

ると考えられる。すなわち、 ロータ軸系を形態別に分類して各々をモデル化し系

統的に解析する必要があると考えられる。 さらに、今後のより一層の高性能化を

考えると重負荷時の振動特性の解明が重要である。 また、従来の解析は回転軸に

関するものがほとんどで回転軸上の回転体の運動に重点を置いた解析は比較的少

ない。実際の発電プラントなどでは、軸に比べて非常に大きな回転体が取り付い

ており実用上は回転体に重点を置いた解析も重要であると考えられる。

これらの研究情勢に鑑み、本論文は、 自在軸継手を介して駆動されるロータ軸

系とたわみ軸継手を介して駆動されるロータ軸系について、動力を伝達する場合

の安定解析を統一的に行おうとするものである。 この場合のロータ軸系の振動現

象は、 ロータ軸の横運動に拘束を発生させない自在継手を介した場合に最も顕著

に現れるので、第 2章では等速形自在継手、第 4章では十字軸形自在継手で連結

されたロータ軸系を扱う。第 2章、第 4章ではロータ軸系の不安定特性を理論的

に解釈するため、運動方程式が陽な形で表される剛性ロータモデルを用いる。ロ

ータ軸系のモデルとしては、発電機、圧縮機や車両の終端部を表す一方の軸端が

他の軸に結合されていないモデルと、一般の伝達軸を表す両端が軸継手によって

他の軸に連結されているモデルを用いている。前者のモデルについては、まず軸

。。



継手の特性を定性的に理解するため 1つの継手を介した 2自由度モデルロータ系

を解析し、ついで一般のロータ軸のモデルを表す 2つの継手を介した 4自由度モ

デルを解析している。また、後者のモデルについては、継手の影響を理解するた

めのモデルとして 3つの継手で連結された 2自由度モデルを解析し、ついで一般

のロータ軸のモデルである 4つの継手を含む 4自由度モデルを解析している。

第 2章では、 まず、等速形自在継手で連結されたロータ軸の機運動に伴う自転

運動の関係を一般的な形で導き、動力を伝達している場合の軸継手のトルク伝達

特性を導いている。ついで運動方程式を導き、その安定解析を行っている。運動

方程式には継手内部の減衰力を考慮しその影響も調べている。安定解析はロータ

軸で動力が吸収される場合と動力が加えられる場合に分けて行われている。

第 3章では、第 2章で明らかになった不安定特性を、 ロータ軸系のみならず他

の振動系で発生する不安定現象と比較検討している。 さらに、運動方程式を一般

化した微分方程式について安定性に関する一般的なパラメータ・スタディを行い、

第 2章で調べた不安定領域についてより広い視野から考察を加えている。

第 4章では第 2章と同じ手順で十字軸形継手を介して駆動されるロータ軸系を

解析している。特に十字軸形継手は不等速継手であるので、その不等速性が不安

定特性に及ぼす影響も解析されている。第 2章、第 4掌とも安定解析では、継手

部の減衰力、 ジャイロモーメント、軸受剛性異方性、初期交差角などの不安定領

域に及ぼす影響を調べている。

第 5章ではたわみ軸継手を介して駆動される剛性ロータおよび剛な回転体を持

つ弾性軸ロータ系について解析している。たわみ継手をモデル化して動力が伝達

される場合の軸継手の特性を表し、モデル化の際のパラメータが不安定領績に及

ぼす影響を調べるとともに第 2章、第 4章と同様な安定解析を行っている。

最後に、第 6章では、軸継手を介して駆動される軸系で現れる伝達トルクによ

る不安定化力を最も基本的な場合について実験的に確認する。

-4-



第 2章 等速形自在軸継手で連結された
回転体の不安定振動

2・1 緒言
等速形自在継手は交差するこ軸聞で交差角が自由に変化しでも回転運動を等速

で伝達する継手であり、自動車の前輪駆動軸を始めプロペラシャフト、一般の産

業機械の駆動軸などに広く使用されている。 その機構学的な研究は従来から非常

に数多くなされており提案された機構も数多いは33JNh しかし、現在実際に使

用されている等速形自在継手は機構上次の三つの形式に限られている(26)。

( a )二軸聞の回転運動の伝達が二軸の交差角を二等分する平面上の槙数の点

で行われるもの。

( b )二軸聞の回転運動の伝達が一方の軸の中心線に直交する三本の直鶴と他

方の軸に平行な三本の直線の交点で行われるもの。

( c )不等速形自在継手(例えば十字軸形自在継手)を 2個面対称に結合した

もの。

これらのうち最もよく使用されるのは(a )の形式のものであるので、本章で

はこの形式のものを扱う。なかでも二軸の二等分面上に中心が拘束されているポ

ールを介して回転運動を伝達する、いわゆるドライブポール型のものが一般的で

ある。 この型はポールを二軸に設けたボール溝に沿って一義的に拘束するものと、

ケージを併用してボールの位置決めをするものとがある。前者の倒にはペンディ

ックス・ワイス型やベロモ継手があり、後者の倒ではツエッパ型、パーフィール

ド型などが実際に製作されている。前者は構造が簡単であるが、効率が悪い、寿

命が短いなどの欠点があり、最近ではケージ付きが多く用いられているようであ

る。

自在軸継手を含む駆動軸系の構成は、駆動系の終端部と両端が自在継手を含む

軸系とに大別できる。前者は軸の回転エネルギと他の形のエネルギとを変換する

系であり、例えば車両、自動車、航空機(ヘリコプタ)、船舶などの車輪やプロ

ペラに連結される部分や圧延機などがある。一方、後者は単に動力を伝達してい

F
h
v
 



る軸部であり、倒としては上記の倒の中間軸部、各種産業機械や試験機などが考

えられる。前者では駆動時と制動時では回転方向が同ーであってもトルクの作用

方向が逆になるため不安定条件式が異なり、不安定特性を解析する際にはトルク

の伝達方向も考慮する必要がある。

本章では、 これらの軸における動力伝達時の不安定特性を解析するため、図 2

・1に示す 4つのロータモデルについて解析を行う。回転体の振動解析ではロータ

軸モデルとして弾性軸受で支持された剛性軸モデルを用いる場合と弾性軸モデル

を用いる場合とがあるが、剛性ロータモデルは運動方程式が踊な形で記述できる

ため、現象の理解、不安定傾向の見通しが容易である。そこで本章と第 4:1者では

剛性ロータモデルで解析を行う。図 2・1のMR2とMR4ロータモデルは駆動系

終端部の剛性ロータモデルを表し、 SR2とSR4ロータモデルは駆動系中間軸

の剛性ロータモデルを表す。 MR2ロータと SR2ロータは軸継手を介して駆動

されるロータ軸系の安定性を解析的に把題するための 2自由度モデルであり M

R4ロータと SR4ロータは二つの軸受で支持された実際のロータ軸を模擬した

4自由度モデルである(本論文では連結している継手の種類に関わらず、 2自由

度系と 4自由度系の剛性ロータモデルをこのように呼ぷ)0 4自由度系では解析

的に不安定条件を書き下しでもパラメータの不安定境界に及ぼす影響は簡単には

把握できない。そのため、本論文では、 まず、数式的取扱が容易な 2自由度系で

の安定性を検討し、 その後、実際のロータ軸系への適用を目的とした 4自由度モ

デルの解析を主として数値的に行う。

ところで、等速継手は等速で回転を伝達すると言われているが、それは二軸が

固定されている場合であり、従動軸が横運動をする場合には横運動の影響が自転

軸方向にも現れ従動軸の自転角速度は駆動軸のそれと同じではない。そこで、次

節ではロータ軸系の解析に先立ち、 まず等速自在継手の条件から従動軸の横運動

と自転角速度との関係を導く。

2・2 ドライブボール型等速自在軸継手の機構

2・2・1 ドライプボール型等速自在軸継手の構造

no 



( a) M R 2ロータ

( b) M R 4ロータ

う

(c) SR2ロータ

(d) SR4ロータ

fR Unfvem1or円以ibleJoint ② Rotor Shaft ③ D山 ingShaft 
CD In旬rmediateShaft ⑤ Loading Shaft ⑤ Sliding日ement
C C Direc 

図 2・1 剛性ロータモデル
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CONSTANT 
VELOC ITY PLANE 

図 2・2 等速自在継手の原理

自在継手の等速条件は、前節(b )の型の自在継手を除いて駆動軸と従動軸が

一定の交差角をとる場合、 (1)駆動要素と従動要素の接触面が空間に一定に固定

されており、 (ii)その面は駆動軸と従動軸からなる面に垂直で、かっ(i i i)駆

動軸と従動軸に対して等しい角度で交差する (26) (図 2・2、BB'面)ことである。

(1) - (iii)の条件を満足すれば駆動要素と従動要素の回転角速度が等しくな

ることは図 2・2より明かである。 自在継手では任意の交差角でもこれらの条件を

満足するように工夫されている。 ドライブボール型等速自在継手ではボール中心

移動線がニ軸のなす角の二等分面に関して鏡像対称で、常にボールがその二等分

面上に並ぶようになっている。 このボール中心移動線が二軸のなす角の二等分面

に関して鏡像対称であればボール中心移動線の形状に関わらず等速条件(l)-

( i i i)は満たされるほ幻， (24)。例えば図 2・3に示すツエッパ型継手では、軸交

点〈図 2・3( a )、点 0)を中心とした同心球を内外面とするケージと各軸に固定

した軸交点から各軸上それぞれ等距離の点(図 2・3( a )、点A.B)に中心をもっ

球面とを用いて、ポール中心移動線(円弧)が二軸のなす角の二等分面に関して

鏡像対称となるようにしている。 ドライブボール型等速自在継手はどの型のもの

を考えても基本的なトルク伝達特性は同じであるので、本論文では図 2・3の型の

等速継手で考察する。なお、 この型のものは従動軸の横変位に伴って従動軸は軸

方向にスライドしない。
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0:ジョイントの角度中心
A "，外鎗のみぞ中心
B:内鎗のみぞ中心
c:ボール中心
8 作動角

( a )断面

ACE① 

CLAMP 

る
( b )構成要素

図 2・3 ツヱッパ型等速継手の機構

nu 



2・2・2 一つの等速自在継手で連結された二軸の自転角の関係
等速継手を介して駆動される従動軸が横変位する場合の横変位と自転角との関

係を導く。図 2・4に座標系を示す。従動軸に固定した動座標系 O圃-X' Y • Z ・は

X日軸回りに角 α、 y軸回りに角 H、 z軸回りに角。回転した座標系である。

このとき駆動軸は従動軸の横

変位のため角 7目だけ回転した

00X日軸から角 θ回転する。

ここで、 7日は X日y白面と X Y 

面が駆動軸と従動軸のなす角

の二等分面 Sに関して鏡像対

称の関係にある条件より、 α、

Hの関数として表される角で

ある。 これは、前項で述べた

X。

z，z' 

ように等速継手では各軸に固

定されたボール中心移動線が

面 Sに関して鏡像対称である

から、各軸に固定した座標軸

もやはり面sに関して鏡像対
称であることによる。

図 2・4 一つの等速継手で連結された
従動軸の自転角

...・+

O日Z0. 00Z. 00X0. 00Xの各方向の単位ベクトルを O日z圃 00Z • ... ... ー+ ー+

O目X0. 00X と表すと、二等分面に垂直な方向は (00Z目+0圃Z)であり、
...・+

X日y日面と XY面が面 Sに関して対称であるとすれば (00X0+0日X) 
ー+ ... 

または (0日Y0+0日Y)は S面内にある。 それゆえ

... ー+ ー+ ー+

(0日Z日+0日Z)・ (0日X日+00X)=0  ( 2・1) 

または、

ー+ ... -1砂 ... 
(0日Z日+00 Z )・ (0日y日+0日Y)= 0 ( 2・1) • 
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-+ ー+ -+ 

が成立する。 00X日=i， 0日Y0=j， 002日=k と置けば、

-+ 

00X日= cos r自+ sinr0. 

ー+ ー+

O日Y0=- sinr臼+J cos r 0. O日z曲=k

ー+

O日X= cos β+  j s i nαsinβ-k cos αs in s 

ー+

O日Y= j cos α+  k s i nα 

-+ 

O自 z= s inβ ー js i nαcos β+  k cos αcos β 

と表せる。これらを式(2・1)に代入すると(式(2・1) ・も同じ結果を与える)

sinβcos r自=s inαcos βs i n r日+cos αsinβ ( 2・2) 

となる。式(2・2)と cos2r且+sin2r0=1 の関係を用いると、

sin r自= (土 1-cos αcos β) sinαsins / (1 -cos2 αcos2 s) 

が得られる。上式で複号がーの場合は α→ π/2. β→ π/2 で si n r 0→∞ 

となり不合理である。それゆえ、複号が+の場合が本モデルの場合であり

sin r 0=sin αs i n s / ( 1 + cos αcos s ) ( 2・3) 

である。このとき

cos r圃= (cos α+  cos β) / ( 1 + cos αcos β) ( 2・4) 

となる。

この自転角は自在継手に固定した座標系が面 Sに対称であるという条件から求

めたものであり、駆動軸と従動軸の自転角度に相対的に r11だけ差が発生すること
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x。
ゆ

Y。
( a ) 

x 
x" x。

z。
y 

( b ) 

図 2・5 従動軸横変位の他の表現方法

を意味する。座標系の取り方を変えると別の式で表現される。たとえば、駆動軸

が0回転し従動軸がθ+r回転したとすると式(2・3)、 ( 2・4)で与えられ

る 7自に対し r= -r自なる γが得られることになる。

ここで、この自転角度差 7自についてその物理的な意味を考察してみる。弾性軸

の 2次元的な曲げ変形を表すのに図 2・5 (a) に示す座標系(オイラーの角〉を

用いることがある。すなわち、 O日Z日軸回りに角 φ回転した Oox"軸回りにゆ回

転した座標系 O圃-x"y"z"からそれぞれの軸の自転角。を取る。この座標系は

図 2・5 (b)のように考えると図 2・4と同じような角 r*を求めることができ
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る。 φ=δ と置き、図 2・5 (a) と(b )の O日x..軸が同じ方向であると置く

と、

tan r米=cos αsin β/sinα， 

tan δ=  tan β/  sin α(  = tan φ) 

となり、従動軸の変位α， βにより駆動軸が δ回転し、従動軸が 7米回転すると

考えられる。 さらに、

tan(r* -δ)=(tanr涼一 tanδ) / ( 1 + tan r米 tanδ) 

= -sinαsin β/  (cos α+  cos β)=-tanr日

となるから、

7米一δr11 ( 2・5) 

となる。 ここで、 r* +8 =8  とおくと、

。+δ =8-r米 +δ =8+r由 ( 2・6) 

となり、図 2・5 (b)は図 2・4

と同じ関係にあることが分かる。

つまり、材料力学で用いられる弾

性軸の平面曲げの条件とドライプ

ポール型等速自在継手のボール中

心線が鏡像対称に配置される条件

とは等価であることが分かる。別

の表現をすれば、角 7自は駆動軸と

従動軸の聞にねじりが発生しない

ための角であるとも言える。

このことはさらに図 2・6のよう

X。

A' 

Zo 

Y。

図 2・6 鏡像対称条件の幾何学的意味

向。
I
A
 



に考えても理解できる。静止座標系 O由一 X日Y日Z自に固定した直線

A: X圃=ρcosλY日=ρsinλ2日=2目

に対して静止座標から X0.Y0. 2圃軸回りに α，β.r 0回転した座標系 00-X' 

y ， Z 'に固定した直鶴

A" X'-ρcos λy'=ρsin λZ  '= Z ' 

が交点を有するための座標系 O由一 X 'y ， Z 'の回転角 r0を求めると、

sinαcos β-sinαcos r 0ー cosαsinβs i n r 0 

+ tan λ(sins-cos αsinβcos r自+sinαs in r由) = 0 ( 2・7) 

となり、 λにかかわらず式(2・3)、式(2・4)で与えられる 7日が上式を満足

する。 この直線を金属の一本の繊維と見なすと、 α s回転したためのねじれが

角 7自によって解放されると理解することができる。

2・2・3 二つの等速自在継手で連結された二軸の自転角の関係
一つの自在継手で駆動される剛性ロータ軸は傾き運動しか許されないので、横

変位も許容するためには二つの自在継手を直列につないで中間軸によって変位を

駿収する必要がある。そこで、本項では前項と同じ方法で二つの等速継手を介し

た場合の駆動軸の回転角と従動軸の回転免の関係を導く。座標系を図 2・7に示す

ようにとる。 。日一 X日Y由20座標に平行なロータ中心を原点とする動座標 02-X 

Y2をとり 02-XY2における回転角 α，β8によってロータ軸の傾き及び自

転を表す。中間軸の横変位角を α1， β1で表し、自転角を 8+ r 1で表す。ここで、

r 1は第 2継手の鏡像対称条件より α， β， α1， β1を用いて表される。さらに、

駆動軸の自転角を θ+r自で表す。 r日は第 1継手の鏡像対称条件より αt，sl， 

r 1を用いて表される。第 2継手および第 1継手の鏡像対称条件は式(2・8)、

式(2・8)である。

...・+・+・+

(02X+0自X1')・(02Z+00Z1')=0  ( 2・8) 

ー+・+・+ー+

(0自X1 '+ 0目X0)・(00Z1'+0日z日) = 0 ( 2・9) 
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x 
x 

z 

YO Yo 

図2・7 二つの等速継手で連結された従動軸の自転角

i， j， k を前項と同様に静止座標方向の単位ベクトルとすれば、

-02 X = i cos β+  j s i nαcos β-k cos αsinβ 
ー+

02Z= sinβ-j s i nαcos β+  k cos αcos s 

ー+

O日X1 '= cos βcosr 1 + j (sinα1 S i n s 1 COS γ1 + cos α1 S i nγd 

+ k (ー cosα1 S i nβlcosrl+sinαIsin r d 

ー+

OIlZI'= sinβ1 -j s inα1 COS β1 + k cos αlCOS β1 

と表される。 これらを式(2・8)に代入すると、

{ cos βlsinβ-sinβ1 COS βCOS(α-αd} cosr 1 

-cos s s i n r 1 s i n (α ー αd+sinβ1COS s -cos β1 S i nβcos(α ー αd=O

( 2・10) 

となる。式(2・10 )と si n2 r 1 + COS2 r 1 = 1 の関係を用いれば、
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sinrl= (:tCOS β1 {s i nβ1 COS βCOS(α ー αdー COSβ1 S inβ} 

+ cos β{  s i nβlCOS βーCOSβIsinscos(α ーαd}) sin(α-αd 

/【cos2β sin2(α ー αd+ {COS β1 S i nβ-sinβ1 COS s COS(α ー α1)}2 ) 

( 2・11 ) 

が得られる。上式において α=β1= 0 と置けば式(2・3)と一致するはずで

あるから、式(2・11 )の槙号は下号が図 2・7の場合であることが分かる。こ

れより

となる。

sinrl= (Sinsl+sinβ) sin(α ー αd

/ { 1 + sinβIsins+cos β1 COS s COS(α ー α1) } 

COS γ1 = {COS βtCOS β+(l+sinβIsins) COS(α 一αd}

/ {1 +sins Isinβ+ cos s 1 COS s COS(α ー α1) } 

同様に、

四+

O圃Xo= cosr日+jsinro. -Oozo=k 
( 2・12) 

であるから、式(2・9)より

-s i n s 1 COS r日+cos β1 S i nαt s i n r日

+ sinβlCOS αtCosrt-sinαlsinrl=O ( 2・13) 

が得られる。上式と cos2r日+sin2r自=1 の関係より

sinro= {土 sinβ1 (s inαlCOSr 1 +Sins1COS αt s i nγd 

-cos s 1 S i nα1 (Sins1COS αlcosrl-sinαIsinrl) } 

/ (s i n2β1十 cos2β1 S i n2α d 

ー16-



となる。上式において rt = 0 と置くと式(2・3)に一致しなければならない

から複号は上号であることが分かる。すなわち、

S i n r自= {sinαt s i nβtCOS r t +. (COS αt + cos βd  sin r d 

/ ( 1 + cos αtCOS βd  

cos r日{(COS αt + cos s t) cos r t -s i nαt s i nβtsin r d 

/ ( 1 + cos αtCOS βd  

( 2・14) 

となる。

2・3 MR2ロータ系の安定性
解析モデルは図 2・4の従動軸(ロータ軸)に軸受を付加した系である(図 2・

8 )。系は従動軸支持軸受のばね以外はすべて剛体とし、重力の影響を無視する。

軸受はそのばね定数が α方向と β方向で異なるものとする。駆動軸とロータ軸は

静止時に初期交差角 α日で交差している。また、駆動軸にはトルク T目、従動軸に

はトルク T'oが作用しているとする。

2・3・1 運動方程式
まず、ロータ軸に作用する

O圃点回りの外部モーメントを

Oo-xyZ成分で表す。作用

する外部モーメントは、駆動

トルクに起因するモーメント

[Mx MνM  z]、従動軸軸受

のばね復元モーメント [Rx

RνR z] と減衰モーメント

[Px P~ pz]、負荷トル

ク [0 0 T自， ]および継手

内部の減衰モーメント[Q x 

X。

Y。 y 

O目0=1 o， 0目B=O日BO

図 2・8 MR2ロータの座標系
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Q νQ  z] である。軸受部分の復元モーメント及び減衰モーメントはそれぞれ従動

軸角および角速度に比例すると仮定し、継手部分の減衰モーメントは従動軸と駆

動軸の相対角速度に比例すると仮定する。 まず、駆動トルクに起因するモーメン

トを求める。駆動トルクだけが作用している軸系を考えて、仮想仕事の原理を適

用すると、次式が成立する。

T 9 (δ e +δ7白) =Mxcoss δα+Mνδ s + Mz (sins δα+δ e ) 

( 2・15) 

ここで、 δ(・)は(・)の変分を表し、

δ7自= {sinsδα+ s in(α 且+α)δ s} / { 1 + cos(α 圃+α)cosβ} 

である。変分 δα、 δn  、 δ0の各係数は零でなければならないことから、

Mν 

Mz 1 

Mx 1 = T 9 r -cos(α9+α)sins/ {1 +cos(α 圃+α)cos s } 
sin(α9+α) / { 1 + cos (α9+α)cos s } 

( 2・16 ) 

が得られる。このモーメントの方向は駆動軸と従動軸のなす角の 2等分方向
ー+・+

O日Z 目+0日zと一致している。 これは、一般に交差角を介してトルクを伝達する

と軸方向トルクだけでは継手部分でつりあいが取れず横方向モーメントが発生す

ることを表しており、等速継手ではこの合モーメントがちょうどこ軸の 2等分方

向にあることを意味している。

ばね復元モーメントおよび減衰モーメントは前述の仮定より次のように表せる。

lj; 一一一
aド

aド

s

n

 

∞
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b
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E
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B
t
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E
E
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p
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E
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'
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L

= -C e Iωx 
I u.) y 
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ljJ 
= C I -cos(α 日+α)sinβd8/d tー ωx

sin(α 日+α)d8 /d tー ωu

cos(α 日十 α)coss d θ/d tー ωz-d8/dt

(2・17) 

ここで、 CIは継手内部の摩擦力の減衰係数、 Ceは支持軸受の減衰係数、 kll. 

k bは支持軸受の α s方向回転ばね定数である。 また、 Eωxωpωz] Tは従動

軸固定の座標系 Oll-XYZの角速度の X Y Z成分であり、

[ωxωνωz]T=[COS βd α/ d t d β/dt sinβd α/d t ] T 

である([・]Tは転置を表す〉。

以上の外部モーメントの総和を Eτxτντz]で表すと、運動方程式は次式と

なるほ 7)。

τX = 1 t d ωx/dt+lpω y (ωz+d8/dt) ー 1tωzω 日

τy = 1 t d ων/d t - 1 pωx (ωz+d8/dt)+It ωzωx 

τz = 1 p (d ωz/dt+d2θ / d t 2 ) 

( 2・18) 

ここで、 1 pは従動軸の z軸回りの極慣性モーメント、 1 t は従動軸の z軸に垂

直な O日点を通る軸回りの慣性モーメントを表す。

上式右辺を α，β8で表し、外部モーメントに式(2・16 )および式(2・1

7 )を代入し、以下に示す無次元量を用いて無次元化を行うと次式系が得られる。

αcos s -2α ssins+As (αsinβ+θ 〉

+ r I {αcos β+  (8 -'Y Il) cos (α 日+α)sinβ}

+r。αcosβ+ ( 1 +σ 〉 αcosβ 

+τ 圃cos(α 日+α)sinβ/{ 1 + cos(α 圃+α)cosβ} = 0 

-19-



β+α2COS βsinβ-Aαcos β(αsins +8) 

+，"1 {s- (θ-r日) sin(α 日+α)} 

+ '" 。β+ ( 1ー σ〉 β

一τ自sin(α 日+α)/{1 +cos(α 日+α)cos s} = 0 

αsinβ+α s cos β+8 

+ '" 1 (αsinβ + r日cos(α0+α) cos s 

+ { 1 -cos (α 日十 α)coss} 8) 

+ '" .. (αsinβ+8)+(1+σ)αsins-a τ且=0

ここで、

(2・1g) 

σ=(ka-kb)/(ka+ kb):支持軸受のばね定数異方性、

A=Ip/lt:慣性モーメント比、 T=ωot 無次元時間、

，"..=C../lt ω日:無次元外部減衰係数、 ，"I=CI/ltω圃:

無次元内部減衰係数、 τ日=T由/(Itω計):無次元駆動トルク、

A τ0=(T0一T目')/(Itω02) :無次元加速トルク、

ω0=.J(ka+ kb)/(2 1 d:平均ばね定数による固有振動数、

〈・)無次元時間 Tによる微分。

上式の厳密解を求めるのは困難であるので解析を容易にするために α，βに関

する線形近似運動方程式を求める。 α<< 1 ， β<< 1と仮定して、 cos(α 圃+α)匂

cos α日一 αsinα日 sin(α 日+α)勾 sinα 且+αcosα11. COS β勾1， s inβ 勾 H と

近似し、 α， βとその導関数の二乗以上の項を無視すると、

α+Aβ8+(，"..+，， )α+  '" 1 COS α圃 Hθ

+ (1 +σ 〉α+τ目。 cosα日/ ( 1 + cos α11) = 0 

s-Aα8+ (，"..+，"，) s...，...rl (sinα 日+αcosα圃)8 

+ ( 1ー σ) s-τ目α/( 1 + cos α自) =τ I1sinα 由/( 1 + cos α圃)

ー20-



。+{r e + r ， ( 1 -cos α日+αsinα 日) }θ 
-s in α圃/ ( 1 + cos α日) (β+ r eβ+ r，β) = 11 τ日

(2・20)

となる。さらに、上式の第 3式において Oの変動が無視できると仮定し、。=

A τ目/{ r e + r ， ( 1 -cos α目)} =ν(=一定〉とおくと、以下に示す α sに

関する線形近似運動方程式(2・21 )が得られる。同式では a日::1=0 のときは

伝達トルク τ日は強制力成分も発生させるが一定値であるため振動的には問題はな

い。

[;i+lfric乙，][:] 
+ 1 +σ r ， 1ノ(1-a02)/(1+a02)

+ (議機-a圃2)τ0/2 

『

-
E
E
E

・E・-Ea
-
E
B
4

α

Q

H

 

F
'
a
a『
a
E
B
B
E
E
-
L

-r，lI(l-a日2)/(1+a日2) 1ーσ

+ (議議2-a自2)τ 自/2

[ 2 r ，νa日ふれ2)+τ 目a0 1 
a0=tan(α0/2) 

( 2・21 ) 

2・3・2 安定性解析
式(2・21 )から右辺強制項を除いた式に解 α=a 1 e 2T β=a2e2T を

代入し、非自明解が存在する条件より特性方程式を求めると、

Z4+2ZeZ3+ (2+Ze2+H2) Z2+ (2Ze+2Z，H+τo H) Z 
+ 1 -σ2+Z，2+Ziτ 0+ ( 1 -a圃4)τ02/4  = 0 ( 2・22)

ただし、
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Z..=?-..+?-" Z，=?-，1I(1-a由2)/(1+a日2)，H = A 11 

となる。上式にラウス・フルヴィッツの安定判別条件 (28)を適用すると不安定条

件は、

となる。

1 -σ2+Z，2+Z，τ日+(1 -a日")τ 自2/4く O

τ且くー 2 (Z../H+Z，) 

τ圃<τcr2， τ。rt <τa 

τ。rt = (ー bt +.j bt2-b2b日) / b 2 

τor2= (-bt-.jbt2-b2b0) /b2 

b2=Z..2(1-a日") + H2， 

b t = 2 Z..2 Z ， -Z..3 H + 2 Z ， H 2ー Z..Hペ
b日=4{Z..2(Z，2ー Z..2ー σ2)ー Z..3Z， H 

+ (Z，2_Z..2) H2_Z..Z，H3} 

( 2・23 ) 

( 2・24) 

( 2・25)

実際の継手では α且く 90 ・であるから a 02く 1 であり、式 (2・23)の条

件は満足しない。 また、式(2・25)の条件では軸受剛性異方性が安定化作用を

持つことが容易に分かる。不安定条件式(2・24)、 ( 2・25)より τ日νの符

号によって不安定条件が異なることが分かる。そこで、次項では τ自11>0 の場

合と τ圃ν<0 の場合に分けて安定性を考察する。

2・3 ・3 安定性の数値計算例と考察

( 1 )ロータ軸が外部に仕事をする場合〈 τ日ν>0の場合〉

この場合、式(2・24)は満足せず、式(2・25)の τ。r1く τaが不安定

条件となる。不安定領域の数値計算倒を図 2・9図-2・11に示す。図2・9は

回転数に対する限界トルクを ?-..=0.01. A=0.1の場合について示したもの

である。周囲(a )は σ=0， (b)はσ=0.2の場合でそれぞれ?-， ，αgをパ

-22-



ラメータとしている。図中O・mは非線形の運動方程式(2・19)をルンゲ・ク
ッタ・ギル (RK G)法で直接数値積分したときの不安定境界である。 RKG法

による数値積分は初期値 α=0.01， β=α=β= O. θ=ν とし、 きざみ帽

を高いほうの固有振動周期の 1/300として行ったものである。図 2・9 (a). 

同図(b )を比較すると σの安定化作用が確認できる。 また、 α自についてはその

値が大きいほど安定であることも分かる。 (1= 0ではごく低速墳を除いて α自の

安定化作用がほとんどなくなるが、 (1)  0の場合には高速側での α自の安定化作

用は顕著である。図 2・9(a) ，(b) とも不安定境界は α圃が一定の時 (1にか

かわらずほ富一定点を通っている。 この定点より低い回転数域では (1が大きいほ

ど安定であるが、定点より高い回転数域では逆に (1が小さいほど安定であること

が分かる。図 2・10にこの (1が不安定作用をもたらし始める限界の回転数を A、

σをパラメータとして示している。同図は (1= 0の τ。r1と(1=0.02の

τ。r1の交点の回転数を求めたものである。同図より、 σが大きいほど限界回転数

が高速側に移り、またAが小さいほど σの効果が大きいことが分かる。さらに、

α凪が 60 ・付近を越えると限界回転数が急速に高速側に移り実際上 (1の不安定

化作用が消失することが分かる。ただし、この限界回転数は.ここで用いたパラメ

ータの数値の範囲内ではほヨ一定であるが、厳密には一定でなく若干のずれがあ

る。図 2・11 (a)および(b )には Aによる不安定領域の変化の例を示す。同

図(a )は σ=0の場合、 ( b )は σ=0.2の場合である。ごく低速域を除いて、

σ=0の場合はA= 0.3の方が安定であり、 σ=  0.2の場合は逆に A=0.03

の方が安定である。 これは (1= 0の場合の境界特性によるものと考えられる。す

なわち、 (1= 0の場合は式(2・25 )より限界トルクが H=Aν の関数となり

Aの影響は回転速度軸(横軸〉の拡大/縮小と同じになる。 σ=0では (1= O. 

A = 0.3の境界が右上がりであるので A=0.03にすると境界曲線の傾きが緩

くなり νが大きいほど不安定になる。 σ=  0.2では逆の関係になる。一方、

(1 * 0の場合にはこのような関係は成立せず、特に σ=0ではA=0.3の境界
が右下がりになっているのに A=0.03とすると A=0.3の場合より不安定化

している。この場合はジャイロモーメントの不安定化作用よりも内部減衰の不安

定化作用が相対的に目立ってくるためではないかと考えられる。また、 σ=0.2 

では A=0.03の場合の方が A= 0.3の場合よりも安定化しているが、この場

-23-
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ν 

MR2ロータの内部減衰の不安定化作用〈 τ圃ν>0) 図 2・10 

(σ は外部減衰， eと同じ効果を合は σによる安定化作用がかなり影響をもつので

σ=0のときの特性は隠れてしその値は， eの 10倍以上である)、持ち、 かつ、

まうものと考えられる。

図 2・9より RK次に理論境界式と RKG解の結果との差異について考察する。

に一致してG法による不安定境界は α目=0の場合は十分理論境界式(2・25)

の場合は'1= 0では十分理論境界式に一致して

すなわち、

0.02では理論境界式より多少不安定側になっている。

この差異は不安定境界近傍における解の Oの変動の影響と考えられる。

α目=0では'1の値に関わらず Oの変動がほとんどなく

α日=6 O. 

'1=0.01， 

いることが分かる。

いるが、

(R K G解の倒を図 2・1

に示す)、

の場合は θの変動は存在するが、

〈図 2・12(b))、また、 θがジャイロモーメントの項に含まれるのみである

'1 * 0の場合はOの νからのずれも

α圃=60

。の νからのずれも少なく

線形近似式を導いたときの仮定がほぼ満たされる。

， 1 = 0の場合は、

( a ) 2 

一方、ので誤差は少ないものと考えられる。

。が内部減衰項にも含まれるため誤差が大き

-25-
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くなるものと考えられる。

(図 2・12 大きく
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このように式(2・25)はパラメータの値によっては若干の誤差を有している

が、定性的には十分な結果を与えていることが分かる。 また、 MR2ロータでは

RKG解からも分かるように不安定は動的不安定(フラッタ型不安定) (29)であ

る。

( 1 1 )ロータ軸が外部から仕事をされる場合 (τ 圃ν<0の場合)

この場合はロータ軸に作用するトルクが回転方向と逆の場合である。不安定条

件式は式(2・24 ) ，式(2・25)から

τ自<-2(Ze/H+Z;)， τ日く τ。r2 ( 2・26)

で与えられる。 このときの不安定領域の数値計算倒を図 2・13、図 2・14に示

す。図 2・13は τ自 11> 0の図 2・9に対応するもので、回転数に対する限界トル

クをと e=O.Ol， A=O.lについて計算したものである。同図(a )は σ=0， 

( b )は σ=0.2， (c)はσ=0.6の場合である。ここで計算したパラメー

タの値の範囲内では不安定条件式は常に式(2・26)の第 2式であった。図 2・

1 3によると不安定境界に及ぼす σ， α且，. ~ Iの影響は τ日ν>0の場合とかなり

異なっている。 τa ν>0では α日は常に安定化作用を持っていたが、 τ圃νくOで

は、 α由はごく低速域で安定化作用を持つが、ぞれ以外の回転数域では安定化作

用を持たないか(~ 1=0 の場合〉、不安定化作用を持つ(~ 1*0の場合〉。こ

れは周囲 (a)， (b)， (c) に共通した傾向であり σ には関係しない。 ~I は

τE ν>0では不安定化作用も示したが、同図①，②，③を比較すると τυ

<0 では ~I は安定化作用のみ示すことが分かる。 このことも σには関係しない。

ジャイロモーメントの影響は、 τ由ν>0の場合(図2・9)と全く逆になってい

る。 σ=0では、 ~ 1=0の場合、 τaν>0ではジャイロモーメントはわずかな

安定化作用を持つのに対し、 τIi 11 < 0 では不安定化作用を示す。 ~I 手 O の場合

では、 τ圃ν>0ではジャイロモーメントが不安定化作用を示すが、 τ圃ν<0で

は安定化作用を示している。 σ*0では、 τ且ν>0の場合ジャイロモーメントが

常に不安定化作用を持っていたが、 τ日ν<0の場合、 ~ 1=0では不安定化作用

を持ち、 ~ 1*0ではある回転数から低速側では不安定化作用、高速側では安定
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( c )σ= 0.6の場合

図 2・13 MR2ロータの不安定領域(続き〉

化作用を示す。同図 (b)， (c) よりこの変曲点は σが大きいほど高速側にず

れることが分かる。 τ圃ν>0の場合と同様に、 σ手oの場合は σの安定化作用
が大きいため σ=0の場合の特性が隠れ σ=0の場合と同じ傾向を示さない。図

2・14は不安定境界に及ぼすAの影響を示したものである。同図は τ自ν>0の

場合の図 2・11に対応する。同図(a )は σ=0、 ( b )は σ=0.2の場合で

ある。周囲(a )、 ( b )で①と③、 ②と④をそれぞれ比べると、 σ， 

rlに関わらずAの小さい方が安定であることが分かる。 r1=0の湯合に Aが小

さい方が安定になることは、 τ日ν>0の場合で述べたと同じように、運動方程式

にAがAν の形でしか含まれず A=0.03の境界の方が A= 0.3の境界より傾

きが緩くなるためと考えられる。 ところが、 r 1'* 0， σ=0の場合、不安定境界
の傾きが他の場合と逆で右上がりであるにも関わらずAが小さい方が安定化して

いる。 これはジャイロモーメントの不安定化作用が右上がりの不安定境界に対し

ては逆であることを示している。 rl手 0，σ，*0の場合は低速域と高速織で境界

曲線の傾きが異なるが何れの領域でも上述の傾向が現れて Aが小さい方が安定化

するものと考えられる。
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2・4 MR4ロータ系の安定性
解析系は図 2・7でロータ軸に二つの軸受と円板を付加した系である。駆動トル

クTIl、負荷トルクー T日を受け、駆動軸とロータ軸は静止時に初期交差角 α日で交

差している(図 2・15)0 MR2ロータと同様に系はロータ軸支持ばね以外はす

べて剛とし、重力の影響は無視する。 さらに本節では継手内部の摩擦力も無視す

る。 ロータ軸に作用するモーメントと力は、伝達トルクに起因するモーメントと

力、軸受力による復元モーメントと復元力、および負荷トルクの総和である。

2・4・1 運動方程式
まず、伝達トルクに起因するモーメントと力を求める。 これらを 0-X Y Z成

分で [Mx MνMz]， [FxFνF z] と表し、軸受を除いた図 2・15の系に仮

想仕事の原理を適用すると、

T日(δ e+δ7圃)ー T日(δ e+ s in βδα) = M x cos sδα+ M~δβ 

+ Mz (sinβδα+δθ) + F xδX G + FνδY G + F zδZG (2・27 ) 

となる。ここで、 δXG. δY  G. δZ  Gは円板中心の変位

x 

o Il 0 2 = 1 t， 020 = lll， 0 B t = 1 3， 0 B 2 = 1 4 
図 2・15MR 4ロータの座標系
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[ : Y G 

Z G 

一 Isinα1COS β1 - 1 0S inαCOS β 
一 1 S i nβ1 + 1昌sinβ

1 1 COS α1 COS β1+ 10cOS αCOS β 

11 :中間軸長さ、 !日:第 2継手中心から円板中心までの長さ

の変分を表す。式(2・12)、式(2・14)から求められる δ7固と上式から求

められる δXG， δY  G， δZ Gを式(2・27 )に代入し、 その式の両辺の δα，

δs， δα1， δsl， δ0の係数を等置する。得られた関係式に置いて α s，

α1および slについて線形近似すると式(2・28)が得られる。ただし、 Fz=

O はロータ軸の微小運動の仮定より後述の運動方程式から得られる関係である。

Mx=TIl {(1-a021目/ldβ1/2ー (1-10/1t>β/2} 

My=T0{-a日!日/11ー(1 + a自21日/ldα1/2

+ ( 1 - 1日/ldα/2} 

Mz = 0 

Fx = T自(a日+a 02α 1/2 +α/2) /11 

Fν=ーT0 ( a目2β1/2ーβ/2)/ 1 1 

F z = 0 
( 2・28)

線形近似した軸受の復元モーメント [Rx RνR z] と復元力 [Px P担 pz]は

Q-XYZ成分で
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ft=lt(13-14)αt + { 1日(1 3ー 14)ー (132+ 142)}α 

f2=lt(13-14)st+ {10(13-14)ー (132+ 142)}β 

f3=-2Itst一(21日+1 4ー 13)。
f 4 = 2 1 tαt + (2 1日+1 4ー 13)α 

(2・29)

ここで、 KX0. K '1'0. C X0. C '1' 0はそれぞれ X0. Y 0方向のぱね定数

および減衰定数、 1 3. 1 4は円板中心 Oから各軸受支持点までの長さ

で表される。 ロータ軸の運動方程式は剛体の 3次元運動に関するオイラーの運動

方程式より全外部モーメントおよび全外力の O-XYZ成分をそれぞれ [τx

τντzJ. [fx fy fzJ で表すと次式となる(30)。

τx=ItGd ωx/dt+(Ip-ItG)ωνωz + 1 pωνd8 /d t 

τν1  t G d ων/d t一(1 1 tG)ωxωz 1 pωxd θ/d t 

τz = 1 p (d ωz / d t + d2 8 / d t 2 ) 

fx=maGx 

fν= m a G ν 

fz=maGz 

( 2・30)

、". - ~ ι， ι- ~、

1 p :ロータ軸の Z軸回りの極慣性モーメント、 1 t G :ロータ軸の x

( Y )軸回りの慣性モーメント (MR 2ロータの場合と定義が異なる〉、

m: ロータ質量。
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[ωxωνωz] はロータ軸に固定した座標系 0-X Y zの角速度の 0-X Y z成

分で式 (2・17 )で定義したものと結果的には同じ形の式である。 [8Gx 8Gy 

a G z]はロータ中心Oの角加速度の 0-X Y z成分であり次式で表される。
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式(2・28 )、式(2・28)を式(2・30 )の左辺に代入し、右辺慣性項を線

形近似すると α， β， αt， β1に関する緯形方程式が得られる。 ここで、独立変

数を α，β， αt， β1からロータ軸の傾き θx，θu 及びロ}タ中心の変位 XG，

YGに変換する。すなわち、

θx-β8y=一α

X G = 1 tβt + 1日βYG=一 1tα1一!日 α
( 2・31 ) 

と置くと、運動方程式は以下に示す無次元量を用いて式(2・32)となる。なお、

本論文では、動力を伝達しているときの安定性が駆動トルクと負荷トルクの方向

差に起因するものであり傾き振動のほうが並進振動より重要であると考えられる

ため、固有振動の基準は傾き振動のそれで取っている。

X+CX+ (B日+τ 自Bd X=τ 日D ( 2・32)

X = [θx 8 y X G Y G] T 

C = r r .. H r e 1 5 O 

-H r .. O r e 1 5 

r .. 1 5 i 2 O r .. 1 6 i 2 O 

O r .. 1 5 i 2 O r .. 1 6 i 2 
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B圃=r 1 + a O ( 1 +σ) 1 6 O 

O 1 -σ O ( 1ー σ)1 6 

( 1 +σ) 1 6 i 2 O ( 1 +σ) 1 6 i 2 。
O ( 1 -σ) 1 5 i 2 O ( 1ー σ)1 6 i 2 

Bl=I/2 

× O 議緩急+1021 1-2a02 O -11-1-1圃 11 -2 a日2

懇綴 +10211-2a02 O 1 1 -1ー 1011-2a02 O 

O ( 1 1 -1ー!日 11 -2 a日2)i 2 O 21.-2̂ _2 1~11 ~a0 

一(1 1 -1 + 1日 11 -2 a日2)i 2 

D = [ー l日 11 -1 a日 O 

ここで、

O 

211-1a0 

2 1 ・2^ _2 1 ~ 1 1 ~ a圃

0] T 

σ=(Kx自-Kv自)/(KX0+Kv日)， H = B νB  = 1 p/ 1 tG， 

O 

?:'o=(CX0+CV自)(142+ 132)/21 tG ωbτ 由=T日/1 tG ω02， 

ν=()=一定 a自=tan(α 日/2)，

1 5 = ( 1 4一13)/(142+ 132)， 16= 2/( 142+ 132)， 

T=ω 自 t，ω02=(Kx由+K v目)(142+ 132)/2 ItG， 

(・)= (・)/ロータ軸長さ、 〈・)= d (・)/dT 

2・4・2 安定性解析
式(2・32)に一般解 X=Aexp(ー ZT)を代入して、特性方程式
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L 8 1 Z 8-1 = 0 (8自=1 ) 

を求め、係数 81にラウス・フルヴィッツの安定判別条件を用いると不安定条件式

が得られるが、 4自由度系の不安定条件式は簡単な形では書き表せない。その上、

実際の数値計算に於てもラウス・フルヴィッツの安定条件式を計算するよりも根

を数値的に直接求める方が計算プログラムは簡単である。

そこで、式(2・32)の変数を

y=[X X]T 

と置き、一階の微分方程式

Y + G Y = [ -r; D 1 G = [_C
I 
B目+ンBI 1 

と変形する。解を Y= a exp (ー ZT) と置けば特性方程式は

IG-ZII=O 

となり、 Gの固有値を求めることにより根 Zが得られる。安定条件は ReZ>0 

(Re (うは(・)の実数部を表す〉である。

2・4・3 安定性の数値計算例と考察

2自由度系の場合から推察すると 4自由度系の場合でもジャイロモーメントの

影響は伝達トルクの符号の正負によって差異が生じると考えられるので、本項で

もτ圃H>Oとτ圃H<Oの場合に分けて検討する。なお、本節で用いた数値は次

の通りである。

i 2 = (円板の半径/ロータ軸長さ )2/4+ (円板の厚み/ロータ軸長さ )2/12 

=0.22/4+0.052/12=0.0102. 
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l日=0.5， 13=0.4， 14=0.4 

( 1 )ロータ軸が外部に仕事をする場合 (τoH>0の場合〉

図 2・16 Iこ不安定領域の計算倒を示す。同図中 88<0 は不安定が特性方程

式の係数

88= I Bo+τ 日Bt I < 0 

の条件より発生していることを示している。 この不安定は静的不安定(ダイパー

ジェンス型不安定) (28)であり、不安定境界は 88がHを含んでいないためジャイ

ロモーメントの影響を受けていない。明らかに、この条件は減衰係数?:.をも含ん

でいない。 ところで、図 2・16と図 2・9の?:1=0の場合を比較すると、動的不

安定については非常に似た傾向を示している。図 2・9は横軸を νとして示したた

め一見類似しないように見えるが、 H=Aν を横軸とすると不安定境界がほヨ一

致することがよく分かる。つまり、動的不安定は MR4ロータでも MR2ロータ

でも同じ原因で発生していると考えられる。 それゆえ、運動方程式(2・32 )と

( 2・21 )の復元力項非対角成分に共通な議機の項が不安定を支配しており、傾

き振動が不安定モードであると考えられる。 このことは不安定境界付近での τ自に

対する固有値の変化からも確認できる。図 2・17に固有値曲線の例を示す。周囲

( a )はMR2ロータと同じ不安定境界を示す動的不安定の例〈不安定解は ReZ

<O，I.Z+O)で傾き振動の固有値が不安定化している。すなわち、動的不安定

には他の連成項が影響を及ぼしていないと考えられる。 MR2ロータと共通な

8 xと8yの連成項とこれら以外の項とが不安定境界に及ぼす影響の関係は次章で

詳しく調べる。図 2・17 (b)は静的不安定〈不安定解は ReZ < 0 ，1. Z = 0 ) 

の倒である。 この場合は並進振動の固有値が不安定化している。不安定境界付近

の振動波形を確認するためルンゲ・クッタ・ジル (RK G)解を求めた。その倒

を図 2・18に示す。同図(a )が動的不安定の例、同図(b )が静的不安定の例

である。境界付近の動的不安定はMR2ロータの場合と同様にその発散がかなり

緩やかであるが、静的不安定は境界付近でも急激に振幅が増加している。このこ

とは、 τ日をパラメータにした根軌跡を描くとより一層明瞭になる。図 2・19に
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図 2・16MR 4ロータの不安定領域 (τ 目H>O; (0=0.01) 
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〈図 2・16の④;τ 日=0.05) (図 2・16の③;τ11=0.036)

図 2・IBMR 4ロータの RKG解 (11=0.05. H=2) 

その倒を示す。静的不安定は、 τ自の少しの増加で根の実部がかなり大きくなるが、

動的不安定ではほとんど増加していない。なお、 RKG計算は、 きざみ幅=0.0 

1 .初期変位=0 .1.初期速度 =0 として求めたものである。

1m z 
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(Va1ue of To) 
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図2・19 根軌跡
③:図 2・18 ( a )の場合

⑤:図 2・18 ( b )の場合



( 1 1 )ロータ軸が外部から仕事をされる場合 (τ 圃H<Oの場合〉

図 2・20に不安定領域の例を示す。パラメータは図 2・16と同じである。図

2・20では τoH>0の場合と異なりジャイロモーメントが安定化作用を持つこ

とはほとんどない。各不安定境界はパラメータの値による差はあまりなくほヨ一

定の範囲内にある。 I1= 0.0 5の場合には静的不安定が S8く O の条件より

発生している。この静的不安定条件を除くとい=0.0 5の場合の方が 11 = O. 

5の場合より安定化している。軸受剛性異方性はごく一部(③の 3<H<4な

ど)を除いて安定化作用を持つ。 また、初期交差角もごく僅かであるが安定化作

用を持っている。 τ圃Hく Oの渇合も静的不安定の発生しない 11=0.5. α日=

Oの場合については MR2ロータの不安定境界と一致している。不安定が発生し

ている固有値を調べると、 τ圃H>Oの場合と同様傾き振動が不安定化してお

り、動的不安定である。

0.05 

0.04 

リJσ=0.6，α。=600
(2) =0.6 =00 

(3) =0 =600 

(4) =0 =0。
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図 2・20 MR4ロータの不安定領域 (τ 日H<O; re=O.Ol) 

2・5 SR2ロータ系の安定性
図 2・21に解析モデルを示す。駆動条件はMR2ロータと同ーである。負荷条
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Xo X1 

Y。 y 

0102=¥' 0203=12 

図 2・21 S R 2ロータの座標系

件はロータ軸が二つの等速継手と中間軸およびスプライン等軸方向にスライド可

能な要素を介して初期交差角 αピを持つ負荷軸に結合されて負荷トルク Tピを受

けるとする(線形近似した運動方程式ではスライド要素の効果は現れない)。ま

た、継手の内部減衰は無視する。

2 • 5・1 運動方程式
まず、 2・3節及び 2・4節で得られた結果を利用して、駆動トルクと負荷トル

クに起因する横方向モーメントを仮想仕事の原理から導く。ロータ軸の角変位 α，

Hに対する駆動軸の自転角 7日は式(2・3)、 ( 2・4)で与えられるが、負荷軸

の自転角については、 2・2・3節で導いた式 (2・12 )、 ( 2・14)はz軸方

向が逆になっているのでそのままでは適用できない。そこで、負荷軸の初期交差

角 αイ、中間軸変位 α2， β2を図 2・21中に示しである場合を正と定義し、 Xl

= Xe， Y 1 =ー Ye， Z 1 =一 Z自なる 03を原点とする座標系を考える。図 2・2

1において 03ー X1Y1Zl座標で見た α2，βゎ α， β r由'と図 2・7の01-

XeY圃Z日座標でみた α1， sl， α s， r日との関係は
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α1→ー (α2+α 白')， s 1→ β2 

α(OI-XOY日Z自で見た場合)→ α(03-X1Y1Zlで見た場合)

β(01-X目Y日Z日で見た場合)→一 β(03-X1Y1Zlで見た場合)

7日→-r自 11→ 1 2 

である。この関係を式(2・12 )、 ( 2・14)に代入すると、 7自'は

s i n r自'= (sin(α 日'+α2)sinβ2cosr2

+ {COS(α 自'+α2)+cos β2} Sinr2) / {1 +COS(α 日'+α2)COSβd  

cosro'= ({cos{α 日'+α2)+ cos β2} cos r 2 

ここで、

-s i n{α 日'+α2)sins2sinr2)/ {1 +cos{αo' +α2)COS βd  

( 2・33 ) 

sinr2={sinβ-sinβ2)sin{α 自'+α2+α)

/{l-sinβsinβ2 + cos βcos β2COS{α 白'+α2+α)}

cos r 2 = {COS βCOS β2+{1-sinβsinβ2)COS{α 圃'+α2+α)}

/ { 1 -s i n s s i n s 2 + cos s COS β2COS(α 日'+α2+α)}

(2・34) 

1 s i nα= 2S inα2， S i nβ= 12sinβ2 

r 2は中間軸の自転角で式(2・12)のr1に対応する角

で与えられる。

上式から得られる 7日'を用いて、駆動トルク T日と負荷トルク TIl'の作用する図

2・21の系に仮想仕事の原理を適用すれば、

T Il (δ() +δ7日〉ー T圃， (δ() +δ7圃， ) 

= M x COS βδα+Mνδβ+ Mz (sinβδα+δθ) (2・35) 

が成立する。式(2・3)、(2・4)、(2・33)、(2・34)から導ける δγゎ
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δr 0 を式(2・35 )に代入し、その両辺の δα，δβ， δ0の係数を等置する。

さらに、 α sについて線形化すると次式が得られる。

Mx I O 

MνIT自a0 + T白'a日， / 1 2 

MzJ T0-T0' 

十 r(ー T0 + T自'+T由a自2ーT日'a日'2/122)s/2

(T日一 T'日+T 0 a 02 -T日'a0'2/122)α/2

O 

aピ=tan (α ピ/2)， (・)は lによる無次元化。 ( 2・36 ) 

式(2・36 )より T且=Tピのとき第 2項の運動方程式復元力項の非対角成分

となる項は対称成分のみ得られる。 T副手 T日'のときは逆対称成分も存在するこ

とになるが、 この場合は回転速度が一定とならないのでここでは扱わない。

運動方程式は伝達トルクに起因するモーメント以外はMR2ロータと同ーであ

るので、 T圃=Tピと置くと、式(2・21 )と式<2・36 )より次式となる。

[;] + [~~二Ve1 [; 1 
+ r 1 +σ(-a02+ a0'2/122)τ 自/21 rα1 = 

l (ー a02+a0'2/122)τ 圃/2 1ーσJ lβj [ a0+

0

a0'/iJτ 自

( 2・37)

2・5・2 安定性解析

式(2・37)に解 α=a t exp( Z T)， β=a2exp(ZT)を代入し、特性方程

式を求めると、

Z4+2t"eZ3+ <2+t"e2+A2ν2) Z2+2t"eZ 

+ 1ーσ2ー(a日2-a日'2/122)2τ 日2/4= 0 

-44-



となる。ラウス・フルヴィッツの安定判別条件のうちフルヴィッツ行列は負にな

らず、不安定条件は特性方程式の係数 <0 の条件から得られる。すなわち、不

安定条件は、

J(iー σ2)/(a日2-ao'2/122)<τ 日/21 ( 2・38) 

となる。上式よりジャイロモーメント、外部減衰力が不安定境界に影響を与えず、

不安定境界は初期交差角と軸受剛性異方性のみで与えられることが分かる。 また、

σ= 1 で常に不安定となる。初期交差角の影響は角度の正負には関係なく互いに

打ち消す方向で作用し、 とくに初期交差角を Oとできない場合には a82 = a自'2

/ 1 22 の関係を満たすようにすればこの不安定は発生しなくなる。明らかに不安

定条件はトルクの作用方向に依存しない。

2・5・3 安定性の数値計算例と考察

式(2・38 )より簡単に不安定領域は求められるが、次節の SR4ロータの不

安定領域と比較するため式(2・38)の数値計算倒を図 2・22に示す。周囲よ

。.0
戸国

ド Unstable 

hm
」「

4

<>>α。=600α0*=600
(2) OU 60v 

σ 600 0。 図 2・22 
SR2ロータの

0
.
F
 

制
川
制
限
延
縦

不安定領域

軸受剛性異方性 σ 
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り、 σが 1に近くなければ、中間軸が長いか負荷軸に交差角がない渇合には MR

2ロー夕、 MR4ロータに比べてかなり安定である。中間軸が短〈負荷軸に交差

角がある場合には MR2ロー夕、 MR4ロータより不安定となる。特性方程式よ

り根を求めると不安定は静的不安定であることが分かる。

2・6 S R 4ロータ系の安定性
解析モデルの座標系を図 2・23に示す。 ロータ軸の駆動条件はMR4ロータと

同ーであり、負荷条件は MR2ロータと同ーである〈図 2・21と同様線形近似運

動方程式ではスライド要素は特に影響を持たない〉。

2・6・1 運動方程式
駆動トルクを T園、負荷トルクをー T圃と置く。駆動側にはMR4ロータの結果

を利用し、負荷側には SR2ロータの結果を利用して運動方程式を導く。駆動ト

ルクと負荷トルクが作用する系に仮想仕事の原理を適用して

T 0 (δ8 +δrr.d ー T0 (δθ+δγ 日.) 

V
A
 np
 

V
A
 

Zo 

0102= 11. 0304= 12. 0203= 

図 2・23 S R 4ロータの座標系
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= M x cos βδα+Mνδβ+ Mz (sin βδα+δ8 ) 

+ F xδX G + FνδY G + F zδZ G ( 2・39) 

が得られる。 ここで、 7日は式(2・12)、 (2・14 )で与えられ、 r 11'は式

( 2・33)、 ( 2・34)で与えられる。 また、 XG， YG. ZGは式(2・27) 

中で定義した式より得られる。 これらの式よりそれぞれの変分を求め、式(2・3

9 )に代入して δα， δβ， δα1， δβ1， δθ の係数を等置する。 さらに、得

られた関係式において α， β， α1， β1について線形化すると式(2・40)が得

られる。

Mx= T日 {(1-aIl211l/11)β 1/2ー(1一!日11 t>β12 } 

一T日( { a圃'2( 1ー 111)1 1 2ー 1}(11/12)β 1/2

+ {ー(1 2 + 1自)/12+all'21(1ー!日)11 22}β 12) 

My= T日{-a目 1111 1 1ー(1 + a日21 11 1 1 1)α 1/2+(1-1日11 t>α12 } 

-T日(a自'(1 - 1日)/12+{11/12+all'211(I-I匝)/122}

・α1/2+{(12+1日)/12+all'21(1-11l)/122}α 12)

F x= T目(a 11 + a自2α 1/2+α12)/11 

-TIl {all'+(all'2 111l2)α 1/2+(a白川 1/12-1)α 12}/12

Fy=-TIl (a日2s1/2-β12)1 1 1 

+T日{( a圃'21 11 1 2)β 1/2+(a日'21/12+1)β 12}/12

Mz=O， Fz=O 

( 2・40)

但し、 F z = 0 はMR4ロータと同様ロータ軸の微小運動の仮定より運動方程式

から得られる関係である。

軸受の復元モーメント及び復元力は MR4ロータの場合の式 (2・29)で与え

られる。また、運動方程式は式(2・30 )で与えられる。 MR4ロータと同様に

独立変数を α s. α1， β1から式(2・3 1 )で定義されるロータ軸の傾き 8x， 
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。ν及びロータ円板中心の変位 XG， Y G'こ変換し、運動方程式を式(2・32)と
同様な無次元表示すると次式系となる。

X+CX+  (B日+τ 日BdX=τ0D ( 2・41 ) 

X = [8 xθνXG  YG] T 

C， B自は式(2・32) と同じ。

Bl=1/2 

× 
O 

!日21 1 -2 a自2

一(1ー l日)212-2a日，2 

O 

10211-2a02 

一(1ー!日)212-2a日，2 

O 

{ll-l+12-1ー!日 11 -2 a目2

一(1 - 1目)12-2 a日'2} i 2 

{-ll-l_12-1ー 1011-2a02

一(1ー!日)12-2a0'2} i2 
O 

O 
-11-1-12-1ー 1011-2a圃2

一(1ー!日)12-2a0'2

1 1 -1 + 1 2-1ー!日 11-2a02

一 (1 - 1日)1 2-2 a白川

O 

(11-2a日2_12-2a目'2)I 2 
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D = [ー l自 11 -1 a日一(1ー l自)1 2 -1 a圃 o

(ll-la+12-1aイ)i 2 o ] T 

2・6・2 安定性解析

MR4ロータの場合と同様に特性方程式の係教にラウス・フルピッツの安定判

別条件を適用するか、一階の微分方程式に変換して固有値を求めれば不安定境界

が得られる。前節と同様、特性方程式の係数 S1 < 0 の条件による静的不安定の

発生が予測される。次項では、前節と同様に特性方程式の根を固有値として求め

不安定境界を得ているが、同時に SIの値も計算している。特に、次項の計算例で

現れる S7とS8を記述すると、以下の通りである。

S7=2Kd.'e {2Kl(1ー σ2)_Kl(τ22 +τ .4 2)ー 2K 2 (τ62 +τ62)} 

S8=KI2(1-σ2)2+KI2τ22τ .42+ K22(τ62ー τ62)2

-K 1 c1ー σ2)(τ22+τ .42)ー2K 2 (τ62 +τ62) 

-2K1K2τ2τ .4 (τ62ー τ52)

ここで、 Kl=2i2/(1.42+ 132)， K2= i 2• 

(2・42)

τ2 = {( 1日/ld2a02ー (1 - 1自)2/12 a0'2}τ0/2， 

τ.4=( 11-2a02- 12-2a目印)(1.42+132)τ 日，

τ6 = (ー 11-1-12-1)τ 圃/2，

τ6=一{ 1日 11-2a02+(1ー 10)12-2a圃日} τ0/2. 

なお、 1 1→∞ 1 2→∞と置けば τ固に関する項は消失し、系は安定となる。

2・6・3 安定性の数値計算倒と考察

図 2・24に不安定領域の計算例を示す。同図では図 2・16と同様不安定を発

生させている条件も示しであるが、その条件は S7く O または S8く O で与え
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図 2・24 SR4ロータの不安定領域 Ct'..=O.Ol)
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図 2・25 SR4ロータの RKG解
〈図 2・24の③ 11=12=0.5，σ=O，'t"a=1.26)
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られている。 8R4ロータの場合、 87、 88はHを含まないので、不安定境界が

ジャイロモーメントの影響を受けないことが分かる。 88<0 で与えられる不安

定境界は減衰係数 reの影響も受けない。図 2・24より不安定境界が σおよび

α目、 α日'が大きいほど低下することが分かる。 8R2ロータの不安定境界と 8R

4ロータのそれは σに対してほヨ同じ形を示しており、定性的には 2自由度モデ

ルも 4自由度モデルも同ーである。 ところで、 8R2ロータの安定性解析結果よ

り、特性方程式の係数く O の条件より得られる不安定領域は静的不安定であると

予測されるが、 8 R 4ロータ系では動的不安定も発生する。図 2・24において H

=0の場合は不安定は常に静的であるが、 H=#:Oの場合は σ，α圃に依存して不安

定が静的な場合も動的な場合もある。ただし、不安定境界はHの露響を受けない。

図 2・25にHによって静的不安定が動的不安定となる場合の RKG解の倒を示す。

この場合、動的不安定であってもその発散は MR4ロータの動的不安定と違って

非常にきつい。

2・7 結言
等速形自在継手で駆動されるロータ系が動力を伝達している場合の安定性をM

R2、 MR4、 8R2、 8R4の各モデルロータについて解析した結果、以下の

ことが明らかになった。

(1)MR2ロー夕、 MR4ロー夕、 8R2ロー夕、 8R4ロータの各運動方

程式は、それぞれ、式(2・25)、式(2・32)、式(2・37)、式(2・4

1 )で与えられる。

( 2 )何れのモデルロータの場合も伝達トルクが運動方程式の復元力項に非対

角成分として現れ、系を不安定にする。

( 3 )ジャイロモーメントは保存力であるが、伝達トルクによる復元力項非対

角成分の存在する系では系の不安定境界に影響を及ぼす。

( 4 )不安定境界は特性方程式の係数<0 となる不安定と、それ以外のラウ

ス・フルピッツの条件による不安定で、 ジャイロモーメント、軸受開性異方性、

初期交差角の影響が異なる。

(5) MR2ロータおよびMR4ロータでは、ロータ軸が外部に仕事をする場

t
a
 

p
h
u
 



合と外部から仕事をされる場合とではジャイロモーメントの不安定境界に及ぼす

影響が異なる。

(6)MR2ロータでは動的不安定のみ発生し、軸受剛性異方性、初期交差角

は安定化作用を持つ。

(7)MR4ロータでは中間軸長さが短い場合や初期交差角が大きい場合には

動的不安定、静的不安定の何れも発生しうる。静的不安定境界はジャイロモーメ

ント、減衰係数の影響を受けない。軸受剛性異方性、初期交差角は動的不安定に

対して安定化作用、静的不安定に対して不安定化作用を持つ。

(8) SR2ロータでは静的不安定のみ発生し、軸受剛性異方性、初期交差角

は不安定化作用を持つ。 ジャイロモーメント、減衰係数は不安定境界に影響を及

ぼさない。

(9) SR4ロータではジャイロモーメントが存在しない場合は静的不安定の

み発生し、ジャイロモーメントが存在する場合は動的不安定も発生する。軸受聞

性異方性、初期交差角は不安定化作用を持ち、 ジャイロモーメントは不安定境界

に影響を及ぼさない。
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第 3章 自在軸継手に起因する
不安定振動の一般的特性

3・1 緒言
前章で明らかになった伝達トルクによる不安定振動は、固有振動モードの干渉

によって発生する多自由度系の自励振動であり、運動方程式復元力項の非対角成

分によって特徴づけられている。このような特徴をもっ自励振動系は、自然界に

多く存在し、 ロータ軸系に関するものばかりでなく他の振動系でも不安定現象と

して発生している。回転軸に関するものでは、 トルクによるふれ回り(トルクホ

ワール) (31ト【 33)、すべり軸受の油膜力による軸のふれ回りはω-(36) (オイル

ホイップ、オイルホワール)、 シールの流体力による軸のふれ回り(シールホイ

ップ)、作動流体力(Tho皿as-Alford力〉によるふれ回りは7)情【41) (スチームホ

ワール〉、粘性流体力に起因するふれ回り (42ト (46) (液体を内蔵する回転体のふ

れ回り〉、乾性摩嬢によるふれ回りはわ〈フリクシ冒ンホイップ、スティックス

リップ)、内部減衰力によるふれ回り (12)，(.48) (ヒステリシスホワール、磁気軸

受における渦電流によるふれ回り) などがある。回転軸系以外の振動系の例とし

ては、接線方向荷重を受ける柱の座屈(49)や導水管の不安定現象印刷などがある。

このような自励振動を発生させる不安定化力は、回転軸系で考えれば、一般に図

3・1のようになる。 この力は、軸のある方向の変位に対してその方向の復元力成

分のみでなくそれに垂直な方向の復元力成分も発生させる。この垂直方向成分が

ふれまわり運動を助長する。 また、エネルギ的にみれば、 この自励振動は回転の

エネルギがエネルギ源となってその一部のエネルギを横振動エネルギに変換する

変換機構として振動系が作用していることを意味している。

モードの干渉による復元力項非対角成分の不安定化作用の一般的な研究の試み

が岩壷【61)、日れによって 2自由度系を対象に行われている。そこでは、振動系に

流入するエネルギ(負〉と流出するエネルギ(正〉を考えて振動の一周期でそれ

らの総和が負となると不安定が発生することを示し、剛性マトリクスの非対角成

分の差が大きい程不安定化力が大きなること等を示している。このことは前章で
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明らかにした結果と一致している。

しかしながら、岩壷の論文では非対

角成分の対称成分と逆対称成分の相

互的な不安定化作用は検討されてい

ないし、動的不安定にのみ注目して

いるなど剛性マトリクスの非対角成

分の不安定化作用が一般的には明ら

かにされていない。 さらに、実際の

σ 
Y 

Anti・symmetrical
Restoring 
Compnent 

Centrifuga 1 
Force 

ペ気
〆¥JスDamping

Restoring¥Force 
Force of 
Shaft 

x ロータで必要となる 4自由度系につ

いては全く触れられていない。

そこで、本章では 2自由度系と 4

自由度系の運動方程式復元力項を一

般化し、それらの不安定化作用を物

理モデルから離れて数式の上で検討

する。上述の回転軸系をも含めた振

動系で発生する自励振動による不安

定を統一的に考察するとともに、前

章で示した各モデルロータの不安定領域の計算例がパラメータの値に対してどの

様な一般的変化をするか考察を行う。
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8・2 2自由度系の場合
復元力項に非対角成分を持つ一般的な 2自由度系の運動方程式を
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で表す。ここで、 Cは減衰マトリクスで、 Cは減衰係数、 Hは角運動量である。

B自は復元力マトリクスの対角攻成分で、 σは X1とX2の固有振動数の平均値から

のずれを表すパラメータで固有振動数異方性と呼ぶ(0 ~重 σ 豆 1 ) 0 B 1は復元力

マトリクスの非対角項成分を表し、 τ1は逆対称成分、 τ2は対称成分を表す。

式(3・1)の解を X= A e 2T と置き持性方程式を求めると

24+2t' 23+ (2+t'2+H2) 22+2 (t'+τ1 H) 2 

+ 1 -σ2+τ12ー τ22= 0 (3・2) 

となる。 2=2r+j 21 (jは虚数単位)と置けば、不安定条件は 2r > 0 で

あり、 21'* 0 のとき動的不安定(フラッタ)、 Z1 = 0 のとき静的不安定(ダ

イパージェンス)となる。

H=O のときは z=2+t'/2 と置くと式(3・2)は按 2次式となり根は容

易に求められ次のようになる。

z=r.j-l+t'2/4土Jσ2ー τ12+τ22 

または

2=r.J-l+t'2/4士Jσ2ー τ12+τ22 -t' /2  

(3・3) 

静的不安定条件は、式(3・3)が正の実根となる条件より、

ぴ2ー τ12+τ22> 1 ( 3・4) 

となる。動的不安定条件は、式(3・3)が正の実部を持つ虚根となる条件より、

τ12ー τ22ー σ2>t' 2 (3・5) 

となる。式(3・4)より分かるように静的不安定条件は減衰力に関係しない。式

ro 
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図 3・2 2自由度系復元力項の不安定化作用 (H= 0の場合)

( 3・4)、式(3・5)よりジャイロモーメントの影響が無視できる場合には、

復元力項非対角成分の逆対称成分 τ1は動的不安定化作用を持ち、対称成分 τEは

静的不安定化作用を持つことが分かる。逆に τ1は静的不安定に対して安定化作用、

τ2は動的不安定に対して安定化作用をもっ。 さらに復元力項の対角成分にある固

有振動数異方性 σは動的不安定に対して安定化作用、静的不安定に対しては不安

定化作用を持ち、その影響は τh τ2と同じオーダである。外部減衰係数 Cは一

般には 1に比べてかなり小さな値であるのに対し、 σはOと1の聞を任意に取り

得るので動的不安定の安定化には Cよりかなり効果があることが分かる。この保

存的な性質を持つパラメータ σが安定化効果を持つことは、 Cのようにエネルギ

を消費するのではなく系にエネルギが流入するのを防ぐ作用をしているためであ

る(63)。式(3・4)、式(3・5)を図示すると図 8・2のようになる。

次にジャイロモーメントを考慮した不安定条件式をラウス・フルピッツの安定

判別条件式 (28)より求めると、

(i) 1 -σ2+τ12ー τ22< 0 ( 3・6) 

(ii) r+τ1 H < 0 ( 3・7) 

-56-



(111) (H2+(2)τt2-(H  (H2+(2)τ1 

_(2 (H2+(2+σ2+τ22) > 0 ( 3・8) 

が得られる。式(3・6)は式(3・4)と同ーである。式 (3・8)は H→ O と

置けば式(3・5)に帰着する。 この条件式では、式(3・5) と同様に Hの値に

かかわらず σとτ2が安定化作用を持ち、 τ1が不安定化作用を持つ。根の公式

(64 lを用いて式(3・2)を数値的に解くと、式(3・6)は静的不安定条件であ

り、式(3・8)は動的不安定条件であることが分かる。式(3・8)では |τ1I 

<1(H/21の範囲で τ1が左辺の植を減少させ安定化作用を持つように見られ

るが、 この範囲では τt= 0でも安定であり系を安定化させるわけではない。式

( 3・8)の角運動量 Hの不安定境界に及ぼす影響はHの大きさによって適当な近

似を行うと次のように比較的簡単な式で表され、各ノfラメータの影響の定性的な

傾向が理解できる。 ここで(<< 1 と仮定している。

(j) H~O の場合

τt >..;'[2+σ2+τ22 ( 3・9) 

(11) (<<H < 1 の場合

τt> ( {H2+./1I4+4H2+4 (σ2+τ22) } /2  H 

土ヰ(.;σ2+τ22/ H (σ2+τ22> 1 の場合) ( 3・10 ) 

(iii) l<<H の場合

τt> H ( ( 3・11 ) 

比較的低速域では σと τ2が大きいと Hが不安定化作用を持ちうるが〈式(3・1

0) )、高速域では安定化作用を持つ〈式(3・11) )ことが分かる。

式(3・7)は H=Oの場合には発生しない条件であるが、 H#=Oの場合、 τ1 

・H<Oでは Cが小さいためごく小さな |τtIによって満足される。根の公式を

用いて式(3・7)を調べると、 この条件は動的不安定条件であることが分かる。
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図3・3 2自由度系復元力項の不安定化作用 (H>0の場合〉

すベり軸受で支持されたロータ系に現れるばね復元力の非対角成分などは油膜の

方向が回転方向と関係があるため τ1H < 0とはならないが、前章で明らかにした

ように、 トルクによる不安定はロータ軸から外部に仕事を取り出している場合と

外部から軸に仕事が与えられる場合があり、 τlHくOの条件は実際に発生しうる。

式(3・6)......式(3・8)より明かなように τ1はその符号が不安定境界に影響

を与えるが、 τ2の符号は不安定境界に影響を及ぼさない。図 3・3に式(3・6) 

~式(3・8)を示しである。特に式(3・6)のため τ1< 0とτ1>0では横軸

に関して対称な不安定境界とはならない。同図中に記した a，bに対して Ia I 

>Iblであるから τ1H < 0の場合の方が τtH > 0の場合より同じ C Hの値

に対しては常に安定であることが分かる。

以上のように、 2自由度系では不安定が静的であるか動的であるかによって復

元力項のパラメータ σ、 τ1、 τ2の不安定化作用はEいに逆になる。なお、静的

不安定はデカルトの規則より特性方程式の係数 <0 の場合のみ発生する〈逆は
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成立しない) (56) 。

3・3 4自由度系の場合
2自由度系では不安定条件式をパラメータの影響が理解できるように書き下す

ことは容易であった。 ところが 4自由度系の場合では不安定条件式は 2自由度系

の場合のように簡単ではなく、パラメータの影響を調べるには数値計算によらざ

るを得ない。そこで、本節では 4自由度系での復元力項非対角成分の基本的な傾

向を理解するために、減衰力項が存在しない次式(3・12)の系のパラメータの

影響を検討する。

X+  (BII+Bd X=O  (3・12) 

X = I X 1 1， B自=r 1 +σ O O O 

Bl= 

X2 

X3 

X 4 

O 

o 1ーσo 0 

o 0 Kl(1+σ) 0 

0.0  0 Kl (1一σ〉

τ1+τ2 O τ6+τs 

一τ1+τ2 0 ー τ6+τ6 0 

o K 2 (τ7+τ8) 0 Kl (τa+τ4 ) 

K 2 (ー τ7+τ8) 0 K 1 (ー τ3+τ4) O 

( 0 豆 Kl;:a1)

式(3・12)のB目マトリクスは B1 = 0 のときの XI(i=1-4)の固有

振動数をあらわし、 XlとX2の固有振動数異方性と X3とX4の固有振動数異方性

は等しく、それらの平均値の間には.;-IG倍の関係があると仮定している(.JKー1

を平均固有振動数比と呼ぷ〉。式(3・12 )の非対角成分マトリクス B1は、 〈

X 1， X 2) の間および (X3，X4) の聞の連成成分 τ1-τ4と、 (Xl， X2) と

(xa， X4) の振動系の聞の連成成分 τ6-τsとから成っている。本論文では便

宜上 τ1-τ4を2自由度連成項、 τ6-τsを4自由度連成項と称する。前章で得

-59-



られたモデルロータの運動方程式との対応では、軸受スパンの中央に回転体があ

る傾き運動と並進運動が連成しない場合で、 X t. X 2が傾き運動の X. Y成分、

X わ れが並進運動の X. Y成分である。 JK;は傾き運動と並進運動の固有振動

数比になる。

式(3・12)の解を X= A e ZT と置き特性方程式を求めると次式となる。

Z8+ S2Z6+ S4Z4+ S6Z2+ S8= 0 

S2=2 (1+Kd 

S4=(1+Kt2) (1ー σ2)+4Kt+τt 2ー τ22

+ K t 2 (τ32ー τ42)+2K2(τ5τ7一 τeτ8 ) 

S6=2Kt(1+Kd (1ー σ2)+2Kt(τt2ー τ22) 

( 3・13) 

+ 2 K t 2 (τ32ー τ42)+2K2 (1+Kd (τE τT一τeτ8) 

+2K2(1-Kdσ(τ5τsー τsτ7) 

S8=Kt (1ー σ2) {Kt ( 1ー σ2+τt2ー τ22+τ32ー τ42)

+ 2 K 2 (τ5τ7一τ6τs)}+Kt2(τt2ー τ22) (τa2ー τ42)

+ K 22 (τ52ー τ62) (τ72ー τ82)

-KtK2 (τ1一τ2) (τ3一τ4) (τ5+τ6) (τ7+τ g) 

-KtK2 (τt+τ2) (τ3+τd (τ5一τ6) (τT一τ8)

上式で、 K2はK2τ(i=5-8) とおけば τlに含めることができるので独

立なパラメータとして扱わなくてもよいことが分かる。特性方程式は複 4次式で

あるので根の公式を用いて根を求められるが (64)、 その公式はパラメータの影響

が直感的に理解できるような簡単な形ではない。また、 ラウス・フルヴィッツの

安定判別条件を用いても τt-τsの 8個のパラメータの影響を一般的に調べるこ

とは非常に煩雑である。

そこで、 2自由度連成項と 4自由度連成項に分けてパラメータの数を減らし各

々が独立に存在する場合の基本的な不安定特性を調べる。最初に 4自由度連成項
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のない場合を考える。 τ6~τ8 = 0 と置くと明らかに (XI. X2)振動系と

(X3. X4)振動系は独立になり、系の安定性は 2自由度系に帰着する。また、

τ6=τ6= 0 または τ7=τ8= 0 と置いた場合も τ6~τs を含む項はすべて消

失し 2自由度系に帰着する。すなわち、 4自由度連成項は 4つの成分が存在する

ときのみ連成効果をもつことがわかる。 2自由度連成項の不安定化作用は前節の

結果より明らかである。

次に 4自由度連成項の特性を調べる。式(3・13) において τI~τ4 = 0 と

置しこのように置いてもパラメータが 4 個 (τ6~τ8 )となり一般的検討はな

お煩維である。 ところで、 2自由度系の場合には復元力項非対角成分の対称性が

系の不安定織式を支配していた。そこで 4自由度系の場合も連成項の対称性に注

目して解析することにする。前章でのモデルロータで現れた場合を考慮して

|τ5 I = Iτ7 1.τ6  I = 1τ8 Iの場合を検討する。

( a )τ5=τ7. τ6=τs の場合 復元力項の中央の対角項成分に関して逆

対称成分 (τ5=τ けと対称成分 (τ6=τ8)が存在する場合である。 S2 Iは

S4=(1+KI2) (1ー σ2)+4KI+2K2 (τ62 -τ62) 

S6=2 (1+Kd {KI (1ー σ2)+ K2 (τ52ー τ62)} 

S8={KI(1ー σ2)+ K2 (τ52ー τ62)} 2 

(3・14) 

となる。ただし S2は式(3・13) と同じであるので省略しである(以下同様)。

明らかに S4く O. S 6く O となる可能性があり静的不安定の発生が予測される。

静的不安定が発生すればいずれの場合も τ5は安定化作用、 τeは不安定化作用を

もっ。 これらは 2自由度系の τiの作用に似ている。特に KI= 1 の時は

S4=2{2+(1ー σ2+τ62ー τ62)} 

S6=4(1-σ2+τ62ー τ62)

S 8 = (1ー σ2+τ52ー τ62)2 

ただし、.JlGは τ6. τ6 Iこ含ませてある。
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となり、 821は(1ー σ2+τ62ー τ62)の関数として表されるので静的不安定条

件は 2自由度系と同じとなる。図 3・4 (a) に不安定領域図を示す。周囲では図

8・3に似た動的不安定領域と静的不安定領域とが発生している。動的不安定につ

いては K，が大きい場合には σが安定化作用を持っているが、 K，が小さい場合に

はσは不安定化作用をもっ。 また、静的不安定は 86く O の条件より発生してお

り、式(3・14 )からも分かるように σは不安定化作用、 K，は安定化作用を持

っている。

( b )τ6=一τ7. τ6=τs の場合 復元力項の中央の対角項成分に対して

対称成分のみ存在する場合である。 821は

8~=(1+K ， 2) (1ー σ2)+4K，-2K2(τ62+τ62) 
86=2{K，(1+Kd (1ーσ2)ー (1+KdK2(τ62+τ62) 
+2σ(l-Kd K2τE τs} 

88=K12(1ー σ2)2_2K1K2(1-σ2) (τ62 +τ62) 

+ K 22 (τ62 -τ62) 2 

( 3・15) 

となる。この場合も 821く O となり得る。式(3・15 )は τ6. τsに関して対

称であり、 τ5とτeは同じ不安定化作用を持っている。図 3・4(b)に不安定領

域図を示す。同国より静的不安定のみが発生することが分かる。 τ6= 0 で 86

<0. 88<0. τ6 * 0 で 88<0 の条件により不安定が発生している。式(
3・15)より 86<0 (τ6 = 0 ) および 88<0 の条件は、それぞれ、

.jK，(l-σ2) <JiG τ6 • 

./K， (1ー σ2)<./"iG (τ6+τ6 ) 

となる。何れの場合も σは不安定化作用、 K，は安定化作用をもっ。
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図 3・4 4自由度連成項・の不安定化作用
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( c )τ6=τ7. τ6=τs の場合 復元力項の中央の対角項成分に関して

逆対称成分のみ存在する湯合である。 S21は

S~=(1+K12) (1ー σ2) +4Kl+2K2 (τ62 +τ62) 

S6=2 {Kt (1+Kd (1ー σ2)+ (1+Kd K2(τ62 +τ62) 

-2σ(1-Kd K2τ5τ s} 

Se=Kt2(1ー σ2)2+2KtK2 (1ー σ2) (τ62 +τ62) 

+ K 22 (τ62ー τ62)2 

( 3・16 ) 

となる。 S21 > 0 であり静的不安定は発生しない。式(3・16 )は τ6. τeに

関して対称であり、 τ6. τeは同じ不安定化作用をもっ。図 3・4 (c )に不安定

領域図を示す。 Ktが大きい場合には σは安定化作用を持つが、 Ktが小さい場合

には σはτ5、 τeに依存して安定化作用を持つことも不安定化作用を持つことも

ある。

( d )τ6=一τ7. τ6=ー τs の場合 復元力項の中央の対角項成分に関し

て対称成分 (τ6=ー τ7)と、逆対称成分〈 τ6=一τe)が存在する場合である。

S 21は式(3・14)で τ5とτsを交換した式となり不安定特性は(a )の結果か

ら容易に分かる。

以上より、 4自由度連成項が対称成分または逆対称成分のみである場合には、

それぞれ静的不安定、動的不安定のみが発生し、対称成分と逆対称成分が混在す

る場合には静的不安定、動的不安定いずれも発生することが分かる。 さらに、固

有振動数異方性 σは静的不安定に対しては常に不安定化作用のみ持つが、動的不

安定に対しては、 Kt = 1 では安定化作用を持ち、 Ktく 1 のある値から不安定

化作用を持ちはじめることが分かった。

最後に 2自由度連成項と 4自由度連成項が同時に存在する場合を調べる。対称

成分または逆対称成分のみ存在する場合は 2自由度系、 4自由度系ともそれぞれ

静的不安定、動的不安定のみ発生し不安定領域は単調な形をしているため、パラ
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メータの変化に対する不安定領域の変化は予測しやすい。 しかし、対称成分と逆

対称成分が混在する場合には不安定領域は複雑に変化しパラメータの少しのスイ

ープでは全体が見わたせない。前章での自在継手を含むロータ系の解析ではロー

タ系の物理的に定義したパラメータが 2自由度連成項と 4自由度連成項とに対称

成分と逆対称成分として同時に含まれ、そのパラメータをスイープしたのでは不

安定傾向が理解しにくい場合があった。その場合は式(3・12 )の形の方が不安

定傾向の特性が理解しやすい。 そこで、その最も基本的な場合として式(3・12) 

において逆対称な 2自由度連成項 τ1と対称な 4自由度連成項 τ5=一τ7 のみが

存在する場合を調べる。 82iは

84=(1+KI2) (1ー σ2) +4Kl+τ12-2K2τ52 

86=2Kl (1+Kl) (1ー σ2)+ 2 K 1τ 12-2K2 (1+Kdτ52 

8s=Kl(1ー σ2) {Kl(1ー σ2+τ12) ー 2K2τ52} + K22τ5.<1 

( 3・17) 

となる。 K1 = 0では 86<0 となり σ， τ1にかかわらず静的不安定の発生が予

測される。不安定領域を図 3・5 (a).......(d)に示す。 Kl= 0では 86く O と

なり σ，τ1に関わらず静的不安定が発生している。 しかし、 τ1>σ では不安定

が静的から動的へと変わっている。 この場合も σは動的不安定に対して安定化作

用があると言える(系全体は安定化していない〉。 また、 Kl> 0 となると原点

近くに安定領域が発生し始め、 Klが大きくなるほど静的不安定は縮小して動的不

安定のみになり σが系の安定化作用を持つようになってくる。しかし、 σが安定

化作用を持つ領域は Kl' τ1， τ5によって複雑に変化する。なお、式(3・17) 

より τ1，τ5の符号は不安定境界に影響を与えないことが分かる。

3・4 等速継手に起因して発生する不安定振動の再検討
8・2節、 3・3節でそれぞれ 2自由度振動系、 4自由度振動系の復元力項非対

角成分による基本的な不安定特性を一般的に求めた。 これらの結果を用いて前章

で検討した伝達トルクによる自励撮動の安定性を統一的に見直してみる。
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8・4・1 MR2ロータ系の渇合

運動方程式(2・21 )は式(3・1)の表現法によると、 τ1=t"，1I(1-

aIll2)/(1 + aIll2)+τ111/2、 τ2 = a 1112τ 111/2 である。伝達トルクは a日=0のと

きは逆対称な非対角成分のみ発生させる。 a111* 0のときは対称な非対角成分も発

生させる。復元力項に現れる内部誠衰t"，は逆対称非対角成分を発生させる。すで

に述べたが、実際の継手では α日<9 00 であるから a 1112 < 1であり静的不安定

条件式(3・6)は満足しない。すなわち、 MR2ロータでは動的不安定のみ発生

し、その不安定条件は式(3・7)、式(3・8)である。同式より軸受聞性異方

性(固有振動数異方性〉が安定化作用をもつことが容易に分かる。初期交差角

αaは τ1の内部減衰項と τ2に含まれている。前者については αaが大きいほど

τ1を減少させるため安定化作用を持ち、後者についても対称な非対角成分が動的

不安定を安定化することより αaが大きいほど安定であることが分かる。すなわち、

αaが大きいほど系は安定である。 これらは何れも 2・3・3項の数値計算結果を裏

付るものである。

3・4・2 MR4ロータ系の場合

運動方程式(2・32)に置いて、 1 6 = 0の場合を式(3・12) と比べると、

τiは、 τ日/2を省略すれば、

K 1 = 2 i 2 / ( 1 3 2 + 1 -4 2 )( = O. 0638)， K 2 = i 2 ( = O. 0 1 02)， 

τ1 = 1，τ2 = ( 1圃/1 1)2 a 1112， 

τ3 = 0，τ-4= {( 132+ 142)/(2 112)} a1ll2， 

τ6=一 lfI， τ6=一(1日/1 12) a 1112，τ7=一 τ6， τ8=τe

ここで、 (・〉内は前章の数値計算で用いた値

である。初期交差角 α曲が Oの場合(a圃=0)は逆対称な 2自由度連成項 τ1と対

称な 4自由度連成項 τ6=一τT だけが存在し図 3・5で検討した場合となる。

α圃乎 Oの場合はこれらのほかに対称な 2自由度連成項 τ2=τ4 と対称な 4自由

度連成項 τ6=τs が存在する。 α日=0の場合、図 3・5より σ=0では τEが不

安定境界に影響を与えない。 このために図 2・16では 11 -1 (=一 τ6)が不安定
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境界に影響を与えてない。 さらに、 2・4・3項での数値計算例では α圃=0の場合

はσ*0で τ6=ーτT が 1に比べてかなり大きくても不安定境界に変化がなかっ

た(図 2・16の②，④)。 これは図 3・5 (b) (前章で用いた Kl=0.06

の場合は図 3・5 (b) に近い)に示した対称な 4自由度連成項が τtによる動的

不安定に対し影響を与えない範囲 (τ1くo. 0 5， .j""i(;τEくo. 1 )にパラメー
タがあるためであることが分かる。 α日手 Oの場合は、 1 1とα圃を a1l2/112の形

で含む対称な 2自由度連成項および 4自由度連成項が現れる。これらの対称成分

はそれぞれ、図 3・2、図 3・4 (b)では静的不安定のみ発生させていた。それ

ゆえ、前章の計算例ではこれらの対称成分のために S8 < 0 の条件により静的不

安定境界が現れていると考えられる。 また、 この対称成分に含まれる α由は動的不

安定に対して安定化作用を持ち、静的不安定に対しては不安定化作用を持つこと

が理解できる。

3・4・3 SR2ロータ系の場合
運動方程式(2・37 )は式(3・1)の形で表すと、 τ1 = 0， τ2 = (-a 112 + 

aピ2/122)τ 圃/2 である。 τ1 = 0であるので式 (3・7)、式(3・8)は常に

満足されず動的不安定は発生しない。 しかし α日=αピ=0 でないかぎり式(3 

・6)を満たす τ2が存在し静的不安定は発生する。 2・5・8節では SR2ロータ

の不安定が静的不安定であることを数値的に確認したが、本章の解析より一般的

な現象であることが分かった。

3・4・4 SR4ロータ系の場合
運動方程式(2・41 )と式(3・12)を比べると、 τlは、 τ日/2を省略して、

τ2 = 1日211-2a1l2ー (1 -1日)212-2a日，2 

τ.s=(11-2a邑2-12-2a日'2)(1 32+ 1 .s2)/ 2 

τ6=一11-1- 12-1=ー τT

τ6=一l画 11 -2 a日2ー(1ー l日)12-2a自リ=τs

である。 aIl = a目" 2 1 Il = 1の場合(図 2・24の場合)は τ2= 0 となるの
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で4自由度連成項のみ存在する場合であり、不安定特性は図 3・4 (b)で求めた

ものとなる。同図より σ、 α由、 α自'は常に不安定化作用を持つことが分かる。ま

た、 all. a日'の値に関わらず Blの復元力項は対称な非対角成分のみであるので、

減衰項が存在しない場合には静的不安定のみが発生し、不安定条件式は S1<0 

によって与えられることが分かる。 しかし、 H:;eOの場合には前章で調べたよう

に減衰項が存在しない振動系とは異なる。

3・5 結言
2自由度系及び 4自由度系の復元力項に非対角成分を有する振動系について安

定性を解析した結果、以下のことが明かとなった。

( 1 ) 2自由度系では系の不安定が静的か動的かによって復元力項非対角成分

の不安定化作用が定性的に分類できる。

( 2) 2自由度系ではジャイロモーメントの影響が無視できる場合、復元力項

の対称な非対角成分は静的不安定に対し不安定化作用、動的不安定に対して安定

化作用を持つ。復元力項の逆対称な非対角成分は静的不安定に対して安定化作用、

動的不安定に対して不安定化作用を持つ。

( 3) 2自由度系では復元力項の対称な非対角成分はジャイロモーメントを考

慮しても常に静的不安定化作用を持つ。固有振動数の異方性は静的不安定に対し

て不安定化作用、動的不安定に対して安定化作用をもっ。

( 4) 4自由度系では系の不安定が静的か動的かによって復元力項非対角成分

の不安定化作用を定性的に分類することはできない。

( 5) 4自由度系ではジャイロモーメントを無視できる場合には、対称成分ま

たは逆対称成分のみから成る復元力項非対角成分はそれぞれ静的不安定、動的不

安定のみ発生させる。固有振動数の異方性は静的不安定に対しては不安定化作用

を持つが、動的不安定に対しては間有振動数比によって安定化作用を持つことも

不安定化作用を持つこともある。
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第 4章十字軸形自在軸継手で連結
された回転体の不安定振動

4・1 緒言
自在継手の一つである十字軸形自在継手が発明されたのはかなり古〈、 1 6世

紀初めにカルダン(イタリア人〉によって発明され、一般にカルダンジ aイント

と呼ばれている。 この継手をのちにフック〈イギリス人〉が天体望遠鏡の駆動装

置に使用したとき不等速性を発見し、 フックスジ H イントとも呼ばれるようにな

った (56)。十字軸形継手はその不等速性にも関わらず、安価であること、高負荷

に耐えることなどの利点から種々の装置、例えば、 自動車、鉄道車両、クレーン、

ポンプ、船舶、製鉄機械などの駆動軸系に用いられている。最近では圧延ライン

のホットストリップのワークロール駆動軸にも使用されるようになってきている。

自動車、車両などにおける振動問題は勿論のこと、 ロールミルでも駆動軸系の振

動は、微小振動ではあるが製品精度に最も敏感に影響を与えるものとしてクロー

ズアップされてきている(57)。

この継手を回転機械に用いると、不等速性のため、ねじり振動と横振動が発生

することが知られている(58)。ねじり振動は強制振動と係数励振振動 (58い (6o 1が

発生する。ねじり振動は軸系のばね定数、減衰定数を変更するなどして避ければ

よく、系の同定ができれば防振方法はそれほど難しくはない。一方、横振動は変

動曲げモーメントによる強制振動、軸部に不つりあいが存在するときの角速度変

動に起因する強制振動、モーメントによる係数励振振動などが発生する。実際の

装置では振幅を抑制する要素を追加できる個所が限られていることなどのため振

動の原因を明確にして適切な防振対策を立てる必要がある。特に不安定振動はそ

の原因が単純でなく対策は厄介である。そのため、横振動、ことに不安定振動に

ついては比較的多くの研究者によって解析がなされている。例えば、 Rosenberg 

( 61 1は変動トルクによるロータ軸系の安定性を解析し運動方程式をマシューの方

程式に帰着させている。 また、 Wherli(62)も同様な方法で係数励振不安定を解析

している。 さらに、 Burdess(631は継手内部の減衰力を考慮し安定解析を行って
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いる。 しかしながら、 これらの研究では回転軸の係数励振振動の解析を目的とし

ているため、回転体を有する場合の回転体の運動の安定解析は行っておらず、本

論文で明らかにする等速継手で発生するのと同様な伝達トルクによる自励振動を

見逃してしまっている。 また、従来の伝達トルクによる係数励振振動は継手の不

等速性に起因するものとして解析しているが、本論文では不等速性が近似的に無

視できて等速と見なせる場合でも伝達トルクによる係数励振振動が発生し得るこ

とを明らかにしている。

係数励振振動の解析については、十字軸形軸継手を含むロータ系の解析に限ら

ず、周期的軸力を受ける梁や柱の振動 (64)ベ 67)、非対称弾性支持された非対称ロ

ータ系の振動 (68)ベ 71)、直行流体中の管群の振動(72)、気液二層流による配管の

振動 (73)など、数多くの研究がある。 しかし、本論文で扱っている係数励振振動

と自励振動とが同時に存在する線形振動系でのこれらの相互作用について研究し

た例は少ない (74)。 なかでも、多自由度間での連成による自励振動と係数励振振

動との相互干渉を解析した例は著者の知る限りではないようである。

本章では、十字軸形軸継手を介して駆動されるロータ軸系について第 2章と同

様な検討を加える。第 2章同様、系の特性を理解するためのロータ軸の運動を傾

き運動に限定した一つの軸受で支持された 2自由度モデル (MR 2ロー夕、 SR 

2ロータ)と、実際のロータ軸を模挺するこつの軸受で支持された傾き運動と並

進運動を考慮した二つの継手を含む 4自由度モデル (MR 4ロー夕、 SR4ロー

タ〉の解析を行う(図2・1)。第 2章と同様な解析に加えて、 自励振動と係数励

振振動の相互干渉、初期交差角による不等速性の系の安定性に及ぼす影響などを

解析している。なお、十字軸形継手は等速形継手と異なりその構造に方向性があ

るため、二つの継手を連結する場合は背中合わせにしてその不等速性を少なくす

るようにして使用するので本論文でもこの場合についてのみ検討している(図 4

・1 (b) )。

4・2 十字軸形自在軸継手の機構
本節ではロータ軸系の振動解析に先立ち十字軸形自在継手の機構学的な解析を

行う。
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( a ) ー継手系 (MR 2ロータ)

L4 

( b ) 二継手系 (MR 4ロータ〉

図 4・1 十字軸継手で連結された MRロータ軸系

4・2・1 十字軸形自在軸継手の構造

この構造は非常に簡単で図:4・2に示すようにEいに 90 ・位相がずれたこつ

のヨークに十字軸(クロス〉をはめ込み軸受で支持したものである。 よく知られ

ているようにこの継手を介して駆動すると従動軸には駆動軸回転角速度の整数倍

の角周波数成分を持つ角速度変動が生ずる。 この不等速性は十字軸継手の構造が

2・2節の等速条件を満たさないために発生している。以下の解析でも分かるよ
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図 4・2 十字軸継手の構造

うに十字軸形軸継手では駆動要素と従動要素の接触面〈十字軸を含む平面〉は一

方のヨークに垂直な面と他方のヨークに垂直な面との聞を交互に周期変動してい

る。

4・2・2 十字軸形自在軸継手の速度特性
図 4・1の系の駆動軸自転角速度と従動軸自転角速度の関係を求める。 まず、周

囲(a )の場合であるが、座標系を図 4・3のようにとる。静止座標系 Oo-X圃

Yo2曲、駆動軸に固定した座標系 O日一 X1Y1Zl(OOYl軸を十字軸の方向に取

る)および従動軸に固定した座標系 O由一 X'y'Z'(OOX'軸を十字軸の方向に

取る)を定義する。従動軸が横変位しでも常に OoYt1..0自x'の関係が保たれ

る(十字軸形自在継手の機構学的な拘束条件はこれだけである )oOo-XtYt

Z 1座標系と O日-X 'y ， Z '座標系との聞の座標変換マトリクスを求め、 O圃 Yt 

1..0目X' の条件を用いれば駆動軸の自転角と従動軸の自転角及び横変位との関係

が得られる。従動軸の横変位を第 2章での MR2ロータの場合と同様に定義する

と、この座標変換マトリクスは
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図 4・3 一つの十字軸継手の座標系

[x' y' Z']T=S<ξIJ) [Xt Yt Zt] T < 4・1) 

cos θ2 sin 8 2 O -sin s 

-sin82 cos 8 2 o I I 0 。
O O 1 J Lsinβ O cos β 

O O r cos 8 t -s inθ1 O 
cos α sinα| I s i nθ1 cos8 t O 

-sinα cos αj O O 

で表せる。 α，β8  tの値に関わらず O圃Yt 10日X' が成立するには Et2=

O であればよい。 これより次式が得られる。

-cos βtan θt + cos αtan82+sinα sins=O ( 4・2) 

式(4・2)を時間で微分すれば従動軸の速度変動dθ2/ d tが次のように得られる。
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cos αcos2 8 1 d θ2/d t 

= (sinαsinθ2 -cos αsinβCOS82) COS82cos281d α/d t 

一(sinβsin81+sinαcos βcos8 1) cos θ1 cos2θ 2d β/d t 

+ cos βcos282d81/dt ( 4・3) 

上式より従動軸が横変位する場合には、駆動軸速度が一定であっても従動軸の自

転角速度は従動軸の横変位に依存して複雑に変動することが分かる。 しかし、従

動軸の横変位が微小であり変位角及び角速度の 2乗以上の項が無視しえる場合

( cos α(β)匂 1，s inα(β)句 α(β) と近似できる場合)には、式(4・3)は

cos28 2d8 2/d t勾 cos282d81/dt ( 4・3) 

すなわち、

。=.8 2 ( 4・3)" 

と近似でき速度変動は無視しうることが分かる。

同様な方法によって図 4・1 (b)の場合の駆動軸の自転角と従動軸の自転角の

関係を導く。座標系を図 4・4のように取り、駆動軸、中間軸、従動軸に固定した

座標系をそれぞれ O圃一 XIYIZI，OIl-X2Y2Z2. O-x'y'z' とする。

OOXI軸 o圃Y2軸を駆動軸側の継手(第 1継手〉の十字軸方向にとり、 OYピ

軸、 oX'軸を従動軸側継手〈第 2継手)の十字軸方向にとる。 ここで、従動軸の
横変位角 α， β、中間軸の横変位角 α1. β1は第 2章で用いた MR4ロータと同

じ定義に従うものである。 O-X2'Y2'Zピは OIl-X2Y2Z2に平行な座標系で

ある。 また、原点がOの静止座標に平行な動座標系 O-xピYo'Zo'を定義し、

これらの座標聞の座標変換マトリクスを次のように定義する。
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図 4・4 二つの十字軸継手系の座標系
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ここで、 a= A N -1， Z = M A-l と置くと、三つの軸に固定した動座標系は
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( 4・5) 

で表される。十字軸に固定した座標軸が常に垂直であることより O日 X 1.1 0自

Y2 ， OY2' .l OX' が常に成立し、 ~21=0 ， (12=0 が得られる。これら

より

tan8 2 = COSα1 tan8 1/ (COS β1 + s inα1 S i nβItan(1) 

tan8 3= {ー cosslsinssin(α ーα1)+ (cos αICOS β1 COS s 

+ sins Isins cos α) tan8 I} / {COS s 1 COS(α ー α1)+ sinβ1 S i nαtan 8 1 } 

( 4・6) 

が得られる。 この場合も中間軸、従動軸の交差角が微小の場合には式(4・2)と

同様にして次式と近似できる。

θ 1 士主 8 2 士ヰ 8 3 ( 4・7) 

4・3 初期交差角が存在しない MR2ロータ系の安定性
初期状態で駆動軸と従動軸が一直線状にある場合の図 4・1(a) に示すロータ

系の安定解析を行う。系は支持ばね以外はすべて剛とし、重力の影響、継手部軸

受の減衰力を無視する。軸の支持部はそのばね定数、減衰定数が水平、垂直方向

で異なるものとする。 また、駆動軸ヨーク軸にはトルク T目が作用し、 ロータ軸

〈従動軸)には負荷トルクー TIlが作用しているものとする。

4・8・1 運動方程式
ロータ軸に作用する外力は、伝達トルクに起因するモーメント M、負荷トルク

L、軸受部の復元モーメント Rおよび減衰モ}メント Pである。伝達トルクに起
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因するモーメントは機構の拘束条件式(4・2)を考慮して第 2章の等速継手の

場合と同じように仮想仕事の原理より導くことができる。 MをO回一 xY z成分

で [Mx MνM  z ] Tと表し図 4・1(a)の系に仮想仕事の原理を適用すると、

T日δθ1= Mxcos βδα+Mνδβ+ Mz(sinβδα+δ8 2) ( 4・8) 

が成立する。 ここで、式(4・2)より δ82は次式で与えられる。

COS αsec28 2δ8 2 = (s i nαtan82-cos αs i n s )δα 

一(sinαcoss+sinstan8 1)δβ+ cos s sec2 8 1δ81 

式 (4・8)の両辺において δ81，δα， δHの係数を等置すると、

Mx= T日(-si nβCOS αsec28 2 + s i n s cos α-s inαtan 8 2) 

/ (COS2β sec2θ d 

My= T日(s i nαcos2θ 1 + tan βCOS θIsin8 d 

Mz= T日COSαsec282/ (COS2β sec28 1) 

( 4・9) 

を得る。線形近似した運動方程式を導くため α， βを微小として式(4・9)を近

似すると、

Mx = {β(ー 1+ cos 2 8 1 )ー αsin28d T日/2

Mν= {α( 1 + cos 2 8 1) + s s i n 2 8 I} T日/2

Mz = To 

を得る。なお、ここで式(4・3) "の関係を使っている。

( 4・10) 

式(4・10) より微小交差角の場合、十字軸継手の不等速性は変位の 2乗のオ

ーダとして無視しうるが、本来不等速性に起因しているトルクの横方向成分の変

動量は無視し得ない 1乗のオーダの量として存在することが分かる。速度変動が
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無視し得うるのにそれに起因するトルク変動が無視し得ないということは一見不

合理のように感じられるが、 これは三角関数を近似する際に cosα~ 1， sinα 勾

α と置くことに原因している。すなわち、 ロータ軸の軸方向のトルクおよび速度

変動はそれぞれ駆動トルクおよび駆動軸速度に対して cosineの関係にありその

変動が無視し得るが、横方向のモーメントは sineの関係にあり無視できない。

次節で導くが、 ロータ軸に作用するモーメントの関係を力およびモーメントのつ

りあいから導いても式(4・10 )と同じ関係が得られる。

伝達トルクに起因するモーメント以外の外部モーメント、軸受の復元モーメン

ト及び減衰モーメントは第 2章で用いた MR2ロータの場合と同じであり、式

( 2・17 )の R，Pで与えられる。 また、運動方程式も式(2・18 )で与えら

れる。

運動方程式および外部モーメントを線形化すると、 z軸方向の運動方程式は

d28 2/dt 2= 0 となるので、 θ2=ωt (ω=一定〉 とおける。このとき α，β 

に関しては、

X+CX+B日X+τ 白(B 1 + D cos 2νT+Esin2νT) X = 0 

X=  [:]， c=l-;;ど]， BIl= [ :つl
B1=li;l' D=[fl-;l' 

4

・A

(4・11 ) 

ただし、 ω22=2 k./(k.+ kb)， ω12=2 kb/(k.+kb)， 

re=Ce/Itω自， τIl=T圃/21 tω 1l2， A=Ip/It. 

v =ω/ω日， ω自2=(k.+kb)/2 It， 

T=ω Il t， (・〉は Tによる微分

k.， k b はα， β方向の軸受の回転ばね定数、 C.は軸受の減衰係数

を得る。式(4・11 )の伝達トルクに関する復元力項を等速継手で連結されたM
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R2ロータの運動方程式(2・21) ('1=0， ao=O と置く〉のそれと比較

すると、式(4・11 )の Blが式(2・21 )の復元力項の非対角成分と一致して

いることが分かる。すなわち、十字軸継手で連結されたロータ系における伝達ト

ルクに起因する横方向の励振力は、等速継手で連結されたロータ系の自励振動励

振成分を平均値とする回転角速度の 2倍の周波数成分を持つ周期力である。 2・2

・2項でも考察したが交差角のある二軸聞でトルクを伝達する場合の自励振動は継

手の種類に依存しないことが改めて確認された。式 (4・11 )では Dおよび Eの

成分による係数励振不安定と Blによる自励振動とが同時に起こり、これらの相互

干渉が問題となる。

4・3・2 安定性解析
二階の微分方程式 (4・11 )は、変数を

Y=[X X]T 

と置けば、周期係数を持つ一階の微分方程式

Y+A(T)Y=O ( 4・12 ) 

と書ける。 ここで、 A(T)の周期を T圃とする。式(4・12)で表される周期係

数微分方程式はリアプノフの定理によれば、微分可能な正則変換

Y=S(T)Z， S (T + T日)=S(T)

によって定係数の微分方程式

Z=BZ ( 4・13) 

に変換される (76)。式(4・13 )の解は
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Z=Uexp(BT) 

であるから、結局、式(4・12 )の基本解は

Y=  S (T)exp(B T) 

の形で表される。 S(T)は周期関数であるから、解の安定性は、 exp(BT)、すな

わち、 Bの固有値によって決定されることが分かる。 Bの固有値がすべて負の実

数部を持っていれば、単根、重根に関わらず Yの解は安定である (76)。すなわち、

安定性を議論するには、ある固有値 λに対して Z= V exp (λT)なる形で得られ

る解を考えればよく、式(4・12)に対して

Y=S(T)exp(λT) ( 4・14) 

なる形の解を求めればよいことになる。

式(4・14)の形の解を用いて実際に不安定条件を求める手法として、摂動法

を用いて非線形方程式を解くのと同様な手続きで解く方法 (77)、げれと、厳密な特

性方程式を求めてそれを適当な方法で近似する方法 (76)， (79)が提案されているが、

ここではより合理的と考えられる後者の方法を用いる。

解析の便宜上、式(4・11 )の三角関数を複素関数で表し次のように変形する。

X+CX+BoX+τ 自 {Bl+D'exp(j2νT)+E'exp(ーj2νT)} X = 0 

D'=[:;了|/2，EZl:1::l/2; j =J=1 
(4・15) 

式(4・15 )の解を、 S(T)を周期 2π/2ν または 2π/ν の関数として、

X=S(T)exp(j zT) 
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の形で表し (76)、 S(T)を複素フーリエ級数の形に展開すると

00  

X = exp( j z T ) L 8 1 exp( jνT)  
1=ーロコ

で表される。上式を式(4・15 )に代入すると次式が得られる。

L [ {B 0ー(z +ν)2  1 +τ 自Bl+j(Z+ν)C} exp( jνT)  

+τo D 'ex p { j (2 + i )νT}+τ 日E'exp{ j (ー 2+ i )νT}] 81=0 

I=diag[1 1] (4・16) 

任意の時間 Tにおいて上式が成立するには各周波数成分の係数が Oでなければ

ならないから、

00 +τ 日D' 8 -2 +τ0E'82=0 

01 +τ 日D'8 -1 +τ 日E'83=0

0-1 +τ0D'8-3+τ 日E'81= 0 

02 +τ 日D'80 +τ 日E'84=0

0-2+τ 由D' 8 -4 +τ 自E'80=0

( exp(O) 

(exp( +j v T) 

( exp(ーJν T)

の係数)

(exp(+j2νT) IJ ) 

(exp(-j2νT) IJ ) 

ここで 01= B日一(z +ν)  2 1 +τ 日Bl+j (z+ν)  C 

( 4・17 ) 

が得られる。式系(4・17)より 81の iが奇数の場合と偶数の場合が独立して

いることが分かる。 81の全てが Oとはならないとき解Xが非自明な解を持つ。

奇数成分からなる式系より、 8 I (奇数)の全てが Oとはならない条件は式

( 4・18 )となる。偶数成分からなる式系より、 8 I (偶数)の全てが Oと

はならない条件は式(4・18 )となる。
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f(z)=I- • • • • • 
• () -3 τ日E' O O • 
• τ日D' () -1 τ日E' 。 • 
• O τ日D' () ...1 τ目E' • 
• O O τ且D' () ...3 • 
• • • • • • 

=0  (4・18 ) 

g(z)=I- • • • • 
• () -2 τ日E' O • 
• τ日D' Q日 τ日E' • 
• O τ自D' 。"'2 • 
• • • • • 

=0  ( 4・19) 

式(4・18 )または(4・19 )の何れかが満たされればXは非自明解を持つこ

とになる。式(4・18 )と(4・19 )には f(z)=f(z+2ν)， g ( z ) = 

g (z + 2ν)=f(z+ν 〉の関係がある。何れの条件も不安定性を調べるには同

値であり、 0;;量Rez ~ 2ν の根の安定性のみを調べればよい(ここでは式(4 

・18 )を用いる)。

式(4・18)は無限次元行列でありその根の解析解は見いだされていないので

近似解法に依らざるを得ない。 この近似解の出発点は τ自=?:'，， =A=O の場合

の解とするのが合理的と考えられる。式(4・18 )で τ圃=?:'，，=A=O の場合

を調べてみると、

IB日一 (z+ ν)2 1 I = 0 (i = :t 1， :t 3・・)
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すなわち、

(Ul 

z =::!:: { } ー iv (i=::!::1. 土3・・) ( 4・20 ) 
(U2 

〈複合任意)

となる。式(4・20)は図 4・5のように各周波数成分ごとの直綜群として表さ

れ、 τ圃 ?:e. Aがそれほど大きくないとき式(4・18 )の根はこれらの直線の

近傍に存在するものと考えられる。そして各直線の交点近傍で捜索根が存在する

可能性がある。これらの直線群は解を周期間数と exp(j z T)との積と置いたとき

の周期成分により生じたものであるから、この不安定は係数励振作用によるもの

である。また、前章の結果より Blの逆対称性による不安定の発生が予測されるが、

これは周波数の次数 iとは関係がないので図 4・5の同じ傾きを持つ平行な解直線

群のすべてが τ由*0 のために不安定根をもつようになる場合と考えられる。

式(4・18)を有限次元で近似して得られる有限次の特性方程式に対しラウス

・フルヴィッツの安定判別法を適用すれば不安定境界が得られる。 この場合、次

元数が大きいほど厳密解に近ずくはずであるが数値計算の計算時聞の点から適当

な次数で打ち切らざるを得ない。 ところで、前述の文献 (79)では係数励振不安定

領域を小さい次元数で精度よく求める方法として式 (4・18 )の対角要素を次の

Z 

3 

N
3
"
 

o V 。 V 

( a )ω=ω2の場合 ( b )ω1*ω2の場合

図 4・5 τ自=?:e=A=Oのときの解直線
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ように近似している。

( 4・21 ) ω2 I一(z :!:ν)2 = 2ωI (ω1土 z:!: v) 
(2) ( 2】 (2) 

(複合任意)

で交点を形成すτ圃=，，，= A= 0 これは係数励振不安定領域を求めるためには

最も重要な係数励振不安

C近傍の不安定領域を求めるの

る直線群のみを含めればよいと考えられるからである。

B. の交点A.( b ) 定領域と考えられる図 4・5

で三つののように近似すると高々 4次の特性方程式(4・22)

一τ0/2τ0/2 J 

不安定領績を求めることができる。

τ圃2ω2 (ω2 + zー ν)
+ j (zー ν)， " 

に式(4・21 ) 

τ0/2 一τ圃/22ωI (ω1+ Zー ν)
+ j (Zー ν)，，，

一τ日

τ自2ω2 (ω2 -Z ー ν〉
+ j (Z +ν) ， " 一τ日/2τ圃/2.，

E. 

2ωI (ω1 -Z ー ν)
+ j (Z +ν) ， " 

( 4・22)

一τ日τ日/2一τ日/2

=0 

最も簡単な係数励振不安定条件は 2次の特性方程式から求められる。さらに、

のとき交差する 2直線が対角成分となる要素と対応する非対角τ0='，，=A=0 

C近傍で式(4・2B. 交点A.要素のみを取り出し上式をさらに簡単化すると、

これらの条件には Blの要素が含まの不安定条件が得られる。(4・25)3) 

式式 (4・23)、れていないので明らかに係数励振不安定の条件のみである。

は和型混合共振の係数励式(4・25)
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(0 A点近傍

2./4ω22(ω2一 ν)2+re2ν 2<τa

(ii) B点近傍

2f.正φ12(ω1ー ν)2+ r e勺 2<τ 白

(iii) C点近傍

P2Pa-PIP4土 (PIPe-P2P7)<0

P 1 = - 4ω1ω2-re2， P2=2re(ω2一ωd

P a = 2ω1ω2 (ω1一ω2)， P4=re(ω12 +ω22) 

P 6= 4ω1ω2 (ν 一 ω1)(ν ー ω2)+re21/2ー τ02/4

P6=2reν{ω1 (ν ー ωdー ω2cνー ω2)} 

P7+ j Pe 

( 4・23 ) 

( 4・24)

( 4・25)

= {Pa2-P42+P2P6-PIP6+j (2PaP4-P2P6-PIP6)} 1/2 

一方、運動方程式(4・11 )の自励振動の近似的な不安定条件は同式で係数励

振項を除いた次式

X+CX+  (B0+τ 日Bd X = 0 ( 4・26)

で与えられると考えられる(等速継手の場合の運動方程式(2・21 )と同じ式で

ある〉。式(4・26 )の特性方程式は式(4・18 )、 ( 4・19)の対角プロッ

クマトリクス 01に対応している。 この時、 τ日=0 で 2本の直線を表現していた

対角成分を式(4・21 )のように 1本の直線に近似すると自励振動の影響を調べ

る際には誤差が大きくなるはずである。図 4・6は式(4・21 )のように解曲線

を近似して求めた不安定領域の例である (RK G解のうち、(・)は計算時間 T=

240で振幅が初期値の 10 倍に達する点を表し、 (X) は T~240 で不安定傾

向が確認された点である)。 τ自の小さな領域での係数励振不安定領域については

十分な精度で求められているが、 τ目;が大きくなり自励振動の影響が現れてくる領
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の近似法による不安定領域の変化式(4・21 ) 図4・6

RKG解〉

(σ=0.8.A=0.0 3.re=0.02; 

8次近似4次近似一一一2次近似・一_.-.. • x 

このように係数域では近似項数を増やしても精度のよい境界が得られていない。

のような近似励振不安定と自励振動不安定が同時に存在する系では式(4・21 ) 

の形のままで根を求

を一階の微分方程式に変換して対角

次項では式(4・18 ) 

そのため、

成分に根 zが 2乗の形で現れない特性行列式を導き、

運動方程式(4・11 ) 

を行うことはできないことが分かる。

めている。

その根を行列式の固有値と

〈具体的な方法は次節で示す)。して QR法 (81l)で求めている

安定性の数値計算例と考察4・3・3
ロータ軸が外部に仕事をする場合 (τ 圃ν>0の場合)( 1 ) 

前項で得られた不安定境界を求める方法及び2行2列近似(2次近似)条件式

軸受減衰異方性のを用いて軸受剛性異方性、~式(4・25 ) ) (式(4・23 ) 

ここで軸受剛性異方性を表すパラメータ σを導入して
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特性方程式の近似度による不安定領域の変化の例を図 4・7に示す。同図には特

性方程式の 2次近似、 4次近似(周波数成分土 ν)、 8次近似〈周波数成分土

ν， :t 2ν)の場合および運動方程式(4・11 )のルンゲ・クッタ・ジル (RK 

G)法による不安定境界を併せて記してある。 RKG法による計算では、 きざみ

幅=0 .0 1、計算時間 =240、初期条件 α=0.1， s=O.l、 α=β=0 

を用いた。このきざみ幅は計算した範囲での最大の固有振動数(1 +σ= 1 .6) 

の 1周期の約 1/500に相当し、計算時聞は最小の固有振動数(1ー σ=0 . 4) 

の 1周期の約 24倍に相当する。 RKG法による不安定境界 (0印〉は上述の計

算時間内で発散傾向がみられた場合を不安定と判断した点である(図 4・8の×

印と同じ点)0 R K G法は近似特性方程式による方法よりは直接的であるが、振

動波形が発散傾向にあるか否かの判断が困難な場合がありこの意味で近似的であ

る。同図より式(4・11 )の系の不安定領域は係数励振不安定領域と自励振動に

よる不安定領域とから成っていることが確認できる。係数励振不安定領域につい

ては各近似特性方程式による境界と RKG法による境界とはほ三一致した値を示

しているが、 自励振動の影響が現れる領域では 2次近似の境界条件式の誤差が大

0・4

、々

準0.2
Ig 
去さ
組 o・1

O 
o 0.5 1.0 

舞次元ロータ軸角速度 ν 

図 4・7 MR2ロータの特性方程式の近似項数による不安定領域の変化

(τ 日ν>0 ;σ=0.6，A=0.0 3，re=0.0 2; 

2次近似一一一. 4次近似一一一 8次近似 o R K G解〉
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図 4・8 MR2ロータの不安定領域に及ぼす軸受剛性異方性の影響
(A=0.03.r..=0.02) 

きくなっている。 ν=ω2を中心とする係数励振不安定領域より高速側では自励振

動の影響が強く現れているが、 ν=ω1を中心とする係数励振不安定領域より低速

側では自励撮動のみによる不安定境界と実際の境界ではかなりの差があり係数励

振作用の影響が強い。図 4・8にσをパラメータとした不安定境界を 8次近似特性

方程式を用いて求めている。同図より σの安定化作用が確認できる。 σ'*0とす

ると係数励撮不安定領域は増大するが、共振点から十分離れた回転数域では自動

振動による不安定境界が安定側に縮退し安定領域が増加している。 σをあまり大

きくとると係数励振不安定領塙が広い範囲に現れるが、比較的小さく取れば自動

振動による不安定境界が σ=0に比べてかなり縮退し、かっ係数励振不安定領域

も限られた回転数域に抑えることが可能であることが分かる。つぎに図 4・9にジ

ャイロモーメントの不安定境界に及ぼす影響を示す。図 4・7、図4・8はA=O

.03とした場合の倒であったが、図 4・9はA=Oの場合と A=0.03の場合の

差を示したものである。同図より図 4・7、図 4・8の高速域における不安定境界

の右下がり傾向がジャイロモーメントの作，用によるものであることが分かる。 乙

の効果は係数励振項を除いた式において存在することをすでに第2奪で調べたが

(図 2・11 )、係数励振項を含む系でも存在.することが分かった。以上は減衰力
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については等方性の場合を示したが、図 4・10に減衰係数異方性がある場合の計

算例を示す。 α方向の減衰定数を r(l+r)、 β方向の減衰定数を r(l-r)と

置いて 7をノぐラメータとして示しである。同図より減衰が強い方向の固有振動数

付近の不安定境界が安定側に移動し、弱い方向の固有振動数付近の不安定境界が

不安定側に移動していることが分かる。すなわち減衰係数異方性の連成効果はあ

まりないと言える。

( 1 1 )ロータ軸が外部から仕事をされる場合〈 τIl11 < 0の場合〉

第 2章の等速継手の場合に明らかにした・ように十字軸継手系でも伝達トルクの

符号によって不安定境界が変化することが予測される。直感的には、 自励振動成

分の影響は第 2章の等速継手の場合と閉じであり(図 2・13、 2・14)、 また、

係数励振成分については、特性方程式が ±ν、:t2ν ・・・と何れの成分も正負

に対称な形で含まれているから伝達トルクの方向は不安定境界に影響を与えない

と考えられる。 しかし、 これらの成分間の子渉が存在するので必ずしも加え合わ

さった特性のみが現れるとは限らない。数値計算例は次節の図 4・11、図 4・1

8に初期交差角を考慮した場合と比較して記してある。図 4・11は係数励振項を

無視した系の不安定領域である。同図(a )の0-:=0の場合では、不安定境界に

及ぼす自励振動成分の影響は τ自の符号によってほとんど差がない。同じように図

4・13に示す係数励振項をも考慮した不安定境界も伝達トルクの方向によってそ

れほど差が見られない。 しかし、 σ=0の場合には、 τ日く Oでは係数励振不安定

領域が消滅しているなど自励振動項と係数励振項との干渉がみられる。一方、 σ 

:= 0 . sの場合には係数励振項を無視した系の不安定境界は τ由>0とτ日く Oの場

合で全く差がなく、係数励振項を考慮した場合にも差が見られない。

4・4 初期交差角が存在する MR2ロータ系の安定性
考察する系は図 4・1(a) で駆動軸とロータ軸が静止時に交差角 α圃で交わっ

ている場合であり〈第 2章の場合と同様、 XIl軸まわりに α自の交差角を持つもの

とする〉、これ以外は前節と同じである。

4・4・1 運動方程式
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伝達トルクに起因する項以外の項は 4・3・1項で導いたものと同じである。伝

達トルクを本節ではモーメントのつりあい式より導く。図 4・8の座標系を用いて、

駆動側ヨークから十字軸に作用するモーメントを [M圃 o T目] Txl~lzl 、十

字軸からロータ軸側ヨークに作用するモーメントを [0 M T]T x ・ ~. z・と表

わすと、式(4・1)より

o I =::: M日 ( 4・27 ) 

MI O 

T J x'~'z' T目Jx I ~ I z I 

の関係がある。 Eの j成分を EI Jと表し、上式より M、 Tを求めるとロータ軸

に作用するモーメント MJは

Mj= O T日

ξ23一ξ21ξ13/ξ11

ξ33一 ξ31ξ13/ξ11 J x' ~ • z' 

となる。上式において αをα0+α とおき、 α、 8 に関して 2乗以上の項を無視

すると、

M j = ( 1 -s i n2α 日si n2 8 2一αsi n 2α 自si n2 8 2 +βs in 2α 圃sinθ2cos(2)ー1

[O  lT sinα0cos82+αcos α日cos82 +βcos α圃sin821

cos αa一αslnα 圃 j

(4・28)

となる。 z'方向〈自転軸方向)の運動方程式は、上式の z'成分より、 α， βお

よびそれらの導関数の 2乗以上の項を無視すると、

d28 2 COs α由一 αsinα 日+cos α0sin 2α 日sin82(αs in 8 2ー βCOS(2)
1 t A一一一ー=dt2 -- 1-sin2α 0sin282 
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.T"一T，，' ( 4・29)

となる。ここで、 Tピは負荷トルクである。

上式より、 α自#=0の場合には、 T日=T，，'でも d28 2/ d t 2匂 O と近似できな

いばかりでなく、 82とα、 。が連成して横方向の運動方程式が非線形となり容易

には解けない。そこで、 α目がそれほど大きい角度でなく、右辺の分数分子の第2

項以下が無視できるものと仮定する。すなわち、ロータ軸の自転の角速度変動は

初期交差の状態の速度変動と差がないと見なす。このとき、式(4・29)は、

s in2α 自を 1に比べて十分小さいとして、

1 t A d2 8 2 / d t 2 = -T " ' + T圃{COS α自(1 + s i n2α ，，/2) 

-cos α由sin2α 圃cos2 8 2/ 2 } ( 4・30) 

と近似できる。上式において T0= Tピと置いたのではd82/dtが時間と共に増

加するので、 ここではロータ軸速度は平均的には一定値に保持されるものとして、

T，，' = cos α日 (1+sin2α 日/2)T" ( 4・3 1 ) 

と置く。式(4・31 )を用いると式(4・30)は、 sin2α日のオーダで

1 tAd282/dt2均一 si n2α 自cos28 2T日'/2 ( 4・32)

で表される。前節と同じ無次元量を用いると、式(4・32)は

。2句-si n2α 日cos2 8 2τ ピ/A ( 4・33 ) 

となる。式(4・33)の両辺に 82を掛けて時間で積分すると、

(82)2=ー τピsin2α 日sin 2θ2/ A+ν2 〈νは初速度)
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となり、

82=νJl"":εsin2 8 2 ε=τ11 • s i n2α 圃/Aν2 ( 4・34)

となる。

式(4・34)は楕円積分に帰着され、 82がJacob iの楕円閑散として表される

ことが分かる。 しかし、解析の目的は 82の三角関数を含む運動方程式を解くこと

にあり、楠円関数の cosine や sineが必要になる。つまり、 82を楕円関数で厳

密に表現しでも解析的には利用できない。そのため、本論文では εが微小である

ことを利用して式(4・34)の右辺を近似して 82を初等関数で表すことにする。

式(4・34)より

ν =82/.J1一二 εsin28 2=' (1 + ε sin282/2) 82 

と置き、積分すると、

82=νT+εcos 2 8 2/4 ( 4・35 ) 

となる。式(4・35)から 82はνTの関数として厳密には解けないが、 εが微

小であるので逐次近似によって 82を νTの関数として求めることができる。ここ

で、式 (4・34)は εの 2乗以上、即ち、 sin~α 日以上の項を無視して求めた式

であるから、式(4・35 )の解も εの 1乗のオーダで求めればよい。

まず、第 O近似解として、

θ2=νT 

と置き、これを式(4・35)右辺に代入すると、第 1次近似解として、

82=νT+εcos 2νT/4 ( 4・36 ) 
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が得られる。式(4・36)を式(4・35)右辺に代入すると、 εの 1乗のオー

ダまでの近似解としては式(4・36 )でよいことが分かる。式(4・36)より

ロータ軸角速度は

82=ν ー ενsin 2νT/2 

=ν( 1ー τ目、in2α 日sin 2νT/2Aν2 ) 

となり、平均回転角速度 νに対して

μ=τe'sin2α 白/2Aν2=ε/2 ( 4・37)

の振帽の変動がある。

ロータ軸の横方向の運動方程式は、式(4・28 )の y'成分より sin2αaのオー

ダで次のようになる。

1 t d2α /dt2+ ItA(d821dt)(d β/dt)+kaα+ C ed α/d t 

+ [tan α日 (sin28 2-sin2α 自sin482/4)

+α{ ( 1 + s i n2α 圃/ 2 ) s i n 2 8 2 -3 s i n2α 圃sin482/4}

+ s { 1 -s i n2α 圃/4ー (1+sin2α 日/2)cos282

+3sin2α 自cos4 8 2/4} ] T e ' / 2 = 0 

1 t d2β /dt2- ItA(d821dt)(d α/dt)+kb β+  C ed β/d t 

- [tan α圃{1 -s i n2α 自 / 4 + ( 1 -s i n2α 日/2)cos282

-s in2α 日cos4 8 2/4 } 

+α{ 1 + s i n2α 日/4+C1-sin2α 日/ 2 )cos 2 8 2 

-3 s in2α 圃cos4 8 2/4 } . 

+ s {( 1 -s i n2α 圃)sin282-3sin2α 日sin482/4}]Te'/2=O 

( 4・38)

ここで、式(4・36)の関係を用いると、
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cos 2 8 2 = cos { 2νT+εcos 2νT /2} 

勾 cos2νTー εsi n 4νT/4 

sin282=sin {2v T+εcos2νT /2} 

勾 sin2νT+ε(1 +cos4v T)/4 

cos 48 2 = cos( 4νT+εcos 2νT) 

勾 cos4νTー ε(si n 2νT+sin6νT)/2 

sin482=sin(4νT+εcos 2νT) 

士ヰ si n 4 ν T+  ε (cos 2 ν T + cos 6 ν T)/2 

が得られるから、上式系を式(4・38 )に代入して εのオーダ (si n2α 自のオー

ダ〉までで整理すると次式が得られる。

x+  (C+C2~sin2νT) X + B自X+τ 由 (Bl+B2ocos2νT

+B2~sin2νT+B <l ccos4νT+B <I ~sin4νT) X = F 

( 4・39)

X=  [:l' C = [二 ν七1' B圃=[γ1 _0 (J 1 

2α 自[~ -~l/2ν 

Bl= r 0 1-sin2α 自/41+τ 圃sin2α 目 r1 

L - 1 -s i n2α 1l/4  0 I I 0 

内記

ν
 
A
 
n唖/
 

n
u
'
A
 

B20=ro -1-sin2α 日/21.

L -1+sin2α 日/2 0 I 

B2~= r 1 +sin2α 日 o 1 

l 0 -1 + s i n2α Il J 
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B~c= 3si山(~ 

B 4s = 3 s in2α圃[ー 1
I 0 

F=τ 自tanα日 [-sin2νT 1 + cos 2νT] T 

ただし、無次元量は前節と同じであり、減衰係数 Iこ異方性はないものとしてい

る。 τ日は負荷トルクを無次元化したものを改めて置き直したものである。

式(4・38 )において α目=0 とおけば明らかに式(4・11 )に一致する。

式(4・38 )において伝達トルクに起因する項のうち、 τ日sin2α 自のみを含む項

は伝達トルクの横方向成分が交差角のために変動する成分を表している項である。

τ21l S i n2α 日/Aν2を含む項は初期交差角のためロータ軸の自転角速度が変動す

ることによる影響を表している項である。何れの場合も si n2αaのオーダでは回転

速度の 4倍の振動成分まで現れることが分かる。また、強制力項にも回転数の 2

倍の周期成分が現れ、共振も問題となる。なお、 νが Oに近い場合には τ圃がかな

り小さくないと式 (4・35)の ε<<1 の条件が満足されなくなり、式(4・3

8 )で表される運動方程式は、式(4・33)、式 (4・38 )から成る系に対し

て誤差が大きくなる。

4・4・2 安定性解析
前節と同じ方法によって式(4・38 )の特性方程式を導く。式(4・38 )の

強制項 Fを Oと置いた式の三角関数を捜索表示し、更に、 y=[X X]T なる

変数を用いて一階の方程式に変換すると、

y + {p + R2exp(j 2νT)+ S2exp(ー j2νT) 

+ R~exp( j 4νT ) + S ~ exp(ー j4νT)} Y=O ( 4・40)
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司

aga-E

・E・--e'EJpu
 

R 2 = r 0 
1τ Il (B 2。ー jB 2") 

o 1/2 
- j C2"J 

8 2 = I 0 

1τ 日(B20+j Bh) 

R4=[ 。!。|/2， =[O  Ol/2 

となる。

式(4・40)の解を

= 
y=  l:aiexp(-z+j iν)T ( 4・41 ) 
1=ーロコ

と置き、上式を式(4・40)に代入して非自明解が存在する条件を求めると、式

( 4・22)と式(4・23)が得られる。 これらのうち何れか一方について zを

求め(本論文では式(4・42)を用いる)、実数部が負となる範囲を探していけ

ば不安定境界が得られる。

p + (ー z- j 3ν) 1 R2 R4 O 

82 

8 4 

p+(-z-j ν) 1 R 2 

82 P + (ー z+ j ν) 1 

R4 

R2 

。 84 82 p + (ー z+ j 3ν) 1 

=0  (4・42 ) 
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P R2 R4 O O 
+ (ー z-j 4ν) 1 

82 P R2 R4 O 
+ (ー z-j 2ν) 1 

8 4 82 P+(-z)I R2 R4 

O 84 82 P R2 
+ (ー z+ j 2ν) 1 

。 。 8 4 82 P 
+ (ー z+ j 4ν) 1 

=0 (4・43)

4・4・3 安定性の数値計算例と考察
初期交差角を含む場合は運動方程式に回転角速度の 4倍の周波数成分までの係

数励振成分が含まれるので、特性方程式は土 ν、土 3ν の成分を含む 16行 16 

列の行列式を用いて根(固有値)を求めた。なお、数値計算例は、運動方程式に

Aが分数の分母として含まれるのでA=0.03の場合のみである。

( 1 )ロータ軸が外部に仕事をする場合 (τ 圃ν>0の場合〉

まず、図 4・11に式(4・39)において係数励振項を除いた式の不安定境界

を示す。周囲には前節の α目=0の場合も記入してある。 また、 ロータ軸が外部か

ら仕事をされる場合 (τ 日<0)も併せて記入しである。同図によると、 σ=0の

場合、 νく 0.2以下に初期交差角のため極端な安定域が現れている。 これは式

( 4・39 )の Btの第二項が軸受剛性異方性と同じ成分であるので、その項が軸

受聞性異方性と同様な安定化作用を持つためと考えられる。原点を通る不安定境

界は 8方向のばね復元力が Oとなる τ1l2sin2α 自/4Aν2= 1 の条件を表して

いる。 σ= 0.6の掲合も高速側で初期交差角のため安定化しており、低速倒で不

安定境界が現れている。低速側の不安定境界は β方向のばね復元力が Oとなる条
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件である。

つぎに、図 4・12に係数励振項をも含む不安定領域の計算倒を示す。同図(a) 

はσ=0の場合で、同図(b )は σ=0.6の場合である。何れも前節で求めた

α日=0・の場合を併せて記してある。 また、 α日=2 00 の時の回転角速度の変

動振幅 μ(式 (4・37) )がo.0 1、 o . 1、 1の場合を破線で示している。 σ
=0の場合は、 自励振動による不安定境界がかなり不安定側にあるため不安定境

界は自励振動の影響を強く受け、係数励振項をも含む不安定境界は係数励振項を

除いた不安定境界と類似している。 σ= 0.6でも低速織では自励振動の不安定化

作用が強い。同図より、 σ=0の場合、初期交差角が低速域の不安定境界を安定

化しているように見えるが、 この領域は μが 1を越えた領域であり、 この様な条

件で運転されることはないので実際上はあまり意味がない。 σ=0.6の場合も低

速域で初期交差角によって不安定領域が極端に増大しているが、この領域も μが

1を越えており実際上特に問題はない。 μが 0.1.......0.01程度では不安定領域

は初期交差角によってほとんど変化していない。 μがこれより大きくても 1に近

くなければ不安定境界は僅かにシフトしている程度で定性的には初期交差角が存

在しない場合とほとんど同ーであると言える。

( 1 1 )ロータ軸が外部から仕事をされる場合〈 τ圃νく Oの場合〉

図 4・11の係数励振項を除いた系の不安定境界はτ圃>0の場合とほとんど変

わらない (σ=0の場合には若干差が生じている〉。図 4・13にτaくOの場合

の係数励振項をも含む系の不安定領域を示す。同図(a )は σ=0の場合である。

τ自>0の図 4・12 (a) と比べると、 α日=0の場合は、既に述べたように

τ自の符号の影響がほとんどない。 α日=2 00 の場合も係数励振不安定領域が

τ日<0によって消誠すること以外は逆方向トルクの影響は見られない。同図(b) 

のσ=0.6の場合も細かくみれば τ日>0の場合(図 4・12(b)) と比べて不

安定境界に差がみられるが全般的にはほとんど差がない。 これは図 4・11に示す

ように、初期交差角が存在しでも係数励振項を除いた式の安定性がトルクの符号

によってほとんど差がないことに起因していると考えられる。
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4・5 初期交差角が存在しない MR4ロータ系の安定性
系は図 2・1のMR4ロータの等速継手を十字軸継手に置き換えたものであり

(図 4・1 (b) )、座標系は図 4・4と同じである。本節では継手の十字軸支持

部の減衰モーメントをも考慮する。

4・5・1 運動方程式
ロータ軸に作用する外力およびモーメントは伝達トルクに起因するモーメント

および力、負荷トルク、支持軸受部の復元力およびそれに起因するモーメント、

十字軸支持部の減衰モーメントおよびそれに起因する力である。これらのうち支

持軸受に起因する力については等速継手の場合の MR4ロータと同じである。伝

達トルクに起因するモーメントは 4・3節の MR2ロータの揖合と同様に式(4・

6 )の関係を用いて仮想仕事の原理から導くことができるが、本節では継手軸受

部の摩擦力を考慮するため各継手と中間軸での力とモーメントのつりあいからロ

ータ軸に作用する力およびモーメントを導く。ここで、十字軸支持部の摩擦モー

メントはヨークと十字軸の相対速度に比例するものとする。以下に、伝達トルク

に起因する成分と内部摩擦に起因する成分をあわせて導く。

まず、第 1継手について考える。第 1継手十字軸を介して駆動軸から中間軸に

伝達される力及びモーメントを FI，MIと置く。力 FIを駆動軸に固定した O圏一

X t Y t Z t成分で [Flxt Flyt Flzt] と表し、中間軸に国定した座標oo -X 2 

Y 2 Z 2成分で [Flx2 FIρF  I z2] と表す。 これらは何れも未知量である。式

( 4・5)で定義した座標変換マトリクスヨを用いれば、

内
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E
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-
回
目一一
F I y t 

F I x t ( 4・44)

と表せる。モーメント MIは駆動軸側ヨークから十字軸に作用するとき O由一 X t 

Y t Z t成分で考えれば次のようになる。明らかに Zt成分は駆動トルク T自に等し

い。 X t成分は駆動軸と十字軸との相対速度に比例する十字軸支持部の減衰モーメ

ントに等しい。駆動軸角速度の Xt成分は Oであるから、この減衰モーメントは、
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十字軸の絶対角速度 oJ;をOa-XIYIZI成分表示したときの XI成分を oJ x Iと表

せば、 一C， 0 J xl で表せる。ここで、 C，は十字軸を支持している部分の減衰定

数である。結局、駆動軸ヨークから十字軸に作用するモーメントは、 MI;をO日-

X I Y I Z I成分表示したときの YI成分 MIylを未知量として[一 CdlJxl MJyl 

T 11] Tと置ける。一方、同じモーメント MJは十字軸から中間軸側ヨークに作用す

るが、それを O日一 X2Y2Z2成分で考えると次のように表せる。 Y2成分は十字軸

支持部での減衰モーメントに等しい。中間軸の絶対角速度を 0'と置きその Y2成

分をo'y2と置く。十字軸から見た中間軸の相対速度は 0'y2-0Iy2 であるから、

十字軸から中間軸ヨークに及ぼす減衰モーメントはー C，(0'ν2-01 ν2) で表さ

れる。 それゆえ、 MJはO日一 X2 Y 2 Z 2成分表示したときの X2， Z 2成分を未知量

として [M1 x2 ーC，(Cl'y2-0Jy2) M1z2] Tと表せる。 これら駆動側ヨークか

ら十字軸に作用するモーメントと十字軸から中間軸側ヨ}クに作用するモーメン

トは Eを用いて

M 1 x2 

一C，( {} ，ν2 -{} Jν2 ) 
M 1 z2 

= 恒司
ーl-CQ  

MIν1 

TII 

( 4・45)

と等置できる。式(4・45) は8つの未知数Mlxゎ Mlyl，Mlz2を含んでいる

だけであるから、 これらは TII，0'， {} Jを用いて表すことができる。

同様に第 2継手についても考えることができる。第 2継手十字軸を介して中間

軸からロータ軸に伝達される力及びモーメントを FJJ， MIIと置く。 F11は、中

間軸に固定した座標 O-X2'Y2'Zピ成分で[F 11 x2・F11 y2・FIJz2'] Tと表

し、ロータ軸に固定した座標 O-X'Y'Z'成分で [FJJx' Flly' FJ1z・]Tと

表す (O-X2'yピ zどは原点が Oの O日一 X2Y2Z2に平行な座標系〉。式(4 

・5)で定義される座標変換マトリクス Zを用いるとこれらは次式と置ける。

F1=zlF  l 
( 4・46)

F 11ν|FIIH  

Fllz.J lF11Z2' 
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モーメント MIIは中間軸側ヨークから十字軸に作用する場合を 0-X 2・Y2' Z ピ

成分で考えると次のように表せる。 Y2'成分は十字軸支持部の減衰モーメントで

ある。第 2継手十字軸の絶対角速度を(}IIと置き、 その yピ成分を(}II川・で表す.

中間軸から見た十字軸の相対速度は (}lly2.-(}ly2・であるからヨークから十字

軸に及ぼす減衰モーメントはー CI(Qlly2.-(}1ν2・)となる。それゆえ、 MJI

は X2'. Z 2'成分を未知量として [Mllx2' -CI  ((}lly2・-(} I y2・) M I I z2・

] Tと表せる。 さらに、 MIIが十字軸からロータ軸側ヨークに作用する場合を 0-

X'y'Z'成分で考えると次のようになる。 X'成分は十字軸支持部の減衰モーメ

ントである。 ロータ軸の絶対角速度を (}rで表しその X'成分を(}r x・で表す。十字

軸から見たロータ軸の相対角速度は Qrx._(}llx・であるから、十字軸からロ目

タ軸に及ぼす減衰モーメントはー CI(Qrx._Qllx・)となる。それゆえ、 MII

は y'. Z'成分を未知数として[ー CI(Qrx._QIJx・) MI1ν・MJIz・]Tと表せ

る。 これら中間軸側ヨークから十字軸に作用するモーメントと十字軸からロータ

軸側ヨークに作用するモーメントは座標変換マトリクス Zを用いて

l-C(Q-Q)  

M 11 y' 

M Ilz・

と置ける。

=z M 11 x2・ ( 4・47)

-CI(QIIY2・- Q I ~2 ・)

M 1 Jz2・

さらに、第 1継手十字軸から中間軸に作用する力及びモーメントと中間軸から

第 2継手十字軸に作用する力及びモーメントの中間軸におけるつりあいを取ると、

O圃ー X2Y2Z2成分で表した次式が得られる。

F II x 2・1= fFlx2 ( 4・48)

F I I y 2・ FIν2 

F I I z 2' F Iz2 
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1 1 r F 1ν2 1 

トー F 1 x2 

o 
( 4・49)

式(4・47 )と式(4・49)を用いると未知数 M1 1 x2・ M1 1 z2・ MI1 y・，

Mllz・ F1ν2， F 1 x2 !こ対して 6つの方程式が得られる。式(4・45)から得

られる MIを用いれば、 これらを Ta，or， 01， 01， Oll~ 用いて表すことが

できる。それゆえ、 ロータ軸に作用するモーメント MIIと力 FIIはTa，0 r. 

01， 01， 0 IIとF1 z 2を用いて表すことができる。

ここで、中間軸角速度 01， ロータ軸角速度 orはそれぞれ次のように表される。

olx21=rQlx2・ =
内

duu' 
nM 

cos βICOS82d αl/dt +sin82d β1 /d t 

-cosslsinθ2d αl/dt +COS82d β1 /d t 

sinβ1 d α1 /d t + d8 21d t 

内
ζ“u' Q

 
の，』Z
 
Q
 

Q i z2・

o r x' 一
-cos βsin83d α/dt +cos8 3d β/ d t 

βθdα/dt+iOdS/dt  l 
sinβd α/d t + d θ3/d t 

“w，
 

Q
 

z
 

p
-nM 

(4・50)

十字軸角速度 01， Q IIは各十字軸を支持しているヨークの角速度を用いて求め

ることができる。 まず第 1継手について考える。十字軸が駆動軸に支持されてい

ることより 01をO目 - X 1 Y 1 Z 1成分で表せば、 Z 1成分は駆動軸適度と等しく

d8t!dtであり Yl成分の速度成分は Oであるから、未知量 o1 x 1を用いて [ 

Olxl 0 d8t!dt] Tと表せる。一方同じ十字軸が中間軸側ヨークに支持され

ていることより 01をO圃一 X2 Y 2 Z 2成分で表せば、 X 2. Y 2成分は中間軸速度に

等しいから未知量 Qly2を用いて [01x2 QlY2 Qlz2] Tとなる。この両者を座標

変換マトリクス=を用いて等置すると次式が得られる。
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上式の Y2成分と(X 2成分・ ξ11+Z 2成分.E 31) より

Q 1 xl =ξ11 Q 1 x2 +ξ31 Q Iz 2 

Q 1 y2 =ξ23d8t!dt 
( 4・51 ) 

となり、 01の各成分が得られる。ここで ξ 21= 0 を用いている。同樟に第 2継

手の十字軸の角速度を中間軸固定の座標軸成分 O-X2'Y2'Z2'方向に分解する。

X2・成分および Z2・成分は中間軸速度に等しいから、未知量oI1 y2・を用いて[

Q 1 x2・ Q 11 y2・ Q 1 z2・]Tと表される。 また、同じ十字軸角速度はロータ軸固定

の座標軸成分 O-X'Y'Z'方向に分解すると、 y'成分と Z'成分はロータ軸速度

に等しいから未知量 Q 1 1 x'を用いて[Q 11 x・ Q rν・ Q r z・]Tと表される。 これら

を等置すると、

X

-

'

E

a

u

-

，

，

L-

Q

Q

Q

 

Paz-
，EEEBEE-EBEE-EBB-L 

=z 。，.X AM 
の，-u
，
 

O
M
 

の
ζZ
 

O
M
 

が得られる。上式の X'成分と(y ，成分 .t"22+Z'成分.t" 32) より

Qllx.=t"IIQlx2・+t"13Qlz2・

Q 11ν2・=t"22Qry・+t"32Qrz'
( 4・52)

となり、 011の各成分が得られる。ここで、 t"t2=O を用いている。式(4・4

4) - (4・52)の関係式を用いて F11とMIIを α， β， α1. β1. 8 1および

F z2で表し、 それらを α， β， α1， β1について線形化すると、 O-XYZ成分

表示で次式となる。 ここで、 O-XYZ座標は O-X'Y'Z'座標を Z'軸回りに

-108-



-83回転させた座標系である。
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‘

 

官

且

官

且

E
A

raE'aBEEE『
tz'aaEE''aEL

= C I f (dβ/d t - 2 d βl/dt )+d811dt (2α1ーα)1 

I (2 d α1 /d t -d α/d t )+d8 lId t (2β1ー β)I 

o 

+T自/2fα ー αcos281-ssin2θ11+11FJJzrβ1-s 1 

|β+βcos 2θ1一αsin 2 8 I I αー α1I 

l 0 J 1 

[~ M J 1 ~ M Ilz 

= C I d αlId t -d α/d t +d811dt (β1ー β)l

d βI/dt -ds/dt +d81/dt (α ー α1)I 

o 

+T日/2 (β1-s)ー (β1ー β)cos281+(α1ー α)sin2811

(α ー α1)+ (α ー α1)cos 2 8 I + (β ー βt>sin2811

2 

( 4・53)

運動方程式は次式で与えられる(3自】。

Mx=一ml白 aν+ 1 t d 0 r x /d t + ( 1 p - 1 t) 0 r ~ 0 r z 

Mν=mI0ax+ItdOrν/d t + ( 1 tー 1p) Qrzorx 

Mz=IpdOrz/dt 

Fx=m{ax+1 日 (orzorx+or~2) } 

F~=m{a ν+ 1 0 (0 rνorz-orx2) } 

Fz=m{azー 10(orx2+orν2) } 

( 4・54) 
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a x 1 = 1 1 d2 r s iβ1  / d円 1， [… 
a~1 l-sinalCOSsl 

a z J COS α1 COS β1 J l 0 

10|=1 8印刷 |γ川
Qr~1 ds/dt Id β/d t 

QrzJ Lsinβd α/d t + d θ3/dtJ Ld θ3 /d t 

なお、本節の十字軸継手で連結されたMR4ロータではロータ軸固定の座標系の

原点を十字軸中心に取っているため第 2章のMR4ロータ系とは運動方程式は見

かけ上異なっている。式(4・54)の外力項に式 (4・53)で与えられる伝達

トルクと内部減衰に起因する項および負荷トルク [0 0 -T 11] T x ~Z、軸受部

の復元力および復元モーメント、減衰力および減衰モーメント〈式(2・29 ) ) 

を代入すると次式が得られる。

X+B白X+CX+τ 日(B 1 + D cos 2νT+Esin2νT) X = 0 

( 4・55 ) 

X = [α，α1，β，β1] T 

B自=r ( 1 +σ) L 1 
L -t' I 1ノL2

t'ivL2 

( 1 -σ) L 1 J 

c=rt'eLl+t'IL2 AνL 3 1 

L -AνL3 t'eLl+t'IL2J 

Bl= 
[fL4Lil Dzl:L;l'E175よl

Ll = 132+1..2 

- 13-1 4 
11(13+14-2) 

/ (1ー λ)
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一(1 +λ1 1) 1 1 -2λ ー1
一(2(11111-11/(1ー λ)

(2 +λ1 d 1 1-2λ ー1

O 

O 

(λ ー1- 1 d 1 1-2 

(λ ー1+ 1 d 1 1-2 

ここで、 ω自2=(Kx圃+K v日)1日2/4It. ν=ω/ω日，

τ日=TIl/2Itω 1l2， ?:e=CeI1l2/2Jt ω日 ?:I=CI/ltωh 

σ=(Kxll-KVIl)/(Kxll+ Kv日)， A = 1 p / 1 t， 

λ=mle2/It， 1=li/le(i=1.3.4) 

当然であるが、式(4・55)において α1=β1= 0 とおけばMR2ロータの

場合の運動方程式と一致する。 また、 B1項は等速継手で連結された MR4ロータ

のB1項(式(2・32) )と同ーであり(変数が異なるため比較するには若干の

計算を要する)、等速継手系で発生する自励振動と同じ自励振動も発生すること

が分かる。

4・5・2 安定性解析および不安定領域の決定の仕方
MR2ロータの場合と同様な方法によって特性方程式を求めその根により安定

判別を行う。運動方程式(4・55 )の三角関数を含む項を槙素表示し、そのとき

の exp(j2νT) と exp(ー j2νT)の係数を D'，E'とおくと次式となる。

X+CX+B日X+τ 圃{B 1 + D 'exp( j 2νT)+E'exp(ー j2νT)} X = 0 
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D'=(D-j E)/2， E'=(D+ j E)/2 

式(4・56 )の解は

= 
X = exp( j z t ) L a I exp( jνT)  

i=ー∞

( 4・56 ) 

の形で表されるから、これを式(4・56)に代入し、 Xが非自明解を持つ条件よ

り特性方程式を得ることができる。特性方程式は iが偶数の渇合と奇数の場合と

それぞれ独立になり、二つの特性方程式 式(4・57)、式(4・58 )を得る。

f (z) = 

=0  

g ( z ) = 

=0  

0-3 

τoD' 

O 

O 

0-2 

τ自D'

。

τo E ' O 

0-1 τ日E'

τ自D' 0+1 

。 τ日D'

τ日E' O 

Q日 τIlE' 

τIl D ' 0 +2 

O 

O 

τ日E'

。+3

ここで、 01= B由一 (z+ν)2  1 + j (z + IJ ) C +τ 圃BI

1 = d i ag [1 1 1 1 ]単位マトリクス

一112-

(4・57)

(4・58 ) 



これらの式の聞には g(z)=f(z+ν) の関係があり、いずれの特性方程式を

用いても同じ不安定条件が得られる。本節では式(4・57 )を用いる。

なお、 4自由度モデルでは数値計算で特に記述のないパラメータの値は次の通

りである。

t'e=0.02，λ=0.96， 11=13=0.5， 1'1=1.5 

ところで、式(4・57 )を有限次元で近似した特性方程式の根 zに対して

i圃z< 0 (1田(・)は(・)の虚数部を表す)の条件より不安定境界を求めると、

RKG法で求めた不安定境界と差異がある場合があった。例えば、次節の不安定

領域図 4・17のσ=0の場合で一点鎖線(係数励振系を無視した系の不安定境界〉

が実線(係数励振項をも含む不安定境界)の下側にある回転数域などである。図

4・14にRKG解による不安定境界と一致しない不安定境界を与える特性根の倒

を示す。同図(a )は式(4・57 )を中央の 8行 8?IJで近似して zを求めたもの

である。発散する解(1皿z< 0 )を破鶴で、発散しない解(1皿z~ 0)を実線で

示している。解曲線 AA'が τ自主Eτ1で発散しており、解曲線 BB' が τ 自 ~τ2 で

発散している。 ところが、図 4・14 ( a) の場合の RKG法による結果では不

安定境界は τ2のみであり差異がある。 そこで、 τ1についてさらに検討を加えて

みた。 この τ1を与える解曲線 AA'は近似項数を増し、解曲線の数を増加させる

と安定化し、改めて他の解曲線の中に τ0~τ1 で発散するものが出てくる。図 4

・14 (b)は式(4・57 )の中央の 16行 16列で近似して zを求めた場合で

ある。同図(a )と同じように τ自主主 τ1で発散する解曲線 aa 'は存在するが、 そ

れは 8行 8?IJ近似したときに発散した解曲線 AA'ではなく近似項数を増したため

に新たに加わった成分である。同図(a )の AA'に相当する解曲線は安定化して

いる。一方、 τ自i主τ2で発散する解曲線には 8行 8?lJ近似のとき発散した解曲線

B B'、近似項数を増やしたために新たに現れる解曲線 bb 'がある。近似項数を

さらに増加させて計算しでも τ自主 τ1で発散する解曲線は存在するが、発散する

のは τ圃=0で振動数最大の解曲線でありそれ以下の振動数の解曲線は τ0=τ1で

は発散しない。この特性から帰納すると、無限次元を有する厳密な特性方程式で

はτ自=τ1での発散は得られないものと考えられる。そこで、特性方程式による
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( b) 1 6行 16列近似

図 4・14 MR4ロータの解曲線の例 (σ=A=r，=o.ν=0.8) 

近似解法では τ1による境界点は無視して不安定境界を定める。

この境界点 τ1の発生は、本系が係数励振振動と自励振動が共存する系であり、

無限次元の特性方程式を打ち切る際に最も高周波成分の対角要素については係数

励振振動と自励振動の相互干渉効果が落ちてしまうためであろうと考えられる。

なお、前節の MR2ロータの計算例では自励振動が係数励振振動によって安定化

されることがなかったのでこの様な現象はみられなかった。
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4・5・3 安定性の数値計算例と考察
( 1 )ロータ軸が外部に仕事をする場合 (τ 目11> 0の場合)

前項の方法によって軸受剛性異方性およびジャイロモーメントが不安定領域に

及ぼす影響を調べる。最初に τ由=0の解曲線を図 4・15に示す。同図(a )は

σ=0の場合、 ( b )は σ=0.6の場合でいずれも A=O，0.03の渇合につ

いて示している。本章の定義での慣性モーメント比 A=0.03は第 2章の MR4

ロータの定義では B=0.75に対応する。図 4・15 (a)の場合、 ω1会通る曲

線は 2本ずつ重なっており、 A=Oの場合はさらに ωsを通る曲線も重なっている。

これらの曲線は図示していない虚数部があり重根ではない。図 4・15には i=:t

n (n=3.5・・〉の曲線を示していないが、 これらは傾きがきっくなることのほ

かは=土 1の場合と類似である。同図より、 A::f::Oではジャイロモーメントは

高い方の二つの固有振動数にのみ影響を及ぼし、ぞれらの高い方の固有振動数を

上昇させ、低い方の固有振動数を低下させることが分かる。固有振動モードを求

めると、 ω1とω2は並進振動のモードで、 ωsとω.dま傾き振動のモードである。

次に、自励振動の特性を調べるため D'=E'=O とおく。この場合は等速継

手で連結された MR4ロータの場合にも解析したが、 ここでは内部減衰を含んで

いるため特にその影響を調べる。式(4・57)で D'=E'=O と置くと

B日+τ 自 Blー(z +ν)2  1 + j (z + i 11) C I = 0 ( 4・59)

( =土 1， :t 3・・・〉

となる。式(4・59)から得られる不安定領域図の例を図 4・16に示す。同図

より、内部減衰は σおよびAによって定まる回転数 (Pl，P2， Pa)より低速側

で安定化作用、それより高速側で不安定化作用を持つことが分かる。回転数が十

分高くなると τaに関らず系を不安定にする場合がある。図中、不安定境界に尖っ

た点が現れる場合があるが、 これはこの点で不安定条件が切り変わるためである。

次に、 D'::f::O，E'::f::O の場合の計算倒を図 4・17 (a)-(f)に示す。

これらの図では特性方程式を式(4・57 )の中央 8行 8列〈周波数成分 ±ν 〉

で近似している。その計算精度を確認するため RKG解による不安定境界も併記

しである。 σ=0の場合については、 4・5・2項で述べた方法により RKG解と
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-116-



由

トー

糸、
..::‘ 四、

0.3 

..... 0.2 
制
m 
n~ 
去さ
厳

0.1 

O 

UNSTABLE 

ーー』ー.、、、、

r一一ぐ¥¥¥
川/¥、¥¥¥¥
口、一‘-
llIt~σ=0.6 ，、¥¥一、.、、
11 d=o¥¥  

¥ ' ¥¥、

i.1A=M¥¥  

i¥〆
i¥ 
L¥ 
¥¥ 
¥¥  
¥‘¥. 

一一r，;.=0 
---r，; ~=O. 0005 
一司r.i=O. 001 

~.--.ー\~\-.一二占442

ふー~ょニラヲ宅玄03¥
¥"""::>.:-ミご〉吋〆A4 1i 

/、ご¥ i
-、 1 ・

STABLE Ll¥¥、¥¥¥‘

5.0 10.0 

無次元ロータ軸角速度 v 

図 4・16 MR4ロータの係数励振項を無視した系の不安定領域
(τ 日ν>0; ，"..=0.02) 

十分一致する不安定境界が得られている。 σ=#=0の場合についても、低回転数域

では 4・5・2項の方法による境界と RKG解による境界とに差異が見られるもの

の他の領域についてはかなり一致している。

以下に各不安定領域についてその特徴を考察する。 σ=  0， A = 0の場合〈図

4・17(a))、 ν=3.6， 2.5近傍に係数励振不安定と考えられる領域が存

在する。実際、 τ日=0の解曲線図(図 4・15(a))での交点 N10 N 3の回転

数はこれらの不安定領域の中心回転数に一致している。それぞれ傾き振動モード

の主共振、傾き振動と並進振動モードの混合共振である。 σ=0， A=0.03の
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場合(図 4・17 (b) )では、 A=Oの場合にくらべ新たな係数励振不安定領域

が発生することはないが係数励振不安定領域が高回転数側にずれ(主共振の中心

回転数は図 4・15 (a) のN1')、かつ広範囲になっている。すなわち、 ジャイ

ロモーメントが系を不安定化していると言える。 σ=0ではAの値にかかわらず

低速域で係数励振作用が自励振動作用を安定化させている。

次に軸受剛性異方性について検討する。 σ=0.6. A=Oの場合(図 4・17 

( c ) )、 τ日=0の解曲線図(図 4・15 (b) )の交点 NI. N2. Naを中心回

転数とする係数励振不安定領域が確認される。 N1. N 2が傾き振動モードの主共

振、 Naが傾き振動モードの混合共振の中心回転数を与える。同図では傾き振動モ

ードの不安定領域は大きいが、明瞭な並進モードの不安定領域は生じていない。

この理由を調べるために、運動方程式の変数を変換してモード別に考察した。独

立変数を α、 α1、 n 、 s 1からロータ中心の傾き 8x. 8 yと変位 XG. Y Gに変換
する。座標変換したときの伝達トルクに起因する項のみを示すと、

x+・・・+τ自 {BI+Dcos28 +Esin28} X=O  ( 4・60 ) 

x = rθx ( 1ー λ) B 1 = O O 

θ 日 O O 

X G O i 1 -1 I 2 O O 

Y G - 1 1 -1 2 O O O 

( 1ー λ) D = r O 1+211-1 O 
1 + 2 1 1-1 O O 

O 1 1 -1 ・2 O O 

- 1 1 -1 ・2 O O O 

( 1ー λ) E = r一1-211-1 O O 

O 1 + 2 1 1-1 O 

- 1 1-1 ・2 O O O 

O 1 1田 2 O O 
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となる。このときの特性方程式は、 τaを含む項を ±ν の成分で考えると、式(4 

・61 )のようになる。同式より並進振動の固有振動数を含む20と10に関する成

分<:議終の部分)から成る特性方程式を考えると係数励振成分のないことが分か

る。

40_1 X × O O O O 

× 30_1 X O O O O 

× 

× 

O O 

O O 

O O 

O O 

繁弘溶滋蕊~~ 0 O 総終段ぬ滋蕊

設蕊設設湾総説 O O ぬ討議終蕊~

O O 40 + 1 X × 

O O × 30.+1 X 

議ぬ滋おお熊三 × 総泌総線、、

総越線終込先話× 蕊設線議機

10 -1 =ω12ー (z + 11)2 
+ 1 

=0  ( 4・61 ) 

O はD， Eによる係数励振成分、×は Blによる非対角成分、他はすべて O。

ところで、 N2を中心回転数とする不安定領域より低回転数側では特性根による

不安定境界と RKG解によるそれとはあまり一致していない。 σ=0.6の場合

D'=E'=O の場合の不安定境界は十分大きいのでこれらの差異は係数励振作用

によるものと考えられる。 σ=0.6， A=0.03 (図 4・17 (d) )では， σ 

=0の場合と同様に、 A=Oの場合に比べて係数励振主不安定領域が高回転数側

にずれ、かっ広範囲にわたっている。 また、 ν< 3.0では特性根による境界と R

KG解による境界にはかなり差異が生じている。 この差異は近似項数の不足によ

るものと考えられるので、低回転数域について特性方程式の次数を増やし中央 8

2行 32 ~Ij で近似して計算した。その結果を図 4 ・ 1 8に示す。 しかし、 2.0く

ν< 2.8の範囲ではRKG解と比較的一致するようになったが、これより低回転

数織ではそれほど一致していない。この低回転数域ではRKG解による境界もか
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3 2行 32列近似による

MR4ロータの不安定領域

(図 4・17 (d)の場合〉

なりばらついており、種々の周波数成分が影響しあっているものと考えられる。

近似項数を婚やして計算しでもそれに伴なって数値計算誤差も増加していくので、

σ*0の場合の低回転数域では十分な精度を持つ不安定境界を定めるのはかなり

やっかいなようである。図 4・19にσ=0.6，A=0.03の場合の低回転数域

および係数励振不安定領域における RKG解の倒を示す〈上段から α，α1， β， 

β1である)。低回転数域における不安定振動波形には係数励振主不安定領域内の

ような振幅の明瞭な指数関数的増加が現れていない。 νを変えても低回転数域で

はほ沼類似の波形であり、不安定振動はそれほどきついものではない。このため、

特性棋の数値計算、 RKG解、いずれの不安定境界にも誤差が入りやすいものと

考えられる。

最後に内部減衰の影響を検討する。函 4・17(e)， (f)はそれぞれ同図

( a )と(b )の場合で内部減衰を考慮した場合である。(a )と(e )を比較

すると、内部減衰が ν=(ω1+ω3)/2を中心とする傾き振動モードと並進振動

モードの混合共振不安定領域より低速側で系を安定化さでいるが、 ωsを中心とす

る傾き振動モードの主共振より高速側では不安定化させている。同図(b )と(

f )を比べても(a )と(e )の関係と同様な傾向がみられる。いずれも図 4・1

6に現れる係数励振項を除いたときの内部減衰の効果がかなり影響しているもの

と考えられる。 また、同図(f )の νN3・を中心回転数とする領域などに見られる

ように、内部減衰が存在すると係数励振不安定領域が τ固と共に広がらず τ且が大
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きい方が安定化することもある。同図(f )では ν>8.7で τBに関わらず系が

不安定になっている。

( 1 1 )ロータ軸が外部から仕事をされる場合〈 τ011< 0場合〉

まず最初に、駆動トルクの作用方向の影響が顕著に現れる係数励振項のない系

の不安定境界を図 4・20に示す。同図は、等速継手の場合の図 2・20と同じ式

を表しているが、図 4・21以下に示す係数励振項をも含む系の不安定境界を理解

するためパラメータの値をこれらと同ーにした場合の図である。図 4・20を図 4

・16と比較すると、 σ=0.6， A=0.03の場合はいずれも下に凸の境界曲線

であり定性的に類似であるが、 それ以外のパラメータでは不安定化作用は全く逆

になっている。すなわち、 σ=0， A=0.03では、内部減衰が存在しない場合

には、 τ目>0では不安定領域は νが増加するに従って安定化しているが τ固く O
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では不安定化している。内部減衰が存在する渇合には、 νが噌加すると τ自>0で

は不安定化するが τ目<0では安定化する。 σ=0.6. A=Oでは、 τ由>0でν

は不安定化作用を持つのに対し、 τ日<0では安定化作用を持っている。 τ圃く O

での内部減衰の作用は σ=0.6. A=0.03の場合を除いて安定化作用のみ現

れており、 τ0> 0のように一点を境として低速側と高速側で安定化作用が逆にな

ることはない。 しかし、 σ=0. A=0.03の場合は τ0>0の渇合と同様に ν

> 8.7で τ自に関わらず不安定となっている。

次に、係数励振項をも含む系の不安定領域の例を図 4・21 (a).......(e) に示

す。 A=O、 (1 == 0の場合は同図(a )に示すようにトルクの符号の影響はほと

んど現れず不安定領域は図 4・17 (a)の場合とほヨ同じである。このことは、

図には示していないが σ=0.6の場合も同じであり σには関係しない。これは

係数励振項を除いた系の不安定境界が τ日>0の場合と τ日<0の場合でほとんど

差異がないことに起因すると考えられる。図 4・21 (b)、 ( c )は A=0.0 

3. (1 = 0の場合で、それぞれ σ=0とσ=0.6の場合である。これらは τ圃>
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Oの図 4・17 (b)、 ( d )に対応している。 τ白<0とτ日>0の場合とは係数

励振項を除いた系の不安定境界が定性的に異なるため、係数励振項を含む系でも

不安定境界はかなり異なっている。 τ日<0の場合の特徴的なことは、 自励振動が

ごく小さな τ日で発生するため、係数励振不安定(安定)化作用が自励振動作用に

よって打ち消されて V字型の係数励振不安定領域の前後にある安定領域は消誠し

回転数をずらせても全く安定化しないことである。すなわち、内部減衰が存在し

ない場合には τ日<0の方が τ日>0より不安定であると言える。図 4・21 (d)、

( e )は σ=0のときの内部減衰の影響を見たものである。 τ日<0では自励振動

の不安定境界が τ0>0の場合(図 4・17 (e)、 ( f ) )に比べて安定側に移

動しているため係数励振項を含む系でも安定領域が増加している。

4・6 初期交差角が存在する MR4ロータ系の安定性
考察する系は図 4・1 (b)および図 4・4の系で駆動軸が静止状態でX圃軸回り

に一 α日回転している場合である。なお、本節では継手内の減衰力は考慮しない。

4・6・1 運動方程式
ロータ軸に作用する駆動トルクに起因したモーメントと力は、前節の誘導と同

じ過程をたどり、そこで α1を α0+α1と置けば得られる。 それらは、 α， β， 

α1， β1の線形の範囲で式(4・62)、 ( 4・63 )となる。ここで、初期交差

角については前節までと同様に sin4α 日以上のオーダを無視している。

M J J x '1 = T 0 COSα 自 O 

M J J~ ， 

M J J z' (1 +sin2α 自cos2θ 3) 

X {(s-sl) sin83+ (α ー αl)cos83}

1 + s i n2α 自cos283ー α1tan α日

+α1 sin 2α 圃cos283+β1S i n 2α 日cosθ3sin83 

( 4・62)
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F 11 x・1= T且/11 O 

“w，
 

官
A

-sinα 日sin8a-2α1COS αIIsin2α 日cos28asin83F 11 z' 

-2β1 COS α日sin2α 圃Cos83sin283

一αcosα11 S i n 8 3 ( 1 + s i n2α 圃cos2θ 3)

+βcos α日cosθ3 ( 1 + s i n2α 自cos2θ 3)

sinα 由{(β ー β1)s inθ3 + (α 一α1)cos83}sin83 

( 4・63)

上式では、 82 (中間軸回転角)と 83 (ロータ軸回転角〉はこれらの軸の聞の交

差角が微小であることより近似的に等しいと置いている。それゆえ、 Mllz'成分

はMR2ロータの式(4・28) とθ2の位相角が 8O. ずれることを除いて同じ

形である。

MR2ロータの場合と同様にロータ軸自転角速度を平均的に一定に保持するた

め、負荷トルク T日'を駆動トルク T自に対して

T 11' = cos α圃(1 + s i n2α 由/2) T由 ( 4・31 ) 

と置く。このとき z'軸回りの運動方程式は

1 t A d2 8 3/ d t 2 = M 1 1 z' - T 11 ' 

であるから、 4・4節と同じ無次元量を用いて、

A83勾 τ自'sin2α 目cos2θ3 ， τ日'=TII'/2Itω 日2 ( 4・64)

となる。式(4・64)は式(4・33 )と符号が異なるのみであるから、式(4 

・33)から式(4・36)を導いたのと同じ過程をたどれば、
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θ3=;νT - e COS 2νT/4 ε=τ ピsin2α 日/Aν2

83=ν( 1 +τ曲、in2α 日sin 2νT/2Aν2 ) 
全 ν(1 +μs in 2νT) 

ν:無次元平均回転数、 μ:式(4・37 )と同じ

が得られる。

( 4・65)

ロータ軸の横方向の運動方程式は、式(4・54)の左辺の外力項に式(4・6

2 )、式(4・63 )を代入すれば、 α， β， α1， β1の線形近似の範囲で次式と

なる。

1 t ( 1 -λ) d2α Idt2+ItA(d θ3/dt)(dsldt) 

=一 M11 ~ . s i n 8 3 + 1 0 F 1 1ν・COSθ3 

m 11 1日(1ー λ)d2α 1 Id t 2ー λ1tA(d8 3/d t)(dβ Id t ) 

=λMII~'sin83 ー l 日 F 1 1 ~・ c088 3

1 t ( 1 -λ) d2β Idt2- 1 tA(d83/dt)(d αId t ) 

= M 1 1 ~. cos 8 3 + 1 0 F 1 1 ~. 8 i n 8 3 

m 11 1日(1ー λ)d2 s 1 Id t 2 +λItA(d83/dt)(dα Id t ) 

=ー λMIIν・c0883ー!日 FII~'8in8 a 

( 4・66)

上式の右辺を整理し、式(4・55 )に現れる軸受力に起因する項を付加すると、

運動方程式は次式となる。

X + (C圃+A8aCdX+B日X+τ 日・ (Bl+B2ccos28a 

+B2ssin28a+B4ccos48a+B4ssin48a) X=F (4・67)

x = [αα1ββ1 ] T 
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一一a回B 
( 1 +σ) L 1 

0 1ーσ)L 1 ] + [ーム C101
O 

B1=1141+si山 i;1tl

B20=l:E:l+山田 IL-tl

B 25 = [アよ]+ s i山口sよl
B"0=sin2α 圃 r0 K" 1 

L K" 0 J 

B "5 = s i n
2 

a日[-oK"よl

F=τ 圃'tanα圃/{11(1ー λ)} 

X [-sin2νT s in 2νT/l1λ 

-1 +cos2νT ( 1 -cos 2νT)/I 1λ] T 

ここで、 L1...... L 5 はそれぞれ式(4・55)の L1...... L 5 と同じであり、

K1=r 1+11-1 

L-I1-1ー λ-111-2

-1-211-11/4(λ ー 1) 

1 1-1 + 2λ-1 1 1 -2 J 

K2=ll-I1-1 
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K3= / (λ-1 ) 

ka=[1+I1-1 -1+211-1 1/4(λ ー 1) 

11-1 -2λ-1 1 1 -2 J 

である。上式の θ3に式(4・65)および

COS 2 8 3匂 COS2νT+εsi n 4νT/4 

sin28aミsi n 2νTー ε(1+cos4νT) /4  

cos 4 8 a匂 cos4νT+ε(sin 2νT+sin6νT) /2  

sin48a勾 si n 4νT-ε(cos2vT+cos6νT) /2  

を代入すると、運動方程式は俵終的に、

X+  (01+02ssin2νT) X+BoX+τO(El+E20cos2νT 

+ E2ssin2νT + E 40cos4 v T + E 4ssin4νT) X = F 

01 = C日+AνC1t 02s=τ 圃sin2α 圃C1/ 2ν 

E 1 = B 1一τ圃sin2α 圃B2s/ 4 A v 2 

E20=B20. E2s=B2s 

E40=B40一τ圃si n2α OB2s/4Aν2 (B 2sは第 1項のみ〉

E4s=B4s+τ 日si n2α 日B20/4 Aν2 (B 20は第 1項のみ〉

( 4・68)

となる。乙こで、無次元量はすべて前節と同じであり、 τ畠は負荷トルクを無次元

化したものである。式(4・39)と同様に τosin2α 圃を含む項は交差角による伝

達トルクの変化に起因する項であり、 τo2 s i n2α 日/Aν2を含む項はロータ軸の
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自転角速度変動に起因する項である。当然ではあるが、初期交差角の影響は MR

2ロータの場合と同様であり、 sin2α 自のオーダでは回転角速度の 4倍の係数励振

成分まで現れる。

4・6・2 安定性解析

運動方程式 (4・68)は各マトリクスが 4行 4~IJ であることを除いて MR2 ロ

ータの式(4・38 )と同じ形をしており、特性方程式もマトリクスの大きさが 4

倍になることを除いて式(4・42 )、式(4・43) と同じ形である。

4・6 ・3 安定性の数値計算例と考察

運動方程式は回転角速度の 4倍の周波数成分まで含まれるので、特性方程式は

±ν、 :!:3ν の成分を含む 32行 32列の行列式を用いて根を求め不安定境界を

定めている。 4・4節と同様、数値計算例は A=0.03の場合のみである。

( 1 )ロータ軸が外部に仕事去する場合 (τ 自ν>0の渇合〉

図 4・22 (a) - (c)に不安定領域図を示す。同図中、破線は式(4・65)

第 2式の初期交差角による速度変動率 μが一定の曲線を示している。また、一点

鎖線は係数励振項を除いた系の不安定境界を示す。係数励振項を除いた系の不安

定境界はMR2ロータの場合に似ている。 σ=0では低速域で安定域が発生し、

σに関わらず原点を通る不安定境界が生じている。高速域での傾向は図 4・16に

示した α日=O. の場合によく似ており初期交差角の影響はあまり見られない。次

に係数励振項をも含む場合を考察する。同図(a )は σ=0， r 1=0， α日=2

0・の場合であり、初期交差角が存在しない場合の図 4・17 (b)に対応してい

る。両図を比較すると、 ν< 1以下の低速域で不安定境界の差が顕著であり、初

期交差角によって不安定化しているが、 この領域では μ=1であり実際の運転域

ではないので問題とはならない。 また、 μ< 0.1の範囲では初期交差角によって

部分的に係数励振不安定領域が増大しているが、大略的にはそれほど変わりはな

い。図 4・22 (b)は σ=0.6の楊合で図 4・17 (d)に対応している。 νく

2では初期交差角によって不安定化しているが、全般的にみれば初期交差角を考

慮してもしなくても不安定領域はそれほど差異はないと言える。図 4・22 (c) 
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図 4・22 MR4ロータの不安定領埴(続き〉

はσ=0， α日=2 0 ・.ti=O.OOlの場合で内部減衰を考慮した場合である。

ν< 1で α圃=0・の場合〈図 4・17 (f) )とは差が生じているものの、 この

不安定境界近傍では μ=1であり現実的な運転範囲ではないのであまり問題とは

ならい。

以上、図 4・22に示すパラメータの範囲では、初期交差角が 20・程度であれ

ば実際運転される範囲内では不安定境界は初期交差角が存在しない場合とほとん

ど変わらないことが分かる。

( 1 1 )ロータ軸が外部から仕事をされる場合 (τ 自ν<0の場合〉

図 4・23 (a) - (c)に τ由<0の場合の不安定領域の例を示す。同図のパ

ラメータの値は図 4・22 (a) - (c)と同じである。同図は、それぞれ、図4

・21 (b)、 ( c )、 ( e )で初期交差角を考慮した場合でもある。図 4・23 

( a )は内部減衰がなく軸受剛性異方性が存在しない場合である。図 4・22 (a ι 

と比較すると不安定境界がかなり低下しており、 τ日<0となることによりかなり
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図 4・23 MR4ロータの不安定領域〈続き)

不安定化していることが分かる。これらの傾向は初期交差角が存在しない場合の

関係と類似しており〈図 4・17 (b) と図 4・21 (b)を比較〉、 τ圃の符号の

影響が強く現れている。初期交差角を考慮した場合には低速域 (ν くo. 1 )で

αIl= 0 ・の場合よりかなり不安定化しており、 しかも μがo. 1程度であるので

実際上も注目すべき領域である。図 4・23 (b)はσ=0.6、 r 1=0の場合で

ある。図 4・22 (b) と比較すると、 ν> 2.0の領域で τ日く Oの場合はかなり

不安定化している。 この場合は初期交差角が存在しない場合の関係とほ混同ーで

ある。図 4・23 (c) は内部減衰r1;を考慮した場合である。初期交差角が低速

域で不安定化作用を持つが不安定境界付近は μ=1であり問題はない。図 4・22

( c )と比較すると、 μ<0 .1では大略的には駆動トルクの方向によって不安定

境界はそれほど変化していない。

以上、 τ由<0では σ=0，rl=oの場合に初期交差角が存在すると初期交差

角が存在しない場合よりも実用的な範囲内で不安定化することが明かとなった。
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4・7 初期交差角が存在しない SR 2ロータ系の安定性
図 4・24に十字軸継手で連結された SR2ロータの座標系と変数を示す。 01

-X0YaZ0は静止座標系である。 01-XYZは01Xa軸回りに α回転し、 さら

に新しい y軸回りに β回転した座標系で、 自転角を除いてロータ軸に一致してい

る。 03-2YZ軸は三=X， Z =ー Z0，Y=-Yaの関係にある負荷軸側継手中

心03を原点とする座標系である。 SR2ロータでは継手の対が奇数個であるので、

入力軸と出力軸では継手の位相角が 800 ずれることになる。

伝達トルクに起因する横方向力成分は駆動軸側がMR2ロータと同じであり、

負荷軸側がMR4ロータと同じであるので、前節までに導いた結果を加え合わせ

れば SR2ロータの場合が得られる。第 1継手からロータ軸に作用するモーメン

トMIは式(4・10 )より次式となる。

MI= 

Y。

[ー αin2 eーβ(1ー 2θ)|T/2
α( 1 + cos 2 e ) +βsin 2 e I 

2 J x yz 

X。
FII 

0102=1 ， 0203=12 

03 

図 4・24 SR2ロータと座標系
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負荷トルクの影響は、 Oa-BYZ座標系で考えればMR4ロータの駆動トルク

に起因する式と同じ成分で表される。負荷軸側からロータ軸に作用するモーメン

ト及び力は、 Oa-8YZ座標で表すと、式 (4・53) より

M 11 = r (β'一β")ー〈 β'一β")cos28+ (α'ーα")sin281To' /2  

(α"ー α')+ (α"一α')cos28+(β"一β')sin 2θ 

2 
f ηC  

F 11 = rα"一α"cos2θ ー β"si n 2 8 1 T o' /2 I 2 + F 11 r r s • -s" 
s"+β"cos 2 8 -α"sin28 α"一α'

O 
ξηC  f ηC  

( 4・70 ) 

となる。ここで、 α， t fJ'は Oa-8YZ座標で見た中間軸の横変位角、 α"， 

β"はロータ軸の横変位角であり、図 4・24に示す方向を正に取っている。また、

自転角は θ 句 θ1旬。 2匂 8a と置いている。図 4・24より、

I 2α'+ Iα.. -0， α=ー I2α' 

I 2β'+ 1β"= 0， β=  1 2β' 

であるから、 Oa-8YZ座標でみた変位角は、 01-XoY日Zo座標でみた変位角

に対し次式で表される。

α=ー α/12，β=β/  I 2 
( 4・71 ) 

α"-α， β"-一β

( (・〉は lで無次元化〉

上式を式(4・70)に代入すると、 MIIとF11は 01-XYZ成分で次式となる。

-140-



MJJ 川 z 。-s cos 2 8 +αs in 2θlCl+l/12)To'/2 
-2 

一αー αcos2θ ー βsin 2θ 

F J J xνz 
司
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」

ーー， αー αcos2θ ー βsi n 2 8 

β+ s cos 2θ ー αsin 2 8 

To'/212 

O 

( 4・72)

ここで、 FJ J zは中間軸の軸力であるが、軸方向の運動を無視していることより軸

力が無視できるとして FJ J z匂 O と置いている。式(4・69)、式(4・72)

より、 ロータ軸に作用するモーメント Mは、

-+ 

Mxνz=MJxyz+Mllxνz+Ot02XFIIXYZ  

一 αs in 28ー βcos 2 8 1 T o / 1 2 

ー αcos28 -βs in 2 8 

( 4・73)

O 

となる。ただし、 T日=Tピと置いている。

式(4・73 )より、運動方程式に現れる伝達トルクに起因する復元力項のうち、

自励振動に関する項は打ち消されることが分かる。係数励振項はMR2ロータの

運動方程式と同じ形で残り、 その値は MR2ロータの場合の (2/12)倍となる。

それゆえ、不安定領域はMR2ロータの場合に求めたもののうち、図 4・7の係数
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励振項のみによる不安定境界と同じで縦軸を (12/2)倍にしたものである。す

なわち、 S R 2ロータの不安定領域は、 12= 2であれば MR2ロータに比べて自

励振動項が存在しないため σ=0ではかなり安定化し、 σ:f=0では係数励振不安

定領域は拡大する。 しかし、 σ:f=0の場合でも自助振動の影響が存在しなくなる

のでV字型の係数励振不安定領域が存在しない回転数域ではかなり安定化する。

明らかに、 12< 2では MR2ロータより係数励振不安定化作用が強くなり、 1 2 

>2では弱くなる。

4・8 初期交差角が存在する SR2ロータ系の安定性
前節で触れたように本モテ・ルでは継手の対が奇数個となるため、初期交差角が

存在する場合には、 たとえ駆動軸と負荷軸のそれらを等しく配置してもロータ軸

に速度変動が発生する。このような構成は実際の設計では用いることはないが、

運動方程式にどの様な項が現れるかは興味がある。本節では、前節までに導いた

結果を用いて伝達トルクに起因する項のみを導いてみる。考察する系は図 4・24

で駆動軸が X自軸回りにー α由、負荷軸が E軸回りにー α日回転した位置に固定され

ている場合である。

前節と同様、駆動トルクに起因するトルクの成分はMR2ロータの式(4・28) 

に等しい。また、 ロータ軸端 02に作用する負荷トルクに起因する力及びモーメン

トは、 03一三 YZ座標で見ればMR4ロータの式(4・62)、 ( 4・63)にお

いて次のように置き直せばよい。

(αt )M R 4→(ー α/1 2)S R2， (s t )円R4→(月/12)sR2， 

(α)円R4→(α )sR2，(s)円R4→(-s)sR2

ここで、 (・)MR4はMR4ロータ系での表現、

(・)SR2は SR2ロータ系での表現を表す。

得られた関係式をさらに Ot-XYZ座標に変換するには η座標→ -Y座標，

82→....， 82 と置き直せばよい。

駆動トルクに起因するモーメントを [Mlx Mly] T、負荷トルクに起因するモ

ーメント及び力を [Mllx MllyJ T、 [Fllx Flly] Tと置けば、 ロータ軸に
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作用するモーメント [Mx My] Tは、

Mx=M1x+M11x-1 FIIν 

Mν= MIν+M11ν+ 1 F 11 x 

となる。これらを書き下すと次のようになる。

(::]=T9'C( プ12 -1ー 1)s?262lt…/2
Mν(1  + 12-1)+(1-!2-I)cos2θ2 

+12-lr sin2θ2 

I -cos 2θ2 ::::;;:l l;l 

+ s in2α9{rO -12-1(1+12-1)/41 

L-12-1(1 + 12-1)/4 OJ 

+11;lcos2h/2+171(1+124)s n2  

+[~ ~](I2-2 ー 1 2 -1 -2 ) cos 4 8 2/ 4 

+[~1 ~](12-2 ー 1 2 -1ー 2)sin482/4} [:]) ( 4・74)

ここで、 Tピ=T目COSα自(1+sin2α 圃/2)

式(4・74)を見ると、初期交差角のため定係数の連成項({・}内の第一項)

とロータ軸回転角速度の 2倍、 4倍の周波数成分の係数励振成分が発生すること

が分かる。明らかに、 α日=0 と置けば式(4・73)から得られる運動方程式に
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一致する。 si n2α 自のかかっている定係数の連成項は等速継手の SR2ロータの場

合〈式(2・37))と同様に同符号の連成項ある。この項のみでは動的不安定な

自励振動は発生しないので、不安定領域は係数励振成分が支配的であろうと考え

られる〈静的不安定境界は係数励振不安定境界に比べて非常に安定側であるため)

なお、定係数の連成成分は式(2・37)で α目=α ピと置いた式と一致しな

いが、 これは交差角により発生する項を si n2α自のみ含む項で打ち切って近似した

ためであろうと思われる〈仮想仕事の原理を用いて直接導いても同じ結果が得ら

れることを確認している〉。

4・9 初期交差角が存在しない SR4ロータ系の安定性
図 4・25に解析モデル系を示す。本モデルは駆動軸側と負荷軸側が対称になっ

ており通常駆動軸系で用いられる継手の組合せである。

4・9・1 運動方程式
駆動トルク、負荷トルクに起因する横方向の成分は何れもMR4ロータの解析

で得られた結果が適用できる。駆動軸側中間軸の横変位角を αt，β1、ロータ軸

のそれらを α， β とする。 O~-=YZ 座標でみた負荷軸側中間軸の横変位角を

X。 Xノ 阿IV

Y。 0102=11. 030毎=12.0203=1 

図 4・25 SR4ロータと座標系
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α2、 β2、ロータ軸のそれらを α¥ β'と置く。このとき、駆動軸側ロータ軸端

に作用する駆動トルクに起因するモーメント MIIおよび力 F11は、式(4・53) 

よりロータ軸に固定した u2-XYZ座標成分で次式となる。

M 11 = [(β1ー β)ー(β1一β)cos2θ+  (α1ー α)sin2()

I (α ー αd+(α ー αI)cos 2 () + (β ー β1)sin2() 

2 

Tl!/2  

4込 M 11 x 1 

M 11 ~ I 

M 11 z J 

F 11 = A

U

A

U
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n
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凶
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u
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T 日 /2IH~， rFI1x

I F 11¥1 

l F 11 z 

( 4・75)

ここで、自転角は()1匂()2勾()3匂() ~ ~ヰ ()s=() と置き、中間軸に作用する軸力

は軸方向運動を無視しているため無視できるものとしている。負荷トルクに起因

するモーメント MIUと力 F1 Uは式(4・75)で α→ α" s → β'， α1→ α2， 

s I→ β2， 1 1.... 1 2， Y成分→ー Y成分()....-() と置いて得られ、式(4・7

6 )となる。 α β' は Û~ 一言 YZ 座標で見たロータ軸の回転角である。

M1U=[(β2ー β，)ー (β2ー β')cos2() + (α'ーα2)sin2θl

I (α2ー α')+ (α2一α')cos2() + (β'一β2)sin2θ1

L 2 

T圃/2

a M IUx 1 

M 1U ~ I 

M 1Uz J 
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F J U = rα'一α・cos 2 8 +β'sin281 T圃/212~ r FJUx 

|ー β' ー β •cos 2 8ー α'sin28I I FJUν 

L 0 LFJUz 

( 4・76 ) 

さらに、式(4・76)に

α=α， β 一β，

α2=一(1 1α1+α)/ 12.β2 = ( 1 1β1+β)/ 12 

( (・〉はロータ軸長 1= 2 1自で無次元化)

を代入すれば負荷トルクに起因するモーメント及び力を駆動軸側の変位角で表現

できる。

ロータ軸の線形近似した運動方程式は式(4・54)より次式系で表される

m 1Id2sl/dt2+m  lod2β /dt 2= F Ilx+ F IUx+ PX 

m 1 1 d2α 1 /d t 2 + m 1日d2α /dt 2 =ー F11 割一 FIU~-P~

1 t d2α / d t 2 + m 1 1 1 o d2α 1 /d t 2 + 1 t A (d8 /d t )(dβ/d t ) 

= M 1 1 x + M 1 U x - 1 F IU ~ + R x 

1 t d2β /d t 2 + m 1 1 1 od2 s 1 /d t 2 - 1 t A (d8 /d t )(d α/d t ) 

=Mlly+MIUy+ 1 FIUx+Ry 

( 4・77)

ここで、 Px，Pれ Rx， Ryは式 (2・29)で表される軸受力に起因する復元

力と減衰力及び復元モーメントと減衰モーメントの X， Y成分を表す。式(4・7

7 )に式(4・75)及び式(4・76)を代入し、式(4・55)で定義した無次

元量を用いて整理すると次式となる。

X+CX+B圃X+τ 自(B 1 + D cos 2νT+ Esin2νT) X = 0 

( 4・78 ) 
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x = [αα1ββ1 ] T 

B0， C は式(4・55 )と同じ。

Bl= 

lfL4LJl'D=l:5 L05] ， E=[ ア ~J

ra

・2'EE
B
E
E
P
E
E
E』

一一
aa『L
 

-11-1-12-1 

l仁川 11-1+ 12-1)/λ 

-1-1112-11/(1-λ) 

1 1 -1 + 1 2・1J 

L5= 3 12-1 - 11-1 1+1112・11 / ( 1ー λ)

-412-111-1 

+ 1 1-1 ( 1 1 -1十 12-1)/λ 
- I 1-1 - 12・1

ここで、 1 IはMR4ロータの場合と統ーを取るために l自(=ロータ軸長さ /2)

で無次元化した量を改めて IIと置いた。 Bl項は変数を変換すれば等速継手の場

合の SR4ロータの式(2・41 )の B1 ( a圃=a 0'= 0と置く)に一致する。式

( 4・78 )より、十字軸継手で連結すればたとえ機構を対称に配置しても係数励

振不安定が発生し得ることが分かる。

4・9・2 安定性解析
運動方程式はL4とL5の形が異なることを除いて MR4ロータの式(4・55)
と同じであるので、不安定条件の求め方も 4・4・2項で示した MR4ロータの場

合と同じである。

4・9・3 安定性の数値計算倒と考察
不安定傾舗の数値計算例を図 4・26 (a)""" (d)に示す。パラメータの数値

は 1 1 = 12 と置く以外はMR4ロータの場合と同じである。本モデルでは、等

速継手で連結された SR4ロータの解析で明かにしたように自励振動のみによる
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無次元ロータ軸角速度 ν 

( a )σ= O. A = 0の場合

STABLE 

1. 2. 3. 4. 5. 

無次元ロータ軸角速度 ν 

( b )σ=0. A=0.03の場合

図4・26 SR4ロータの不安定領域・ (α 自=0・."e=0.02)
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図 4・26 SR4ロータの不安定領犠〈続き〉
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不安定は発生しないので(静的不安定は発生するが不安定境界は十分安定側にあ

る〉、係数励振不安定が支配的であると考えられる。これらの不安定領域図をM

R4ロータの図 4・17と比較すると全く異なっていることが分かる。 σ=0の場

合(図 4・26 (a)、 ( b) )は図 4・17 (a)、 ( b )に現れる ν=Nl、

Nいを中心とする傾き振動モードの大きな係数励振主不安定領域が消滅している。

傾き振動モードと並進振動モードの和型混合共振の不安定領績と ν=N2(N2') 

近傍の不安定領域のみが残っていることが分かる。 これはロータ軸の構成を対称

にしたため傾き振動に閲する成分は駆動トルクと負荷トルクで打ち消しあってい

るためと考えられる。このことを確かめるために、運動方程式の変数を変換して

モード別に考察した。独立変数を α、 α1、 β、 β1からロータ中心の傾き 8x， 

8 yと変位 XG， Y G に変換する。座標変換したときの伝達トルクに起因する項のみ

を示すと、

x+・・・+τo {Bl+Dcos28 +Esin28} X=O  ( 4・79)

x = rθx ， ( 1ー λ) B 1 = O O O -b 1 

8 y O O b 1 O 

X G O b 1 i 2 。 O 
Y G -b 1 i 2 0 O O 

( 1ー λ) D = O O o -b 1 1， 

o 0 -bl 0 

o -bli2 0 0 
-bli2 0 O O 

O O b 1 O bl= 11-1+ 12-1 

O O O -b 1 

b 1 i 2 O O O 

O -b 1 2 O O 
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となる。このときの特性方程式は、 τ自を含む項を ±ν の成分で考えると、式(4 

・80)のようになる。

級縦揺徽 × 妙法務怨税務 o 0 
務致務第繍級~ X 詰誘拐滋設設綴 o 0 
× 思説道沿線設蕊安全 o 0 滋蕊蕊議対弘、

× 総議選総ミミ~ 0 0 終結線謀総

級鉱物総 o 0 燐泌総級 × 

~~線級 o 0 投銭湯滋~X

o 0 総泌総総投 × 察鮮総お機

o 0 絞殺泌総主主治× 総繍導主戦

• I Q _1 =ω12ー (z + V)2 
.1 

=0 ( 4・80) 

OはD，Eによる係数励振成分、 ×は BIによる非対角成分、他はすべて O。

上式より傾き振動の固有振動数を含む40と30に関する成分〈致務去の部分)から

成る特性方程式を考えると係数励振成分が現れないことが分かる。同じ様に考え

ると並進モードの主不安定領域も発生しないはずである(議終.の部分〉。 ところ

が図 4・26 (a) の左側の不安定領域は最下端が並進モードの固有振動数に一致

している(図 4・15 (a) )。 しかし、 この不安定領域は通常の係数励振領域の

ように固有振動数を中心とする V字型の領域ではなく(上述のようにして得られ

る係数励振不安定領域は必ずこのようになる)、低回転数側にのみ広がっている。

それゆえ、この領域は式(4・80 )で上述のように考案できる単純な係数励振不

安定領域ではなく、 BI項 (Xの成分〉との干渉によるものではないかと考えられ

る。このことを確認するため RKG解を求めた。その例を図 4・27に示す。同図

( a トは式(4・78 )を不安定領域内のパラメータで解いた例で確かに発散して

いる。一方、 ( b )は同式で B1 = 0と置いて解いた例であるが安定である。 この
例よりこの不安定領域は BIとE，Dの干渉で発生する領域であり、純粋な係数励

振不安定領域ではないことが確認できる。
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( b )図 4・27 (a )で B1 = 0の場合( a )図 4・27 ( a )の場合

τ由=0 .1 

RKG解の例〈 ν=1 .3) 

τ日=0.0 6 

図 4・27 

これらを比較すると定性的には σ=0の場合である。( b ) ( a ) ， 図 4・26 

は変わらないがジャイロモーメントによって不安定領域が拡大していることが分

この場合も係数励振はσ=0.6の場合である。( d ) ( c )、図4・26かる。

Dの作用による不安定領域は種々のE， の主共振は存在しないはずであるから、

不安定領域が典型的な形を例えば、組合せによる結合共撮であると考えられる。

の ν~ 3.0 の νミ 2.7を中心とする領域と同図(d ) ( c ) している図 4・26 

の結合共振とみられる。を中心とする領域は ω4とω3(e xとeyの固有振動数)

( d ) ) ( c )、これらの不安定領域を全般的に MR4ロータの場合〈図 4・17 

中主共振が存在しなくなったため高速域では非常に安定化し、

低速域でも全般的に安定化していることが分かる。

と比較すると、

初期交差角が存在する SR4ロータ系の安定性1 0 4・
負荷軸が言軸回りに解析モデルは図 4・25で駆動軸が XIl軸回りにー α由、
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4・10 ・1 運動方程式
運動方程式の駆動トルクに起因する項は MR4ロータの初期交差角を考慮した

式(式 (4・62)、 ( 4・63) )をそのまま用いればよい。負荷トルクに起因

する項は前節と同じように O~-=YZ 座標系で式 (4 ・ 62) 、式( 4・63)を

考慮し、その後、 02-XYZ座標系に変換すればよい。 ここで、 ロータ軸に発生

する軸トルクの変動は、駆動トルクと負荷トルクが等しいと置くと式(4・62) 

のz成分より、

T 0 COS α日{ (α2一α1)tan α日+ (α1一α2)sin2α 日cos2(} 3 

+ (β1ー β2)sin2α 自cosθ3sinθ a} 

となり、横変位角と初期交差角の積として残る。このままでは運動方程式の線形

解析ができないので、本章のこれまでの解析のようにこの成分は微小であると仮

定して無視し、 ロータ軸自転角速度 dθ3/ d t勾一定 (=ν)とみなす。 このとき

運動方程式は次式となる。

X+CX+B0X+τ 圃 (BI+B2ccos2νT+B2ssin2νT

+B~ccos4νT+B 4s sin4νT) X = F 

( 4・81 ) 

X = [αα1ββ1] T 

C， B Iaは式(4・55 )と同じ(Cは'1= 0と置いた式〉

B1=lfLd:l+sin2α11VI 

B2c=llU+si山 [;2-tl
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Ka=4KIII-I(1+211-1)-I， K..=KI(1-211・1)/(1+ 2 11-1) 

L .4 = -2 K2' L 6 = 4 K 1/( 1 + 2 1 1 -1 ) 

ここで、伝達トルクはMR4ロータと統ーを取るため τ日/{cos α圃(1 + s i n2 

α圃/2)} を τ圃と置いている。無次元量は式(4・55)で定義した量と同一で

ある。 また、 1 = 12と置いている。

ロータ軸速度は近似的に一定と見なしているので、式(4・81 )に現れている

初期交差角の影響は、交差角による伝達トルクの変化に起因する項のみである。

なお、駆動軸および負荷軸には回転速度変動が発生することになる。

4・10 ・2 安定性の数値計算例と考察
不安定条件の求め方はMR4ロータの初期交差角を含む場合と同じであるので

省略する。図 4・27 (a) 
-
(d)に不安定領域の計算例を示す。これらは、そ

れぞれ図 4・26 (a) - (d)で初期交差角を考慮した場合である。 σ=0の場
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-155-



0.10 

国 0.08
H 

、々
.ゐ

二0.06

盤
1~ 
5$ 0.04 
鳳i

0.02 

。

0.10 

己0.08

令、
~ 

ム 0.06
制
i五
1~ 

歪0.04嗣，

0.02 

o 

UNSTABLE 

ミ

STABLE 

1. 2. 3. 4. 

無次元ロータ軸角速度 ν 

( c )σ=O.6，A=Oの場合

1. 2. 3. 4. 

無次元ロータ軸角速度 ν 

( d )σ=O.6，A=O.03の場合
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図 4・28 SR4ロータの不安定領域(続き)
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合(図 4・27 (a)， (b)) には、 A=O.03の場合に新たに傾き振動モー

ドと並進振動モードの混合共振の不安定領域が発生している。これ以外は初期交

差角の影響はあまり現れていない。 σ=  0.6の場合(図 4・27 (c)、 ( d ) ) 

では νく 1の範囲で初期交差角が系を不安定化するとともに高周波成分により各

種モードの組合せの係数励振不安定領域が発生し不安定境界を複雑にしているが、

大略的にはそれほど不安定境界に影響を与えていないと言える。

4・11 結言
十字軸継手を介して駆動されるロータ系のトルク不安定についてMR2、 MR

4、 SR2、 SR4の各モデルロータについて解析した結果、以下のことが分か

った。

(1)MR2ロー夕、 MR4ロー夕、 SR4ロータの運動方程式は、駆動軸及

び負荷軸が初期交差角を含む場合、それぞれ、式(4・39 )、式(4・67)、

式(4・81 )で与えられる。

( 2 )何れのロータモデルの場合も伝達トルクは運動方程式の復元力項に、等

速継手で連結された系と同じ一定の非対角成分と周期成分が現れ、自励振動と係

数励振振動のいずれも発生させる。周期成分は、初期交差角が存在しない場合は

回転角速度の 2倍の周波数成分、初期交差角が存在する場合は回転角速度の 2倍

および 4倍の周波数成分会持つ。

( 3 )自励振動の特性は等速継手系と同じである。

( 4 )自励振動の不安定化作用と係数励振振動の不安定化作用を比べると、初

期交差角が存在しない場合には、主共振の係数励振不安定領域より低速側では係

数励振不安定化作用の方が強く高速側では自励振動の方が強い。初期交差角が存

在すると、低速域でも自励振動の影響が支配的となる。

(5)MR2、 MR4ロータでの自励振動はロータ軸が外部に仕事をする場合

と外部から仕事をされる場合ではその不安定境界が大幅に変化する。係数励振項

が存在する系でも自励振動の影響のためロータ軸が外部に仕事をする場合と外部

から仕事をされる場合では不安定境界が大幅に異なる。

( 6 )初期交差角が存在すると不安定境界は影響を受け、特に低速域では不安
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定化作用を持つことが多い。 しかし、 ロータ軸が外部から仕事をされる場合で軸

受剛性異方性が存在しない渇合を除いて軸の回転角速度変動の実用的な許容範囲

内ではほとんど問題はない。

( 7 )軸受剛性異方性は自励振動に対しては安定化作用を持つが係数励振振動

に対しては不安定領域を拡大し、等速継手系の場合のように必ずしも安定化作用

を持たない。回転数域によっては安定化することも不安定化することもある。

( 8 )ジャイロモーメントは係数励振不安定領域を拡大する。

( 9 )内部減衰力は係数励振項を除いた系で存在する不安定化(安定化〉作用

と類似の作用が係数励振項を含む系でも存在する。

(10) SR4ロータでは係数励振の主不安定領域は消誠し、結合型係数励振

不安定領域のみ存在する。それゆえ、 MR4ロータより安定である。

( 1 1)係数励振系の無限次元の特性方程式を有限次元で打ち切る場合、系が

自励振動系でもあると最高次の固有振動成分について自励振動と係数励振振動の

相互作用が無視され、誤った不安定境界を与えることがある。
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第 5章

5・1 緒言

たわみ軸継手で連結された
回転体の不安定振動

発電プラントなどに代表される定置型の大型回転軸系は自在継手でなくたわみ

継手で結合されることがほとんどであるは 1)。その場合、軸継手としては歯車形

や金属ばね形(ダイアブラム式や振ばね式)がよく用いられており、最近は歯車

形よりも金属ばね形が多く用いられるようになっている。 これは軸系の加工精度

や据え付け精度が向上しミスアライメントを小さく抑えられるようになったため

許容角度が小さいダイアフラム式などでもよくなったことと、歯車継手に起因す

る異常振動が嫌われるためである。

ダイアプラム軸継手〈図 5・1)はその回転変位に対するばね定数が軸に比べて

十分小さく作られているので、 ロータ軸系に不つりあい振動などによるたわみが

発生すると、結合されているこ軸の間に継手部において無視できない交差角が発

生する。この状態でトルクを伝達すると前章までに調べた交差角に起因する横方

向のモーメントが発生し系が不安定になることが考えられる。

セルフロックナット

図 5・1 ダイアプラム軸継手
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ところで、軸継手で連結されたこ軸に軸トルクが作用しているときのトルクに

起因する曲げモーメント成分は、継手がどの様な構造であっても継手の前後で式

( 2・15 )に相当する式が成立するはずである。ここで、同式中の δrBが継手

の種類に依存して種々の形を取ることになる。第 2章者の等速継手や第 4章の十字

軸継手などの自在継手では、従動軸の自転と横変位の関係は機構的に決っており

この δ7日は比較的すっきりした式で表現できた。 ダイアブラム継手を含む軸系を

モデル化する際に、 ダイアブラムを弾性円板で置き換えることが考えられるが、

式(2・15 )の考え方を弾性円板に適用すると弾性体の曲げ変形とねじり変形を

同時に考えることになり、通常の弾性解析で行われている解析よりかなり高度な

解析を行う必要がある。そのため、この様な方法は基本的な振動解析にはあまり

有用とは考えられない。軸系の振動現象を扱うにはもう少しマクロにとらえた方

が簡単な計算で見通しのよい振動特性の把握ができると考えられる。例えば、

K lo.pas'''')やBanister(6)はフランジ継手のばね特性を非線形モデル化して軸振

動解析に用いている。そこで、本論文では、継手におけるトルクの伝達方向を仮

定し、その方向をパラメータとして不安定化の可能性を検討することにする。

前章までは剛性ロータ系について安定性に及ぼすトルクの影響を検討したが、

本章では 4自由度の剛性ロータ〈図 2・l(b)，(d)) と弾性ロータ〈図 5・2

を扱う。聞性ロータとばね復元力を持つ軸受から成る系は剛支持の弾性ロータ系

と振動論的に等価である場合も多いが、軸の傾きが大きな影響を持つトルクに起

因する不安定問題では必ずしも等価であるとは限らない。例えば、剛体軸ではつ

りあって振動論的外力とはならない同じ大きさで符号のみ異なる軸両端の曲げモ

ーメントは、弾性軸では軸のたわみを起こし横変位と傾きを発生させる。弾性軸

が回転体を有していればこの回転体の運動に対して加振源となることになる。し

かし、弾性軸を含む回転体の解析では剛性ロータの場合のように運動方程式を書

き下してトルクの伝達方向の影響を数式上で考察することが困難なため、次節で

は、 まず、 ロータ軸系を剛性ロータとして解析し、安定性に及ぼすトルクの作用

方向の影響を前章までの結果と比較して考察する。その後、弾性ロータモデルを

用いて安定性解析を行い伝達トルクに起因するロータ系の限界トルクを求め、そ

れと一般に軸の設計に用いられる材料強度から決まるロータ軸の限界トルクとの

比較検討を行う。
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(a) MF4ロータ
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(b) SF4ロータ

① Flexible Joint ⑦ Flexible Rotor Shaft ③ R肘ig引id旦.Qrivi吋in吋19Shaft 
⑤ Ri旬gi柑dIn川t旬enn官叩n削1

CC Direction of Torque 
図 5・2 弾性ロータモデル

なお、たわみ継手はミスアライメントの存在する軸系を連結するのに用いるも

のであるが、軸系の芯遣い(平行なずれ、偏角〉は軸系にとっては静的な一定の

たわみを与えるだけであり (82)、安定性には関係なく強制力として作用するだけ

であるからここでは考慮しない。

5・2 たわみ継手のモデル化
第 2章で解析したように、等速継手では従動軸の横変位に伴う自転角 γ圃(式(

2・3)、 ( 2・4))は、横変位に伴うねじりが存在しない条件と等価であった。
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一方、弾性円板では連結された軸の横変位に伴ってねじりが生じると考えられる。

そこで、図 2・4と同じ系で継手部分の横変位に伴う従動軸の自転角が ρre (ρ 

:パラメータ)であると仮定してみる。 ρ= 1 がねじれのない場合である。この

とき、式(2・15 )に対応する継手前後での仮想仕事を考えると、

T自(δ8+ρδre)=Mxcossδα+Mνδs+Mz(sins+δ8) ( 5・1) 

となり、横方向のモーメントは、 α、 βの線形の範囲で、

Mx=(ρ/2-1 )βTe. Mν=ραT自/2

となる。 ところが、 このモーメントは ρ'*1 では駆動軸と従動軸のなす平面内
に存在しない。物理的に考えると、対称に作られた軸継手は変形してもその変形

は駆動軸と従動軸のなす面に関して面対称になるはずであり、式(5・1)のよう

な考え方は不合理であることが分かる。一般の変形は式(5・1)のように単純な

関係では表現できない。

そこで、継手の前後でトルクの伝達方向を次のようにモデル化する。すなわち、

交差するこ軸をたわみ継手で結合した場合、伝達トルクの方向は二軸のなす平面

内にあり、かっ二軸の交差角の聞に存在するはずであるから、その方向を二軸の

なす平面内で測った交差角 αに対して ε1α 〈ε パラメータ O;:aεt;:al)で

あると仮定する。そして交差角に比例する復元モーメント kα(k=一定〉を導

入する。第 2章との対比で言えば εt=0.5. k=O が等速継手の場合である。

5・3 MR4ロータ系の安定性
本節では第 2章の MR4ロータについて前節でモデル化したたわみ継手を用い

て結合した場合の安定解析を行う。 MR4ロータでは負荷トルクについても作用

方向を表すパラメータを導入する。考察するモデルロータの座標系を図 5・3に示

す。同モデルは継手部を除いて図 2・15と同じである。駆動トルクは駆動軸に沿

った T日で、負荷トルクは大きさがー T日である。なお、本章では簡単化のため式

の記述はすべて微小回転角変位、微小変位の場合である。
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図 5・3 MR4ロータの座標系

5・3・1 運動方程式
静止座標系 01ーX自Y圃z"と中間軸固定座標系 01-XtYtZt、及び回転体中
心に原点を持つ静止座標に平行な座標系O-xピy，，'Z，，'とロータ軸固定の座標

系0-X Y Z とはそれぞれ微小変位角の仮定のもとに次式で変換される。
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(5・2) 

継手部分では、 モーメントは、第 1継手で駆動軸と中間軸の交差角 [α10 fJtJ 

に対して静止座標で駆動軸からみて [ε1αt. ε1β tJの方向で伝達される。第

2継手で中間軸とロータ軸の交差角 [α ーαt. βーβtJに対して中間軸固定の

Ot-XtYtZt座標で中間軸からみて [εt(α ーαd. εt (β ーβt}Jの方向、
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すなわち、静止座標でみて [ε1(α ー αt>+α1. εパβー βd+stJの方向で

伝達される。 ここで、 [・.・]は各座標系の x軸回りの角度と y軸回りの角度を

示す。 このように置くと第 1継手で伝達されるモーメント Mlは大きさを Mlとし

て次式で表される。

ー

α

β

I

l
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c
u
 

ε
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F
E
l
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-
l
a
l
l
a
-
-
t
L
 

M
 

一一M
 

= M 1 r (ε1一1)β1 

1 (1ー εt>α1

( 5・3) 

x 1 Y 1 z 1 

ここで、 ε1 = 0は伝達トルクが駆動軸方向に沿う場合で、 ε1 = 1は中間軸方向

に沿う場合を意味する。同様に、第 2継手において伝達されるモーメント M2は、

大きさを M2として、

M2 = M2 rε1 (β -sd+β1 

1-ε1 (α ーαdーα1

= M2 rε1 (β ー β1) 

|ε1 (α1ー α)

H自VIl21l L 1 J xlylzl 

= M2 (ε1一1)(β ー βdl

( 1ー ε1)(α ー α1) 1 

( 5・4) 

と表せる。第 2継手で伝達される力 F2を

f 23 J xlν1 z 1 何回
ヲ

ι
個
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( 5・5) F2=rf211 = 

f 22 

と置き、中間軸で原点 01回りのモーメントのつりあいを取ると次式が成立する(

01-X1Y1Zl成分表示式を用いる)。
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T圃 r(ε1-1 )β1 

( 1ー εt>α1 εI (α1一α) f 21 

= M2 rε1 (β-β1)1+llr-f22 

O 

ここで、 MI= T日と置いている。上式より M2. f21. f22を求めると、 F2. 

M2は次式となる。

I 1 F 2 

=T日r( 1 -2εdα1+ε1α = T 0 ( 1 -2ε1 )α1+ε1α 

( 1 -2ε ds 1 +ε 1 s ( 1 -2ε ds 1 +ε 1 s 

f 23 H日YIil2日 f 23 J x 1 ~ 1 z 1 

( 5・6) 

レ T0 rβ +(1-edβ1  =Tlilf( ー 1…l
1 J x日Y日20 1 Jx~z 

( 5・7) 

さらに、負荷トルクについてもその作用方向を表すパラメータ ε2を用いて次式の

ように置く。

M3 =一 T日 四
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ε

一

(ε2ー 1)β 

( 1ー ε2)α 

( 5・8) 

x~z 

ここで、 ε2 = 0は負荷トルクが静止座標方向(駆動軸方向)であることを表し、

ε2 = 1はロータ軸に沿う方向であることを表す。

運動方程式はオイラーの運動方程式(2・30 )で与えられる。外力のうち、軸

受力に起因する項は 2・4節の場合と同じであるが、伝達トルクに起因する項及び

継手部のばね復元モーメントに起因する項は新たに導く必要がある。 ところで、
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オイラーの運動方程式(2・30 )は回転体の重心回りの三つの回転角と重心の三

つの並進変位を一般座標とするラグランジュの運動方程式と見なせる。微小変位

では、 自転軸回りの回転運動は駆動トルクと負荷トルクの絶対値が等しいから変

動がない。 また、 自転軸方向の並進運動は無視できる。 それゆえ、一般座標は重

心に原点を持つ x軸および y軸回りの回転角 8x， 8 yと重心の x軸方向および y

軸方向の変位 XG， Y Gを考えればよい。その場合の一般力は、仮想仕事を δ8x， 

δ8 y， δX  G， δY  G成分に分ければ各変分の係数として得られる (83)。まず、

F2' M2' M3が作用するロータ軸に仮想仕事の原理を適用して伝達トルクに起因

する一般化力を導く。仮想仕事は、

δw  = f 21 1 1δβ1 - f 22 1 1δα1 

+T自 {ε ls+(l-εdβ1一 ε2s }δα 

+T日{( 1 -ε1)(α ー αd一(1ー ε2)α}δn ( 5・8) 

と表せる。変数を次式で表される回転体中心 XG， Y G及び傾き角 θx，8 y 

XG=11sl+10βY G = - 1 1α1一l圃α8x=s，8y=一α

11 :中間軸長さ、 1 Il :第 2継手から円板中心までの長さ

で表すと、式(5・8)は

δw  = f 21δX G + f 22δY G 

+ (ー!日 f21 + T白{( 1 -ε1)(α ー α1)+ (ε2 -1 )α} )δ8 x 

+ (ー!日 f22 + T自{ー ε1s + (ε 1-1)sl+ε2 s} )δ8 ~ ( 5・8)， 

となり、 XG， YG， 8x， θ日に関する一般化力 FxG， F ~G ， F fi x， F fi ~が、次

式のように得られる。

Fx= ((2ε1-1)YG/ll+ {(1-2ε t> 1 III 1 1一εd 8~) T圃I1 t 
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Fν= (( 1 -2ε dXG/ll+ {(2ε1ー 1) 1自111 +εdθx) Tll/ll 

FOx=({(1-2εdI0/11+(1ー εd} YG/ll 

+ {( 2ε1一1) 1日21112+(2ε1-1 ) 1日111 +ε1一ε2}(}ν) T由

Foν= ( {( 2ε1 -1 ) 1由11 1 + (ε1-1)} XGJI 1 

+ {(1-2ε1) 1 1121 1 12+ ( 1 -2εdl日111 +ε2一εd(} x) TIl 

(5・10) 

次に、ばね復元モーメントに起因する項を伝達トルクと同様に一般化力として

求める。このモーメントは継手で連結した二軸の相対変位角に比例すると仮定し

ているから、第 1継手において中間軸に作用するモーメントは

Ml = k rー α1
1ー β1

o 

= k 

H自Y白21l

一α1

一β1

o J xlylzl 

と表せる。第 2継手においてロータ軸側に作用するモーメントは、

M2=…-α)1=kl-… 
一(s-sdl ー(s-s d 

o J x日Y自21l 0 J xlylz1 

= k rー (α ー αdl
一(β ー βdl M 2y 

O M2z 

(5・11) 

( 5・12) 

と表せる。これらのモーメントに起因して第 2継手において発生する力を

F2= r f21 
I f 22 

lf23Jxlylzl 

一一 f 21 ( 5・13) 

f 22 

f 23 xyz 

ー167-



と置けば、中間軸におけるモーメントのつりあいより Ot-XtYtZt成分で

M t = M 2 + 1 1 r -f 22 

f 2 t 

O 

が成立する。これより、

ItF2=k β-2β1 

2α1一α

= k rβ-2β1 

I 2α1一α

( 5・14) 

O xtytzt L 0 日目.v圃・ Z8 • 

が得られる。 M2. F 2が作用する系に仮想仕事の原理を適用すると、

δw  = f 21 (δX G一18δ8 x) + f 22 (δY G -1 8δθy) 

-M2xδθν+ M2νδ8 x 

となり、 XG. Y G. 8 x. 8 yに関する一般化力

FxG=-k {2xG/112ー (1+218/It)8x/lt} 

F yG = -k {2 Y GI 1 t 2ー(1 + 2 1日11 d 8 y/ 1 d 

Fs x=-k {一(1 + 2 1日Ild XG/lt 

+ (2 1邑2/112+218/It+1)8x} 

Fsν= -k {一 (1+2Io/ld YG/lt 

+ (2 1日2/1t2+21日/lt+1)8ν}

( 5・15) 

を得る。

式(5・10)、 ( 5・15 )および軸受力に関する式(2・29)を式(2・3
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0)に代入すると、運動方程式は式(2・32) と同じ無次元量を用いて次式で表

される。

X+CX+ (B0+κB日'+τ 圃Bd X = 0 ( 5・16 ) 

X= [8x 8νXG  YG]T 

C， B 0は式(2・32)と同じ。

B日'=1 6/1 12 

Xf(1+ll+112/2) O 一(1+1112) O 

Bl= 

O 

O (1+11+112/2) 

-i2(1+11I2) O 

O -i2(1+11I2) 

議泌総泌総燃側議滋樹滋

誌側諸線譜議弘、泌総納涼お

滋滋総議議泌総総泌総淑落選

終導総連隊総謀総総議黙殺蕊蕊~

O 

O (2ε1 -1 +εlldi2/112 

( 1 -2ε1一ε11di2/1 12 O 

O 

i 2 

O 

O 

一(1+11/2) 

O 

i 2 

(2ε1-1)/112 

+ (ε1 -1 )/ 1 1 

(1 -2εd/ i 12 

+ ( 1ー ε1) / 1 1 

O 

O 務鉱務瀦務第数紘鋭猪綴

絡協絞殺脇島貌認~ O 

但し、 κ= k / (K 1 02); K:軸受平均ばね定数、 (・〉 1 oによる無次元化。

明らかに式(5・16 )の Blは、式(2・32)のB1マトリクスで ε1= 0.5、

a圃=0と置いた場合に一致する。式(5・16)より ε1:#=0.5の場合には分母
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に I12を含む項が現れる。 1Iは通常 1に比べてかなり小さい値であるからこれ

らの項の絶対値はそれ以外の項に比べて大きい。それゆえ、 ε1=0.5の前後で

ε1の影響は大幅に変化することが予測される。復元力項非対角成分の対称性につ

いては、 ex， θν に関する 2自由度連成項(B Iのお総の項)は ε1手 0.5の場合

もε1=0.5の場合と同様に逆対称である。 XG， Y Gに関する 2自由度連成項(

BIの定予言説の項)は ε1*0.5の場合に ε1=0.5の場合では存在しない逆対称成

分が生じている。 4自由度連成項も e1= 0 . 5の場合には対角線に関して対称で

あったが、 ε1* 0.5の場合には対称性がくずれ一般に対称成分と逆対称成分が

生じる。これらより、不安定境界は ε1=0.5の場合と ε1*0.5の場合でかな

り傾向が異なるとともに、 ε1* 0.5では I1-2や 1I・1を含む項が現れるため

ε1= 0.5の場合に比べ不安定化するものと予測される。

5・3・2 安定性の数値計算例と考察
式(5・16)の運動方程式を第 2章と閉じ解析方法に従って不安定解析を行っ

た。図 5・4にH=Oのときの eIの影響を図 2・16と同じパラメータの値につい

て示しである。前項で考察したように、 ε1手 0.5では不安定境界は ε1=0.5 

にくらべてかなり低下しており IIが小さいほどその差が著しい。 しかし、細かく

見ると(同図右〉、 ε1= 0.5の近傍では IIによって不安定境界はそれほど変化

していない。 これは、 この近傍では IIを含まないex， e yの 2自由度連成項(

ε2一εdが支配的であるためと考えられる。この傾向はジャイロモーメントの

影響が存在する場合でも変わらない。図 5・5にH+Oの場合を 1Iを変えて計算

した例を示す。同図は κ=0， σ=  0の場合である。 ジャイロモーメントの影響

は ε1=0.5の場合には ε2によって変わるが、 ε1=0または ε1=1 .0の場合

には ε2にはほとんど依存していない(厳密には同ーではない〉。これは第 2章お

よび第 3奪で明らかにした復元力項非対角成分の不安定化特性に起因するものと

考えられる。すなわち、復元力項非対角成分が逆対称成分を含む場合 (MR 4ロ

ータ)ではジャイロモーメントが不安定境界に影響を与え、復元力項非対角成分

が対称成分のみとなる場合(S R 4ロータ)ではジャイロモーメントが不安定境

界に影響を及ぼさない。式(5・16 )の場合、 ε1= 0.5では逆対称成分は ε2
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を含む項lこしか存在しないので ε2の影響を強く受ける。 εt * 0.5では逆対称成
分がすべての項に存在し、 しかも ε2を含む項は 1t -tを含まないので、 ε2の影響

が 1t -tを含む項の影響に隠れてしまい ε2による不安定境界の差が見られなくな

るものと考えられる。逆対称成分が全く存在しなくなる εt=ε2=0 .5ではジャ

イロモーメントの影響は全くない。 ε=ε2 = 0 .5の場合、第 3章の解析より不

安定は静的であることは明かである。図 5・5の εt= 0.5， ε2 = 1 .0 の場合

が図 2・16の場合である。第 2章では、 σ=0の場合ジャイロモーメントが安定

化作用をもたらすと考えたが、図 5・5より負荷トルクの方向に起因して ε2= 1 

(第 2章の場合〉では安定化作用を持つが ε2=0の場合では全く安定化作用を持

たないことが分かった。

次に、図 5・6に軸受剛性異方性の影響を示す。同図は κ=0， σ=  0.6の場

合である。図 5・5と比較すると、 εt = 0.5， ε2 = 0 . 5の場合を除いてごく低

速域では安定化している。 2・6節に示したように、対称な 4自由度連成項のみ存

在する ε1=ε2= 0 .5の場合ではHが不安定境界に影響を及ぼさない。図 5・5、

図 5・6の 11の膨響を見ると、 これらの図では(a )→(  b )→(  c )と 11が小

さくなるほど不安定化しており、 しかも 11が小さくなるにつれて ε1= 0.5の場

合と ε1= 0， 1.0の場合の不安定境界の差が著しくなっていることが分かる。

いずれの場合も大略的には ε1= 0.5の不安定境界は 11 -1に比例して変化してお

り、 ε1 = 0， 1.0の不安定境界は 1t -2に比例して変化している。これらの傾向

は式(5・16)より次のように考えられる。すなわち、 ε1 = 0.5の場合は B1 

の各要素は 1t -1を含まない項と 1t -1に比例した項のみのため不安定境界が

1 1 -1に比例して変化し、 ε1 * 0.5の場合には 11 -2を含む項が現れるため絶対
値が最も大きくなるこれらの項に比例して不安定境界が変化する。

次に、たわみ継手のばね定数 κの影響を 11=0.1の場合について図 5・7、図

5・8に示す。図 5・7はσ=0の場合、図 5・8はσ=0.6の場合である。各図

とも(a)が κ=0、 ( b )が κ=0.01、 ( c )が κ=0 .1の場合である。

ほとんどの不安定境界が κが大きくなるにつれて安定化している。明らかに剛性

ロータでは κ→∞で振動しなくなる(完全に安定)ので、 その過程として κがそ

れほど大きくなくても κが大きくなるほど安定化していくものと考えられる。
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5・4 S R 4ロータ系の安定性
考察するモデルロータの座標系を図 5・9に示す。モデルは継手がたわみ継手で

あることを除いて第 2章で解析した SR4ロータと同じである。

5・4・1 運動方程式
ロータ軸に作用する駆動トルクに起因した力及びモーメント F2とM2は式(5 

・6)、式(5・7)で与えられる。負荷側の条件は駆動側の条件と同一でトルク

の作用方向が逆になるだけであるので、前節と同じ過程をたどれば負荷トルクに

起因したロータ軸に作用するモーメントと力 M4. F 4を導くことができる。負荷

側中間軸の回転変位角を α2. β2と表わす(図 5・9に示す方向を正と定義する)。

静止座標系 Ol-X"Y日Z"に平行な原点を Oaとする座標系 Oa-X，，"Y，，"Z，，"及

ぴ負荷側中間軸に固定した動座標系 Oa-X2Y2Z2を取る。 Z2軸は中間軸から負

荷軸に向う方向を正とする。駆動軸側と同様に考えると、 Z園"軸方向にー Toのト

ルクが作用し、 Z 2軸方向一 12に継手中心があると考えればよいから、式(5・6)

、式(5・7)より

X~ 

X。 x X~ 

Y。 Z2 
Yl Y~ 

0102= 11. Oa04= 12. 0204= 

図 5・8 S R 4ロータの座標系
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1 2 F 4 

=T日 rC 1 -2εdα2+ε1α 

C 1 -2ε 1) s 2 +ε 1s 

f 43 

M4=Tor-ε 1 s + Cε1 -1 )β2 

|ε1α+ C 1ー εt>α2

=T日 rC 1 -2ε t>α2+ε1α 

( 1 -2ε t>β2+ε 1 s 

H日Y白z日

=T目

H日Y目2O

f 43 

( 1ー ε1)(sー β2) 

(ε1 -1 )(α ー α2) 

x2ν2z2 

( 5・17) 

xyz 

C 5・18) 

が得られる。 F2，F4， M2， M4が作用するロータ軸に仮想仕事の原理を適用す

れば次式が得られる。

δw  = f 21 11δβ1 -f 22 1 1δα1 -f 41 1 2δβ2 + f 42 1 2δα2 

+ To {ε1β+ ( 1 -εdβ1 }δα+T自C1ー ε1)(α ー αt>δH

-T日 {ε 1s + ( 1ー εt>β2}δα ー T自C1ー εdCα ー α2)δβ 

( 5・19) 

変数をロータ中心の傾き 8x， θν と変位 XG， Y G 

X G = 11β1 + loβ=一12 s 2一1oβ， 

Y G = - 1 1α1-loα= 1 2α2 + 1日α，

8x=β， 8y=ー α

( 2 1日= ロータ軸長さ)

に置き直し、式(5・19 )を変形すると XG， Y G，θx， 8 yに関する一般化力、

FxG=2To{(1-2ε1) 1日/11一 ε1}8 y / 1 1 

F yG = 2 T日{(2ε1 -1 ) 1日/11 +εd  8 x/ 11 

FOx=2T日{(1 -2ε t>1日/1 1 + 1ー ε1} Y G/ 11 

ー 178~



F 9ν=2T日 {(2s1-1)lolll+ε，-1 } X GI 1， 
(5・20)

が得られる。 なお、簡単化のため 1 1 = 12 と置いている。

次に、ばね復元モーメントに起因する項を前節と同様に一般化力として求める。

駆動軸側継手の復元モーメントに起因するモーメント及び力M2. F 2は式(5・1

2)、 ( 5・14 )で与えられる。負荷側継手については、 M2. F 2に置いて

α1→ α2. s 1→ s 2. 1 1→ー 12 と置くことによりモーメント M4および力 F4が

求められ、次のようになる。

、‘，，，、‘，，，

内
ζ

の，‘

α

Qド
一
一

ハU

α
ρ
ド

，，‘、，，‘、

一一

rBgagaBEE--EEEEB
，.，
tEE』

L
M
H
 一-

au『M
 

xνz (X 0 Y自20)
afil 

( 5・21 ) 

F4=k/12 

α-2α2 

2β2一β ( 5・22)

f 43 X0・Y0' 20・(x1 Y 1 z 1 ) 

-a

の
ζ

ぬ
4

・

4
a『

a
a『

a
m喝

の
す
A

，E・
8
E
-

r
B
E
E
-
E
B
i
l
l
i
-
-
z
L
 

A
圃

xyz 

M2. M4. F2. F 4が作用している系に仮想仕事の原理を適用すると

δw  = f 21 1 Iδ s 1 - f 22 1 1δαI+M2X0δα+ M2yδβ 

-f 41 1 2δβ2+f4212δα2 + M4X目δα+M4yδβ(  5・23)

が得られる。変数を XG. Y G. θX. 8 yに変換し、 これらに関する一般化力を求

めると次式となる。

F xG = -2 k X G 1 1 ，2 
FyG=-2kYG/I12 

F 9 x =一 2k (2 1 021 1 12+ 2 1 01 1 1 + 1 ) 8 x 

F 9ν=ー 2k (2 1 021 1 12+ 2 1日11，+1)8ν
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( 5・24)

運動方程式は式(5・16) と同じ形で表され、

X+CX+ (B，， +κB自'+τ 由BdX=  0 ( 5・25)

とおける。 ここで、 X， C， B自は式(5・16) と同じである。伝達トルクを含

む項は式(5・20 )より式(5・26 )となり、継手の復元モーメントによる項

は式(5・24)より式(5・27) となる。 なお、 同式中(・)は!日で無次元化

した量である。

B 1 = 2 O O O (2ε1-1)/112+(ε1 -1 )/ 1 1 

O O ( 1 -2εd/112+(1ー εd/ll O 

O { (2ε1 -1 )/ 1 12+ε1/ 1 d i 2 

{( 1 -2εd/ 1 12ー ε1/1 d i 2 O 

B日'=216/112

XfCl+ll+112/2) O O 

O (1+11+112/2) O 

O O i 2 

O 。 O 

O 

O 

O 

i 2 

O 

。
O 

O 

( 5・26 ) 

( 5・27)

Blは式(5・16 )の場合の 4自由度連成項を 2倍したものであり、 ε=  

0.5の場合は等速継手で連結された SR4ロータの運動方程式(2・41 )の
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Blマトリクスで a日=0の場合に一致する。 この場合も ε1*0.5では 11 -2を含

む項が現れるため各成分の絶対値が e 1 = 0 . 5の場合よりもかなり大きくなり、

ε1が 0.5からずれると急激に不安定化することが考えられる。前節の場合と同

様に、 ε1手 0.5では非対角成分の対称性がくずれ一般に対称成分と逆対称成分

が存在するため、 ε1*0.5では系の安定性は 2・6節で解析した等速継手で連結

された SR4ロータとは定性的にも異なると考えられる。 Bピは式(5・16 )の

渇合の Bピの対角成分のみを 2倍したものであり、式(5・16 )と異なり各変数

間の連成成分はない。

5・4・2 安定性の数値計算倒と考察
運動方程式(5・25)を前節と同様に解析したときの不安定領域の倒を図 5・

1 0...... 5・14に示す。図 5・10はH= 0， κ=0のときの ε1の影響を 11をパ

ラメータにして調べたものである。 MR4ロータの図 5・4と同様に ε1が 0.5か

らずれると急激に不安定化しており、 しかもいが小さいほどその差が大きくなっ

ている。ただ、図 5・4と異なり図 5・10では 11=0.1では ε1= 0.5で最も

安定になるのではなく ε1が0.5から少しずれた点で最も安定になっている。同

図は ε1= 0.5に闘して不安定境界が対称になっている。 このことは第8章 3・3
節(c )の結果及び式(5・26)より理解できる。すなわち、式(5・26)の

各成分の第 1項は対角線に関して逆対称であり、かっその値は ε1= 0.5に関し

て逆対称である。逆対称な 4自由度連成項は、式(3・16) よりその符号は不安

定境界に影響を与えないから ε1= 0.5に関して不安定境界が対称になることは

理解できる。第 2項は対角線に関して対称ではないが、 ε1 = 0.5に闘して対称

な 1ーε1とε1のみを含んでいる。復元力項非対角成分が 4自由度連成項のみか

らなる場合には特性方程式の係数には非対角成分が積の形で現れるため、この項

もε1= 0.5に闘して対称な不安定化作用をもっ。

図 5・11、図 5・12はκ=0の場合のジャイロモーメントの不安定境界に及

ぼす影響を 11の値を変えて示している。図 5・11はσ=0、図 5・12はσ=

0.6の場合である。いずれも 2・6節の等速継手で連結された SR4ロータの場

合に示したように、 ε1 = 0.5ではジャイロモーメントは不安定境界に影響を及
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ーメントが不安定境界に影響を及ぼす。

また、 2・6節で示したように ε1= 0.5 

でH=Oでは静的不安定が発生していた

が、 ε1 #= 0.5では常に動的不安定であ

る。 これらはいずれも ε1#= 0.5で 4自

由度連成項に逆対称成分が現れるためで

あると考えられる。 さらに、 11 = 0.1 

の時、図 5・10で示した不安定境界の

ε1 = 0.5を中心とする上に凹な曲線の

範囲内に ε1があるときは、不安定境界は

ジャイロモーメントの影響を受けていな

いことが分かる。図 5・11、図 5・12 

では不安定境界は ε1= 0.5では 11 -1に
比例しており、 ε1  #= 0.5では 11 -n ( 1 

<nく 2)に比例している。このことは

MR4ロータの場合と同様、運動方程式

( 5・26)のBIの各要素が、 ε1 = O. 
5では 11 -tに比例しているが、 εt #= O. 

5では 1t -2， 1 1 -1を含むためであると

考えられる。 ε1手 0.5では σ=0の場 10-5 

ぼさないが、 ε1 #= 0.5ではジャイロモ

合も σ=0.6の場合も、 1 1に関係しな

いある決まった Hを境にジャイロモーメ

ントが安定化作用を持つ領域と不安定化

作用を持つ領域がある。

次に、図 5・13、図 5・14に κの影

響を 1t = 0の場合について示す。図 5・
1 3はσ=0の場合、図 5・14はσ=0 

.6の場合である。何れも(a )では不安

定境界は κ=0の場合とほぼ同じ形をし

-182-

100 

UNSTABLE 

... 
争ー

10-1 

h
m
A「
ム

型10
1~ "-
g .1 

10-、

o .5 1 

継手のトルク伝達方向 ε1 

図 5・10 
SR4ロータの不安定境界に

及ぼす e1の影響 (H= 0， 
κ= O.σ=o.re=O.Ol) 



10
 ・
2

10
τ1
 

0.
50
 

U
N
S
T
A
B
L
E
 

0.
50
 

U
N
S
T
A
B
L
E
 

10
0
 

U
N
S
T
A
B
L
E
 

10
 ・
3

国 ト
e

、々 3
 

1~
 
会話 輔!

10
・5

E:
l=
O 

1
1
=0
.0
01
 

10
 ・
2

国 H
 目 録 1
0
・
匂

0
.
4
7
 

10
 ・
1

々
、
-

tミ
10
・
z

盤 1~
 
去d i担!国 H
 

i - ∞ω l  

10
・
6

S
T
A
B
L
E
 

10
・
5

S
T
A
B
L
E
 

10
 -
~ 

斗
ヨ
斗

o
 
無
次
元
ロ
ー
タ
軸
角
運
動
量

無
次
元
ロ
ー
タ
軸
角
運
動
量
H
 

H
 

o
 
無
次
元
ロ
ー
タ
軸
角
運
動
量

5
 
H
 

(
c
 )
 

S
R
4
ロ
ー
タ
の
不
安
定
領
壌
に
及
lま
す
i
1
の
影
響
(
κ
=
0
.
σ
=
0
，
 r
 
e
=
 0
 .
 0
 1
 )
 

(
b
)
 

(
a
)
 

図
5
・
1
1
 



10
・
1

10
0
 

10
 ・
2

U
N
S
T
A
B
L
E
 

U
N
S
T
A
B
L
E
 

0
.
5
0
 

U
N
S
T
A
B
L
E
 

0
.
4
8
 

0
.
4
9
 

0
.
5
0
 

1
0
-
3
 

、々 3
1
0
4
 

I~
 
長 願!国 H
 

10
・
2

弐、 t ミ 3
1
0
3
 

I~
 
短 調!国 H
 

0
.
4
9
 

10 
・
5

10
 ・
6

10
-
、

10
 ・
5

0
.
5
0
 

10
 ・
1

、々 BI
o-2
 

I~
 
短 調
i

国 ト
e

1 1
 =0
.1
 

S
T
A
B
L
E
 

10
 ・・
3

10
-
句

l z w h l  

5
 

H
 

O
 

無
次
元
ロ
ー
タ
軸
角
運
動
量

5
 

無
次
元
ロ
ー
タ
軸
角
運
動
量

5
 

O
 

(
c
 )
 

S
R
4
ロ
ー
タ
の
不
安
定
領
績
に
及
ぼ
す
i
I
の
影
響
(
κ
=
0
.
σ
=
0
.
6
.
(
.
.
=
0
.
0
1
)

H
 

(
 b
 )
 

H
 

無
次
元
ロ
ー
タ
軸
角
運
動
量

(
 a
 )
 

図
5
・
1
2
 



1.
0
 

1.
0
 

U
N
S
T
A
B
L
E
 

0.
48
 

10
. 

U
N
S
T
A
B
L
E
 

0.
48
 

0.
49
 

U
N
S
T
A
B
L
E
 

0.
49
 

0
.
5
0
 

1.
0
 

由 ド
0.
1 

国 H
 

0.
1 

国 トー

0.
47
 

E:
I=
O 

ホ 出 I~ 
0.
1 

長 尉!

、々 自 5
0
 01
 

廉

0.
01
 

h m A 二 制 以 限 必 厳
I - ∞m l  

S
T
A
B
L
E
 

S
T
A
B
L
E
 

S
T
A
B
L
E
 

0.
00
1 

0.
00
01
 

κ=
0.
01
 

無
次
元
ロ
ー
タ
軸
角
運
動
量
H
 

立
ι旦
型

5
 
H
 

o
 

無
次
元
ロ
ー
タ
軸
角
運
動
量

H
 

立
L
盟
旦

0
 

無
次
元
ロ
ー
タ
軸
角
運
動
量

(
 c
 )
 

S
R
4
ロ
ー
タ
の
不
安
定
領
域
に
及
ぼ
す
κ
の
影
響
(
σ
=
O
.
I
l
=
O
.
1.
?;
♂
0
.
0
 1
 )
 

(
b
)
 

(
a
)
 

図
5
・
1
3
 



0.
48
 

U
N
S
T
A
B
L
E
 

10
. 

1.
0
 

0.
48
 

0.
49
 

U
N
S
T
A
B
L
E
 

1.
0
 

0.
49
 

0.
50
 

1.
0
 

'" H
 

0.
1 

国 ト
a

0.
1 

国 H
 

0.
47
 S
T
A
B
L
E
 

E:
1=
0 

0.
1 

0.
01
 

h m 、 司 ニ 制 以 恨 長 戦

S
T
A
B
L
E
 

0.
01
 

0.
00
1 

h T - ニ 制 以 限 延 廉

0.
01
 

0.
00
1 

h m A ヘ ム 制 単 限 延 厳

t - ∞∞ t  

0.
00
01
 

S
T
A
B
L
E
 

に
=
0
.
0
1

5
 

無
次
元
ロ
ー
タ
軸
角
運
動
量

5
 

H
 

立
旦
」
幻

O
 

無
次
元
ロ
ー
タ
軸
角
運
動
量

H
 

に
=
0
.
0
0
0
1

O
 

無
次
元
ロ
ー
タ
軸
角
運
動
量

H
 

(
 c
 )
 

S
R
4
ロ
ー
タ
の
不
安
定
領
域
に
及
ぼ
す
κ
の
影
響
〈
σ
=
0
 .
 6
.
 i
 1
=
0
 .
 1
 • 
"
 ..=
 
0
 • 
0
 1
 )
 

(
 b
 )
 

(
 a
 )
 

図
5
・
1
4
 



ているが、 ( b )、 ( c )と κが大きくなると、 ε1手 0.5でもジャイロモーメ

ントの影響が少なくなっている。 これは運・動方程式の B11'より分かるように、 κ 

が微小であっても Itが小さいため Bピの各要素は 1(B tの要素の最大値のオー

ダ)に比べてかなり大きな値となる。このことが固有振動数を増加させて相対的

にHの影響を小さくすると考えられる。すなわち、 κ:1:0の各不安定境界は κ=

Oの不安定境界を横軸方向に拡大したものと見なせる。 SR4ロータの場合は κ

を含む項は B11'の対角成分に正の成分としてのみ存在するのでこのように固有振

動数を変化させる効果しか持たないと考えられる。前節の MR4ロータでは(図

5・7、 5・8)κ がこの様な目だった安定化作用を持たなかったが、 MR4ロー

タの Bピは各変数聞の連成成分を負の成分としても持っておりその効果によるも

のであろうと考えられる。

以上より MR4ロー夕、 SR4ロータいずれの場合でも、第 2章で解析した等

速継手の εt= 0.5の場合は不安定特性が極めて特異な場合であることが明かと

なった。

5・5 MF4ロータ系の安定性
前室ままでの剛性ロータモデルの解析を基に、本節以下では弾性ロータモデル

Xo x 

T。 01 
Zo z 

YO y 

o t 02= I t， 020 = 1 2， 0 0 '= 1 
図 5・15MF 4ロータの座標系
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(図 5・2)での解析を行う。 MF4ロータモデルの座標系を図 5・15に示す。

ロータ軸は変位しない回転自由な軸受で支持された弾性軸で、剛な回転体〈円板)

を有しており、回転体部分で負荷トルクを受けるものとする。継手部は前節と同

様に回転ばねとトルクの作用方向を表すパラメータを導入してモデル化したたわ

み継手である。継手中間軸は解析の簡単化のため剛体と仮定する。座標系は第 1

継手中心に原点をおく静止座標系 ot - X日Y圃Z目と駆動軸側軸受に原点をおく静

止座標系 0-X Y Zを定義する。中間軸長さを 1t、第 2継手と軸受までの距離を

1 2，軸受問距離を l、回転体取付け位置の Oからの距離を a (l-a=b)とす

る。中間軸の横変位角を前節と同様な回転角 αt. β1で表し、ロータ軸端の傾き

をαゎ β2とする。以下の運動方程式の導，出過程では変位やそれらの微分は微小

であるとし、 ロータ軸のたわみには微小変位を仮定した材料力学の公式を用いる.

5・5・1 運動方程式
前節と同様にパラメータ ε1を用いてトルクの伝達方向を表し、交差角に比例す

る復元モーメント〈ばね定数 k) を用いる。ロータ軸端に作用するモーメント

M2および F2は、駆動トルクに闘しではMR4ロータの場合の式(5・6)、 (5 

・7)に於て α→αゎ β→s2と置いた式で表される。継手復元モーメントに闘し

ては式(5・12 )、 ( 5・14)に於て α→α2. s → s2と置いた式で表される。

これらの式を原点を Oとした静止座標成分で表すと次式となる。

M2= T自 Iε1β2+ ( 1ー εt)s t + k ( 5・28) 

一ε1α2+ (ε1一1)α1 β1一β2

1 xνz O J x y z 

lF=T|{1-2 〉α+α 十 k[… (5-29) 

( 1 -2εdβt+εt s 2 2α1一α2

O xνz L 0 J xyz 

ここで、系の運動が微小なため軸方向力が発生しないことを考慮して f23 = 0 
と置いている。
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弾性軸に作用する曲げモーメントは中立軸に垂直な成分であるから、 M2， F 2 

は XY z成分表示から x方向に α2、新しい y方向に β2回転した座標成分に変換

しなければならない。その方向に分解すると F2は近似的に式(5・28 )と同じ

であるが、 M2は

M2 = T日 r( 1ー εd(β1ー β2)1 + k 
( 1 -εd(α2ー αd

となる。

α1一α2I 

β1一 β2I 

o 

( 5・30) 

次に、 M2とF2に含まれている α1，α2， β1， β2をロータ軸端の傾きと変位

で表す。点 02の X，Y方向の変位を X2， Y 2とし、傾きをdX2/dz，dY2/dzで

表すと、式(5・28 )、式(5・30 )は式(5・31 )、式(5・32) となる。

11 F 2 = 

M2= 

kdx2/dz-T日εldY2/dz

-2kx2Ill+T自(2ε 1-1)Y2/11

TI!εldx2/dz + kdY2/dz 

+T日(1- 2εl)x2III-2kY2/11 

O 

T圃(ε1-1 )dX2/dz + kdY2/dz 

+T日(1ー εdX 21 1 1 - k Y 21 1 1 

-kdx2/dz+T自(ε1ー 1)dY2/dz 

+kX2/11+T日(1ー εdY 2/11 

T日

会 11 I F 2 x 1 

IFhl 

L F 2 z J 

(5・31 ) 

全日|
( 5・32)

ここで、 X 2 = 1 1β1， Y 2 =一 11α1， dX2/dz =β2， dY2/dz =一α2
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である。

次に、軸端に F2' M2を受ける弾性軸に於て、回転体取付け位置に X， Y方向

の力及びモーメント(後に円板の慣性力及び負荷トルクに置き換える〉が作用す

る場合の静的なたわみを材料力学の公式から求める。 まず、 x Z平面内のたわみ

曲線を求める。軸受の反力を RIlx， R I xと置くと(図 5・16上図多照)、たわみ

曲線は次のように表される。

- 12壬 Z~ 0 で EJ d2 X I d z 2 = -M 2ν+F2x(12+z) 

o ~ z重 a で EJ d2 x Id z 2 = M ~ + (1 -z) R I x + (a ・-z) F x 

a ~三 Z !三 l で EJd2x/dz2= (1 -z) Rlx 

ただし、 Eは軸の縦弾性係数、 Jは軸の断面二次モーメント。

( 5・33 ) 

X 

Fx 

z 

M2y 

Rox Rtx 

y 

z 

M2X 

Roy Rty 

図 5・16 弾性軸の座標系
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O点回りのモーメントのつりあいをとると、

1 Rlx=-M2ν+ 12F2x-Mν一aF x ( 5・34) 

となる。式(5・33 )を積分し、境界点での変位と傾きの連続条件を用いると、

軸端 z=一 12での傾きおよび変位は

EJdx2/dz=ー F2xI2(12/2+1/3)+M2y(12+ 1/3) 

+Fxa(a2/61-a/2+ 1/3)+My(a2/21-a+ 1/3) 

EJ x2=F2xI22(12+ 1)/3-M2yI2(12i2+ 113) 

+ Fx 12a(-a2/6 1 + a/2ー 113) 

+Mν 12(-a2/2 1 +a-1/3) 

となる。回転体取付け位置 z= aの傾き dX 11 Id zおよび変位 Xaは、

( 5・35)

E J dXa/dz =(F2x 12-M2Y)(-a2/2 1 + a - 1/3) 

+Fxa(2a2/31-a+ 1/3)+My(a2/1-a+ 1/3) 

E J Xa=(F2x 12-M2ν)a(-a2/61 +a/2-1/3) 

+Fxa2(a2/31-2a/3+ 1/3) 

+Mνa(2 a2/3 1-a+ 1/3) 

( 5・36)

となる。式(5・35)、式(5・36)において F2x. M2yは式(5・31 )、式

( 5・32)より軸端の傾きおよび変位dX2/dz. dY2idz. X2. Y2を用いて表

すことができる。

全く閥横に、 Y z平面内のたわみ曲線についても導くことができる〈図 5・16 

下図参照)0 z =一 12での傾きおよび変位は、
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EJdY2/dz=-F2ν12(12/2+ 1/3)+M2x(l2+ 1/3) 

+ Fνa(a2/6 l-a/2+ 1/3)+Mx(a2/2 I-a+ 1/3) 

EJY2=F2νI 22 ( I 2 + 1 ) 13 -M 2x I 2 ( I 212 + 1 13) 

+ F~ 12a(-a2/6 1 + a/2-1/3) 

+ Mx 1 2 (-a 2/2 1 + a - 1 13) 

となる。 z= aでの傾きおよび変位は

( 5・37 ) 

E J dy"/dz =(F2ν12-M2x)(-a2/2'1 +a-1/3) 

+F~a(2a2/31-a+ 1/3)+Mx(a2/1-a+ 1/3) 

E J y，， =(F2ν1 2一M2x)a(-a2/61 +a/2-1/3) 

+ F~a2(a2/3 1 -2 a/3 + 1/3) 

+Mxa(2a2/31-a+ 1/3) 

( 5・38 ) 

となる。ただし、図 5・16より分かるように M2xは式(5・32) と逆符号であ

る。

式(5・35)と(5・37)の右辺にある M2x，M2~ ， F2x， F2世に式(5・3

1 )、 (5・32)を代入すると [dX2/dz dY2fdz X2 Y2] T と [M~ Mx 

F x Fパ Tの関係は

Ut [dx2fdz dY2/dz X2 Y2] T=U2 [M~ Mx Fx F~] T 

の形で表される。 ここで、 UtはTI1J， k， ε1および軸長さのパラメータを含む 4

行 4~J マトリクスで、 U2 は軸長さのパラメータのみを含む 4 行 4 ~J マトリクスで

ある。 さらに、式(5・36) と(5・38)の右辺にある M2x，M2νF 2x， 

F 2 ~に式( 5・31 )、 ( 5・32)を代入すると、 [dx"/dz dY.ldz x. 

Y .] T が [M~ Mx Fx F~] Tと [dx2fdz dY2/dz X2 Y2] Tを用いて、
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[dx./dz dY./dz Xa Y.J T 

=U3 [dX2/dz dY2/dz X2 Y2J T+ U4 [MνMx F x FνJ T 

の形で表される。 ここで、 U3はT0， k， ε1および軸長さのパラメータを含む 4

行 4列マトリクスで、 U4は軸長さのパラメータのみを含む 4行 4列マトリクスで

ある。上の二つの関係式を用いると、

[dXa/dz dYa/dz Xa YaJ T=(U3Ut-tU2+U4) [My Mx Fx F担]T 

となる。ここで、 (U3UI-tU2+U4)ー1=K目 と置けば、この関係は、

[my mx fx fy] T=K日(k日IJ)[dxa/dz dYa/dz Xa Ya] T 

( 5・39)

の形で表すことができる。 ここで、無次元量

mx(yl=Mx(yl 1 /E  J， fx(yl=Fx(yl 12/E  J 

を用いている。 また、 K圃に含まれるトルク T日および継手部のばね定数 kは

τ0= T圃 1/E J， κ=k  I/EJ 

で無次元化している。長さはロータ軸長 iで無次元化している。

軸部の慣性力を無視し、回転体にのみ慣，性力が存在するとして式(5・39 )の

左辺を回転体の慣性力と負荷トルクの曲げモーメント成分で置き換えると、

mν= (-d2θ x/dt2-B  ωd θν/dt)ItGI/EJ+τ 圃(1ー ε2)8 y 

m x = ( -d2 8 y / d t 2 + B ωd8 x/d t) 1 tG 1 / E J +τ0(ε2-1)8x 
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f x = -d2 X G / d t 2 ( 1 t G 1 / E J ) / i 2 

fν= -d2 Y G / d t 2 ( 1 t G 1 / E J ) / i 2 

( 5・40 ) 

となる。ただし、 1 t G は回転体の極慣性モーメント(=m iペ m:回転体質量)

Bは回転体の極慣性モーメント/横慣性モーメント、 ωは軸の回転速度、 (・〉

は lによる無次元化を示す。 また、

(} x=dXa/dZ. (}ν=dYa/dz. XG=Xa/1. YG=Ya/l ( 5・41 ) 

と置いている。 式(5・40)を式(5・39)に代入し、無次元時間 T= 00 t 

(002 =(312/ab)EJ/Itl:無負荷時の傾き振動の固有振動数)を導入す

ると、回転体の運動方程式として、式(5・42)が得られる。

.. 
θx + B ν(} ~ +K  (} x 1 = 0 ( 5・42)
.. 
。~-B ν(} x (} ~ 
. . 
X G XG 
.. 
Y G Y G 

K = r k 011 k日12 k 013 k 014 

k 021 k日22 k 023 k圃24

i 2 k圃31 2 k 032 2 k 033 2 k 834 

i 2 k圃41 i 2 k凪42 2 k 043 2 k 04 .. 

ここで、 ν=ω/00' (・〉はTによる微分。

さらに、傾き振動と並進振動に対して減衰係数"1."2に比例する外部減衰力
を仮定すると、運動方程式は式 (5・43)となる。なお、 Kは逆行列の演算を含

むので、剛性ロータの場合にように簡単な形では表せない。
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;;|+!fi H O O e x +K ( 5・43)

rl O O 。ν 。"
O O r 2 O X G X G 

. 
YG O O O r 2 Y G Y G 

H=B ν 

5・5・2 安定性の数値計算例と考察
前節で調べたように ε1= 0.5は不安定特性がきわめて特異な場合であったの

で、 まず ε1の影響を調べることにする。 H=O、 κ=0の場合の ε1に対する不

安定領域の例を図 5・17に示す。同図(a )は回転体がスパンの中央にあるる

= 0.5の渇合、 ( b )は面=0.3の場合である。 実線は 12 = 0、一点鎖線は

12= 0 . 1の場合である。

12= 0の場合は継手の中間軸に変位がなく一つの継手を介した場合と見なせる

のでこのときの特性はMR2ロータと定性的に類似であろうと考えられる。そこ

で、 MR2ロータで伝達トルクの方向を一般化して考察してみる。駆動トルクに

関しては式(5・3)の X1 Y 1 Z 1座標表現式で α1→α， β1-βMl→τ圃と置

けばよい。負荷トルクに闘しては(5・8)で X Y Z表現式を用いればよい。 これ

らを合わせると、伝達トルクに起因する復元力項は、

τ自[~ 1二 ε~] [:] (5・44)

となる。これより、 ε2 = 1では ε1= 0で最も不安定で ε1= 1で不安定は発生し

ない。逆に、 ε2 = 0では ε1= 0で不安定は発生せず ε1= 1で最も不安定になる。

明らかに、 ε1 = 1. ε2 = 1は、それぞれ、駆動トルク、負荷トルクの横方向の

影響がない場合であり、上述の関係は容易に理解できる。 また、 ε2 = 0.5では

ε1く 0.5で ε1の噌加に伴なって安定化し、 0.5く ε1では逆に ε1の増加に伴
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継手のトルク伝達方向 ε1 

(a) a=0.5の場合

1. 0 1- UNSTABLE 
... 
ト4

ホ
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個ι

0_1 
L .A-;"/ 

12=0 
STABLE =0.1 

.2 .4 .6 .8 
継手のトルク伝達方向 ε 

( b )長=0.3の場合

図 5・17MF 4ロータの不安定領域に及ぼす ε1の影響

。

(H = O.κ =O.t'1=t'2=0.O 1) 
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なって不安定化する。図 5・17 (a) を見ると、回転体に作用する負荷トルクの

曲げモーメント成分のない ε2= 1の場合、 ε1 = 1で不安定が発生しなくなり、

ε1 = 0で最も不安定で ε1の増加と共に安定化している。 この傾向は式(5・44) 

で表される MR2ロータの場合と閉じである。 ε2 = 0の場合には ε1によって不

安定境界があまり変わらずMR2ロータの場合とは定量的には異なっているが、

ε1の噌加にともなって不安定化することは MR2ロータと似ている。 12=0の

場合について量=0.5の場合(5・17図(a) )と孟=0.3の場合(同図(b) 

)を比較すると、負荷トルクの影響がない ε2= 1 .0ではる=0.3の方が全体的

に不安定である。 これはトルクによる不安定の主たる要因が傾き振動に闘する非

対称成分であるため円板が軸端に近くなって傾きが大きくなるほど不安定化する

ものと考えられる。逆に、 ε2=0， 0.5の境界はる=0.3の場合の方が五 =0

.5の場合より一部を除いて安定化している。 これは負荷トルクの不安定化作用は、

その作用点が軸中央から離れるに従って少なくなることを意味している。

12* 0の場合には二つの継手を含む MR4ロータの場合に似た傾向が現れるも

のと予測される。図 5・17 (a)では負荷トルクの影響がなくなる ε2= 1 .0の

場合にはMR4ロータの場合の図 5・4のような曲線となり、 ε1がある値でかな

り極端なピーク値を持つ。 ε2=0，0.5ではそのようなピークはないが、 ε1 = 

0.5で最も安定になることはMR4ロータの場合と同じである。

以上のように、駆動トルクと負荷トルクの影響は間性ロータと弾性ロータとで

は定量的には異なっている。 この原因は、剛性ロータでは駆動トルクと負荷トル

クがロータ軸に対して閉じ程度で影響を与えるが、弾性ロータでは軸中央部に直

接作用する負荷トルクによる曲げモーメントの方がたわみに強い影響を与えるた

めであろうと考えられる。なお、図が煩雑になるので記入していないが、 κ=0 

.1， 0.2としてたわみ継手のばね復元力を考慮しても類似な境界曲線となり、

12= 0.2としても類似な境界が得られる。定量的には不安定境界はこれらのパ

ラメータで複雑に変わるがその程度はそれほど大きなものではなく、開性ロータ

の場合のように極端な不安定化や安定化は生じない。

次にジャイロモーメントの影響を含む不安定境界の例を図 5・18-5・21に

示す。図 5・18は 12=0、 τ日H>Oの場合である。同図(a )が κ=0、 ( b) 

が κ=O. 1の場合である。 ジャイロモーメントは κにかかわらずH< 4.0では
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系を不安定化するか影響を与えないかであり、 ε1， ε2によって不安定境界の傾

向はあまり変わっていない。 また、 ε2  = 1 .0でジャイロモーメントの影響がほ

とんどなくなる。 これは、以下に示すように、弾性ロータでは回転体に直接作用

する負荷トルクによる曲げモーメントの影響が軸端に作用する駆動トルクよりも

強く、負荷トルクによって 8x， θνの 2自由度連成項の符号が反転するためであ

る。式(5・43)のKは、例えば、図 5・18 ( a )で、 τ自=0.2 のとき、

ε2  = 0では、

K= 1. 00 10日 説mfUH:ま悲mml:fO¥TIl翌; -6.24 1 0-~ -2.50 10・2

主主l\[~ll続...主主主張さき: 1. 00 10日 2.50 10-2 -6.24 10-~ 

-6.37 10-6 -2. 55 1 0-~ 4.08 10-2 1. 53 10-3 

2.55 10-~ -6. 37 10-6 -1.53 10・s 4.08 10・2

である〈系は不安定)のに対し、 ε2  = 1では、

K= 1. 00 10 0 誤認謀議f議mimiiio器禁 -6.24 10-4 -2.50 10・2

設iii4i~ii主張HHHHll張主主 1. 00 10 0 2.50 10-2 -6.24 10-4 

-6.37 10-6 -2. 55 10-4 4.08 10・2 1. 53 10・3

2.55 10-4 -6. 37 10-6 一1.53 10・3 4.08 10-2 

となる(系は安定〉。剛性ロータの場合(式 (5・16) )と同様に負荷トルクの

影響は θX. 8 ~の 2 自由度連成項( mmimm部〉にのみ現れており、 しかも ε2= 0と

ε2  = 1ではその符号が逆転している。剛性ロータの解析で明らかにしたように、

ジャイロモーメントと同符号の連成項は不安定境界に影響を与えないため、 2自

由度連成項が対称となる e2 = 1でジャイロモーメントが不安定境界に影響を与え

なくなるものと考えられる。図 5・18 (a)、 ( b )を比較すると、不安定境界

はほとんど変わらず継手のばね復元力は不安定境界にそれほど影響を持たないが、

κの大きい方がわずかではあるが安定化している。 κ=0ではH>4.5になると

ジャイロモーメントの影響が強く現れ、 この速度域で境界曲線を与える条件式

が変わっている。図 5・19は I2=0.1. τ圃>0の場合であり、同図(a )が
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κ=0の場合、 ( b )が κ=0 . 1の場合である。 これらは定性的には 12=0の

場合に似ておりジャイロモーメントが不安定化作用を示している。 κ=  0 . 1では

4<H<5の速度域で境界が急激に変化している。 12=0. 0.1の何れの場合

でもパラメータの値によって I<Hく 2. 4<H<5の範囲で不安定条件が切り

替わっている。

以上はロータ軸から仕事を取り出している状態の場合であるが、図 5・20 、図

5・21 にロータ軸に仕事を加える場合 (τ 日H< 0)の不安定領域図を示す。そ

れぞれ 12=0.12=0.1の場合である。 これらの図ではジャイロモーメントの

影響が τ日>0の場合の図 5・18、図 5・19と逆に現れている場合がある。 12 

=0の低速域では、 τ0> 0でジャイロモーメントが不安定化作用を持っか影響を

与えないかであるのに対し、 τ日<0ではジャイロモーメントは安定化作用を持っ

か影響を与えないかである。同様な傾向は等速継手で連結された MR4ロータの

場合にも見られ(図 2・9と図 2・13の関係〉、同じ効果によるものと考えられ

る。図 5・20と図 5・18を比較すると全般的にも τsく Oの方が τ圃>0の場合

より安定である。図 5・20 (a) と(b )を比較すると、図 5・18と同様に H

く 4では定性的にはもちろん定量的にもほとんど差はなく κの影響は少ないが、

わずかに安定化している。 12 = 0 . 1の図 5・21を図 5・19と比較すると、

τ0<0では τ由>0の場合に比べて境界曲線がジャイロモーメントの影響を受け

ない場合が多くなっている。 また、図 5・2 1 (a) と(b )を比較するとそれぞ

れ図 5・19 (a)、 ( b )よりも κの影響が強くなり定量的にはかなり境界が

変化している。 12 = 0 . 1の場合もごく低速域に限って言えば、 τo> 0でジャイ
ロモーメントが不安定化作用を持っか影響を与えないかであるのに対し、 τo < 0 

ではジャイロモーメントは安定化作用を持っか影響を与えないかである。

ところで、本寧の解析では軸自身に及ぼす伝達トルクの影響を無視しているが、

トルクを受ける弾性軸もトルクによって不安定(座屈)が発生する。 この限界ト

ルクは軸端の境界条件によって変わるが、両端が単純支持された軸では、 ε1 = 0 

〈軸受け中心線方向トルク)の場合で τ日crlt=6.25、 ε1 = 1 (接線方向ト

ルク)の渇合で τ日crlt=4.82 である (84)。 これらの限界トルクは明らかに

本章で得られた不安定境界より大きく、本章での不安定解析に軸自体に及ぼすト
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ルクの影響は無視して問題のないことが分かる。一方、現実に設計される回転軸

ではこれらの座屈荷重まで強度的に耐える材料はなく限界トルクは強度的に決ま

る。いま、簡単のために最大せん断応力 τdI Iで決まるねじりトルクが限界トルク

であるとすると、 この限界トルク Tc r I tは

Tcrlt=τdlld3/16 (d:軸直径〉

で与えられる。 このとき本章で用いている無次元トルク τ日は

τ0crit=τd1141/Ed 

10. 

1.0 
... 
H 

h
m
A『
ム

選
議O.1 

0.01 
STABLE 

o .2 .4 .6 .8 
握手のトルク伝達方向 ε1 
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( 5・45 ) 

図 5・22
MF4ロータの不安定

領域に及ぼす減衰係数

の膨響

(H = O.ε2 = 1 .0. 

κ=0.11=12= 

0.1.a=0.5) 



となる。 E= 2 . 1 X 1 0 4 kg f/阻回2， τe 11 = 3 5 kgf/阻阻2 を用いると、

τ目。 rlt= (I/d) /150  ( 5・46)

と江る。安全側に見積っても l/d=15 すなわち τ日=0 .1 程度は実際の設

計に用いられる値であると考えられ、図 5・17-図 5・21で得られた結果は伝

達トルクによる不安定を防止するためパラメータの組合せを十分検討する必要が

あることを示している。

ロータ軸系を安定化させる最も普通の方法は外部減衰力を付加することである。

図 5・22に減衰力の安定化効果を示す。同図は，"1=，"2=，" として Cをパラメ

ータにして示してある。，"=0.08で ε1< 0.6では限界トルクが軸の座屈トル

クを越える。すなわち、実際上完全に安定になる。

5・6 S F 4ロータ系の安定性
S F 4ロータの座標系を図 5・23に示す。 SF 4ロータの駆動条件はMF4ロ

ータと全く同ーであり、負荷条件も MF4ロータの駆動条件と同様で対称である。

X。 x E Xb 

n 

F2 #"  ¥¥/ 、、 101/F.. 問ョ O 
ーTo
3J..U. 

E 8、竺h主さ弘、、 \..~ T7T 
s3 Zb 

?0"2/『 h『・・M
2 

Y。 y yb 

0102= 11，020= 12，0304= 13，040'= 14，00'= 

図 5・23 S F 4ロータの座標系
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5・6・1 運動方程式
負荷トルクを駆動トルクと等しいとして運動方程式を導く。駆動側ロータ軸端

に作用する力およびモーメント F2' M2は前節と同様に式(5・31 )、式(5・

32)で与えられる。負荷側ロータ軸端に作用する力およびモーメント F4， M4 

は駆動側とトルクが逆向きである以外は条件が同じであるから、図 5・23中の

0'ーξηC座標で表せばそれらは式(5・31 )、式(5・32 )と同じ形である。

しかるに 0'-EηC座標と O-XYZ座標の聞には、 E= X， η=-y， ?:=I 

一z の関係がある。結局、 F 4とM4は式(5・31 )、式 (5・32 )で X2. Y 2 

→ X4.Y4， It.12→ 1 3. 1 4， Y成分→-Y成分 z成分→-Z成分と置き換

えたものに他ならないず、式(5・47)、 ( 5・48)で与えられる

13F4= -kdx4/dzー T日εtdY4/dz 1~13rF 4x 

-2kx4/13+T日(1 -2εdY4/13 I I F4y 

xνz F4z 
ToεtdX4/dz -kdY4/dz 

+T日(2ε1ー 1)x4/13-2kY4/13

O x y z 

( 5・47)

-kdx4/dz+T自(1 -εddY4/dz 

-kX4/13+T圃(1ー εt)Y4/13

M

M

M

 

r
B
i
l
l
i
-
-
l
E
L
 

a
 

M4 = r T日(1ー εddx4/dz+ k dY4/dz 

+T圃(1ー εt)x4/13+kY4/13

( 5・48)

-T日 x yz 

ここで、 X 4， Y 4は負荷側軸端の変位、 1 3は負荷側継手の中間軸長さ。

前節と同じ手順で F4x， F4y， F2x， F2y， M4x， M4y， M2X' M2yおよび

Fx， Mxを用いて両軸端の傾き、変位および回転体取付け位置の傾き、変位を求
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めると次のようになる。 X Z平面内の軸端の傾きおよび変位は式(5・48)で

で表される。

EJdx2/dz=-F2xI2(12/2+ 1/3)+M2y(12+ 1/3) 

一(14Fu+M4ν)1/6+Fx(l-b2/1)b/6

+Mν (b2/21-1/6) 

EJ x2=F2xI22(12+ 1 )/3-M2ν12(1212+ 1/3) 

+(14F4x+M4y)112/6+FxI2(b2/1-I)b/6 

+MyI2(1/6-b2/21) 

E J dX41dz =( 12F2x-M2ν)1/6+FuI4(1/3+ 1.412) 

+ M 4 y ( 1 4 + 1 13 ) + F x a ( a 21 1 -1 )/6 

+My(a2/2 1-1/6) 

E J X4=( 12F2x-M2ν)11416+F4xI42(14+ 1)/3 

+ M4ν14(1/3+ 14/2)+Fxa 14(a2/!-!)/6 

+My !4(a2/2 ! - 1/6) 

Y z平面内の傾きおよび変位は、

( 5・48)

EJdY2/dz= (式(5・48 )のdx2idzの式で Fx，F2x， F 4x， My， 

M2y， M仰をそれぞれ Fれ F 2y， F 4れ Mx，M2x， M4x 

で置き換えた式)

E J Y 2 = ( " X 2 " 
EJdY4/dz= ( " dX41dz " 
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EJY4=( " X 4 " 
( 5・50 ) 

で表される。 また、回転体取付け位置の傾きおよび変位は次式系となる。

E J dXa/dZ = F2x 12( 1/8 -b2/2 1 )+M2ν(b2/21-1/8) 

+ F4x 14(a2/2 1ー 1/8)+M4ν(a2/21ー 1/8) 

+ Fxa b (b -a)/3 1 +M~(a2- a b + b2)/3 1 

EJ xa=F2xI2b(b2/1-1)/8+M2νb(l-b2/1)/8 

+FhI4a(a 2 /1 ー 1)/8+M4~a(a2/1 ー 1 )/8 

+Fxa2b2/3 1 +M~ab(b-a)/3 1 

EJdYa/dz= (dxa/dz の式で Fx. F 2x. F 4x. M~. M2~. M仰を

それぞれ F~. F 2~. F 4~. Mx. M2x. M4xと置き換えた式〉

EJYa=(Xa M 

( 5・51 ) 

式(5・49)、 ( 5・50)に式(5・47)、 ( 5・48)を代入すると、

Vl [dx2fdz dY2/dz dX4/dz dY4/dz X2 Y2 X4 Y4] T 

=V2 [M~ Mx Fx F~] T 

Vlは τ日， κおよび軸長さのパラメータを含む 8行 8列マトリクス

V2は軸長さのパラメータのみを含む 8行 4~J マトリクス

と表せる。 さらに、式(5・51 )に式(5・47)、 ( 5・48)を代入すると、

[dXa/dz dYa/dz Xa Ya] T 

=Va [dX2/dz dY2/dz dX4/dz dY4/dz X2 Y2 X4 Y4] T 

+V4 [My Mx Fx Fν] T 
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V3は τ日， κおよび軸長さのパラメータを含む 4行 8列マトリクス

V4は軸長さのパラメータのみを含む 4行 4列マトリクス

で表せる。これらの関係を用いると、

[dXa/dz dYa/dz Xa Ya] T=(V3Vl-1V2+V4) [M~ Mx Fx Fν] T 

と表せる。 (V3Vl-1V2+V4)ー1=Ko と置き、前節と同様な無次元化を行えば、

[mνm x f x fν] T = K日 [dXa/dz dYa/dZ Xa Ya] T 

と表せる。 mx. m~. f x. f ~を式( 5・40)で τ圃を含む負荷トルクの項を落

した式で置き換えれば回転体の運動方程式が得られる。

5・6・2 安定性の数値計算例と考察

10. 

UNSTABLE 

由

砂場

h
m
A「
，
{

選1・0

去S
11 

STABLE 

一一-K=O 
--一 =0.2

図 5・24
S F 4ロータの不安定領域に

及ぼす e1の影響

(12=0.H=0.(I= 

(2=0.01) 

0.1 。.2 .4 .6 .8 
継手のトルク伝達方向 日
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本項での数値計算は駆動条件と負荷条件が等しい 1=13. 2=14 の場合

についてのみ行っている(以下、 1 3. 1 4については特に記述していない〉。

前節と同様にまず H=Oのときの ε1の影響を調べる。図 5・24に 12=0の場

合を示す。明らかに a= 0.5では駆動トルクと負荷トルクの影響は打ち消しあっ

て不安定は発生しない。 ε1 = 1 .0でもトルクの曲げモーメント成分がないので

不安定は生じない。回転体取付け位置が中央からずれるほど不安定化している。

これは回転体が中央からずれるほど振動モードが左右非対称になり駆動トルクと

負荷トルクの彫響の差が生じるためと、軸端に近いほど傾き振動が強く現れるた

めであると考えられる。継手の復元モーメントのばね定数 κは前節までに検討し

たモデルと同様にわずかに安定化作用をもっている。なお、この場合に対応する

と考えられる 2自由度剛性ロータモデルでは初期交差角が存在しないので不安定

は生じていない。

次に 12=11=0.1 の場合を図 5・25に示す。同図(a )、 ( b )、 ( c) 

(51 

H 

10. 

110 

去さ
組i

0.1 

O 

UNSTABlE 

STABLE 

.2 .4 .6 .8 

継手のトルク伝達方向 ε1 

( a )回転体位置 aの影響 (12=11=0.1)

図 5・25 S F 4ロータの不安定領域 '(H=0.?:1=?:2=0.01) 
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はそれぞれ回転体取付け位置 a、継手のばね定数 κ、中間軸長さ I2 (= 11 :ロ

ータ軸の継手から軸受までの長さ)をノfラメータにした場合である。何れの場合

も大略的には剛性ロータモデルの湯合(図 5・10 )と同じ傾向が存在する。すな

わち、 ε1 = 0.5近くで最も安定化しており、 五=0.5では二つの極値が存在

する。 また、 12= 0の場合と同様、 aが 0.5から離れるにともなって不安定化

している。同図(b )によると κによって各境界には多少の差は生じているもの

の定性的にはそれほど差異はない。 しかし、 κは 12=0の場合とは異なり常に安

定化作用を持つとは限らない。同図(c )でも I2によってそれほど差異はないが、

I 2も長い方が安定であるとは言えないことが分かる。これら SF 4ロータではい

ずれの場合も MF4ロータに比べて不安定境界がかなり安定側にある。

次に、ジャイロモーメントの影響の計算例を図 5・26、図 5・27に示す。図

5・26は 12=0の場合である。 る=0.5では Hの低い回転数域での安定限界は

高いが Hが大きくなるとジャイロモーメントの影響が強く現れている。 る=0.3 

'" トー
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~ 

10. 
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STABlE 
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図 5・26
SF4ロータの不安定領塘

に及ぼすジャイロモーメン

トの影響

(12=0， 

tl=t2=0.01) 
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ではジャイロモーメントの影響が a= 0.5の場合に比べかなり小さい。何れの渇

合も Hがそれほど大きくない回転数域ではジャイロモーメントは不安定化作用の

み示す。図 5・27は 1=12=0.1の場合である。同図(a )は五=0.5、 ( 

b )はる=0 .3の場合である。 H<4の渇合では五=0.5の方がる=0.3の場

合より安定である。 H>4では込=0.5の方がジャイロモーメントの影響を強〈

受け不安定になる。同図(a )、 ( b )とも H<4の低速域ではジャイロモーメ

ントはほとんどの渇合不安定化作用を持っており、 12= 0の楊合とよく似ている‘

全体的な不安定傾向は ε1に関わらずほぼ同じ様な傾向であり、いずれも ε1= 0 

.5が最も安定である。継手ばねの復元モーメントは図 5・27 (a) の ε1= O. 

5を除いて定量的には常に安定化作用を持っているが、定性的にはそれほど変化

を与えない。

ところで、 通=0.5と証=0.3の場合とではジャイロモーメントの不安定化

作用がかなり異なっている。 これは Kマトリクスの差によるものと考えられる。

例えば、図 5・26で、 κ=  0，ε1 = 0，τ自=1 .0 では、 る=0.5で

K=r 1. 01 10 日 議議波艇総網対話野 1. 25 10・18 -2. 46 10-1 

戦総軍艇蕊鱒烈月野 1. 01 10 日 2.46 10・ 1 -6. 66 10-18 

-1. 13 10-2" -2. 51 10- 3 4.27 10-2 認識測網燃

2.51 10- 3 6.94 10・2自 鮮総滋総繍議殺事 4.27 10-2 

であり(系は安定)、 a = 0.3では、

1. 00 10 自 4.22 10- .4 一1.91 10 日 -2. 47 10・ 1

-4.22 10- .4 1. 00 10 日 2.47 10-1 -1. 91 10 自

-1. 94 10-2 -2.52 10- 3 8.75 10・ 2 1. 46 10-2 

2.52 10- 3 -1.94 10-2 -1.46 10-2 8.75 10・ 2

である(系は不安定〉。すなわち、 ー=0.5では 2自由度連成項はなく〈議蕊史

の項;パラメータの値に依存しないことを確認している) 4自由度連成項のみで

あるが、 a = 0.3では全ての連成項が存在する。 このため長=0.5の場合と五
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= 0.3の場合ではジャイロモーメントの影響に差異が生ずるものと考えられる。
SR4ロータの場合の復元力項は対角線に関して対称な 4自由度連成項のみから

なりジャイロモーメントは不安定境界に影響を持たなかったが、 S F 4ロータで

は a= 0.5でも逆対称成分が存在するため、わずかではあるがジャイロモーメン
トが不安定境界に影響を持つ。

以上より、 S F 4ロータでは各ノfラメータの値に関わらず 12=0では ε1=

1 .0で最も安定で、 12* 0では ε1= 0.5付近で最も安定であると言える。

最後に減衰力の影響を図 5・28に示す。 SF 4ロータはMF4ロータに比べて

もともと安定であるが、 さらに、 MF4ロータよりも小さい減衰力で安定化して

いることが分かる。

国

ド

、々

準
I~ 
g 
11 

10. 

0.1 

UNSTABLE 

STABLE 

o 0.5 1.0 

握手のトルク伝達方向 ε1 

図 5・28 S F 4ロータの不安定領域に及ぼす減衰係数の影響
(H = O.κ=0.11=12=0.1.込=0.5) 
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5 • 7 結言

トルクの伝達方向をモデル化した一般的なたわみ継手を想定し、このたわみ継

手で連結されたロータ軸の伝達トルクによる不安定化作用を、軟支持剛性ロータ

モデルである MR4ロータと SR4ロー夕、剛支持弾性ロータモデルである MF

4ロータと SF 4ロータについて解析した結果、以下のことが明かとなった。

(1)MR4ロー夕、 SR4ロータの運動方程式は、それぞれ式(5・16 )、

式(5・25 )で表される。 MF4ロー夕、 S F 4ロータの運動方程式は式(5・

43)の形で与えられる。

( 2 )剛性ロー夕、弾性ロータのいずれの渇合でもトルクの伝達方向は系の安

定性に大きな影響を持つ。

( 3 )等速継手では連結されるこ軸のなす角の二等分方向でトルクが伝達され

るが、 この場合の不安定特性は極めて安定で特異な場合である。 この場合から一

般の場合を推定することはできない。

( 4 )剛性ロータでは MR4ロータでも SR4ロータでも継手におけるトルク

の作用方向が交差角の二等分方向からずれると急激に不安定化ずる。

(5)MR4ロータでは継手におけるトルクの作用方向が交差角の二等分方向

からずれるとジャイロモーメントの影響が等速継手の場合の作用と全く逆になる

ことがある。

(6) SR4ロータでは等速継手の場合と異なりジャイロモーメントが不安定

境界に影響を与える。継手のばね復元モーメントは MR4ロータと異なりかなり

安定化作用を持つ。

( 7 )ジャイロモーメントの影響が無視できる MF4ロータでは、一つの継手

で連結されるときは、継手のトルク伝達方向を表すパラメータ ε1と負荷トルクの

作用方向を表すパラメータ ε2との影響は定性的にはMR2ロータと類似である。

二つの継手で連結されるときは、負荷トルクが軸に沿う方向の場合にはMR4ロ

ータと定性的に類似の不安定傾向を示すが、負荷トルクが軸方向からずれると M

R4ロータとは差が生じ不安定化する。

(8) MF4ロータにおけるジャイロモーメントは、 H<4ではロータ軸から

仕事を取り出す場合には常に不安定化作用を持つ。 ロータ軸に仕事を与える場合
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には安定化作用を持つことも不安定化作用を持つこともある。

(9)MF4ロータでは継手のばね復元モーメントは低速域では不安定境界に

ほとんど影響を及ぼさないが、 H>4では不安定境界を大幅に変化させる。

( 1 0) ジャイロモーメントの影響が無視できる SF 4ロータでは、一つの継

手で連結されるときは ε1= 1 .0で最も安定であるが、二つの継手で連結される

ときは ε1= 0.5付近で最も安定である。回転体がスパンの中央からずれるほど

不安定になる。

(11) SF4ロータにおけるジャイロモーメントの影響は、回転体が軸中央

にある場合の方が中央からずれた位置にある場合よりもきつい。

(12)SF4ロータにおける継手の復元モーメントの影響は定量的には安定

化させることも不安定化させることもあるが、定性的にはほとんど変化がない。

( 1 3)弾性ロータモデルでの不安定境界は実際の材料の強度限界よりも十分

低くなり得る。
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第 6章 実 験

前章までに解析した伝達トルクによる不安定の現象を確認するための実験を行

った。

本論文で解析した自励振動現象は強制振動などのいわゆる共振現象ではないの

で実験的に確認するのは難しい。特に、不安定が発生するか否かは減衰力が大き

く作用するため不安定現象を見るには減衰力を抑えて十分なトルクをかけられる

実験装置が必要である。 さらに、解析モデルからも明らかなように、伝達トルク

による不安定現象を発生させるためにはロータ軸のたわみがある程度必要である。

市販の継手を利用することを考慮した場合、 ロータ軸をたわみやすくするために

は軸継手は自在継手が好ましい。また、継手内の減衰力の小さいものでは構造の

簡単な十字軸継手(ころ軸受入り)が最も良いと思われる。これらのことを考慮

して、十字軸継手を用いた実験装置を製作した。 しかしながら、たとえ上述の十

字軸継手でも軸継手を介してトルクをかけるとトルクが増大するにともない継手

内の減衰力〈クーロン摩擦)も増大し不安定が発生しにくい。種々の試みを行っ

たが、特別な継手を製作して使用しない限り前章までの解析結果をそのままのか

たちで確認することが無理であることが分かったので、本実験では、不安定には

至らないがトルクに起因する連成力が確かに存在することを確認するにとどめた。

6・1 実験装置及び実験方法
実験装置を図 6・1及び写真 6・1に示す。本論文で解析した継手の種類に関わ

らず発生するトルクに起因する自励現象は、本質的に軸の回転速度は関係がない。

そこで、軸の回転速度がほぼ Oの状態で現象を見た。

図 6・1の装置で直流サーボモータ④をごく低速(1 rplI程度〉に保ち、その

状態で電磁プレーキ⑤をかけ(トルク=1 .4 kgh)、一定トルクを伝達してい

る状態を実現した。 円板位置は軸端にある場合と軸スパンの中央にある場合で行

った。軸端にある場合には円板の傾き振動を、軸中央にある場合は並進運動を測

定した。軸端にある場合の計測手順は、変位計⑦四1の取付位置付近を打撃して
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中古

1 0 11m) 直径:8 0 6 mm， 長さ:S Kロッド材，軸〈材質:

2 0園田〉厚み:300皿皿，円板(直径:

コロ軸受型〉KH-12; 十字軸形自在継手〈サンユー製

①

②

③

④

 
UGCMED-37AA; (安川電機製直流サーボモータ

2 . 0 6 kgf皿〉定格トルク:3 .7 kw， 定格出力:

ZKB-I0W3) (三菱電機製水冷式電磁プレーキ

④及び⑤の制御装置

KD-2300-2S) 渦電流式変位計 (KAMANSCIENCES社製

CF910) (小野担IJ器製FFTアナライザ

MP981) 回転換出ピックアップ(小野測器製

H M 6) 

回転検出用歯車(歯数 60枚)

回転計(小野測器製

⑤

⑥

⑦

③

⑨

⑬

⑪

 

実験装置
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写真 6・1 実験装置

初速度を与え、その時の円振の水平回りの傾き振動〈変位計⑦ー1)と垂直軸回

りの傾き振動(変位計⑦ー2)を測定した。円板が中央にある場合は、垂直撮動

の初速度を与えて垂直振動(変位計⑦ー1)と水平振動(変位計⑦-2)を計測

した。なお、 ロータ軸の両端の十字軸継手はヨークの位相角が一致していなく 1

o ・程度のずれがある。本章では図 6・1中に記入した座標系で円板の傾き、変位
を表す。

6・2 実験結果と考察

円板が軸端(プレーキ側〉にある場合の実験結果の一例を図 6・2、図 8・3に

示す。図 6・2は 1. 4 kgf皿のトルクをかけた場合で、図 8・3は図 6・2と比較す

るためのトルクがokgf阻の場合の結果である。両国とも(a )はヨークがほぼ 4
5・の位置にある時に打墜を与えた場合であり、 ( b )はヨークがほぼ真上にあ

るときに打事を与えた場合である。それぞれ、上側が変位計⑦ー1の出力(8 v) 

で、下側が変位計⑦-2の出力 (θ けである。図 6・2 (a) よりヨークがほぼ

りの角変位が誘起されている。 これと同じ条件でトルクの作用していない図 6・3

45・の位置にある場合は水平軸回りの初期速度による角変位に対して垂直軸回
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( a )では図 6・2 (a) の場合よりも大きい水平軸回りの振動に対して垂直軸回

りの撮動が誘起されていない。 それゆえ、図 6・2 (a) の連成振動は伝達トルク

に起因するものであると考えられる。 さらに、図 6・2 (a) では、垂直軸回りの

変位 (e x) が増加している期間と減少する期間では水平軸回りの振動 (e y) の

減衰の強さが明らかに異なっている。 このことは減衰の強い前の期間では、連成

効果のため水平軸回りの運動エネルギが垂直軸回りの運動エネルギに変換してい

るが、水平軸回りの振動振幅がある程度まで減少し連成力がなくなると何れの方

向の振動も自由減衰をしているものと考えられる。 ここで、継手内の減衰力(内

部減衰〉は自転速度は無視できる程度であるから連成力は持たず、連成効果はト

ルクに起因する成分以外には存在しない。図 6・2 (b)に示すヨークがほぼ O.

( 8 O. )の位置にある場合にはトルクをかけていても垂直軸回りの角変位は誘

起きれていないが、 これは第 4章で解析したようにトルクに起因する連成振動が

ヨーク角度に依存するためである。

今、簡単に傾向を見るため 2自由度剛性ロータモデルを考えると、式(4・10

よりトルクによる横方向の励振力は、回転角を O として、

自[-:?;:2θ1Ji::;200llLjJi 
となる。連成効果はe=π/4で最大であり、。 =0、 π/2で消誠することが

分かる。このことからも、図 6・2 (a)、 ( b )の実験結果が伝達トルクに起因

する現象であることが分かる。なお、 ヨーク角度がo・でも若干垂直振動がみら

れるのは、 2つの十字軸継手の位相が完全に一致していないこと、目視による打

阜のため初期条件の与え方が正確でないこと、 ロータ軸がごく低速ではあるが回

転しているため X，Y方向の振動波形が時聞が経過するにともない本来の x，Y 

成分を表さなくなってくることなどによると考えられる。

つぎに、図 6・4、図 6・5は円板が中央にある場合の垂直振動(x )、水平振

動(y )を見たものである。円板が中央にある場合には、継手部に十分な変動を

ベた。図 6・4は 1. 4 kgf圃のトルクをかけた場合であり、図 6・5はトルクのない

与えるような円板の傾き振動を起こすことは無理であるので、並進振動のみを調
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場合の結果である。 これらの実験結果は継手部分での軸の傾き変位が図 6・2、 6

・3とほぼ同じオーダとなるように初期速度を与えたものである。 この場合はトル

クが作用している状態であっても連成振動は発生していない。第 5章の解析では

円板が中央にある場合には連成効果が打ち消されることを理論的に示している。

同図では初速度を与えない方向の振動がみられるが、 これらの振動は図 6・2に比

べて十分弱いものであり、すでに述べたような誤差要因のため実験結果に初速度

を与えない方向の振動がみられるものと思われる。

以上より、定性的にではあるが伝達トルクによる連成効果が存在することが確

認された。
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第 7章 企士 ヨム
iF目 u冊

本論文は今後の回転機器の高性能化のためにその特性解明が強〈望まれている

軸継手について、継手の種類、回転軸系の構成別に動力伝達時の安定性を明らか

にすることを目的とした研究である。 そのため、等速形と十字軸形の自在継手及

びたわみ継手を取り上げ、発電機、圧縮機などの一方の軸端が他の軸に結合され

ていないモデルと、一般の伝達軸を表す両端が軸継手によって他の軸に結合され

ているモデルについて安定解析を行った。以下に各章ごとの主な結論をまとめて

おく。

第2章では図 2・1の等速形自在継手で連結されたロータ軸系の 4つのモデル、

すなわち、 MR2、 MR4、 SR2、 SR4の各ロ}タについて伝達トルクに起

因する安定性を解析した。各々の運動方程式は式(2・25)、式(2・32)、

式(2・37 )、式(2・41 )で与えられる。何れのモデルロータの場合でも伝

達トルクの横方向成分が運動方程式の復元力項に非対角成分として現れ、系を不

安定にする。 MR2ロータでは動的不安定のみ発生し、軸受剛性異方性は安定化

作用を持つ。 MR4ロータでは動的不安定のみならず、中間軸が短い場合や軸受

剛性異方性が 1に近いと静的不安定も発生する。軸受剛性異方性は動的安定性に

対して安定化作用、静的安定性に対して不安定化作用を持つ。 MRロータではロ

ータ軸が外部に仕事をする場合と外部から仕事をされる場合では、ジャイロモー

メントの不安定境界に及ぼす影響が定量的のみならず定性的にもかなり異なって

いる。 SR2ロータでは静的不安定のみ発生する。軸受剛性異方性は不安定化作

用を持ち、減衰項は不安定境界に影響を与えない。 SR4ロータでは静的不安定、

動的不安定何れも発生するが、 SR2ロータと同様に軸受聞性異方性が不安定化

作用を持ち減衰項は不安定境界に影響を与えない。

第 8章では、第 2章で明らかになった運動方程式復元力項非対角成分の不安定

化特性を一般的に把損するため、復元力項に一般的な非対角成分を持つ振動系の

不安定特性を 2自由度系と 4自由度系の場合について示した。 2自由度系では逆

対称な非対角成分は動的不安定を発生させ、対称な非対角成分は静的不安定を発
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生させる。復元力項非対角成分が対称成分と逆対称成分を持つ減衰項が存在しな

い系では、対称な非対角成分は静的不安定に対し不安定化作用を持ち、動的不安

定に対して安定化作用を持つ。逆対称 t.;.非対角成分は静的不安定に対して安定化

作用、動的不安定に対して不安定化作用を持つ。 ジャイロモーメントと外部減衰

項を考慮すると、動的不安定についてはジャイロモーメントの影響を受け非対角

成分の作用が減衰項のない場合と異なるが、静的不安定は影響を受けない。固有

振動数の異方性は、減衰項に関わらず動的不安定に対して安定化作用、静的不安

定に対して不安定化作用を持つ。 4自由度系では 2自由度系のように単純に動的

不安定か、静的不安定かで復元力項非対角成分の不安定化作用を分類できない。

しかし、減衰項が存在しない場合には、対角線に関して対称成分または逆対称成

分のみからなる復元力項非対角成分は、それぞれ静的不安定、動的不安定のみを

発生させ、固有振動数の異方性は静的不安定に対して不安定化作用を持つ。

第 4章では第 2章と同じモデルロータについて十字軸継手で連結された場合の

安定性を解析した。 MR2、 MR4、 SR4の各ロータの運動方程式は式(4・3

9 )、式(4・65 )、式 (4・79)で与えられる。十字軸継手を介して駆動さ

れるロータ系では、伝達トルクは第 2章の等速継手の場合と同じ自励振動不安定

化作用と回転数の 2倍と 4倍の周波数成分を持つ係数励振不安定化作用を持つ。

振動系は自励振動と係数励振振動が合わさって現れ、それらの相互干渉が問題と

なる。 自励振動の不安定化作用と係数励振振動の不安定化作用を比べると、初期

交差角が存在しない場合には、最も振動数の高い主共振の係数励振不安定領域よ

り低速側では係数励振不安定化作用が強く、それより高速側では自励振動の方が

強い。初期交差角が存在すると、低速域でも自励振動不安定化作用が顕著になる。

軸受剛性異方性は自励振動が顕著な場合には第 2章の等速継手の場合と同じ安定

化作用を持つが、係数励振振動に対しては不安定領域を拡大する効果を持ち回転

数域によって安定化作用になることも不安定化作用になることもある。ジャイロ

モーメントも不安定領域を拡大するので安定化効果は回転数織に依存する。 MR

ロータでは、等速継手系と同様に、ロータ軸が外部に仕事をする場合と外部から

仕事をされる場合ではジャイロモーメントの影響は全く異なったものとなる。

第 5章では一般的なトルク伝達特性を持ったわみ継手で連結された第 4掌まで

の剛性モデルロータと剛な軸受で支持された弾性モデルロータ (MF 4ロー夕、
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S F 4ロータ〉について伝達トルクによる不安定を解析した。 MR4とSR 4ロ

ータの運動方程式はそれぞれ式(5・16)、式(5・25)で表され、 MF4と

S F 4ロータの運動方程式は式(5・43 )の形で表される。何れのロータでもト

ルクの伝達方向は系の安定性に大きな影響を持ち、等速継手は一般のたわみ継手

からみると極めて特異で安定なトルク伝達特性を持つ継手であることが明かとな

った。剛性ロータではトルクの作用方向が連結された二軸の交差角の二等分方向

からずれると急激に不安定化する。 MR4ロータではジャイロモーメントの影響

はトルクの伝達方向を表すノfラメータに依存して等速継手の場合と逆になること

がある。 SR4ロータでも不安定境界がジャイロモーメントの影響をうけ等速継

手系の場合のようにはならない。 MR4ロータでは継手のばね復元モーメントは

不安定境界にそれほど影響を与えない。 SR 4ロータではばね復元モーメントは

かなり安定化作用を持っている。 MF4ロータでは、中間軸のない一つの継手で

駆動される場合には MR2ロータと定性的に類似な傾向を示すが、二つの継手を

含む場合には負荷トルクの作用方向によってはMR4ロータとはかなり差異が生

じることがある。継手のばね復元モーメントは低速域では影響は殆どないが、高

速域では不安定境界を大幅に変える。 SF 4ロータは一つの継手で駆動される場

合には SR2ロータと異なり不安定が発生するが、二つの継手で駆動される場合

には SR4ロータに似た傾向を示す。 これら弾性ロータモデルでの不安定境界は

材料の設計強度限界よりも十分低くなり得るため、実際の設計時には構造のパラ

メータと減衰力を十分検討する必要がある。

第 6章では実験的に伝達トルクに起因する横方向の連成成分が存在することを

確認した。

以上、自在継手とたわみ継手を介して駆動されるロータ軸系における動力伝達

時の安定性を 2自由度系と 4自由度系のモデルロータを用いて解析し、 トルクに

よる不安定化の機構を明らかにした。実際の機器の設計のためにはより自由度の

多いモデルの解析が必要となるであろうが、本論文で明らかにした基本的性質は

どの様なモデルでも共通であり、本論文で明らかにした事項が複雑な系の解析の

糸口になると信じるものである。
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