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本論文は,2次元システムの状態空間実現問題 とその特性改善に関する問題

を,極配置,モデル適合および逆システムの構成の観点から考察 したもので,

全体は7章から成るC

第 1章は緒論で,本研究で取り上げる2次元システムの状態空間モデル生誕

の歴史を概説し,本研究の位置づげと意義について述べている｡

第 2章では,2変数有理関数から2次元状態空間モデルを実現するための二

つのアルゴリズムが提案されている｡このアルゴリズムによれば Roesser

の状態空間モデルが正準形又は平衡形で最小実現される｡

第 3章では,状態フィードバックによる2次元システムの極配置問題 を論 じ

ている｡状態フィードバックには線形関数観測羊が用いられ,これを組み込ん

だ閉ループシステムの極が任意に配置できるための条件が考察されている｡

第4章では,出力フィードバックによる2次元システムの極配置問題が論 じ

られている｡ここでは極配置問題を2次元動的補償器の設計問題 として扱って

おり,この動的補償器が設計できるための条件が前章の線形関数観測器によっ

て極が配置できるための条件と一致していることが示される｡

第 5章では,有理関数行列で表される2次元システムを対象に, 1次元動的

補償器を導入した2次元システムのモデルマッチング問題を取 り上げている｡

･第6章では,2次元システムに対する逆システムの構成法が論 じられている｡

すなわち,弱因果的2次元システムを係数行列の要素が1変数の有理関数で与

えられる1次元動的システムとみなして,因果的2次元システムに対する固有

遅れ逆システムが1次元動的システムの立場で一般的に構成されている｡

第 7章は本論文の総括と結論であり,本研究で得られた知見と意義について

述べられている｡
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第1章 緒 論

ここ数年来,ディジタル画像,地震波形,重力磁気データなど各種 2次元信

号のデイジタ･ル処理に関する研究が多くの関心 を集めている｡これはこの分野

が潜在的にもつ工学面への応用の広さと,解決すべき理論面を数多く含んでい

るからと思われる｡

従来,2次元信号の処理には2次元ディジタルフィルタが有効と考えられ,

主に安定問題や設計問題などが伝達関数法を用いて解析されてきた｡一方,デ

ィジタルフィルタを状態空間モデルで表現 し,状態空間法を用いて解析する方

法は極めて有効な手段と思われる｡例えば,フィルタの係数感度 (1●1) や丸め

誤差,あるいはリミットサイクルなど (1●-2) フィルタの内部構造に関連する問

題を系統的に取り扱うことは伝達関数法では困難である｡

ディジタルフィルタを状態方程式で表現することはこれを動的システムとし

てとらえようとすることに他ならない｡ディジタル信号処理,特に1次元ディ

ジタルフィルタの研究分野と線形システム理論,あるいは,制御理論の研究分

野とが密接に関連している(1●3) ことはよく知 られているが,2次元ディジタ

ルフィルタの分野においても,これまでに提案されている幾つかの状態空間モ

デル (1°4卜 (1.7) を2次元離散空間システムとみなすならば,システムの低次

元化 (1●8)や感度解析 (1°2),システム同定 (1`9), あるいは安定判別 (1●10)なJ

どの問題は, 2次元ディジタルフィルタの研究分野と2次元システム理論の両

分野にとって共通で,重要な基礎的な問題であろう｡さらに,画像用フィルタ

に関連して提案された2次元状態空間モデルの可制御性あるいは可観測性の概

忠(1°4) は2次元システムで近似された実在システムを制御する,という一つ

の応用面とその可能性を弾く示唆している｡

実在システムを2次元状態空間モデルで近似する研究は現在のところ少ない
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が,その最初の試みは,集中一分布素子混在回路網の合成にあたって2変数シ

ステムの実現問題を扱った Youlaの研究 (1~川 に見られる｡さらに, 2次元

平面上に広がる分布定数系や DelayI)ifferentialシステム (1`12)あるいは工

作機械の切削刃や農耕機械の鋤などの繰 り返 しプロセス (1■13) (マルチプロセ

ス)なども2次元状態空間モデルで近似できることが知 られている｡

巻末の付轟には一階あるいは二階の偏微分方程式で記述されるあるクラスの

分布定数システムを2次元状態空間モデルで近似するための一手法が与えられ

ている (付録 -A)｡

このように実在システムが2次元システムで近似されるとき,システムの制

御や,動特性改善の問題が持ち上がろう｡ 2次元システムにおけるこの種の問

題を扱う研究分野,すなわち, 1次元システムにおけるシステム理論あるいは

制御理論に相当する分野を扱った研究は今のところ少ない｡ しかし,2次元シ

ステム理論ともいえるこの分野の探求は,実在システムに対する新たな解析法

や設計法を提供するばかりでなく,2次元ディジタルフィルタの研究分野 とこ

の研究分野との関連を明らかにすることになる｡このことは, 1次元信号処理

とシステム理論との関係同様,2次元信号処理 と2次元システム理論の両研究

分野の発展へ とつながろう｡実際,最近出版された二冊の成木,すなわち,

R.Eising著 "2-Dsystems,Analgebraicapproach"= '14) や T.Xaczorek著

"Two-dimensionallinearsystems"(1`15) などは2次元システム理論の分野

を系統的に扱ったものと･いえる｡

本研究は,上記2次元システム理論に相当する分野を扱ったもので,2次元

システムを状態空間モデルで実現する問題 と,その特性改善に関する問題 を,

極指定,モデル適合および逆システムの構成の立場から考察 している｡

まず,第2章では,2変数の有理関数で表される2次元システムを Roesser

の状態空間モデルで最小実現するための二つのアルゴリズムが提案される｡こ

こで取 り上げる分母分離形 Roesserモデルは安定判別が容易で, しかも構造
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が簡単であることから,実用上有用であり,2次元ディジタルフィルタなどに

広く応用されている｡ 本章では,このクラスの Roesserのモデルを正準形と

平衡形で実現するするためのアルゴリズム (1`16)I(1°17) を与えている｡

正準形実現のためのアルゴリズムは従来のアルゴリズムに比べて非常に簡単

なもので,伝達関数から直接正準形で最小実現できる｡続いて提案されるアル

ゴリズムは Roesserのモデルを平衡形で実現するためのアルゴリズムである｡

この平衡実現形では,可制御性ゲラミアンと可観測性グラミアンがそれぞれ対

角行列になり,両者は等しい｡また,対角要素の相対的な大きさは,対応する

状態変数の入出力特性に対する重要度を表 しており,この性質はモデルの低次

元化 (1 8̀)に利用される｡

2次元システムに対する平衡実現のための手法は Lashgariら(1 8̀)によって

最初に提案された｡これは,ハンケル行列の特異値分解を用いて,有限個のマ

ルコフパラメータを Roesserモデルで近似する方法であるが, ここで取 り上

げるような伝達関数からの平衡実現についてはこれまでに取 り扱われていない｡

I,ashgariらによる実現が準平衡形であるのに対 し,本手法による実現は真の

平衡形であり,平衡実現からは,適当な座標変換によって,厳密に量子化誤差

最小の構造あるいは係数感度最小構造が得られる (1`2)｡

第3章と第4章では2次元システムの極配置問題を取 り上げている｡これら

は状態あるいは出力のフィードバックによって得られる閉ループシステムが所

望の特性を持つように,フィードバック別を設計する問題であり,ここでは,

この間題を2次元状態空間モデルの立場から考察 している｡この問題への他の

アプローチとしては,2次元システムを伝達関数の立場で扱い,動的補償器の

設計を2変数の多項式方程式の解を求める問題に帰着する方法 (1●18)I(1.19)

と,2次元システムを環上で定義される1次元動的システムの立場で扱う方法

(1 2̀0)I(1'21)とがある｡ 前者では,被対象システムがスカラの入力と出力の

場合に限定されるばかりでなく,解も必ずしも容易には得られない｡また,後
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者では, 2次元システムが環上の 1次元システムの特別の場合,すなわち,

里rincipal主deal里omain(P.I.D) 上の 1次元動的システムとなることから,

この方法で得られる動的補償器は必ずしも実現できない｡これらに対 し,本研

究では, 閉ループシステムが分母分離形の Roesserの状態空間モデルとなる

ようなフィードバック則を設計している｡ これは分母分離形の Roesserモデ

ルの持つ利点,すなわち1次元システムにおける理論を利用するためで,これ

によって,2次元システムに対する極あるいは特性多項式の指定などの特性改

善の問題は完全に2つの1次元動的システムに対する問題に分割できる｡

まず, 第3章 (1 2̀2 )では状態フィー ドバックよる2次元極配置問題を考察

している｡この場合,システムの状態は観測できないから観測器を必要とする｡

しかも,観測器としては状態そのものを推定する状態観測器である必要はなく,

その線形関数値が推定できる関数観測器が得られれば十分である｡ここでは,

関数観測器の設計法を与えると共に,これを状態フィー ドバックに組み込むこ

とを考える｡この方法による極配置法では,組み込まれる観測器の極が閉ルー

プシステムの入出力特性に関係しない,という特長を持っている｡

続いて,第4章 (1●23)では極配置問題 を動的補償器の設計問題 として扱って

いる｡すなわち,任意に指定された複素数対を配置するような動的補償器が存

在するための十分条件が示され,その設計アルゴリズムが与えられている｡こ

の動的補償器は2次元システムを組み込んだ出力フィー ドバックで,この種の

問題で,従来取り扱われている状態あるいは出力フィー ドバックによる極配置

に比べて,より実用的で,極配置は容易になる｡なお,前章での線形関数観測

器は,この章で取り扱った動的補償器の一種 とみなされるが,両者の関係と特

徴についても触れている｡

第5章 (1●24)で取り上げるモデル適合問題は与えられたシステムに対 して適

当なフィー ドバックを施し,その閉ループシステムを理想のモデルに一致させ

る問題である｡この章では, 2次元モデル適合問題 を解 くために1次元動的補
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償器が導入され,設計問題は1変数の有理関数 を係数 とする連立方程式のプロ

パーな有理関数解を求める問題と等価になることが示される｡ここでの 1次元

動的補償器は2･種類の遅れ素子を有する従来の動的補償器に比べて構造は簡単

であり,設計は平易である｡また,必要な遅れ素子は一種類のみであるから,

経済的でもある｡

第6章 (1●25)では,2次元システムに対する固有遅れ逆システムについて考

察している｡すなわち,Eising(ト 26)が提案した弱因果的2次元システムを,

係数行列の要素が1変数の有理関数である1次元動的システムとして,取 り扱

う方法を述べている｡ そして,Eisingが2次元伝達関数の立場で取 り扱った

因果的2次元システムに対する固有遅れ弱因果的逆システムは, 1次元動的シ

ステムの立場で一般的に議論できることが示される｡逆システムあるいは逆フ

ィルタは画質の劣化を回復させるための有力な道具となる (1'27)I (1'28)｡特

に,画像劣化の主な原因がノイズではない場合,逆フィルタリングは多くの場

合画質回復のために効果があることはよく知られている (1●28)｡この章におけ

る逆システムの構成法の特長は, (i)2次元逆システムの構成に1次元システ

ムにおける理論が利用できる｡(立)弱因果的逆システムが局所状態空間モデル

の立場で比較的容易に得られる,などである｡

最後に第7章では,本研究で得られた知見と意義について要約する｡さらに,

今後に残された解明すべき問題点および予想される発展方向など著者の見解を

二,三述べている｡
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記 法

本論文で用いられる主な記号が以下 にまとめられている｡

Z

Z.

R

R[Z]

R(Z)

R｡r(Z)

R[zl,Z2]

R(zl)[Z2]

Rnxm

Ⅰ｡

AT

A~T

A十

(A)ij

deもA

adj.A

:整数の集合

:非負整数の集合

:実数の集合

:実係数 Zの多項式の集合

:実係数 Zの有理関数の集合

:Zの有理関数がプロパーであるものの集合

:実係数zlとZ2の多項式の集合

:R(zl)を係数 とするZ2の多項式の集合

:Rを要素 とする nXmの行列 (R[Z]nxm,R(Z)nxm,

R[zl,Z2]nXm等も同様 )

:n次単位行列

:行列 Aの転置

:行列 Aの転置行列の逆行列,すなわち,A~T-(AT)~1

:行列 Aの一般化逆行列

:行列 Aのij要素

:行列 Aの行列式

:行列 Aの余因子行列

di且g(al,-･,a｡):要素がaiである nXnの対角行列

°egp[Z]

rankA

RangeA

NullA

V(R)

SIl

:多項式 p[Z]の次数

:行列 Aの階数

:行列 Aの値域

:行列 Aの零空間

:体R上のベク トル空間

: 2次元インパルス応答 Hのサポー ト

6



cs.A :∩xm行列Aの列展開,すなわち,

cs.A- [all,a21,-･,aれl,a12,a22,･-,anm]

min.(a.,-･･,a｡) :al,･-,a｡の最小値

A⑳ B

(h,k)≦(i,j)

(h,k)- (i,j)

(h,k)<(i,j)

:∩Xm行列AとpXq行列 Bのクロネッ力積

すなわち,(A) ij- aijとするとき,

allB

A⑳B- ;

anlB

:h≦i,k≦j

a12B ･-
■●●

an2B ･･･

:h- i,k-j

:(h,k)≦(i,j),(h,k)≠(i,j)
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第2章 2次元状態空間モデ ル の実現

2･1 緒
■■町==亡F⊃

分布 ･集中両素子混在回路系 (2̀1)I (2.2),分布定数系, あるいは時間遅れ

系など (2.3)･ (2`4) を2変数の有理関数で近似 しようとする試みはかなり以前

から多く見られる｡Kamen(2̀4)や Sontag(2.5)らは,あるクラスの分布定数系

や時間遅れ系を1変数多項式を係数 とする線形動的システムで近似 し,系の安

定性や特性を解析している｡この動的システムは多項式環上で定義される1次

元システムであり,その伝達関数は2変数の有理関数 となる｡

この章では,2変数の有理関数で記述されている2次元システムを状態空間

モデルで実現する問題 を取 り上げる｡すなわち,ここでは,伝達関数の分母が

それぞれ 1変数の多項式の積に分解できるような, 2次元システムを Roesser

の状態空間モデルで実現するための二つのアルゴリズム (2'6)I(2'7) が提案さ

れる｡ この分母分離形 Roesser モデルは,安定判別が容易でしかも構造が

簡単なことから実用上有用であり,2次元ディジタルフィルタの設計などに広

く利用されている｡

この章で最初に示されるアルゴリズム (2̀6)は,伝達関数から Roesserモデ

ルを直接,正準形で最小実現するためのアルゴリズムであり,これは従来のア

ルゴリズム (2`8ト (2`11)に比べて非常 に簡単である｡

続 いて提案されるアルゴ リズムは Roesser モデル を平衡形で実現するた

めのアルゴリズムである (2.7)｡この平衡実現形は,線形システムの-実現構

造 として Hoore(2.12)によって提案されたもので,状態空間の可制御性 と可観

測性の測度に着 目して構成される実現構造である｡この構造は,感度最小構造

(2.9)あるいは量子化誤差最小のシステム構造 (2.14)-(2.16)と密接に関係 して

いることや,この構造から低次元モデル (2`17)が得られることはよく知られて

いる｡
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2次元システムに対する平衡実現問題を最初に取 り上げたのは Lashgariら

の研究 (2.17)である｡そこでは,ハンケル行列の特異値分解 を用いて,有限個

の2次元マルコフパラメータを Roesserモデルで近似する問題 を取 り上げ,

準平衡実現の-手法を提案している｡また,川又らは平衡実現 と量子化誤差の

最小構造を持つ実現との代数的等価変換行列 (2`16)を導出している｡ しかし,

川又らの統一的設計アルゴリズムでは Lashgariらの準平衡実現をベースにし

ているため,厳密に量子化誤差の最小構造は得られない｡

ここでは,2次元マルコフパラメータからの準平衡実現ではなく,伝達関数

から真の平衡実現を得るためのアルゴリズムを与えている｡その結果,得られ

た平衡実現に適当な座標変換を施すことによって,量子化誤差の最小構造が厳

密に得られる｡

2･2 2次元局所状態空間モデル

いま,点(i,j)における局所状態ベ ク トルⅩ(i,j)をn次元水平ベク トル

Xh(i,j)とm次元垂直ベクトル Xv(i,j)の直和

]Mu飢u
Cid

.1J

.1U

'

●′

■l

■l

iuJHU
nlHU

h

V

X

X

L
璽1日■ーhu

.J●■
･lnu膚uX

で定義し,次式を考える｡

[;::;::llj:]-[:::三222][::;器 +[≡三]u(i･j)
S:

∫(i,j)-[Cl ー

町

【■1lt■ノ
ー
り

.1J

.1J

●■

●′

･l

･l

iZq

nll

h

V

X

X

層

一
■12C +D･u(i,j)

Xh(0,J-)-XBj, XV(i,0)-Xr｡
(2･1)を簡単に

S:
∂Ⅹ(i,j)-Ax(i,j)+ Bu(i,j)

y(i,j)-Cx(i,j)+Du(i,j)

i,j≫0

(2･1)

i,j-0,1,2,-･

あるいは,S (A,B,C,D)∩.爪 と書 くことがある｡ ただし, u (i,j)は q次
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元入カベクトル,∫(i,j)は p次元出力ベクトルであり,All,A.2,A21,A22,

Bl,B2,Cl,C2,D はそれぞれ適当なサイズの実行列である｡この(2･1)が

Roesserらによって提案された2次元システムに対する局所状態空間モデルで

ある (2'9㌦ さて,

Z (Ⅹ(i,j))-Ⅹ(zl,Z2)-∑Ⅹ(i,j)zTiz;ji.jく0二=

で定義される2次元Z変換を(2･1)に施せば

( [zl.I 't z20I｡]-A iⅩ(zl,Z2,-Bu(zl,Z2,+[ZloInz 20Im] [: .::zZ:;]

y(zl,Z2)-Cx(zl,Z2)

となる｡ただし,XB(Z2),Ⅹ岩(zl)は初期状態に関するZ変換である｡

次に,状態遷移行列をAi･jを

lIn･--[ZI.lInz妄 10Im] A ) ~ 1 - hE J lzi.'Inz妄10Im] A ) h

■1A
O〉三.ヽJ

∑
㍉

△
二 JzTl,Z盲J

で定義すると,以下の性質が得られる｡

A~j･i-Ai･~J-o ( i,j≧1)

AO･0-In.- , Al･7- lA;.Ai2] ･ A∴ - [A?I A?2]

Ai･j-Al･OAi-1･j+AO･lAi･j-1 ((i,j)>(0,0))

このとき,(2･3)から(2･1)の解が

J

x ( i , j ) - ∑ A i ･ j ~ k
k =0

1
+∑A i- r･ j

r =0

∑ H(i-k,j-r)･u(k,r)
(0,0)く(k.r) くくj,j)L_..=

で得られる｡ただし,

班 (i, j ) 仝 A i- 1 ･ j

(2･2)

(2･3)



【定義2･1】 (2.9) 局所初期状態がⅩ(0,0)-0であるとき,任意のn+m次元

ベクトルSに対 して Ⅹ(N,H)-Sとなるような,ある正整数N,Hと入力系

列 u(i,j)((0,0)≦(i,j)<(N,A))が存在するとき,S(A,B,C,D)nhは局

所可制御であるという｡

【補題2･1】 (2 9̀) S(A,B,C,D)H mが局所可制御であるための必要十分条

件は,次の行列 Q｡,mが最大階数を持つことである｡

Qn,m- lh(1,0),班(2,0),-･,E(n,0);也(0,1),斑(1,1),･･･

-,斑(n,1),;･- ;,班(0,m),光(1,n),･-,A(n,m)] (2･4)

【定義2･2】 (2 9̀) u(i,j)-0(i,j≧0)に対 して, y(i,j)-0(i,j≧0)
となるような局所初期状態がⅩ(0,0)- 0以外に存在しないならば,S (A,B,

C,D)∩.mは局所可観測であるという｡

【補題2･2】(2.9) S(A,B,C,D)∩+｡が局所可観測であるための必要十分条

件は,次の行列Rn,mが最大階数を持つことである｡

R｡,∩- [(CAO･0)T,(cAO･1)T,･-,(CAO,m)T ; (CAl･0)T,(cAl･1)T,-･

･･,(CAl･Jn)T : ･･･ ':(cAn･0)T,(CAn･I)T,･･･,(CAn･Jn-1)T] (2･5)

次に,Sの伝達関数 H(zl,Z2)を考えれば,これは次式で与えられる｡

H(zl･Z 2,- lC I C2, I lz l.In z 20J - [:: : (2･6,

この伝達関数はSの状態空間の座標変換,
J■)

Ⅹ(i,j)-Tx(i,j), T-diag(Tl,T2) , (detT≠0) (2･7)
:ii!■ウ

には影響されない (2.9)｡この変換によって得られるシステムS(T~1AT,T-1B,

CT,D)とS(A,B,C,D)は代数的等価システムと呼ばれる｡

(2･6)はまた,

H(zl,Z2)-D+C2(Z2In- A22)-1B2+lC.+C2(Z2Im-A22)-1A21]

･[zlI｡-All-A12(Z2Im-A22)~lA21]~1

･[Bl+A12(Z2Im-A22)~lB2]

と書けるから
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A(Z2)全All+A12(Z2Im-A22)~lA21

B(Z2)仝Bl+A.2(Z2Im-A22)~lB2

C(Z2)仝Cl+C2(Z2Im-A22)-1A･ll

D(Z2)仝J)+C2(Z2Im-A22)-lB2

と置けば,

H(zl,Z2)-C(Z2)[Z.Ⅰ.rA(Z2)]~18(Z2)+D(Z2)

と表現できる｡これは(2･1)の Roesserモデル と伝達関数が等しい 1次元シス

テム

Ⅹ(i+1,Z2)-A(Z2)Ⅹ(i,Z2)+B(Z2)u(i,Z2)

y(i,Z2)-C(Z2)Ⅹ(i,Z2)+D(Z2)u(i,Z2)

(2･8)

の伝達関数に相当している｡

(2･8)は Roesserモデルを係数行列の要素がプロパーな有理関数からなる1

次元システムで表現したものである (2°10)0

さらに,(2･1)において,A12-0あるいは A21-0であるような Roesser

モデルは(2･6)の伝達関数の立場からいえば,その分母多項式 D(zl,Z2)が二つ

の1変数の多項式 Dl(zl)と D2(Z2)の積に分解できるようなシステムであり,

この意味で A12-0あるいはA皇1-0であるモデルは分母分離形 Roesserモデ

ルと呼ばれる (2.ll)｡

2･3 正準形実現アルゴリズム

次の2次元伝達関数で記述されるシステムを取 り上げる｡
∩ ∩
∑ ∑ri j Z i z 皇

i=O j=0

H(zIZ2)-
Dl(zl)D2(Z2)

こ こ で ,

Dl(zl)-Z;+αn_.ZT-I+･-+αlZl+α｡

D2(Z2)- Z冒+βm_lZ冒IL+ - ･+ βlZ2+ β｡

1 2

(2･9)



であり,Dl(Z.),D2(Z2)と分子多項式には共通因子が存在 しないものとする｡

また.これらの多項式はいずれも安定 とする｡

さて,(2･9)の伝達関数を次の分母分離形 Roesserモデルで実現することを

考える｡

o ] [; 器 嶋 ] u (i･ j )[; :; ; 霊 ]- [A?∴ 22

S :

∫(i,j)-[cl
卜

]
2C

l
･lnu膚U

l
nV入

●′
･lqt膚U

VX
'
･liHt膚Uu●

d+
]1日ru

Gi-

.1J

.｢J

j) i,j≫0

(2･10)

ただし,Xh(i,j)はn次元水平状態ベク トル,ⅩV(i,j)は m次元垂直状態ベク ト

ル,u(i,j),∫(i,j)はそれぞれスカラの入力 と出力であり, All,A21,A22,

bl,b2,Cl,C2.dはそれぞれ適当なサイズの実行列である｡以後,このモデ

ルをS(All,A21,A22,bl,b2,C1,C2,d)｡巾 と記す｡

(2･10)において Ⅹh(i,j)と Xv(i,j)の次元数, nと爪が多項式 Dl(zl)と

D2(Z2)の次数にそれぞれ一致するとき,(2･10)はH(zl,Z2)の最小実現である｡

いま,(2･9)を次のように

ro°rlO‥'rno

[1,Z2,日･,Z2]
H(zl,Z2)-

D 2(Z 2)

全日2(Z2)RHl(zl)

roュrll‥●rnl

● ● ●● ● ●● ● ●
ronrlm●‥rnm

-[1,zl,-･,ZT]T

Dl(zl)

(2･11)

書換える｡このとき, 1次元システムHl(zl)とH2(Z2)の任意の実現 をそれぞれ

Xh(i+1)-Al.Xh(i)+blu(i)
Sl:

S2:

yl(i)-CIXh(i)+dlu(i)

Xv(j+1)- A22XV(j)+B2u2(j)

y(j)-C2ⅩV(j)+d2u2(j)

(2･12)

(2･13)

とすれば,(2･11)のH(zl,Z2)はSl(All,bl,Cl,dl)nとS2(A22,B2,･C2,

d2)mおよび Rのカスケー ド接続 として,以下のように実現される｡
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EiiiZ!
.1J'

1十･l(

(i,j+1)

]

り山
●●

1

月

0

22A日日CR
←A21→

∫(i,j)-[d2RC.
トclう

'

'

･l

▲l

iZq

n
膚
l

h

V

X

X

rl
L

] bl

皿 2R｡1]u(i,j)
←b2う

･･C2][::'(1:,Ji･:]･d2Rd←d→
+d2Rdl･u(i,j) (2･14)

i,j≫O

SlとS2の最小次数がそれぞれHl(zl)とH2(Z2)のマクミラン次数によって決

定され,これらマクミラン次数はnとmであることはHl(zl)とH2(Z2)の構造か

ら容易にわかる｡すなわち,Dl(zl)およびD2(Z2)の次数はそれぞれ nとmであ

るから,SlとS2が共に最小実現であるとき,かつ,このときのみ(2.14)のS

は H(zl,Z2)の最小実現となる｡

いま,Hl(zl)を

Dl(zl)

Hl(zl)-

~αo~α1●●●ーαn-1

と表現し,これを可制御正準形,

A ll-

9･…･a!斗 bL- [･10･]

αニトα｡,-αⅠ,-･,-α.._l]

で最小実現する｡このとき,

det(zlln-All)-Dl(zl)

Adj(zlI｡- All)bl- [1,zl,- ･ZT~1]T

であることから,Slの Clとdlは次の構造

C.- [:] I dl- [ ･:･]

を持つことがわかる｡

同様に,H2(Z2)を可観測正準形

- 14 -

(2･15)

(2･16)



A22-

0
●●●●

Im_1
●′

i

札
札
札
コ

β
●●●一_●●●●

C2- [ 0;1]

βニトβ｡,-β1,･-,-β｡_1]T

で最小実現すれば,S2のB2とd2は次の構造

B2- [Im ; β], d2- [0;1]

(2･17)

(2･18)

をもつ｡

結局,Hl(zl)とH2(Z2)がそれぞれ(2･15)と(2･17)の正準形で最小実現される

とき,Sの A芝.,b2, Cl,dは次のように

[: : 1 bd2]- [: :] [: 霊 :] lcldl]

+

‥

l

●

l

●

R

･
卜

ニ

α

‥

2

●

l

●

R

･

+

‥
l

●

2

●

R

･

β

‥
R21+R22α

+βR12α
●
●
●R12+ βR22

R22

]
● (2･19)

得られる｡ ただし,Rll,R12,R21,R22はそれぞれ mXn, ∩Xl, 1Xn,

1×1のサイズを持つRの部分行列である｡

以上をまとめれば,最小実現アルゴリズムは次のようになる｡

辿 _i.H(zl,Z2)より(2･11)のRおよび(2･15)と(2･17)のαとβを構成する｡

Step2.H(zl,Z2)の最小実現は(2･15),(2･17)と(2･19)によって得られる｡

2･4 平衡実現アルゴリズム

ここでは,(2･9)から Roesserモデルを平衡形で実現するためのアルゴリズ

ムを提案する｡これには前節における正準形 を実現する過程や得られる二つの

構造的に簡単な1次元システムSlとS2が用いられる｡

さて,2次元システムS(All,A21,A22,bl,b2,Cl,C2,d)∩.m の可制

御性行列 Q｡.mは(2･4)から

∩
叫

.0●
卜

二m'n
-
■

となる｡ ただ し,

●
●
●

+ 44+4++4444++41

[Bn,A 22B｡,･- ,?.･::::品 二瀬

15 -
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Qh- [b.,A .lb.,- ,A h Ibl] , B h - [b2 ; A 2 .Qh]

で あ る ｡ ま た,可 観 測性行 列 R ｡.mは( 2 ･ 5 ) か ら

R ... ∩

Cm

CmA ll

●●■

CnAHl

となる｡ただし,

ck-[蕊 ], Rk-

C2

C2A22
-●●

C2A宣言1

(2･21)

である｡これらに注意して,Sの可制御性グラム行列Ⅴ-Q∞,00･QT00,00および可

観測性グラム行列E-RT00,∞･R00,00を考えれば,Sの平衡実現問題は二つの 1次

元システムSl(00)(All,bl,CCo)とS∠00)(A22,B∞,C2)に対する平衡実現問題 と

なる｡すなわち,

【定義 2･3】(2.17)Sから構成される二つの 1次元システムSl(00)(All,bl,

C00)と S2(00)(A22,-‰,C2)に対する可制御性グラム行列 Wlと W2および可観測

性グラム行列 Klと E2が

Wl- K.- diag(0日,CT12,･-,01｡)仝∑1

W2- K2-diag(cT21,022,-･,02m)仝∑2

で与えられるとき,Sは平衡実現であるという｡ただし, oH と02)は 011≧

012≧･∴≧ Gln>0および 021≧cT22>=-･≧02m>0を満たす実数である｡

さて,Sは安定であるから,上記の Vlと Elおよび V2と K2はそれぞれ以下

のリアプノフ方程式の一意解として与えられる (2.17)｡

Vl-AllWIATl-blbT

K.-ATIEIAl.- C00Tc00-A'illK2A21+cTc.

W2-A22W2A言2-BCoB00T- A21WIA'itl+b2b'ぎ

ー 16 -



K'2r-A盲2K2A22- C言C2 (2･25)

さらに,(2･7)の座標変換によって上のグラム行列は次のように変換される｡

霊宝 TT.T ) i-1･2 (2･26)

ここでの問題は,(2･9)の伝達関数から(2･10)の Roesserモデルを平衡形で

実現することである｡

いま,前節における正準形での最小実現,S(All,A21,A22,bl,b2,Cl,

C2,d)∩.爪に注目しよう｡Sの代数的等価システム官が二つの 1次元システム,

すなわち,(2･15)の可制御正準形,Sl(All,bl,Cl,dl)爪と(2･17)の可観測

正準形 S2(A22,B2,C2,d2)mの代数的等価システム,
:i■::▼■:
Sl(TTIAllTl,TTlbl,CITl,dl)n

ii:■■:
S2(T妄1A22T2,T言1B2,C2T2,d2)m

から,
i■:■ウ
S(TTIAllTl,T盲lB2RCITl,T妄IA22T2,Tilbl,

(2･27)

(2･28)

TilB2Rdl,d2RCITl,C2T2,d2Rdl)n.m (2･2g)
i■:■ウ iJ

と得られること,さら.に,SlとS2の簡単な構造からSlとS2は容易に得られ

ることに注意されたい｡

さて, Sは最小実現であるから1次元システム

Sl(m)(AH ,bl,cm) , S2(n)(A22,Bn,C2)

を構成すれば(2･20)と(2･21)から次式が成立することがわかる｡

rankQ｡-n, rankR｡-∩

rankQ｡- 帆, rankRm- m

(2･30)

すなわち,(All,bl)は可制御対であり,(C2,A22)は可観測対である｡したが

って,(2･22)のリアプノブ方程式を満たすWlと(2･25)を満たすⅩ2は共に正定対

称行列となる｡このとき,Vlと Ⅹ2は正則な三角行列 Llと L2によって

Wl-LILIT,E2-L2L2T

1 7

(2･33)



とコレスキー分解でき,(2･23)と(2･24)はそれぞれ次式のように表される｡

K1-ATIKIA.1-CTc

W2-A22W2A';12-BBT

ただし,

C- [蕊 ] ,

B- [b2 ;A21L l]

以上から,(2･22)から(2･25)を満たす各グラム行列は,結局 1次元システム

Sl(AH,bl,C)n (2･36)

に対する可制御 と可観測性グラム行列W,と El,そして

S2(A22,B,C2)m (2･37)

に対する可制御と可観測性グラム行列W2と E2を求める問題に帰着される｡

【補題 2･3】 S(All,A21,A22,bl,b2,C1,C2,d)∩.mに対 して(2･22)

から(2･25)を満たすグラム行列 Wl,W2,Elおよび E2はそれぞれ

Wo Wl●‥Wn-1

WI Wo ●‥W｡-2

● ■● ●● ●

W｡-1Wn-2●‥ Wo

Wl-

El-R'Ll(Qニ1wIQこ1⑳Im.1)Rn

W2-Qm(Rニ1K2Rこ1⑳Ⅰ｡.I)Qll

k｡ kl ･-kmーl

kl k｡ ･-km_2

● ●● ●● ●

km_1 km_2･･･k｡

K2-

で与えられる｡また,wiとkjは

∩
wi+ ∑α｡_jWli-jt-｣=1

i - 0

0 1 ≦ i≦ n

1 8

(2･38)

(2･41)

(2･42)



m
ki+∑β m-iklJ-il=1=1

を満たす実数であり,

R｡-

C

CAll
●●
●

CAHl

j - 0

1 ≦ j≦m

, Qm - lB,A 22B,･･･,A2ilB ]

(2･43)

(2･44)

である｡さらに,Q言1とRニ1は Dl(zl)と D2(Z2)との係数から得られる対称行列

α1α2-･α｡_11

α2α3-･′1
′

Q;1-

RLl-

●●■■′

α｡_11 0

1

β1β2-･βm-11

β2β3-･ 1

′

である｡

(証明) まず,(2･38)の Vlはリアプノフ方程式
●

Wl-AllWIATl-blbT

(2･45)

(2･46)

(2･47)

を満たす解であり(2°14),sl(All,bl,C)｡の可制御性グラム行列である｡

次に, (2･30)の Cnと(2･34)のCにおいて. Rmと L言が正則であることに注

意すればCは次式で表される｡

C-ZCm

ただし,

19
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≡-二三三 三三二･det Z≠0

このとき,(2･31)の第2式と(2･44)より
rankRn-rankR,.-n

が示される｡これは(C,All)が可観測対であることを意味 してお り,可観測の

同伴形(bT⑳Ⅰ.∩.1,ATl㊨Im.1)と次式で関係づけちれる｡

(Q;l@ImH)RnAl.- (ATl@Im.I)(Q;l@In.1)Rn

C-(bT@Im.I)(Q;1@Im.I)Rn

(2･47)を満たす Wlは

(wl-AllVIATl)⑳Ⅰ…+I-blbT⑳Im.1

を満たすから,この式を

(Wl@Im.I)-(All@Im.i)(W.@Im..)(All@Im..)T

-(bl⑳L.1)(bl⑳Im.1)T

と分解 し,両辺に左右からそれぞれ RI(Qこ1⑳Im+1)Tと(Qニ1㊥In.I)Rnを掛けれ

ば Qこlの対称性 と(2･49),(2･50)の関係から

R'Ll(Qこ1⑳Im.1)T(W.⑳Im+1)(Qこ1⑳Ⅰ｡.1)Rn

-ATIRT(Qニ1⑳Im.1)T(wl⑳Im.1)(Qこ1⑳Ⅰ｡..)R..All- C′JIc

が得られる｡すなわち,(2･39)は

Kl-ATlEIAll-CTc

を満たす解でSl(All,bl,C)｡の可観測性グラム行列である｡

S2(A22,B,C2).nのグラム行列 W2と E2が(2･40)と(2･41)で与えられること

も同様に示される｡ (証明終)

【定理 2･1】 伝達関数 H(zl,Z2)に対する平衡実現 SB(A】仙 A21li,A22.1,

bl.i,b2.i,CIIl,C2li,d)n.mは

Al.ll-TTIAllT., bl-i-TTlbl

A2川- T;lB2RCITl,A22n-T妄lAllT2,b2.i- T妄lB2Rdl.

CIH-d2RCITl, C211- C2T2, d-d2Rd1

- 20-
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で与えられる｡ただし

Tl- LIUl∑Tl/2

T2-L妄Tu2∑主/2

∑1-diag ( Ul11 2,0壬i 2 , - ･,o圭<2)

Ul- 〔ull,u12,-･,ul｡],UTUl- Ⅰ｡

∑2-diag(o主12,g主i2,- ,0主∠2)

U 2- lu 2 .,u 2 2 , 日･.u 2mLU'2rU 2 - I m

(2･54)

(2･55)

ここで,(2･54)と(2･55)は LTXILlの固有値 cTliと固有ベクトル uli(i-1,2,-

･,n)および,L盲W2L2の固有値 cT2jと固有ベクトル u23(J'=1,2,'･･,m)から構成

される正則行列である｡

(証明) LTKILlは正定対称行列であるから,固有値 Oliは非負実数で固有

ベクトル uliは直交している｡ J liと uliが満たす関係式

LTEILIUl-Ul∑f (2･56)

において,各国有ベクトルを正規化すれば UT-UTlの関係が満たされる｡

これらに注意し,(2･26)の変換を考えれば,グラム行列 Vlと Elは,

TTIwITIT- ∑壬/2UTLTIwILTIul∑壬/2-∑1

TTXITl-∑i上/2UTLTEILIUl∑il/2-∑l

と変換され,同様にT2によって W2と E2が

T-21W2T盲T-T誰2T2- ∑2

) (2･57)

(2･58)
こid

と変換される｡すなわち,TlとT2によって変換されたSl(TTIAllTl,TTlbl,
i正

CITl,dl)∩,およびS2(T妄IA22T2,T盲lB2,C2T2,d2)mから構成される(2･29)

の Roesserモデルは平衡実現であり,(2･51)で与えられる｡ (証明終)

以上を要約すれば, 伝達関数 H(zl,Z2)の平衡実現アルゴリズムは以下のよ

うになる｡

塾皇史上 前節のアルゴリズムに従い(2･9)の伝達関数から二つの正準形実現

S.(All,bl,Cl,dl)∩,およびS2(A22,B2,C2,d2)mを求める｡

墨上空遥 (2･42)を解いて得られる(2･38)の 机と(2･43)を解いて得られる(2･
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41)の K2を(2･33)のようにコレスキー分解する｡

Step.3 (2･44)の Rnと (2･45)の Qこlおよび Step.2で得られた Wlと L.か

ら構成される L'王IRT(QこlwIQニl㊥Im.I)R｡Llの固有値 と固有ベク トルを求めた後,

(2･54)の∑lとUlを決定する｡同様にして,L2Qm(RこIK2R.;l⑳In.1)QlIL2の固有

値 と固有ベクトルから(2･55)の∑ 2とU2を決定する｡

Step.4 (2･52)の Tlと(2･53)の T2を変換行列として,Step.1で求めたSl
i■さ■: lid

とS2の代数的等価システムSl((2･27))とS2((2･28))を求め, これ らとRの

縦続結合で (2･10)の Roesserの状態空間モデルを構成する｡

2･5 結 育

この葦では, 分母分離形 2次元伝達関数から Roesserの状態空間モデルを

最小実現するためのアルゴリズムを二つ提案 した｡いづれのアルゴ リズムも分

母分離形 2次元伝達関数から得られる二つの 1次元伝達行列を同伴形で最小実

現する方法に基づいている｡

最初のアルゴリズムは,状態空間モデル を伝達関数から直接正準形で最小実

現するためのもので,従来の方法に比べて簡単である｡続いて提案されたアル

ゴ リズムは Roesser･モデル を平衡形で実現するためのアルゴリズムで,こ

れは最初のアルゴリズムによって最小実現された正準形の状態空間座標の変換

から得られる｡この変換行列は,ハンケル行列の特異値分解に基づ くLashgari

らの方法とは異なり,グラム行列から構成される正定対称行列の固有値 と固有

ベクトルから導出される｡このアルゴ リズムによる実現は2次元マルコフパラ

メータからの準平衡実現とは違い,伝達関数からの真の平衡実現になっている｡

本アルゴリズムによれば, i)得られた平衡実現に適当な座標変換 を施すこと

によって厳密に量子化誤差最小構造が得られる,立)平衡実現が簡単な構造 を

もつ二つの 1次元システムを経由して得 られるため計算量が比較的少なくてす

む,などの特徴がある｡

22



第3 章 2次元システムの極配置 Ⅰ

3･1 緒

システムの極を配置する問題は,システムの安定化あるいは動特性の改善上

からも重要であり,これまでに多くの研究結果が1次元システムにおいて得ら

れている (3.1)I(3.2)｡ 一方,2次元システムにおいても極配置問題は興味あ

る問題で,この間題に対する研究 (3`3卜 (3-7)が幾つか見られる｡ 2次元極配

置問題に対するこれまでのアプローチを,被対象システムの表現法によって大

別すれば次の三つになる｡すなわち,その一つはシステムを伝達関数の立場で

取り扱うもので (3.3),この場合, フィードバックは出力に限られ,多入力あ

るいは多出力システムに対しては,伝達関数の立場での扱いは困難である｡次

のアプローチは2次元システムを環上で定義された 1次元システムとして扱う

場合である (3 4̀)･(3.5)｡ この場合, 1次元システムの係数行列はプロパーな

有理関数であり,かつ,このプロパーな有理関数は部分環であることから,解

は必ずしも容易には得られない｡他の一つは2次元システムが状態空間モデル

で記述される場合 (3`6)･ (3 `7)である｡このアプローチでは,多くの場合,

Roesserの状態空間モデルが対象とされており,Paraske･vopoulosら (3.6)は状

態あるいは出力フィードバックよる2次元極配置問題 を考察 している0

本章で考察する2次元極配置問題に対する取 り扱いは上記の第三番めのアプ

ローチに属する｡すなわち,Roesserモデルで記述される2次元システムを対

象とし,状態フィー ドバックによる極配置問題 を考察する (3°8)･(3'9)｡

一般にはシステムの状態のすべては観測できないから,状態フィー ドバック

を達成するためには,観測器が必要となる｡さらに,観測器としては状態その

ものを推定する状態観測器である必要はなく,その線形関数値が推定できる線

形関数観測器が得られれば十分である｡ここでは,線形関数観測器の-設計手
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法を提案し,これを状態フィードバックに組み込むことを考える｡すなわち,

線形関数観測器を組み込んだ状態フィー ドバックによって,閉ループシステム

の極が任意に配置できるための十分条件が与えられる｡また,合成システムの

極が状態フィードバックを施した閉ループシステムの極と観測器の極の集合に

分離されることが示され,観測器の極は合成システムの入出力特性に影響を与

えないことが明らかにされる｡これは 1次元システムにおいてよく知られてい

る,観測器を用いた閉ループシステムに対する観測器の分離性が,2次元シス

テムにおいても成 り立つことを示している｡

3･2 観測羊による状態フィードバック

次の2次元システムに対する状態空間モデルS(A,B,C)Hmを考える｡

[xx :;;霊 ]-[:言 :] [; ::li:ii:]･ lB: ] u ( i, j)

S:
∫ (i, j)- [Cl

xh(0,j)- XBj,

卜
]

2

C
'

･

l
lHl膚
U

h

X

'
｡

l
lHⅦ膚
U

V
X

]
E■iiS

lid

.-J

.J

ⅩV (i,0 )- X T｡

i,j≧0

i,j-1,2,3-･

(3･1)

(3･1)を簡単に

∂Ⅹ(i,j)-Ax(i.j)+Bud(i,i)

y(i,j)-Cx(i,j)

あるいはS(A,B,C)n十mと書くことにする｡ だだし,Xh(i,j)は, n次元水平

状態ベクトル,xv(i,j)はm次元垂直状態ベクトル, u(i,j)はq次元既知入力

ベクトル,∫(i,j)はp次元出力ベクトルであり,A,忠,Cはそれぞれ適当なサ

イズの実行列である｡また,

rank -q ,rank Bl-q l≦ q

rank[C.C2]-p,rankC2-p2≦p
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を仮定しておく｡ このとき,システム S(A,忠,C)｡佃の適当な入力変換およ

び出力変換によってB,Cは一般性を失う-ことなく

ql q~ql
ト｣ ト う

[ ::]-[…三:･･･占?三]

●●●●●●●●●

1

2

1

1

c

c

■
■
■
■
■
『

二
]

2

C

I
C[

0
]

rankBll-ql

rankB22-q-ql

rankCll- P- P2

rankC22-p2

(3･2)

と置ける(付録-Bl参照)｡ 以後,S(A,B,C)∩.mのBとCは(3･2)の形で与

えられるものとする｡

続いて,(3･1)のシステムに対する観測器 (3.10)として,次の2次元システム

を考える｡

]- [:; : ::;] [… ::;; if:]･ [:;] y ( i,j) + [: :] u (i,j)

A
W (i,j ) - [Nl Ⅳ2]

zh(0,j)- zBi,

(3･3)を簡単に

+ Hy(i,j)

zy(i,0)-zT｡ i,j-0,1,-･,

(3 ･3 )

az(i,j)-Fz(i,j)+Hy(i,J')+Gu(i.j)
A
V(i,j)-ⅣZ(i,j)十Hy(i,j)

あるいはS｡ (F,H,G,N,斑)p.Vと書 く｡ ただし,zh(i,j)はFL次元水平状態

ベクトル,zv(i,i)はV次元垂直状態ベクトル,F,H,G,N, H はそれぞれ適
A

当なサイズの実行列をそれぞれ表す｡さらに,Ⅴ(i,j)はSの状態の線形関数値

Y(i,j)-〔EI E2]
Xh(i,j)

XV(i,j)

の推定値となるS次元出力ベクトルであり,ElとE2はそれぞれ, qXn, qXm
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の芙行列である｡

【定義 3･1】(:卜 10) SとS｡において,初期局所状態 xh(0,j),xv(i,0),

zh(0,j),zv(i,0)(i,j-0,1,-･)と入力 u(i,j)に関係なく,
I

lim w(i,j)-W(i,j)-0
i,｣うCC

が成立するな ら ば,S｡はSに対する 〝+γ次 元線 形関数観測器とい う｡ 特に,

[KIK2]-ⅠHm の場合を状態観測器とい う｡

いま,誤差ベクトル

[…::1:,'J,'･:]el::;

■
1,
●
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E
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=
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.1J

.J
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iiiiiiiiiiiiij

(3･4 )

を定義するoただし,Tl∈RPxn,T2∈R VXn｡ こ のとき,(3･1)と(3･3 ) より

二…二 三 … 二二
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●
●
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i
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町

u(i,j)
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iiiiiii-

2

2

1

2

A

A

n
H

=

1

2

A

A

i
■
■
■l
J

■
■
鳳

馴
剛

o

m

l
T

0

｢

一

]
0

㌔

ー

馴
仙

1
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m
Hl

n■ーhu

.1J
.
1
J

I

I

●l

･l

J
膚u

円
1LU

h

V

X

X

層
一
膚

贋

l

ノ

]2C
日日

C[
J
-1

2

H

H

L

+ (3･5)

が得られる｡(3･5)に対する状態遷移行列 を Fi･jとおけば,これは次式で与え

られる (こi.ll)0

F l･ 0-

0

●■
0nH

▲'

]21

O

F

1=

Fi･ J- Fl･OFi-1･j+FO･lFi･j-1

FO･0-Ip+リ, F-i･j-Fi･~j-o

0
]

(i,j)>(0,0) (3･6)

1,j≧1

【定理 3･1】 S (A , B, C ) ∩.mとS ｡(F, H, G, N, 班 )p.Vの係 数行 列 の間 に 次

の関 係

傭■■■■
∵

l

1

1

2

A

A

Ⅶ

I

｢

一

一

o

T
N A12] - [FF三 莞 ][ToI TO2_l･ lH"三] [c I C2]A2 2
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[ : 2] - lToI TO2] [ : 三]

lNI N 2] [

limFl･J-0
i｣(刀

limFi･j-o
jJ00

TO2 ]+X lCI C 2]- 〔EI x 2 ]

j-0,1,2,･-,

i-0,1,2,･-,

(3･8)

(3･9)

(3･10)

を満たす行列 Tl∈RPxnおよび T2∈RVxmが存在するならば(3･3)は(3･1)に対

する〝+ γ次元線形関数観測器になる｡

(証明) (3･9)が成立するとき,(3･1)と(3･3)より

A
W(i,j)-W(i,j)-[Ⅳ1

]
Mid

nlH一

.｢J

.1J

'

'

･l

▲l

lnl膚U
q
u

.h

V

e

e

L]2Ⅳ

が導ける｡次に(3･7)から(3･9)が成立するとき(3･5)は

二…二 三 ∴

]p
飢
u

P
h

u

.1
U

.1
J

I

'

●

l

■

l

n
r

ト

t

il

u

h

Y

e

e

j
膚

巴

]2

2

1

2

F

F

と書換えられ,(3･12)の解は次式で与えられる (3`11)｡

[… :('三 ::I:] -a F i.･ j -h[eh (0'h)]+ kt =.Fi - k ･ j[ev(k,0)]

j reh (0,h)1 1 r 0

h-0 o

(3･11)

(3･12)

(3･13)

したがって,(3･10)が成立するとき,初期状態 eh(0,j),ev(i,0)(i,j-0,1,

- )に関係なく

藻 [ ; 二'( ; ;≡;]-0

が得られ,(3･11)より
A

limv(i,j)-W(i,j)-0
i.jJ00

(3･14)

(3･15)

となる｡(3･15)が入力 u(i,j)に無関係に成立することは明らかである｡

(証明終 )
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さて,ここ では システム(3･1)に対 する状態フィ ー ドバ ック

u(i,j) - [- [;㍗ ,']･V(i･j)
(3･16)

▲
を線形関数観測器So(F,H,G,～,M).]+Vの出力 W(i,j)で代用することを考え

る｡すなわち,(3･1)の入力 u(i,j)を
A

u(i,j)-W(i,j)+Ⅴ(i,j) (3･17)

で指定する｡ただし,Ⅴ(i,j)∈Rqは制御入力である｡このとき,(3･1)と(3･

3)より次の閉ループシステムが得られる｡

｢
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l
ir膚uX

∂

'
●llHu旧川l

Z∂

]MiiiZ1-
.1J
.1J
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[ A+B凡C;BN
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F●●●
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･
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+

･
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･
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iZq

X

Z

[｢~
【

･
Ⅳ
･
G

閉ループシステム(3･18)に 対 し, 座標変 換

[;㍑ - [ Ⅰ二;m I ∴ ] [ zX (E lf,' JJ･',' ] ･ ･仝[T.i

を施し,(3･7)から(3･9)を用いれば(3･18)は

1.11n
u

田

飢

u

.1
J

.1
J

'

l

･

l

.
1

n
Ⅶ
t
t

lu
一

t

X

～

Z

∂

∂

層

t
コ ] - [91讐･…･Pi

'

'

●l

■

l

J
I
U

IH
u

一
U

X

～

Z

l■■■
■■■■

｢
~

一

打

･

_ヽ

∫(i,j)- [C

Ⅴ(i,j)

V一日

三:] ･ lZ] V ( i･J.)

iiiiiiiiiiiiiiiiiiii]

(3･18)

(3･19)

(3･20)

で表される｡ただし,K仝[E l ;K2]である｡

(3･20)の特性多項式は

¢ (zl,Z 2) -det [d iag (zlI ｡,Z 2 1 m)- A-BE ] ･d et ld iag ( z llp,Z 2 I v ) - F ]

仝¢1(zl, Z2)･¢2 (Z ,, Z2)

で与えられ,その伝達関数は

H(zl,Z2)-C[diag(zlIr.,Z21m)-A-BK十 .B
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となる｡

一方, (3･16)の状態フィードバックを(3･1)に対 して施 して得られる閉ルー

プシステム

∂Ⅹ(i,j)-(A+BE)Ⅹ(i,j)+V(i,J-)
Sr:

y(i,j)-Cx(i,j)

の特性多項式は

¢1(zl,Z2)-det[diag(zlln,Z2Ⅰ,n)-A-BE]

で与えられ,その伝達関数は(3･21)と一致する｡

(3.22)

(3･23)

以上をまとめれば次の定理が得られる｡

【定理 3･2】 (i)観測器を組み込んだ閉ループシステムの特性多項式は,

観測器を用いない場合の状態フィー ドバックによる閉ループシステムの特性多

項式と,観測器の特性多項式の積で表される｡ (五)観測器を組み込んだ閉ル

ープシステムの伝達関数は,観測器を用いない場合の状態フィー ドバックによ

る閉ループシステムの伝達関数と一致する｡

この定理は,1次元システムにおいてよく知られている,観測器を用いた閉

ループシステムに対する観測器の分離性が,2次元システムにおいても成 り立

つことを示している｡

3･3 極 配 置

最初に,2次元システムの棲 (固有値 )を定義 しよう｡

【定義 3･2】(3`11)S(A,B,C)∩.mの特性多項式を

¢1(Z.,Z2)全det[diag(zlln,Z2Im)- A]

とするとき,Sの極は以下の方程式を満たす対(zl,Z2)として与えられる｡

¢1(Z】,Z2)-0

zTiz2¢1(Z.,Z2)-0

zIZ妄j¢l(Z.,Z2)-0

0≦i≦n

O≦j≦m

- 29
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ただし,負のべき乗項は零とする｡

一般に,2次元システムの極を決定することは容易ではないが,特性多項式

が二つの1変数多項式

¢1(zl,Z2)-¢11(zl)･¢12(Z2)

-(zl-Zll)(zl-Z子)･･･(zl-ZT)(Z2-Z皇)-･(Z2-Z冒)

(3･25)

に分解されるとき,その極の対は次の複素数対の集合で与えられる｡

Al全く(Z主,Z皇)J(0,0)<(i,j)≦(n,m)) (3･26)

本章では (3･3)の観測器を組み込んだ状態フィー ドバックによって,任意に

指定された複素数対の集合Alを閉ループシステム S(A+BK,B,C)n.mの極 と

して配置することを考える｡すなわち,定理 3･2を考慮すればここでの問題は

以下のように記述される｡

"任意に指定された(3･26)の極対を配置する(3･16)のフィー ドバック係数 K

とこの Ex-値 を推定する線形関数観測器S(F,H,G,N,H)p.Vを設計せよ｡''

さて,A】を配置するために

A12+BIX2- 0 または A21+B2E1-0

が満たされるようなフィードバック則を,また,線形関数観測器 としては,観

測器自身の安定化を容易にするために,

Fl･2-0 または F21-0

を満たす構造を考えることにする｡上の条件については幾つかの組合せが考え

られるが,ここでは A12+BIE2-0,かつ, F12-0の場合を取 り上げる｡A21

+B2K.-0,かつ,F21-0の場合についても,(3･2)のB,Cを上ブロック三角

行列で表現すれば,以下同様の議論が展開できる｡

A.2+BlK2-0を満たす線形関数観測器が存在するためには;(3･9)より

Al2+B.K2- A12+BlnC2+BIN2T2-0 (3･27)

が満たされなくてはならない｡以下では
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A12+BIHC2-0

BlN2-0

および,F12-0を同時に満たす構造の観測器を考える｡

まず,(3･28)を満たす hが存在するための条件 とその解は次のように与えら

れる｡

【補題 3･1】 (3･28)を満たす 九が存在するための必要十分条件は

BIBTA12C芸C2-A12

が成立することである｡また,(3･30)が成立するとき,その解は

hll;-BIIAl
比-

且21; H22:三雪

(3･30)

(3･31)

で与えられる｡ただし,Hll,h21,月22はそれぞれqlX(p-p2),(q-ql)x(p-p2),

(q-ql)Xp2の任意実行列である｡

(証明) (3･28)を満たす解 也が存在するための必要十分条件は(3･30)が成

立することであり,その一般解は

斑ニ ー BIA12C言+(Z+BTBIZC2C芸)

で与えられる (3'12)｡ ただし,ZはqXpの任意の実行列である｡

いま,Zを次のように

Z-

p~p2p2
ト十十J

Z l l Z 1 2

Z 2 1 Z 22

(3･32)

(3･33)

分解し, Z12- 0と置く｡さらに,BlとC2の構造に注意すれば,BlとC2の一般

化逆行列はそれぞれ

BT-lP::]IC;-[0:C;2] (3･34)

で与えられることがわかる｡(3･32)に(3･33)と(3･34)を代入すれば(3･31)を得

る｡ (証明終)

- 31-



補題 3･1の条件は幾分厳 しいように思えるが,例えば分母分離形 2次元シス

テムや Roesserモデルに埋め込まれた Attasi型の2次元システムなどで

は A.2-0となり,この条件が満たされる (3.13)｡

次に,(3･29)に(3･2)の Bを代入 し,rankBll-qlである点に注意すれば,

(3･29)を満たすⅣ2は

N2-

の構造に限られることがわかる｡ただ し,Ⅳ22は任意の実行列である｡

いま,(3･31)のHを

斑-比S+班,
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と分解 し,Ⅳ2が(3･35)の構造 をもつような Ⅳ-[NlⅣ2]を

●●●●●●●●●
1
2

1
1

Ⅳ
W川

亡
国
l
P

.
HNH

0niiiiiiiiiiiiL

と置いて,(3･1)に出力フィー ドバック

u(i,j)- 斑sy(i,j)+i(i,j)

を施 した閉ル-プシステム

51:∂x(i･j)-ix(i,j)+B;(i･J')
y(i,j')-Cx(i,j)

乾 瓦冒2]- lAi三

I+BlnsCl; 0
●●●●●●■●●●●▲●■●●■■■●

1+B2把sCl;A22+B2比S

(3･35)

(3･36)

(3･37)

を考える｡ このとき,Np,np を(3･9)に代入 して得 られる状態フィー ドバ ック

係数の構造
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から結局,A.の配置問題は(3･37)のS(A,B,C)∩.mに対 してAlを配置する状

態フィー ドバック則

;( i ,j)-

i
iiiiiii
iiiiiiii

Cid

n
l
u

.I
J

.1J
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一

■

l
●

l

n川t
u

Jl
u

h

V

冗

X

層
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]

2

0

2VA

●
●
●
●
●●●●●

(3･38)

と,(3･38)を推定するための線形関数観測器S｡ (F,H, G,Np,H｡)p.V をそれ

ぞれ設計する問題に帰着できる｡

3･4 関数観測井の設計

最初に,(3･37)のシステム首(互,B,C)∩.mに対 して極の集合Alを配置する

状態フィー ドバック則 Eを設計しよう｡

【定理 3･3】 システムす(LA,B,C)n.mに対 し,状態フィー ドバック(3･38)

によって,極の集合Alが配置できるための必要十分条件は

( i ) (互11,Bll)が可制御対

(ii) (互22,B22)が可制御対

である｡

(証明) (3･37)に(3･38)のフィー ドバ ックを施せば,その閉ループシステ

ムの特性多項式は(3･23)より

¢l(zl,Z2)-det[zlln一高11-BllEll]･deも[Z2Im一元.221B22E22]

となる｡すなわち,閉ループシステムの極は右1+BllKllの固有値 (zHi- 1,2

,- ,n)と 瓦22+B22K22の固有値 (Z封J.-1,2,･･･,m)の和集合で与えられ,よ

く知られているように.これらの固有値が自由に配置できるための必要十分条

件が (i)と (立)である｡ (証明終 )

続いて,(3･38)を推定する線形関数観測器 S｡(F, H,G,N｡, 且p)p.Vを設計

する｡この場合,推定すべきフィー ドバック別は
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(3･39)

を考えれば十分である｡ ただし,kl.,k.2は n次の,また,k22はm次の行ベ

クトルである｡なぜならば,(3･37)に適当な出力フィー ドバ ック
A

i(i,j)-iy(i,i)+[pl.:p2]V(i,i)

p~p2 p2
ト う ト う

両現 = iO22 ] : :二｡1,

1 1

うト1ト
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目上一
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旧
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コ

聖]

2p●●●
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[

を施 して得られる閉ループシステム
A A▲

∂Ⅹ(i,j)-Ax(i,j)+Bv(i,j)
A

輯 二 A32H f･1

A
▲

b l l 0
● ●●●●●●

] - [苧三

I+BllhllCll
l●●●●●●l●●●●

A23+B2HCl

lpl l 0
●●●●●●●●●

b 2 1 b22 ■ L B 2pl B22p 2

■●●
0

0

2C22
一M
u22●●

+ワ】2
一A●●■

i
iii
i

iiiiiiiiiiiiiiiA
●

2

(3･40)

(3･41)

を考えれば,任意の qlX(p-p2)行列 nHと(q-ql)Xp2行列 且22および ql次列ベ

クトル pll≠ 0と(q-ql)次列ベクトル p22≠ 0に対 して
A

(ill,Bll)が可制御対ならば(All,b日)が可制御対
A

(-A22,B22)が可制御対ならば(A22,b22)が可制御対

が成立 し (3･2),システム首 (-A,B,C)n.mが定理 3･3を満たす とき(3･39)のフ

ィー ドバックによってAlを配置できるからである｡

さて,育 (瓦,B,C)Hmに対 し(3･39)を推定する線形関数観測器S｡(F,H,G,

～,,E,)p.Vは(3･7)から(3･10)に基づいて設計される｡

まず,ここでは観測器の構造をF12- 0と選ぶことから,その特性多項式は

¢2(zl,Z2)-det[zllp- Fll]･det[Z2Iv-F22]-¢21(zl)･¢22(Z2)

(3･42)

となるO したがって,もしFHとF22のいずれの固有値 も単位円内に指定できる
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なら(3･10)が自動的に満たされる (3`14)｡

次に,也,と N,の構造に合わせて Hlと G.をそれぞれ

p~p2
ト ｣

Hl- [
'

l
121H●●●ll●日日‖=

H ]

1
｣

2

q

I

一

G

q

ト
●●●

う

I

I

1

q

G
ト
[ニーG

と分割し,これらを (3･7)と(3･8)にそれぞれ代入 し,(3･2)の Blと C2の構造

に注意すれば,

H12C22- 0く∋H12-0
(3･43)

G12-0

を得る｡このような構造をもつ

H- [: f l:!…器 ･ G- [≡ 2] - [: i ;･

Ep-[

p~p2 p2
ト うトう

mll 0

m21 m22

〃L a
うトうト

■
'
馴
馴
札
n2

0

2n

●●●●■●●●●

1

2

1

1

a

m

し

こ
D
.

tTN
H

を(3･7)から(3･9)へ代入すれば,

Tl瓦11-FllTl-HllCll

TIBll-G.ll

nllTl+mllCll- kll

T2互22- F22T2-H22C22

T2B22-G22

m22T2+皿22C22-k22

T2瓦21-F21Tl-H2CI

T2B21-G21

m12Tl十[m21;m22]Cl-k12

(3･44)

(3･45)

(3･46)

が得られる｡ したがって,これらを満たし,かつ,Flと F2の固有値が単位円

に存在するように,すなわち,(3･42)の¢21(zl)と¢22(Z2)が指定された特性
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多項式を持つように T.,T2を決定すればよいことがわかる｡

いま,(3･37)のシステムにおける観測行列Cの構造を

Vlq

日日

I

C

[

ニ

]

2

0

2
C

●■●●●●●●●

1

2

1

1

c

c

[ ~ P

2 1

0

0

■●●■●●
●●●

2

0

2

日‖
C

2

I

]
0

2

と仮定しても一般性を失わない (3-15)から,これに合わせて他の係数行列を

p~p2n-p+p2
ト うト う

二…_~三千二二-

l●1
1●2
B
･B｢一

0
●

AlllAl12

Al13Al14
●●●●●■●■●
A121A122

A123A124

Blll

21日H
B

0
●●●●●●●●●

日日12
B

212●●

2

2

B

B

●●●●●■●●●

●■●●●
●●●●
●●●●●●●●●

A221A222

A223A224

ip-p 2

‡n-p+p2

im-p2

Ip-p2

tn-p+p2

fm-p2

1p 2

のように分割して考える｡

【定理 3･4】 (3･37)のシステムす(瓦,B,C)において

(i) (Cll,五日)が可観測対

(ii) (C22,瓦22)が可観測対

ならば,(3･39)を推定する(n-p+p2)+((-1)_次線形関数観測器S.(F,H,G,

N｡,E,)～.Vが構成できる｡ただし, 亡は対(C22,A言2)の可観測性指数である｡

(証明) Tl-[Tll;T12],Tll∈RPx(p~p2),T12∈RPl(n~p+p2)と分割しT.2

を正則行列に選ぶことにする｡このとき,(3･44)から(3･46)により,ここでの

問題は,二つの1次元システムす .(盲目,BH,Cll)｡とす2(哀22,B22,C22)mに

対して,任意の特性多項式¢21(zl)と¢22(Z2)を持つ 1次元汎関数観測器S｡1

(F.1,Hll,Gュl,nll,臥 .)YとS｡2(F22,H22,G22,n22,In22)Vをそれぞれ設
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計する問題となる｡すなわち,これらS｡1, S｡2が設計できれば,(3･46)を満

たす係数行列は,Cl.-[Ⅰ｡_｡2 ; 0]であることから,次のように

F 2 l- (T2

H 2 1-T2

- H22C1 22 )T T圭

- IJ22C 1 2 1-F 2 1T Il

n12-(k122-m22C122)TT･i

m21-k121-m22C121-nl2Tll

G21-T2B21

それぞれ求まる｡ただし,

p~p2
ト う

k 1 2 - [ k121
]

2

う

p

2

+

2

p

1

一

k

n

ト
■●
●

まず,最初にS｡1(Fll,Hll,Gュl,nil,mll)pの設計を考える｡

任意に与えられた特性多項式

¢21(zl)- ZIP+αp_lZIPll+･･･+α1Z+αO

に対し,Fllを

0 0 -･0-α｡
1 0 -･0

0
1ヽ

■
■

一ヽヽ
●

●ヽ
●

1

0

0
･･0

FIl-

1

1

2

i

●●

α

α

α

一

一

一

(3･47)

(3･48)

(3･49)

と選ぶことにする｡

いま,(3･37)のシステムにおいて,対 (Cll,元日)が可観測であるならば対

(Al12,A114)もまた可観測であり,対(Al12,Al14)を次のように変換する変換

行列 T12が存在する (3.16)｡
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A ▲ A
AllA12- ･Alr

A
Alll-T12A114TT主-

A

Aid-

A A A
A21A22･･･A2,

● ■ ●
● ● ●
● ● ●

A A A
ArュAr2- ･Arr

0 0-･0 γ巨

1 0･･･0 γ主 i

● ● ● ●■ ● ● ●● ● ● ●

0 0-･1

0 0-.0

0 0･-0

● ● ●● ● ●● ● ●

γ再 l

Y主j

Y主j

●●
●

0 0･･･0 γHJ

A

A112全Al12TT主-

∈R

∈R

A A

Cll- ･Clr

A A

C21･-C2 r

● ●● ●● ●

A A

Crl･-Crr

DiXヮi

り iXヤj
(3･50)

eii- [0- 01]∈RILりi
A
Ci.i-[0-･0∂iJ] (i>j)
A
CiJ-0 (i<j)

ただし,r-rankA.12であり, ワiは対(Al.2,All｡)の可観測性指数である｡

また, ∂ij(i>j)は零とは限らない実数である｡

このとき,(3･44)の前半から得られる

TllAl12+T12All.1-FllT12

は(3･50)を用いて次のように
A ▲

Fll- A111+TllA:=2
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変形でき,FH が(3･49)の構造を持つように Tllを選ぶことができる (3'16)｡

このようにして得られた T.1,T12を(3･44)に代入することにより

Gll-TllBlll.+T12B112

Hl1-TllAlll+T12A113-FllTll

nll-kl12TT去
p~p2

ト

mll-klll-nllTll(kll-lkill )]

2
1

p

2

+

l

p

1

一

k

n
ト

●●●

う

(3･53)

が得られ,Sol(Fll,Hll,Gュl,nll,mll)n_,.｡2の設計は完了する｡なお,

ここで得られた汎関数観測器の次数は n-p+p2であり,これは必ず しも最小

次数とは限らない点に注意されたい｡

1次元システム S2(瓦22,B22,C22)mに対 し,対(C22,瓦22)が可観測で,そ

の可観測性指数が亡であれば,任意に指定された特性多項式¢22(Z2)をもつ,

次数(-1の汎関数観測器S｡2(F22,H22,G22,n22,血22)が設計できることは

よく知られている｡ (証明終)

システム(3･37)に対する状態観測器の最小次元数 (3-15)は(∩-p+p2)+(m-

p呈)-n十m-pであるが,m-p2≧ (-1であることに注意すれば,ここでの線形

関数観卸器の次数は (n-p+b2)+((-1)≦ A+m-pであり,最小次元状態親

和器に比べて,より低次数となることがわかる｡

以上,得られた結果は次のようにまとめられる｡

【定理 3･5】

( i ) BlBTA 12C妄C2-A 1 2

(ii)(太目,Bll,Cll)が可制御,かつ,可観測

(ih)(互22,B22,C22)が可制御,かつ,可観測

が満たされるとき, (n-p+p2)+((-1)次元線形関数観測器S｡ (F.H,G,～,

J)が構成でき,これを組込んだフィー ドバックによって,任意に指定された複

素数対の集合
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Al- ((zi,Z皇)I(0,0)<(i,j)≦(n,m)) (Z9-Z2-0)

を閉ループシステムの極として配置できる｡このとき,観測器の極は閉ループ

システムの入出力特性に関係 しない｡

3･5 結

この章では,Roesserのモデルで記述される2次元システムを対象として,

線形関数観測器を組み込んだ状態フィー ドバ ックによる2次元システムの極配

置問題を考察した｡

最初に,閉ループシステムの極が状態フィー ドバックを施 した極 と線形関数

観測器の極に分離でき,かつ,観測器の極は閉ループシステムの入出力特性に

影響しないことを示 した｡続いて,極配置問題は,被対象システムに適当な出

力フィードバックを施せば,二つの1次元システムに対する状態フィー ドバッ

ク則および汎関数観測器をそれぞれ設計する問題に帰着できることを述べた｡

最後に,任意に指定された複素数対を閉ループシステムの極 として配置できる

ための十分条件を導いた｡本方法は組み込まれる観謝器の極が閉ループシステ

ムの入出力に無関係であるという特徴 を持つが,この閉ループシステムにおけ

る観測器の分離性は極指定問題に限らず,閉ループシステムの入出力特性に注

目するような状態フィー ドバックの設計,例えば非干渉化問題 (3.17),あるい

はモデル適合問題 (3.18)などに,ここでの観測器が利用できることを意味 して

いる｡
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第4章 2 次 元システム の橿 配置 Ⅰ

4･1 緒
-■■■■■■■■■-1
∈i

前章では状態フィードバックによる2次元極配置問題 を考察したが,すべて

の状態は直接得られないことから,状態フィー ドバックを達成するためには状

態観測器,ある･いは状態の線形関数値 を推定する線形関数観測器を必要とした｡

状態が直接得られない場合,極配置問題を解 くもっと直接的な方法はシステム

の出力をフィードバックして,なおかつ,状態フィー ドバックと同様な効果を

持つような補償器を考えることである｡補償器としては動的システムの利用が

極配置を容易にすることも1次元システムの場合と同様である｡2次元極配置

問題に動的フィー ドバックを取 り扱ったものとしてはParaskepoulos(4.1)ら
′ヽ

の研究と Sebek(4.2)の研究がある｡ しかし,前者で扱われている補償器は一

般的なタイプではなく P.Ⅰ.D形 (里roportional+王ntegral+旦erivative)に

限定されている｡また,後者では伝達関数で記述されたシステムが扱われてお

り,補償器の設計問題は2変数有理関数の立場から考察されている｡さらに,

そこでの被対象システムはスカラの入出力を持つ場合に限定されている｡

この章では Roesserの状態空間モデルで記述された多入出力の2次元シス

テムを対象とし,2次元動的システムを組み込んだ出力フィー ドバック (2次

元動的補償器)によって,2次元システムの極 を任意に配置する (4 .3卜 (4 °5)

ことを考える｡

最初に,被対象システムに対し,その特性多項式を1変数多項式の積にする

ような出力フィードバック則を導出し,ここでの問題を二つの 1次元システム

に対する極配置問題に分割する｡続いて任意に指定された複素数対を配置する

ような2次元動的補償器が存在するための十分条件が示され,その設計アルゴ

リズムが与えられる｡
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4･2 問題の定式化

次の Roesserの状態空間モデルを考える｡

(i+1,j )

(i,j+1 )

S:

]-lAi211 A72:] [;嵩 :] ･ lB7J u (i･j )

∫(i,j)- [Cl

]1日■ー■u

Ei
i
Z
g

.1J

.1
J

'

'

●

l
一

l

iZ
!

iZ

!

Ln

V

X

X

L

]

2
C i,j≧0 (4･1)

(4･1)は簡単に

∂Ⅹ(i,j)-Ax(i,j)+Bu(i,j)

y(i,j)-Cx(i,j)

あるいはS(A,B,C)∩.mと書かれる｡だだし, Xh(i,j)は, n次元水平状態ベ

クトル,ⅩV(i,j)はm次元垂直状態ベクトル, u(i,j)はq次元入力ベクトル,

∫(i,j)はp次元出力ベクトルであり,A,B,Cはそれぞれ適当なサイズの実行

列である｡また,

rankB-q,rankBl-ql≦q,rankB2-q2≦q (ql+q2≧q)

rankC-p,rankCl-pl≦p,rankC2-p2≦p (pl+p2≧p)

と仮定する｡

S(A,B,C)∩.mに対し,その入力を次の2次元システム

[≡hv;I:･llj,']-[:;i:2:][≡嵩 皿 ]y(i･j)
S｡:

u(i,j)-lNIN2,[zZ:(Elf;j･;]
+Hy(i,j)+V(i,j)

(4･2)

によって定めることにする｡ただし,zh(i,j)は〝次元水平状態ベクトル,

zv(i,j)はγ次元垂直状態ベクトル,Ⅴ(i,j)はq次元制御ベクトルである｡ 以

後,(4･2)は簡単に

∂Z(i,j)-Fz(i,j)+fb(i,j)

u(i,j)- Nz(i,j)+Hy(i,J-)+V(i,j)
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あるいは Sc(F,H,N,〟)p.Vと書かれる｡ここで,F,札 N,斑はそれぞれ適

当なサイズの実行列である｡

S(A,B,C)ntmの入力が上記システムSc(F,H,N,班)p.Vに支配されるとき,

ScをSに対する2次元動的補償等と呼ぶことにする｡ ここで,iL+Vは補償

器の次数を表すが,次数等の動的補償器Sc(0,0,0,H)0.｡は

u(i,i)-ny(i,j)+V(i,j) (413)

と記述され,S(A,B,C)n.爪に対する出力フィー ドバックと一致する｡(4･2)

の第 1式には前章における線形関数観謝器 とは違ってSの入力 u(i,j)が含ま

れないことに注意されたい｡

次に,(4･2)を(4･1)に代入すればその閉ループシステムは

●
[

二
]

､

n■ーhu

n町nu

.1J

.1J

'

'

●l

･l

ln一U
lu膚u

X

Z

∂
∂

ト
●●inrlH川S

A+B斑C;BN
●●●●●●●●●●●●
HC ●●●

]lzx(':,','I,']･[:]V(i･j,

となる｡このとき,S;の特性多項式は

¢(zl,Z2)仝det[diag(zlln,Z21m,zllp,Z2Iv)- A;]

で定義さる｡ただし,

Aヰ

A+B且C;BN
●●●●●●●●●●●●

●●●

(4･4)

(4･5)

である｡

さて.この特性多項式が二つの1変数多項式

¢(zl,Z2)-¢1(zl)･¢2(Z2)
に分割されるとき,前章の定義 3･2から,その極の対(zl,Z2)は次の複素数対

の集合

A全く(Z主,Z皇)I(0,0)<(i,j)≦(n+ iL,m+V))

で与えられる｡

(4･6)

この章での目的は, 任意に指定された(4･6)の橿対Aを配置する2次元動的

補償器Sc(F,H,N,且)p.Vを設計することである｡また,このような動的補償
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器が存在するとき,Aは配置可能であるという｡

さて,(4･4)に(4･1)と(4･2)の係数行列を代入 し, 行と列を適当に入れ替え

れば,S;の特性多項式は次式

¢ (zl,Z 2 )-det [diag (zll n.p,Z 2In.V)- A f]

Ar-[::…:::≡;]仝

All+Bl光CIBINI

HICI Fll

A21+B2HCIB2NI

H2CI F21

■●■●●●■●●

●●●●●●●●■

A12+Bl且C2BIN2

HIC2 F12

A22+B2mC2B2N2

H2C2 F22

(4･7)

に一致する｡すなわち,ここでの動的補償器は Af12- 0あるいは Af21- 0を

満足するように設計すればよいことが知れる｡

ここでは,Aを配置するための動的補償器 をAf12- 0を満足するように設計

する｡Af21- 0を満足する動的補償器についても,以下同様の議論が可能であ

るが,ここではその結果のみを示す｡

いま,S(A,B,C)n.mにおいて rankBl-ql≦qとrankC2- p2≦pであるこ

とに着 目すれば,適当な入力変換

j) (detP≠0)

(detQ≠0)

および 出力変 換

を施すことによって BとCは,一般性 を失うことなく,次のように

ql q~ql
ト うトう

[:f l

B11 0
●●●●●●●●

B21 822

fn rankち.1-ql

fm rankB22-q-ql
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n

●●
●
●
●
●
●
●
●

1
日

12

ト
C

C

[

ニ
]

2
C

HH
C[

う
m
0

ト
] Ip-p 2 rankCll- p- p2

rankC22-p2

(4･11)

表現できる｡さらに,(4･10)と (4･11)の分割に着 日すれば,Sc(F,H,Ⅳ,

i)p.Vの係数行列を

[:;]-[

p~p2 p2
十 一十十う

HllH12
●●●●●●●■

H21 H22

p~p2 p2
ト うトう

A-[:三二:;22]

〃r γ
うトうト

]2

2

1

2

Ⅳ

Ⅳ

●●●■●●●●●

l

1

1

2

Ⅳ

Ⅳ

卜

二
]

2

Ⅳ

lN[

(4･12)

と分割して考えることができる｡ここで,上記の入力および出力変換はS(A,

B, C)∩.mに対する動的補償器の設計に何ら影響を与えない｡なぜならば,入出

力変換されたシステムに対して得られた動的補償器Se(F,〟,N,E)p.Vの入力

∫(i,j)および出力 u(i,j)杏(4･8)と(4･9)の関係を用いて逆変換すれば,もと

のシステムに対する動的補償琴Sc(F,HQ,P~1打,p-IEQ)p.Vが直ちに得られる

からである｡ したがって,ここではS(A,B,C),.mの入力と出力は(4･8)と(4

･9)の立場で与えられるものとして議論を進める｡

4･3 2次元動的補償器

ここでは(4･7)において Af12-0,すなわち

Af12-[Al:C:lXC2 :二:2]-0

を満足するように動的補償器Sc(F,H,N,H)V.Vを設計する｡

いま,(4･12)の土を次のように
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- S+np, Hs仝[HO21且1.2], Hp全[EollH202]
(4･14)

分解して考える｡ このとき,S(A,B,C)nhに対する動的補償器S｡(F.H,打,

Ms+且p)A.Vの設計問題は,Sに対し出力フィー ドバック Sc(0,0,0,Hs)0.0

を施した後の閉ループシステムに対して, 動的補償器Sc(F,H,打,光｡)p.Vを

設計する問題と等価になる｡

以下ではまず, (4･13)の左上ブロック行列 AL2+Bl且C2を適当な出力フィー

ドバック

u(i,i)- 此sy(i,j)+V(i,j) (4･3′)

をS(A,B,C)∩.爪に施すことによって等行列にすることを考える｡

【補題 4･1】 A12+Bl且C2-0とするような(4･3′)の出力フィー ドバック係

数 Esが存在するための必要十分条件は

BllBTIA12C妄2C22-A12 (4･15)

が成り立つことである｡

(証明) BlとC2の構造((4･10),(4･11))およびの且の分解((4･14))に注意す

れば,次の関係

A12+Bl斑C2-A12+BIHsC2+BIEpC2- A12+BIHsC2 (4･16)

が導かれる｡ すなわち,A12+Bl九C2-0とする出力フィー ドバック係数は次

の行列方程式

BIHsC2- Bll光12C22--Al占 (4･17)

の解として与えられ,この解が存在するための必要十分条件は(4･15)であるこ

とはよく知られている (4.6)｡ (証明終)

さて,上記補題が満たされるとき,(4･17)の解は

●

し

こS
M
u

0
■ 2+2C2tAl十li●●●
H21･.' 0

｢｣ 把21∈R(q~ql)I(P-P2):任意行列 (4･18)

で与えられ,(4･3′)のフィードバックを施 した後の閉ループシステムは
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[xh(i+1,j)
E■ーhu

=
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.1J

●-●ln膚uY
V入

首f:

日日

=

1

2

rt

r1

一A

一A

[
ニ

[;;(';;:',']-lcl

となる｡ただし,

[-::;:瓦fO22]全 [

0

22一■▲
一A

]1

2

B

B

-

層
+

jiiiiiiiiiii-

Eid

lid

.1リ

.1J

'

'

_～

4pIl

Ⅶ
t

iul_u

h

V

X

X

L]

]
Cid

∩"■ー飢U

.1J

.J

IL

+

･l

･l

iZq

lH1一u

h

V

X

X

[]2C

A12+Bl九sC2 ; 0
●●●●●■●●●●●●●●●●●●

A21+B2HsCl;A22+

Ⅴ(i,j)

i,j≧0 (4･19)

である｡

続いて,上記す f (LAf,B,C)∩.mに対 して動的補償器 Sc(F,H,N,〟,)p.Vを

設計することを考える｡

いま,(4･2)におけるSc(F,H,N,土)～.Vの係数行列を次のように

F-lFF:1.F冒2]I ["H;]-[:…1:･占三三]

(4･20)

- p-[".I1
●′

]
0

22Wu

●●●●●●●●●

1

2

1

1

HN
"

Ⅳ

[

ニ
]

2Nl

Ⅳ[
0 ]

選ぶ｡このとき, BとCの構造に留意すれば,(4･13)が満たされていることが

容易に確かめられる｡すなわち,この構造を持つ動的補償器を組み込んだ閉ル
A

-プシステムSrの特性多項式は(4･7)より
A

¢(zl,Z2)-det[diag(zlln.p, Z2Im.V)-Af]
I A

-det[zlln.p-Afll]･det[Z21m.V-Af22]

Afll+BllXllCllBllⅣ11

(4･21)

A ▲

AE-[::; : 三::;] 仝

▲

HllCll Fll

Af21+B2X｡CI B2NI

H2CI F21

▲

●●●●●●
●
●
●

●●●●●●
●
●
●

0 0

Af22+B22x22C22B22N22

H22C22

となる｡ここで, Arllおよび Ar22の固有値の集合をそれぞれ,
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A.全 くzl fi- 1,2,･･･,n+FL) (4･22)

A2全 くZ2 Jj-1,2,･-,m+V) (4･23)

と置けば, システムの極の集合はAlとA2の和集合A,すなわち(4･6)で与え

られることがわかる｡

以上の結果から,ここでの問題は次のように言い換えられる｡

…二つの1次元システムS.(-AHl,Bll,Cll)n

Sl :

Xh(i+1)-ArllXh(i)+Bllul(i)

yl(i)-CllXh(i)

およびS2(瓦f22,B22,C22)m

xv(i+1)--Af22Xv(j)+B22u2(j)
S2 :

y2(j)-C22XV(j)

(4･24)

(4･25)

に対して,任意に与えられた複素数の集合,AlおよびA 2を配置するような1

次元動的補償器Scl(Fll,Hll,Nll,九日)p

zh(i+i)- FllZh(i)+Hllyl(i)
S｡1:

ul(i)-NllZh(i)+Ellyl(i)

とSc2(F22,H22,N22,月22)V

S｡2 :

zv(j+1)- F22Zv(j)+H22y2(j)

u2(j)-N22Zv(j)十m22y2(j)

(4･26)

(4･27)

をそれぞれ設計せよ｡"

また,(4･1)のシステムS(A,B,C)n.mにおいて,rankB2- q2≦qとrankCl

-pl≦pである点に着目すれば,入力および出力変換によって,BとCは次のよ

うにも
q~q2 q2

ト うト ｣
i:▼ i:▼ pコ

B仝 [～:f l･苧･Lt･･:!']

i:▼】

O B22

【■▼コ
rankBll-q-q2

:▲『
rankB22-q2
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]
1
1
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2

2

～C

～C

ト
●●●●●●●■●

う
11
0

～C

翫 l 頓 [しこ

ipl,

Ⅰp-pl,

il
rankCll-pl

J■l■

rankC22-p2
( 4･29)

表現でき,ここまでとまったく同様の議論ができる｡すなわち補題 4･1の系と

して次を得る｡
:㌔Zt

【系 4･1】 A21+B2杜C1-0とするような(4･3′)の出力フィードバック係数
i｢
Hsが存在するための必要十分条件は

【J 5Z i｢i▼
B22B;2A21ChCll-A21

が成り立つことである｡
EZ｢his

S(A,B,C)が系 4･1を満たすとき,出力フィードバック

～u(i,j) - [巌 :;6i･l･:･T㌘] ; ( i･j)+V( i,j)

O

J■l■

を施せば,閉ループシステム
【J 【J :㌔

[;::≡:霊 ]-[Afll～Af12][;器 嶋 ] V(i･j)O Ar22

]ーhu
l■iiZ!

.1U

.1J

'

'

■l

■l

iZは膚川U
dZld

1

2

～
y

～
Ⅴ一

卜●●一■▲
～S

[el []2～C ●′
･lnu膚U

hX

'
,1lulLU

VX

]
lid

Ilr
h
u

.1J

.1J

i
,
j≧0

が得られる｡ただし,斑22∈R(q-q2)x(p-pl)任意行列であり

一■▲～A

L
2′'-

～AHHHH

0 2一l▲
～A

[
璽

｣

]
1-

～/■ヽ■～～A12
+Bl且sC2;A21+B2杜sC
l

●●●●●●●●●●●●●●●●■●l●●●●

0
2

～

C
Sm仙2

～

B+2iCq
●一●

]

乙Ii:■
■コ

である
｡
さらに
,
Sfに対する動的補償器の係数行列F
,
H
,
礼

,
打を

F-lFこl:;;]･ [::]-lTL三･

Ap-l E∴ ? 2 ] I [NIN 2] - [Ⅳ ]
1222ⅣⅣ■●●●●●●●●

l
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と,それぞれ選ぶことにより,Aを配置する2次元動的補償器Sc(F,H,打,

班)p.VはAf21-0((4･7)参照)を満たすように設計する問題 となり,以下の

ように言い換えられる｡
～ ー ～ ー ～ ′ヽ■

"1次元システムSl(AHl,Bll,Cll)nとS2(Ar22,B22,C22)mに対して,

AlとA2を配置するような1次元動的補償器Scl(Fll,Hll,Nil,Hll)pおよ

びSc2(F22,H22,N22,出22)Vをそれぞれ設計せよ｡"

4･4 極配置のアルゴリズム

ここでは,前節の結果を用いて,Aを配置するための2次元動的補償器の設

計アルゴリズムを導く｡

1次元システムにおいて得られている次の結果が有用となる｡

【補題 4･2】(4.7) 1次元システムS(A,B,C)｡において,対(A,B)は可制

御,対(C,A)は可観測とする｡ このとき,自由な極配置を許す動的補償器S｡

(F,H,～,出),が存在し,その次数 pは p≧ min(α-1,β-1)あれば十分で

ある｡ただし,αとβは次のように

α- min(irrank[B,AP,･･･,Ai-1B]-n)

8-min(iIranklCT,ATCT,･･･.(AT)i-1CT]-n)

定義される正整数である｡

さて.Sl(Afll,Bll,

α1- mュn(ilrank

B1- min(ilraJlk

a2- min(jJrank

B2- min(jJrank

を定義する｡このとき,

cll)nとS2(右22.B22,C22)mに対し,それぞれ,

lBll,互11fBll,･-,(ifll)i-1Bll]-n)

[cTl,前日CT.,･･･,(融11)i~1cTl]-n)

lB22,瓦22fB22,･-,(-Af22)j-1B22]-m)

[C言2,京22C言2,-･,(融22)j~lC言2]-m)

(4･33)

(4･34)

補題 4･2よりSlとSZが共に可制御■かつ可観測であれ

ば, AlおよびA2を配置するような動的補償器Sc.(Fll,HH,Nll,Ml.)Vと

S:̀2(F22,H22,N22,H22)Vがそれぞれ存在することがわかる｡ さらに,動的
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補償器の次数 〝とγはそれぞれ

〝≧ min(α1-1,β1-1)

V=> min(α2-1,β2-1)

であればよい｡

補題 4･1に留意 し,ここまでの結果 をまとめれば,本章の結論 として次の定

理を得る｡

【定理 4】 任意に与えられた複素数対の集合

A全く(zi,Z皇)L(0,0)<(i,j)≦(n+ iL,m+V)) Z9-Z2- 0

を配置する2次元動的補債券が存在するための十分条件は

(i) BllBTIA12C妄2C22-A12

(ii)(互f11,Bll,Cll)が可制御,かつ,可観測

(Li)(if22,B22,C22)が可制御,かつ.可観測

で与えられる｡このとき動的補償器の次数 (〟+γ)は

〝≧ 机in(α1-1, β1-1),γ≧ 和in(α2-1, β2-1)

であればよい｡
～ ～ ～ ～ ～ ～

一方,S(A,B,C)n･mに対 レても, α1, β2, α2, β2を(4･33)と(4･34)

と同様に定義することにより,次の系 を得る｡

【系 4･2】 任意に与えられた複素数対の集合Aを配置する2次元動的補償

器が存在するための十分条件は
iこ▼iこ｢ 5J i:1

(i) B22B;2A21CIlCll-A21
pコ h::て P

(並)(Afll,Bll,Cll)が可制御,かつ,可観測
ー ′ヽl ～

(hi)(Af22,B22,C22)が可制御,かつ,可観測

で与えられる｡このとき動的補償器の次数(〟+ γ)は
5J 【J i:▼ Lこ｢

〝≧ min(α1-1, β1-1),γ≧ min(α2-1, β2-1)

であればよい｡

上の定理 4および系 4･2 の条件 (i ) から (也)は, 前章において考察 L
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た観測器を組み込んだ状態フィードバックによって2次元システムの極配置が

できるための条件 (定理【3･5】)と一致 している｡すなわち,同じ構造 をも

つ2次元システムの極配置問題に対して,勤的出力フィー ドバック (動的補償

者)は関数観測器を組み込んだ状態フィー ドバックと同様の効果を持たすこと

ができる｡

以上の結果に対し, 1次元システムで得られている結果を応用すれば,2次

元動的補償器を用いた2次元極配置のためのアルゴリズムは以下のように要約

できる｡

<動的補償器による橿配置のアルゴリズム>

Stepl. 被対象システムS(A,B,C)n.,nが定理 4･1の条件 (i)を満たす=■=■:====一一一一一一一:=::::::::::::::::::::::::::二............................._

かどうかチェックする｡満たせば,斑Sを(4･18)とし, S(A,B,C)に出力フィ

ードバック,(4･3')を施す｡

step2. Step1.によって得られた閉ループシステム官fに対 して,定理 4･==========~=:二二:二二二二二:::::::二..............................一

1の条件 (ii)と (iii)が満たされているかどうかチェックする｡

旦堕し墨.官fが定理 4･1の条件 (ii)と (ii)を満たせばすfから得られたこ

っの1次元システムSL(瓦rll,Bll,Cll)｡とS2(-A,22,B22,C22)mに対し,任

意に指定されたAlとA2を配置するような1次元動的補償器 Sc1(Fll,Hl.,

Nl.,H ll)pとSc2(F22,H22,N22,比22)Vをそれぞれ設計する｡なお,このよう

な1次元動的補償器の設計については,例えば, 文献(4･7)を参照されたい｡

墨坐且4. Step3.で得られた Fll,F22,Hll,H22,班ll,n22,Nil,N22を

(4･20)に代入し,続いて n-ds+恥を求めれば,S(A,B,C)∩.mに対する動的

補償器Sc(F,H,N,H)V.Vが得られる｡

もし,S(A,B,C)に(4･8)と(4･9)の入出力変換が施されている場合には,

勤的補償器Sr.(F,H,N,班)p.Vは入出力変換行列 PとQを用いてもとの座標に

S,i(F, HQ,p-lN,p-In°)pJJ戻される｡
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ここで,F2l,H21,M2l,N12はそれぞれ任意に選べる行列である｡

4･5 結

本章では Roesserの状態空間モデルで記述される2次元システムを対象と

し,2次元動的補償器を用いた極配置の問題 を考案 した｡ここで,配置すべき

極の集合は複素数対の集合であり,このような極 を持つ 2次元システムの特性

多項式は1変数多項式の積で表される｡

最初に,被対象システムに対し,その特性多項式を1変数多項式の積 とする

ような出力フィードバック別を導出し,ここでの問題が二つの 1次元システム

に対する極配置問題に帰着されることを示 した｡続いて,任意に指定された複

素数の対を配置するような2次元動的補償器が存在するための十分条件を導き,

その設計アルゴリズムを与えた｡

本章における勤的補償器は2次元動的システムを組み込んだ出力フィー ドバ

ックであり,任意の複素数対を配置できるための十分条件が,前章で示 した観

測器を組み込んだ状態フィー ドバックによって極配置できるための条件 と一致

していることは興味深い｡また,ここでの動的補償器は,従来この種の問題で

取り扱われている状態あるいは出力の静的なフィー ドバックに比べ,より実用

的であり,極配置は容易となる｡
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第5章 2 次元モデ ル 適合問題

5･1 緒

前章ではフィー ドバックによってシステムの特性多項式を改善する問題 を考

察した｡一般に,フィー ドバック補償は,システムの伝達関数の分母多項式を

変化させることはできるが,分子多項式を変化させることはできない｡したが

って,伝達関数の分子多項式をも改善するためにはなんらかの前向きの補償が

必要になる｡本章で取 り上げるモデル適合問題は,フィー ドバック補償に加え

て,適当な入力変換によってシステムを理想のモデル,例えば所望の伝達行列

に-敦させる問題で,これまでに数多くの研究結果が 1次元システムに対 して

報告されている (5.1)I(5`2)0

2次元モデル適合問題は,最初に Eisingら (5.3)によって考察されたが,こ

れは DynamicCoverの概念を用いた幾何学的アプローチであり,完全な解

を得るに至っていない｡また,Paraskevopupolos(5.4)･(5.5) は静的な状態フ

ィー ドバックを,また Yasuda(5.6)は動的な状態フィー ドバックを扱った場合

をそれぞれ報告している｡しかし,すべての状態は直接測定できるとは限らな

いから,直接観測できる出力を用いた方が実用上好ましいと考えられる｡さら

に,動的システムを組み込んだ出力フィー ドバック (動的補償器 )の利用が問

題の解決を容易にする｡ 動的補償器を扱ったものとしては Paraskevopupolos
l■

(5.7)の研究および Sebek(5°8)の研究がある｡ しかし,前者での動的補償器は

P.Ⅰ.D型に限定されており,関連方程式の導出もかなり煩雑で,解 を得るため

には大行列の演算を必要とする｡一方,後者では,2次元動的補償器が一般的

に取 り扱われ,補償器の設計が2変数の多項式方程式の解 を求める問題に帰着

されている｡しかし,そこではスカラの入出力システムが対象であり,解は必

ずしも容易には得られない｡
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本章では,2次元モデル適合問題を解くために1次元動的補償器が導入され

る｡すなわち, 1次元動的補償器を組.み込んだ出力フィー ドバックによって閉

ループシステムを所望のモデルに一致させるための必要十分条件が与えられ,

その一般解が与えられる (5'9)I(5'10)｡本 1次元動的補償器は,二種類の遅れ

素子を有する2次元動的補償器に比べて構造は簡単であり経済的である｡さら

に,2次元モデル適合問題に対する静的出力フィー ドバック則の設計法は,こ

こでの特別な場合として与えられるが,これは Paraskevopupolosの示 した文

献(5･5)での方法よりも簡単である｡

5･2 問題の定式化

伝達行列が

a m
∑ ∑ NiiZ主Z皇
i=O j=0

S:H(zl,Z2)-
∩ m

∑ ∑ aiiZ壬Z皇
i=Oj=0

(an｡≠ O,n≧石,m≧孟) (5･1)

で記述されるq入力 p出力の2次元システムを考える｡ただし,Ⅳijは pXqの

実行列であり,aijは実数である｡

次に,所望のモデルとして,伝達行列

h r▲
∑ ∑ NijZiz皇
i=Oj=0

Sm:Hm(zl,Z2)-

A
(ahr≠ 0,h≧石,r≧i) (5･2)

h r A

∑ ∑ aiJZ主Z皇
i=Oj=0

A
で記述される2次元システムが与えられるものとする｡ただし,Ⅳ ijは pxsの

A
実行列であり,aijは実数である｡

この章では,システム (5･1)に対し適当なフィー ドバックと入力変換 を施す

ことによって. その閉ループシステムを(5･2)に一致させることを考える｡す
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なわち,システム(5･1)の入力 U(zl,Z2)と出力 Y(zl,Z2)の関係を

Y(zl,Z2)-H(zl,Z2)U(zl,Z2)

と表現し,この入力を

U(zl,Z2)-G(Z2)V(zl,Z2)+K(Z2)Y(zl,Z2) (5.3)

の形で指定する｡ここで,G(Z2)とⅩ(Z2)はそれぞれ qXsとqxpのサイズを持

つプロパーな有理関数行列で,Ⅴ(zl,Z2)は S次元制御入力ベクトルである｡

(5･3)杏(5･1)の入力としたときの閉ループシステムは図 5･1のようになり,

その伝達関数は

Hc(Z.,Z2)- [Ⅰp-H(zl,Z2)Ⅹ(Z2)]~lH(zl,Z2)G(Z2)

で与えられる｡このとき,ここでの問題は次のようになる｡

"システム(5･1)と所望の

モデル(5･2)に対し

H｡(zl,Z2)-Hm(zl,Z2)

(5･5)

を満たす(5･3)におけるプロ

パーな有理関数行列G(Z2)と

Ⅴ(zl,ヱ2) Yl(zl,Z2) U(zl,Z2)

(5･4)

Y(zl,Z2)

Fig･5･1 Closed-loop.systemwith
a1-DdynamlCCOmpenSatOr

a(Z2)を見つけよ｡"

ちなみに,図 5･1からもわかるように(5･3)は前向きに組み込まれる 1次元

勤的補償器 G(Z2)と後向きに組み込まれる1次元勤的補償器 Ⅹ(Z2)の合成シス

テムとみなせる｡この合成されたシ.ステムは 1次元動的システムであり,シス

テム(5･1)に対する1次元動的補償器になることが以下のように示される｡

いま,G(Z2)とE(Z2)の状態空間モデルをそれぞれ

SG:

SK:

zT(j+1)-AIZY(j)+BIV(j)

yl(i)-CIZT(j)+DIY(j)

Z;(i+1)- A2Zv2(j)+B2y(j)

y2(j)-C2ZY2(j)+I)2y(j)

5 6
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とする｡ここ で , 〝とγをそれぞれ G(Z2)とⅩ(Z2)のマクミラン次数 とすると

き,zT(j)はSGのIL次元状態ベクトル,Z芸(J')はSKのV次元状態ベ ク トルであ

る｡また,Al,Bi,Cl,Dl,A2,B2,C2, D2は適当なサイズの実行列である｡

これらS｡とSKを用いれば(5･3)は次のように

S｡:
zv(i,j+1)-Fzv(i,j)+恥(i,j)+Gv(i,j)

u(i,j)-Nzv(i,j)+ny(i,J')+Wv(i,J')

表現できる｡ただし,iは任意の非負整数であ り,

zv(i ,j)

-ヽ
Lr-
ノ

封 Fe lAoIAO2]･ H仝 [BO2],G仝 [B.1]

N仝[CI C2], H全D2,Ⅴ仝Dl

である｡すなわち,Sc(F, H,G,

N,札 W)p.Vはシステム(5･1)に対

する1次元動的補償器である｡特

に,G(Z2)とE(Z2)が定係数のと

きS c(0, 0, 0, 0, 班,W ).川 は

u(i,j)- 且y(i,j)+W･V(i,j)

(5･9)

と書け,Paraskevopoulosらの扱

った出力フィー ドバックに一致す

る (5`5)｡図5･2はここでの動的償

器をシステム (5･1)に組み込んだ

ときのブロック図である｡

(5･8)

Fig.5･2 Blockdiagramoftheclosedl
loopsystemwiththecontroller

5･3 問題の展開

いま,システム(5･1)の分子と分母を
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∩ ∩ ∩
∑ F aiJZ主Z皇-F ai[Z2]Z圭i=OJ=O l=O

m
ai [Z 2 ] 全 F:aijZ 皇J= 0

および

tIrn
∑ ∑ NijZ主Z皇-F Ni[Z2]zii= O j=0 )=0

‖‖
Ni[Z2]全∑ NijZ皇

j=0

と書き直せば(5･1)は次のように

∩
F Hi(Z 2)z il=0

S:H(zl,Z2)-

i-1,2,-･,∩

i-1,2,-･,∩

斑(Z2)[zl]

∩

∑ αi(Z 2)Z主 α(Z2)[zl]
i=0

表現できる｡ただし,

a i[Z 2]

αi(Z2)仝
a ｡ [Z 2]

Ⅳ i[Z 2 ]

出i(Z 2 ) 仝

∈R｡ ｢ (Z 2)

∈Rp,(Z2)pXq

an[Z 2 ]

であるC(5･2)についても同様に

甘.
[H i(Z2)ziI=0

S:H｡(Z.,Z2)-h ▲

i-1,2,-･,∩

i-1,2,-･,n

A
h(Z2)[zl]

F αi(Z2)Z主 α(Z 2 ) [zl]l=0

と表現する｡ただし,

A
αi(Z2)全

ihlz2]

∈R｡ r(Z2)
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全F

h
u

2Z
h
u■u

●▲-

▲
M
u

]

2Z[■■▲
1
Ⅳ

∈R,,(Z 2) p x s i-1,2,-.,h

である｡ i hlz･2]

(5･10)あるいは(5･11)は2次元システムをプロパーな有理関数 を係数 として

持つ1次元システムで表現したものである｡なお,プロパーな有理関数は部分

環であって,かつ, frincipai王deal旦omain(P.Ⅰ.D)である (5'11)Oすなわ

ち,以下の議論は2次元システムに限らず,P.Ⅰ.D上で定義されるような1次

元システム,例えば,中立型 DelayDifferentialシステム,あるいは時間遅

れシステムなど(5.ll), に対しても可能である｡

さて,(5･5)の左辺を(5･4)とし,これに(5･10)と(5･11)を代入すれば次式
A A
α(Z2)[zl]凹(Z2)[zl]G(Z2)+杜(Z2)[zl]E(Z2)斑(Z2)[zl]

A
- α(Z2)[zl]斑(Z2)[zl] (5･12)

が得られる｡この式はプロパーな有理関数 を係数とするzlの多項式行列に関す

る恒等式であるから,これが成り立つためには両辺のzlの同一べきの係数が等

しいことが必要十分である｡ 以下,この関係を用いて,(5･5)を満たす G(Z2)

とⅩ(Z2)を求めることを考える｡

まず,クロネッ力積を導入して(5･12)を次のように

A(Z2)[zl]g(Z2)+r(Z2)[zl]k(Z2)-r(Z2)[zl]̀

展開する (5.4)｡ ただし,
A

A(Z2)[zl]- Is⑳ α(Z2)[zl]H(Z2)[zl]∈R(Z2)[zl]psXqs
A

Il(Z2)[zl]-HT(Z2)[zl]⑳且(Z2)[zl]∈R(Z2)[zl]psXpq

A
r(Z2)[zl]-α(Z2)[zl](cs.斑(Z2)[zl])∈R(Z2)[zl]psXl

g(Z2)-CS.G(Z2)∈R,,(Z2)qHl

k(Z2)-CS.E(Z2)∈R,,(Z2)pqXl

である｡続いて,(5･13)を
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丁+h ∩+h ∩+JF
[∑ Ai(Z2)zi]g(Z2)十 [∑ rli(Z･l)zi]k(Z2)-∑ri(Z2)zi
i=O i=0

と表現し,

T-max(i+h言十石,n十百)

を定義する｡このとき,

Ai(Z2)-0

ri(Z2)-0

ri.(Z2)-0

i=0

i-∩+h+1,n+h+2,-･, T

i-∩+h+1,∩+h十2,-･, T

i-n+i+1,n+h+2,･-, て

(5･14)

と置けば,(5･14)の両辺におけるzlの同一べきの係数が等しいことから

Ai(Z2)g(Z2)+ri(Z2)k(Z2)-ri(Z2)

が得られ,これは

P(Z2)Ⅹ(Z2)-h(Z2)

と置き換えることができる｡ただし,

●●●●●●●●●■●●●■●

ー
り

トへh
H

u

M■1■J

2

2

2

h

′

ほ
･･･一拍

O

1

T

A

A

A

二
Ei

d2
Z

ィⅦ
欄
u

P

n■ーh
u2

7
】

lH

l
u

Or｣
G
i
iZ!

1-

2

2

Z

Z

n

Ⅶ
川U
n

l
U

●
●
●

l

T

r

㍗

,Ⅹ(zZ ) -

i-0,1,･-,て (5･15)

(5･16)

h(Z2)-

r｡(Z2)

rl(.Z2)●
rTrz2)

である｡ なお,Ai(Z2),ri(Z2)および ri(Z2)の具体的な計算法については

付録-B2を参照されたい｡
A A

(5･16)におけるP(Z2)とh(Z2)はαi(Z2),也 i(Z2),竺i(Z2)および mi(Z2)か

ら作られる既知なるプロパーな有理関数行列であり,Ⅹ(Z2)はG(Z2)とE(Z2)

の列展開からなる未知の有理関数ベクトルである｡したがって,ここでの問題

は与えられた二つの1次元伝達行列P(Z2)とh(Z2)に対して方程式(5･16)をみ

たすプロパーな有理関数ベクトル解 Ⅹ(Z2)を求める問題に帰着される｡この問

題は1次元システムにおけるモデル適合問題,逆システムの構成などを周波数

領域で設計する問題としても知られている (5.12)･ (5.13)｡
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5･4 解の存在性と導出

いまP(Z2)およびh(Z2)における要素の最小公倍分母多項式をq[Z2]とし,

これを(5･16)の両辺に掛ければ(5･16)はZ2の多項式を係数 とする方程式

Q[Z2]Ⅹ(Z2)ニー[Z2] (5･17)

に書換えられる｡ ただし,Q[Z2]全 o[Z2]P(Z2)は(T+1)psx(qs+pq)の多項式

行列,t[Z2]仝 q[Z2]h(Z2)は(T+1)ps次元多項式ベクトルである｡

以下,方程式(5･17)に対するプロパーな有理解の存在性について考察する｡

【定義 5･1】 (5.12)nxmの多項式行列 Q[Z2]の第 i行ベク トルを qT[Z2]と

する｡このとき,qT[Z2]の要素を構成する多項式の最高次数viを Q[Z2]の第i

行次数と呼び,degqT[Z2]と記す｡次に,qT[Z2]における第 j要素のZ2Viの係

数(qij)を要素とするm次元行ベクトル qTを構成する｡この qTを行 ベ ク ト

ルとするnXmの実行列Q- [qlq2-･q｡]Tが最大階数を持つならば,多項式行

列Q[Z2]は行プロパーであるという｡

【補題 5･1】 (5'13) 行次数 vl,V2,･･･,Vnなる行プロパーなnXnの多

項式行列をQ[Z2]とし,n次列ベクトル t[Z2]の行次数をγ1,γ2,-･,γnとす

る｡このとき,γi≦ vi(i- I,2,- ,n)ならば,かつ,このときのみQ[Z2]-1

･t[Z2]はプロパーな有理関数ベクトルとなる｡

【補題 5･2】 (5･13)nxmの多項式行列Q[Z2]がR(Z2)上 に･おいて ralnk

Q[Z2]-Pとする｡このとき,Q.[Z2]を

U[Z2]Q[Z2]-

トm う

[Ql[喜2]]tP

と変換するような,nXnのユニモデュラー行列 U[Z2]が存在する｡ここで,

多項式行列 Qllz2]は行プロパーであり,その行次数はvl≧ V2≧ ･･･≧ vpの

関係を満たす｡

さて,よく知られているように,(5･17)が解 を持つためには,体R(Z2)上で
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rank[Q[Z2]]-rank[Q[Z2];t[Z2]]

が満たされねばならない｡また,解がプロパーであるためには,補題 5･1より

degqTlz2]≧degtilz2]でなくてはならない｡

これらのことを考慮すれば,次の定理が得られる｡

【補選 5･3】 (5`13) (5･17)のQ[Z2]とt[Z2]が適当なユニモデュラー行列に

よって

U[Z2]Q[Z2]-[Ql[zo2]]I Ulz2]t[Z2]-[豊 ,]] (5･18)

と変形されているものとする｡このとき,方程式(5･17)がプロパーな有理関数

を解として持つための必要十分条件は

i) t2[Z2]-0

並) vi≧γi i-1,2,-･,p
(5･19)

で与えられる｡ただし, p-rankQ[Z2]であり,viとγiはそれぞれ Ql[Z2]

とtl[Z2]の行次数である｡

補題 5･3は次のようにも表現できる｡

【系 5･1】 (5-13) 方程式(5･17)がプロパーな有理関数解 Ⅹ(Z2)を持つための

必要十分条件は

i)rankQ[Z2]-rank[Q[Z2];t[Z2]] (5･20)

ii)°egqTlz2]-deg[qT[Z2];ti[Z2]] i-1,2,･･･,(て+1)ps (5･21)

で与えられる.ただし,qT[Z2]はQ[Z2]の第 i行であるC

結局,補選5･3が満たされるとき(5･17)の解は

Ql[Z2]Ⅹ(Z2)-tl[Z2]

の解として求められる｡

以下,(5･22)の解について考察を進める｡

(5･22)

一般にrankQl[Z2]-P≦qs+粥 であるから,Q.[Z2]を次のように分割する

列変換行列 Lが存在する｡
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Q.[Z2]L- [Qll[Z2];Q12[Z2]] (5･23)

ここで,Qll[Z2]はpXpの行プロパーな行列であり,その行次数はQl[Z2]の行

次数viと一致する｡また,Q12[Z2]の行次数 を77iとすれば

vi_2 77i i-1,2,･･･,p

の関係が満たされている｡

いま,(5･23)のLを用いて (5･22)を

[Q l l [Z 2 ] ;Q 12[Z2 ] ]

と変形する｡ただし ,

L-lx(Z2)仝

- t l[Z2]

[; ≡:zz 22,' ] ; qPs .M _P

(5･24)

である｡このとき,(5･22)の解は任意に選ぶことができるqs+pq-β個の解Ⅹ2

(Z2)と,それに従属するp個の解

xl(Z2)-QHlz2](tllz2]-Q12lz2]x2(Z2))

に分割されることがわかる｡ この解 Xl(Z2)は補題 5･1からプロパーであるこ

と注意されたい｡

また, p-qs+pqのとき,つまり,Ql[Z2]が正方であるとき(5･22)は一意解

X.(Z2)-QTl[Z2]tl[Z2]

を持つことも明らかである｡

さらに,R[Z2]β日 を体R上のベク トル空間Ⅴ(R)とみるとき,tl[Z2]∈Ⅴ

(R)がQl[Z2]の列ベクトルqi[Z2]∈Ⅴ(R)によって張られるとき,かつ,この

ときのみ(5･17)の実数解が存在することがわかる｡

以上をまとめれば次の定理となる｡

【定理 5】 (5･1)の2次元システム H(Z.,Z2)を(5･2)のモデル Hm(zl,Z2)

に一致させるような(5･8)の1次元動的補償器 Sc(F,H, G,N.兄,W)A.Vが存

在するための必要十分条件は,(5･17)から構成される行列, Q[Z2]と[Q[Z2];
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t[Z2]]の階数 と行次数がいずれも等しいことである｡

この定理においてQ[Z2]と[Q[Z2];t[Z2]]の階数がR(Z2)上において等しい

ためにはTの定義 と(5･16)の構造から被対象システムH(zl,Z2)とモデル Hm

(Z.,Z2)の間にはh一石≧n一言あるいは完≧nの関係が満たされなくてはならない

ことに注意されたいO

【系 5･2】 定理 5が満たされるとき, (5･3)の前向き補償器 G(Z2)とフィ

ー ドバック補償器 K(Z2)は

G(Z2)

Ⅹ(Z2)]-L[Q抽 2](tl[Z2ト Q12[Z2]Ⅹ2(Z2)'x2(Z2)

で与えられる｡ただし,x2(Z2)は任意に選ぶことのできる有理関数ベクトルで

あり, Lは Ql[Z2]を(5･23)のように分割する適当な列変換行列である｡

【系 5･3】 (5･1)の2次元システムH(zl,22)を(5･2)のモデル Hm(zl,Z2)に

一致させるような(5･9)の出力フィー ドバック則が設計できるための必要十分

条件は, (5･17)におけるQ[Z2]を体R上のベクトル空間W(R)(dimW(R)-

qs+pq)からV(R)(dimV(R)-p)への線形写像とみなすとき,

t[Z2]∈Range(Q[Z2･])

で与えられる｡

系 5･3は静的出力フィー ドバックによってモデル適合問題が解けるための条

件を与えた文献(5･5)での結果に相当している｡

ここまでの議論は被対象システム(5･1)の入力を

U(zL,Z2)-G(zl)V(zl,Z2)+Ⅹ(zl)Y(zl,Z2)

で指定しても同様に展開できる((5･3)参照)｡ すなわち,5･3節以降における

zlとZ2を置き換え,かつ,非負整数の組(i,n,i,h)と(-m,m,i,k)をそれぞ

れ置き換えれば,まったく同様にして,上記の定理 5と系 5･･2および系 5･3に

相当する結果が導かれる｡このとき,定理 5と系 5･2に相当する結果はここで
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のモデル適合問題が解けるためのもう一つの条件とその解 を与える｡また,系

5･3に相当する結果はその系に対する別の表現となる｡

5･5 結
≡T≡=コ-■■■■■■■■■1
呂

2次元伝達関数行列で記述される多入力多出力の2次元システムを対象とし,

2次元モデル適合問題を考察した｡ここでは, 1次元動的補償器が閉ループシ

ステムの伝達行列を所望のモデルと一致させるために導入された｡このとき,

1次元動的補償器の設計問題は1変数の有理関数を係数 とするような連立方程

式におけるプロパーな有理関数解を求める問題 と等価になることを示 した｡こ

の問題は1次元システムにおけるモデル適合問題,あるいは逆システム構成問

題などの周波数領域での設計問題として知られており,これらの結果から本動

的補償器が設計できるための必要十分条件を導いた｡この 1次元動的補償器は

二種類の遅れ素子から構成される2次元動的補償器に比べて構造が簡単であり,

設計は容易である｡また,必要な遅れ素子は-種類のみであり経済的である｡

さらに,ここでの設計法は,特別な場合として,出力フィー ドバックによる2

次元モデル適合問題の解法を与えており Paraskevop■oulosの方法に比べて

計算量が軽減できる｡

なお,本動的補償器の次数は(5･17)を満たす解 Ⅹ(Z2)のマクミラン次数によ

って決定されるが,マクミラン次数最小の求解法については文献(5･14)などを

参照されたい｡また,ここでの動的補償器の設計には幾分自由度があたえられ

ており,これを安定度などの補償器の特性改善に利用することが考えられ,今

後の研究課題である｡
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第6章 2次元逆 システム の構成

6･1 緒
■■■■■■■l■
昌

逆システムとはシステムの出力を観測することによって,その入力を再構成

するシステムのことである｡一方,見方を変えるならば,逆システムの構成問

題は,適当なフィードバック則を設計することによって,閉ループシステムの

伝達行列を単位行列にする問題と考えることもできる｡これは前章におけるモ

デル適合問題において,所望のモデル を Hm(zl,Z2)-Ⅰ｡とした,特別な場合に

相当する｡

さて,2次元システムを対象とした逆システムの研究は最初に Eisingによ

って報告された (6`1)｡ すなわち,因果的システムを拡張 した弱因果的システ

ムの概念を Eisingは提唱し,スカラ入出力の因果的2次元システムには弱因

果的逆システムが常に存在することを証明した｡弱因果的システムは,そのイ

ンパルス応答が実平面内の第1象現を含む非対称半平面内で定義される2次元

システムで,これは巡回形局所状態空間モデルで表すことができる｡その後,

Raina.(6.2)はこれを多入出力を持つ場合に拡張 して取 り扱っているが,これら

はいずれも伝達関数あるいは伝達行列で記述されるシステムを対象に議論 して

いる｡ 2次元逆システムを状態空間モデルの立場で扱った研究 (6':i)もあるが,

これは Attasi型局所状態空間モデルに対 して固有遅れを持つ因果的逆システ

ムが存在するための必要十分条件と,その構成法を与えたものであり,対象と

された Attasi型モデルは Fornasini一斑archsiniのモデルあるいは Roesser

のモデルのサブシステムとして取り扱えるなど,2次元システムに対する一般

的な局所状態空間モデルとは言えない｡これは,そこで得られている逆システ

ムがもはや Attasi型でないことからもいえる｡

ここでは因果的2次元システムに対する局所状態空間モデルである Roesser
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の状態空間モデルを取 り上げ,これに対する固有遅れ逆システムの構成法につ

いて考察する (6-4), (6°5㌦ すなわち,Eisingが提案 した弱因果的 2次元シ

ステムを,係数行列が1変数の有理関数である 1次元動的システム として取 り

扱う方法を述べる｡ そして,Eisi咽 が2次元伝達関数の立場で扱った因果的

2次元システムに対する固有遅れ弱因果的逆システムは,I1次元システムの立

場で一般的に議論できることを示す｡本方法の特徴は, (i)2次元逆システ

ムの構成に1次元システムにおける理論が利用できる, (立)弱因果的逆シス

テムが局所状態空間モデルの立場で比較的容易に得られる,ことである｡

なお, Rainaによる P.Ⅰ.D上の1次元動的システムに対する固有遅れ逆シ

ステムの存在条件 (6`6)は, ここでの特別な場合であるM遅れ逆システムの存

在条件に相当する｡

6･2 被対象システムの記述

Roesserの状態空間モデルで記述される次の2次元システムを考える｡

[xx:≡;霊 ]- [::莞 膿 三霊 H : ;] u ( i,j )

S :

y (i･ j) - [cI C2] [:I E器 +d･u (i,j_, i,j≧0 (6･1)

xh(0,j)-0, xv(i,0 ) -0

(6･1)は簡単に

∂Ⅹ(i,j)-Ax(i,j)+bu(i,j)

y(i,j)-cx(i,j)+du(i,j)

i,j - 0, 1,2 , ･ -

あるいはS(A,b,C,d)∩.m と書かれる場合がある｡だだし,Ⅹh(i,j)は, n次

元水平状態ベクトル,XV(i,j)はm次元垂直状態ベク トル,u(i,j)と y(i,j)は

スカラの入力と出力であり, A,b,C,dはそれぞれ適当なサイズの実行列,

あるいは実数である｡
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S(A,b,C,d)∩.mの伝達関数は

H.(zl,Z2)-C[diag(Z.Ⅰ,りZ2Im)-A]-1b+d

で与えられる｡さらに,
il
A(Z2)全A11+A12[Z2Im-A22十IA2i∈R,,(Z2)nXn
J■レ
b(Z2)A=bl+A12[Z2Im-A22]-1b2∈R,,(Z2)nXl
{■■
c(Z･2)全cl+C2[Z21m-A22]-1A21∈R,,(Z2)lXn
′ヽJ
d(Z2)全d+C2[Z2Ⅰ｡-A22十lb2∈R｡ r(Z2)

と置けば,(6･2)は
i:1 i:▼ i｢ P

H.(zl,Z2)-C(Z2)lzIIn-A(Z2)]-1b(Z2)+d(Z2)

(6･2)

(6･3)

と表現で きる ｡これ は S (A, b, C,a ) Hmと伝 達関数が等しい 次の1次元 シス
～ ～ ～ ～ ～

テムS｡(A(Z2 ),b(Z2),C(Z2), d (Z))∩

ー ～ ノ■＼′ ～
～ Ⅹ(i+1,Z 2)-A(Z2)Ⅹ(i,Z2)+ち (Z 2 )u (i,Z2)
S｡: i▼コ hZ5 hin

∫(i,Z 2)-C(Z2)Ⅹ(i,Z2)+d (Z 2)u(i,Z2)
(6･4)

が存在することを意味 している｡ただ し,i-0,1,2,･-に対 して
～ (刀～
Ⅹ ( i ,Z 2)- ∑ Ⅹi jZ 言 J

j =0

(刀
u ( i,Z 2)- .∑ uijZ盲j

J =0

00
y '( i , Z 2)- ∑ y-.iz ; J

j =0

～ ー ～ ～ ～
である｡ S｡(A(Z2),b(Z2),C(Z2),d(Z2)),lは2次元システムS(A,b,C,

d)｡十mを係数行列の要素がプロパーな有理関数からなる1次元システムで表現

したものである｡
i▲::!■ウ

さて,S｡のインパルス応等系列 (hi(Z2))は
～ (∑

h｡(Z 2)-d ( Z 2)- ∑ h｡ jZ 妄 j

J=0

～ J■ヽ■ ～ ∞
hi(Z2)-C(Z2)Ai~1(Z2)b(Z2)- ∑ hijZ言j i-1,2,･-

j=0
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で与えられるから,(6･3)はインパルス応答の立場で次のように書ける｡

00 (刀 (刀
Ho( z l,Z 2)-.∑hi(Z 2)zTi- .∑ ∑ hijZTiz盲jI=0 1=O j=0

(6･6)

無限系列 (hij)は2次元インパルス応答 と呼ばれ,サポー ト

SH｡- ((i,j)l(i,j)∈Z2,hi.i≠ 0)

を定義 したとき,これはR2平面の第 1象現H｡に存在 している｡
～ ～ J～ ～

以下,(6･4)の1次元システム S｡(A(Z2),b(Z2),C(Z2),d(Z2))｡を因果的

システムと呼ぶ｡ すべての因果的システムは(6･1)の局所状態空間モデルで記

述できる (6°7)0

【定義 6･1】 ある可逆行列 T(Z2)∈R(Z2)nXnが存在 して, S｡(A(Z2),b
～ () ～ ′ヽ■ ～

(Z2),C(Z2),d(Z2))｡と S｡(A(Z2),b(Z2),C(Z2),d(Z2))｡の間に
i▼コ

A(Z2)-T(Z2)A(Z2)T~1(Z2),
▲こ亡コ

C(Z2)-C(Z2)rl(Z2),

i▼:
b(Z2)-T(Z2)b(Z2)

hこ1
d(Z2)-d(Z2)

～
の関係があるとき,S｡とS｡はR(Z2)上において代数的等価であるという｡

R(Z2)上において代数的に等価なシステムの伝達関数は等 しいことに注意さ

れたい｡
こl■i:F■】

さて,S｡はR(Z2)上において可到達,すなわち,
ー ～ ～ ～ ～

rank [b(Z 2),A (Z 2)b(Z 2),- ,An~ 1(Z 2) b (Z2)] - ∩

であると仮定 しても一般性は失われない (6.8)から,可逆行列
～ ト ～ ～ ～

T(Z2)全[b(Z2),A(Z2)b(Z2),-･,Anll(Z2)b(Z2)]-I
こi:I

を構成することができ, これを用いればS｡とR(Z2)上で代数的に等価な因果

的システムS｡

S｡:

Ⅹ(i+1,Z2)-A(Z2)Ⅹ(i.Z2)+b(Z2)u(i,Z2)

y(i,Z2)- C(Z2)Ⅹ(i,Z2)+d(Z2)u(i,Z2)

が得られる｡ただし,
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i｢

A( Z 2 ) - T(Z 2 )A(Z 2)T-i( Z 2)-

ノ■ヽ′
b(Z2)-T(Z2)b(Z2)-

1

0

●●■

0

0 0 -･0-a.I(Z2)

1 0 ･･･0-an_I(Z2)

● ●ヽ ● ●● ● ヽ ■ ●● ● ヽ ● ●▲▲
0 0 -･1 -al(Z2)

′ヽ_
C(Z2)-C(Z2)T~1(Z2)仝[C.(Z2),C2(Z2),･･･,C｡(Z2)]

J～
d(Z2)-d(Z2)

であり,ai(Z2)および ci(Z2)(i- 1,2,･-,∩)は次式
～

det[zlI｡-A(Z2)]-ZT+al(Z2)zT~1+-･+an_1(Z2)zl+a｡(Z2)
hiZ 乙■『 i｢

ci(Z2)-C(Z2)Aト1(Z2)b(Z2)

をそれぞれ満たすR｡r(Z2)の元である｡
こi■lヨ

(6･7)の構造から,C(Z2)の要素 ci(Z2)が S｡のインパルス応答系列 hi(Z2)(

i-1,2,-･,n)に相当していることに注意されたい｡

この章の 目的は,因果的2次元システム S(A,b,C,d).Hmを(6･7)で記述 さ

れる 1次元システムS｡(A(Z2),b,C(Z2),d(Z2))｡の立場で扱い,因果的 2次

元システムSに対する逆システムを構成することである｡

6･3 M遅れ因果的逆システムの構成

ここでは,因果的システムS｡(A(Z2),b,C(Z2),d(Z2))nに対 して固有遅れ

を持つ,因果的逆システムについて考察する｡ これは(6･1)の立場で言えば,

水平方向のみ遅れを持つような因果的 2次元逆 システムに相 当する｡

【定義 6･2】 因果的システムS ｡(A(Z2). b, C(Z 2 ) , a (Z2))..に 対 して
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▲

H｡(zl,Z 2) ･H｡(zl, Z 2)-
Z†

人 ▲ ▲

凸∈Z.

▲ ▲

(6･8)

を満たす因果的システムS｡(A(Z2),b(Z2),C(Z2),d(Z2))nが存在するとき
A
S｡をS｡に対するM遅れ因果的逆システムという｡

いま,S｡において

d(Z2)-0

c i(Z2)-C(Z2)Ai-1(Z2)b-0

cM(Z2)-C(Z2)AM~1(Z2)b≠0

i-1,2,-･,班-1 (6･9)

を仮定する｡このとき, (6･5)と(6･6)により次の因果的システムSMの伝達関

数は zT･H｡(zl,Z2)に一致することがわかる｡

SM:
Ⅹ(i+1,Z2)-A(Z2)Ⅹ(i,Z2)+bv(i,Z2)

W(i,Z2)- CM(Z2)x(i,Z2)+dM(Z2)V(i,Z2)

(6･10･1)

(6･10･2)

ただし,Ⅴ(i,Z2)と W(i,Z2)は,それぞれSMの入力と出力で,

cM(Z2)-C(Z2)A"(Z2)仝[cM.1(Z2),CM.2(Z2),-･,CM+∩(Z2)]

cM+i(Z2)-C(Z2)A"+ト1(Z2)b i- 1.2,-･,n

dM(Z2)- CM(Z2)

である｡(6･10･2)をⅤ(i,Z2)について解き,これを(6･10･1)に代入すれば
A A

人 Ⅹ(i+1,Z2)-A(Z2)冗(i,Z2)+b(Z2)W(i,Z2)
SM: A A

Ⅴ(i,Z2)- CM(Z2)Ⅹ(i,Z2)+dM(Z2)W(i,Z2)

を得る｡ただし,
A
A(Z2)仝A(Z2)-d品l(Z2)b･cM(Z2)
A
b(Z2)仝d品l(Z2)b
A
cM(Z2)仝-d品1(Z2)cM(Z2)
▲
dM(Z2)仝d㌫l(Z2)

と置いた｡
∧
SMの伝達関数はH｡(zl,Z2)は
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A A A
H()(Z.,Z2)-CM(Z2)[zIIn-A(Z2)]-1も(Z2)+dM(Z2)

であるから,Sの伝達関数zY･H()(Z.,Z2)との間には逆行列の恒等式の関係から
A
H｡(Z-,Z2)･ZTH｡(Z.,Z2)-1

I
が成立している｡すなわち,H｡(zl,Z2)と H｡(zl,Z2)の間には(6･8)の関係が満

たされている｡
A

一方,(6･11)よりSMが因果的であるためにはd㌫1(Z2)∈R,‥ (Z2)であること

が必要十分である｡これはdM(Z2)が∈Rp ,(Z2)上における可逆元であることを

意味し,この可逆元は双プロパーと呼ばれる (6.9)0

以上より次の定理を得る｡

【定理 6･1】 (6･9)を満たす因果的システムS｡(A(Z2),b,C(Z2))｡に対し

て,M遅れ因果的逆システムが存在するための必要十分条件は,cM(Z2)が双プ

ロパー(帆,,(Z2)上の可逆元)となることである｡このとき,M遅れ因果的逆シ
AA ▲ A A

システムS｡(A(Z2),b(Z2),CM(Z2),dM(Z2))｡は(6･11)で与えられる｡

この定理は文献 (6･6)の定理 2.3から得られる結果と一致する｡

6 ･4 MN遅れ弱因果的逆システムの構成

因果的システムS.V(A(Z2),b,cM(Z2),dM(Z2))nにおける dM(Z2)は双プロ

パーとは限らない｡この場合,因果的逆システムは存在 しない｡そこで,因果

的システムを含む次のシステムを考える｡

St.:
Ⅹ(i+1,Z2)-Z紬(Z2)Ⅹ(i.Z2)+Z3b(Z2)u(i,Z2)

y(i,Z2)-C(Z2)x(i,Z2)+d(Z2)u(i,Z2)
(6･12)

ただし, q≧ Z.であり,A(Z2),b(Z2).C(Z2),d(Z2)は(6.7)と同様に与えら

れる｡また,i- 0,1,2,-･に対して

i'fi
x (i,Z 2)ニ ー∑ 羊 iLiZ ; LjJ=~rlJ
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CO
u (i,Z 2)- .∑リi jZ 妄 j

J=IqJ

C8

y(i,Z 2)- .已 yijZ ; jLJ=-qI

である｡

S｡の伝達関数 H｡(Z.,Z2)は

HL.(zl.Z2)-C(Z2)lzLZ;qIn-A(Z2)]Llb(Z2)+d(Z2) (6･13)

で与えられ, これをS｡のインパルス応答系列 (hi(Z2))を用いて表せば,吹

式となる｡
00 CO (刀

H｡(z l,Z 2)- .∑ hi(Z 2)zT j - F ∑ h ijZTiz言jJ=O L=O j=-qi

ただし,
料

h｡(Z2)-d(Z2)- ∑ h｡jz妄jj=0

(6･14)

∞
hi(Z2)-Z3ic(Z2)Ai-I(Z2)b(Z2)-_∑ hijZ盲J i-1,2,-J=-qi

このとき, 2次元インパルス応答 (hij)のサポー トSH｡は因果的コーン★

H｡- ((X,∫)l(X,∫)∈R2,Ⅹ≧O,y≧ -qx)

内に存在していることがわかる｡インパルス応答が因果的コーン内で定義され

る2次元システムは一般に弱因果的システムと呼ばれる (6.1)が, ここでは係

数行列の要素がR(Z2)の元からなる(6･12)の 1次元システムSq(Z2A(Z2),Z2b

(Z2),C(Z2),d(Z2))｡を取り扱い,これを弱因果的システムと呼ぶ｡

すべての弱因果的システムS｡は次式

H｡(sl,S2)-H｡(zl,Z2)
lzl=S.S芝,Z2-S2

* ヨ黒的コ一泊二つの羊平面

H .‥ =((x,y)l(X,y )〔R,px+ry ≧0)

H｡ t=((x,∫)l(x,∫ )〔R,qx+ty ≧0)

の離 合で定義される｡ここで,p,r,q,t は qr-pt=- 1を批 すZ.の元で ある｡ (6 .1)
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-C(S2)[S.Ⅰ｡-A(S2)十lb(S2)+d(S2) (6･15)

によって因果的システムS｡(A(S2),b(S2),C(S2),d(S2))｡に変換でき,これ

が(6･1)で表現できることから,(6･15)の逆変換

H｡(zl,Z2)-H｡(sl,S2)
Jsl=Z.Z妄q,S2=Z2

-C(Z2)[zIZ盲qln-A(Z2)]-1b(Z2)+d(Z2)

を考慮すれば,次の局所状態空間モデル (6°l)

i■■
旧旧

l

Sw:

x h (i+1' j-q)] - [:2: 三2:] [;嵩 :] ･ [:A u (i,j )X V (i,j + 1 )

∫ (i,j)- [C . C 2 ]

[:hv ::: JJI',] ･ d ･u(i･J･,

i≧0,qi+j≧0

(6･16)

(6･17)

で記述できるO ただし,

Xh(0,j)-0, ⅩV(i,-qi)-0 i,j-0,1,2,-･

である｡ このモデルの特徴は(i,j)地点における局所状態が回帰的に得られる

ことである｡

【定義 6･3】 因果的システ ムS ｡ (A(Z2), bi c (Z 2), d(Z2 ) ) .tに 対 して

A

Hl.(zl, Z 2 ) ･H ｡(Z., Z 2)- (M,N)∈Z王 (6･18)
Z･Tz12

A ▲ A A A
を満たす弱因果的システムSq(Z2A(Z2),Z2b(Z2),C(Z2),d(Z2))nが存在する

A
とき, S,､をS.に対するMN遅れ弱因果的逆システムという｡
I
H..(zl,Z2)と H｡(zl,Z2)に関するサポー トおよび対 (M,N)は共に因果的コ

ーン内に存在することに注意されたい｡

さて,任意のR(Z2)の元 t(Z･i)仝q[Z2]/p[Z2],q[Z2]∈R[zZ],p[Z2]∈R

[Z2],P[Z2]≠ 0に対して次の関数

6(t(Z2))仝degp[Z2]-°egq[Z2]-T∈Z
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を定義すれば,これは次の性質を持つ (6-9)｡

∂(tl(Z2)･t2(zl))-∂(tl(Z2))+∂(t2(Z2))
(6･20)

∂(tl(Z2)十t2(Z2))≧min(∂(t.(Z2)),∂(t2(Z2)))

いま,(6･10)のシステムSMにおいて∂(dM(Z2))-Nと仮定する｡このとき,

SMの伝達関数にZ富を乗じた Z･Tz窒･H｡(zl,Z2)は次式で表されるシステムの伝達

関数に等しい｡

SMN:
Ⅹ(i+1,Z2)-A(Z2)Ⅹ(i,Z2)+bv(i,Z2)

W(i,Z2)-Z望･cM(Z2)Ⅹ(i,Z2)+Z冨･dM(Z2)Ⅴ(i,Z2)
(6･21)

(6･21)において,Z冒･dM(Z2)∈Rp,(Z2)は明らかに双プロパーであるが,Z冒･

cM(Z2)の要素 Z冒･cM.i(Z2)(i-1,2,･-)はもはやプロパーとは限らない｡

以下,SMNが弱因果的システムであることを示す｡

いま,Z望･cM.i(Z2)に対して

6(Z冒･cM.i(Z2))-Ti i-1,2,･･･,n-H

とする｡このとき,cM.i(Z2)-C(Z2)AM+ト 1(Z2)bであることから,

ハミル トンの定理および(6･20)の性質より

6(Z望･C(Z2)Ah~l(Z2)b)≧min(Tili-1,2,･-,RI射

h-n-M+1,n一斑+2,･-

が導かれ,これよりすべての i-1,2,-･に対 して

-q･i≦Ti

を満たす盲∈Z.が存在することがわかる｡

(6･23)を満たす最少数をqとし,可逆行列

TM(Z 2)全 diag (Z芸,Z … q , - ･, Z芸q )

(6･22)

ケ-リー

(6･23)

を構成すれば,これを用いてSMNとR(Z2)上において代数的等価な次の弱因果

的システム官MNが得られる｡

SMN:
i(i+1,Z2)-Z蔓･-A(Z2)妄(i,Z2)+Z呈･石V(i,Z2)

W(i,Z2)-云MN(Z2);(i,Z2)+aMN(Z2)Ⅴ(i,Z2)

- 75 -

(6･24･1)

(6･24･2)



ただし,

Z頭(Z2)-TM(Z2)A(Z2)TGl(Z2)-Zヨ

o o ･･･ O -Zn(Z 2 )

1 0 ･･･O-En_.(Z2)

● ■ ● ■● ■ ● ●1■●- ■ ■ヽヽ

oo･･:i-i.(Z2)

Zヨーb-TM(Z2)b-Zヨ･b

云MN(Z2)-Z望･cM(Z2)T這l(Z2)仝[言.(Z2)言2(Z2),･･･言n(zZ)]

aMN(Z2)-Z望･dM(Z2)

であり, 左i(Z2)と 言i(Z2)(i-i,2,･-)は次式で与えられるRp ,(Z2)の元で

ある｡

Zi(Z2)-Z;qi･ai(Z2)

石i(Z2)-Z盲qi(Z冒･cM.i(Z2))

さて,首MNにおいてaMN(Z2)が双プロパーであることに注意し,(6･24･2)を

Ⅴ(i,j)について解き,(6･24･1)に代入すれば次のシステム
A A

^ 妄(i+1,Z2)-Zq2A(Z2)-x(i,Z2)+Z2b･W(i,Z2)
SMN: ∧ 人

V(i,Z2)- CMN(Z2)i(i.Z2)+dMN(Z2)･W(i,Z2)
(6･25)

が得られ,これは弱因果的システムであることがわかる｡ただし,
A
A(Z2)仝瓦(Z2)一百最(Z2)i;6MN(Z2)
A
b(Z2)全盲最(Z2)Jb
A
cMN(Z2)⊆ 一己読(Z2)､さ.uN(Z2)
A
dMN(Z2)全盲読(Z2)

A
さらに,S.vN･の伝達関数

A A A A A
HMN(zl,Z2)-CMN(Z2)[zIZ;qI｡-A(Z2)十 lb(Z2)+d.V.～(Z2)

とSMNの伝達関数 zTzAZ･H｡(zl,Z2)との間には
A
HMN(zI,Z2)･ZATz･2Ho(zl,ZZ)- 1

の関係が成立しており,これは(6･18)の関係を意味している｡すなわち,次の
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定理を得る｡

【定理 6･2】 (6･9)を満たす因果的システム S｡(A(Z2),b,C(Z2))｡ にお

いて6(cM(zZ))-_Nとする｡このとき,(6･23)を満たすq∈Z.が存在 し,Sに
人 ▲ A A A

対するMN遅れ弱因果的システム SMN(Z呈A(Z2).zZb,CMN(Z2),dMN(Z2))nは

(6･25)で与えられる｡
A

(6･23)がq-0に対して満たされるとき,かつ,このときのみすNMとSMNは

共に因果的であることから次の系を得る｡

【系 6･1】 (6･9)を満たす因果的システム S｡に対 しMN遅れ因果的逆シス

テムが存在するための必要十分条件は

6(Z冒･cM十i(Z2))≧Oi-1,2,-･,n一月

が成 り立つことである｡

なお,この結果は Eisingが2次元伝達関数の立場で与えた条件 (文献 (6･

1)の定理 3.4))と等価である｡

ところで,得られた逆システムが安定となることは応用上重要である｡

いま, 弱因果的システムと因果的システムとの間に存在する可逆変換 ((6･

15),(6･16))に注意すれば, (6･25)の弱因果的逆システムが BIBO(Bounded-

InputBounded-Output)安定であることと,それを(6･15)によって変換 した因

果的システムが BIBO安定であることとは等価になる｡因果的システムがBIBO

安定であるための必要十分条件がインパルス応答の立場で,.また,その十分条

件が伝達関数の立場で与えられている｡ これらについては文献(6･7)を参照さ

れたい｡

6･5 結

この章では,因果的2次元システムに対 して,固有遅れ逆システムを構成する

問題を取り上げた｡
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最初に Roesserの状態空間モデルを1変数の有理関数行列を係数 とする1

次元動的システムとして取り扱うことによって,一方向にのみ遅れを有する因

果的逆システムが存在するための必要十分条件が得られた｡これはP.Ⅰ.D上の

1次元動的システムに対して固有遅れ逆システムが存在するための条件 (6.6)

と見ることもできる｡

次に, Eisingによって導入された弱因果的2次元システムも同様に1次元

動的システムで表されることを示し,すべての因果的2次元システムに対 して,

水平および垂直の二方向に固有遅れを有する弱因果的逆システムが,この 1次

元動的システムの立場で求められることを示 した｡この 1次元動的システムの

立場で記述された弱因果的システムからは Eisingによる巡回形局所状態空間

モデルが比較的容易に得られるCまた,2次元逆システムの構成に1次元動的

システムにおける理論が利用できる｡

さらに,(6･1)をzlの有理関数行列を係数 とする1次元システムとして取 り

扱えば,まったく同様の議論によって, 定理 6･1に相当する垂直方向のみ遅

れを有する (N遅れ)因果的逆システムが存在するための条件が得られるが,

定理 6･1とこの条件が共に満たされるとき,かつ,このときのみMN遅れ逆シ

ステムが存在する｡これは系 .6･1に対する別の表現であるo

なお, ここでの逆システムの最小次元性は Roesserモデルの最小実現問題

とも深く関係しており,今後の研究課題である｡
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第7章 結 論

2次元状態空間モデルの出現は2次元ディジタルフィルタの2次元離散空間

システムとしての扱いを可能にし,伝達関数法では困難であった,フィルタの

係数感度や丸め誤差,あるいはリミットサイクルなどフィルタの内部構造に関

する問題の系統的な扱いを可能にした｡一万,2次元離散空間システムに対す

るモデルの低次元化,感度解析あるいはシステムの安定化などの特性改善に関

する問題は,2次元システム理論ともいうべき分野であり, 2次元平面に広が

る分布定数系や時間遅れ系などの実在系を2次元システムで近似する研究と共

に,発展が期待される新しい分野といえる｡

本研究は2次元システム理論の一分野を扱ったもので, 2次元システムを状

態空間モデルで実現する問題と,これら状態空間モデルで実現された2次元シ

ステムの安定化や極指定あるいはモデル適合問題など,システムの特性改善に

関する問題を考察した｡

第 2章では,2変数の有理関数で記述される2次元システムを Roesser

の状態空間モデルで最小実現するための二つのアルゴリズムが提案された｡提

案されたアルゴリズムからは Roesserモデルが正準形または平衡形で実現

できる｡正準形実現のためのアルゴリズムは非常に簡単で,この正準形が平衡

形実現のためのアルゴリズムに使われた｡平衡実現からは低次元システムや量

子化誤差最小構造のモデル構造が容易に得られる｡

第3章と第4章では,2次元システムの特性改善に関する問題を極配置問題

の観点から考察した｡すなわち,これらは状態のフィー ドバックによって得ら

れる閉ループシステムが所望の特性を持つようにフィー ドバック則を設計する

問題であり,ここでは,問題を2次元状態空間モデルの立場から考案 した｡さ

らに,本研究では,分母分離型 Roesserモデルの持つ利点, すなわち, 1次
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元システムにおける理論を利用するために,フィー ドバック剛は閉ループシス

テムが分母分離形 Roesserモデルとなるように設計された｡これにより,2次

元システムに対する極あるいは特性多項式の指定問題は完全に2つの 1次元動

的システムに対する問題に分割される｡

まず,第3章では,状態フィー ドバックによる2次元極配置を取 り上げた｡

状態フィー ドバックは状態観測器を閉ループに組み込むことによって達成され

るが,この場合,観測器としては状態そのものを推定する状態観測器である必

要はなく,その線形関数値が推定できる関数観測器が得られれば十分である｡

ここでは,線形関数観測器の設計法を与えると共に,これを組み込んだ状態フ

ィー ドバックによって2次元閉ループシステムの極が任意に配置できるための

条件を導いた｡この方法による極配置法は,組み込まれる観測器の極が閉ルー

プシステムの入出力特性に関係しない,という特長をもっている｡

続いて,第4章では極配置問題を動的補償器の設計問題 として扱った｡すな

わち,任意に指定された複素数対を配置するような動的補償器が存在するため

の十分条件が示され,その設計アルゴリズムが与えられた｡第 3章での線形関

数観測器は,ここで取 り扱った動的補償器の一種 とみなされ,両者の関係につ

いても触れた｡

第5章で取 り上げたモデル適合問題は与えられたシステムに対 して,その閉

ループシステムを厘想のモデルに一致させるようなフィー ドバック則 を設計す

る問題である｡本研究では,この問題 を解 くために1次元動的補償器が導入さ

れ,フィー ドバック別の設計問題が 1変数の有理関数 を係数 とするような連立

方程式におけるプロパーな有理関数解 を求める問題に置き換えられた｡ここで

の1次元勤的補償器は2種類の遅れ素子を有する,従来の動的補償器に比べて

構造は簡単であり,設計は簡単である｡また,必要な遅れ素子は-種類のみで

あり,経済的でもある｡なお,静的出力フィー ドバ ックによるモデル適合問題

はここでの特別の場合であり,これは従来の方法に比べて簡単である｡
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第6章では,2次元システムに対する固有遅れ逆システムについて考察 した｡

すなわち,弱因果的2次元システムを係数行列の要素が 1変数の有理関数であ

る1次元動的システムとして取り扱う方法を述べた｡そして,Eisingが2次元

伝達関数の立場で取 り扱った因果的2次元システムに対する固有遅れ弱因果的

逆システムは, 1次元動的システムの立場で一般的に議論できることを述べた｡

この章における逆システムの輯成法の特長は,(i)2次元逆システムの梼成に

1次元システムにおける理論が利用できる｡(立)弱因果的逆システムが局所状

態空間モデルの立場で比較的容易に得られる,などである｡また,Rainaによ

るP.Ⅰ.D上の1次元動的システムに対する固有遅れ逆システムの存在条件は,

この章の特別な場合であるM遅れ因果的逆システムの存在条件に相当している｡

以上,本研究で取 り扱った2次元システムの状態空間モデルの実現 と特性改

善に関する研究は,分布定数系や時間遅れ系など2次元システムで表現できる

システムに対するシステム理論とも言える分野における研究であり,従来伝達

関数法によって取り扱われていた2次元ディジタルフィルタの研究分野 との橋

渡しとなり得ると考える｡例えば,第 2章で得 られた2次元平衡実現構造から

は丸め誤差最小構造を持つディジタルフィルタが得られるし,この構造から2

次元システムに対する局所状態空間モデルの低次元化が図れる｡本研究で得ら

れた結果が2次元システム理論ともいえる研究分野発展の一助 となり, 2次元

デジタルフィルタの研究分野の発展にも役立てば幸いである｡

今後に残された重要な問題の一つは実在系を2次元システムで近似する問題

である｡例えば,分布定数系や時間遅れ系の2次元状態空間モデリングの問題

などは早急に検討すべき研究課題であると考える｡また,第 5章での動的補償

器の設計には幾分自由度が与えられており,これを安定度などの補償器の特性

改善に利用することや,第6章における逆システムの最′ト次元性の検討なども

今後の研究課題である｡
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(Al･1)

付針 A 分布定数系の2 次元状態空 間モデ ル 近 似

(Al1)双曲型偏微分方程式の2次元状態空間モデル近似

次の偏微分方程式

∂T(S,t) ∂T(S,t)
-αT(S,t)+βU(t) (Al･1)

∂S ∂t

で記述されるシステムを Fornasiniと且achesiniによる第2モデル (AIA12)

Ⅹ(i+1,j+1)-AI玉(i+1,J')+A2Ⅹ(i,j+1)+Blu(i+1,i)+B2u(i,j+1)

Ⅹ(i,0)-Ⅹi｡, Ⅹ(0,j)-X｡j i,j-1,2,-･
(Al･2)

によって差分近似することを考える｡ただ.し,α<0,βは実数であり,初期

条件と境界条件は

T(S,0)-fl(S), T(0,t)-f2(t)

で,それぞれ与えられる｡ (Al･1)式は化学反応炉あるいは熱交換器などの熱

システムを記述する方程式で,T(S,t)は空間 S〔[0,sk],と時間 t[0,00]におけ

る温度である｡

いま,

Ⅹ(i,j)全T(iAs,J'At)

u(i,j)全U(jAt) foralli
(Al･3)

と置き.∂T(S,t)/∂Sと∂T(S,t)/∂tを後進差分によって近似すれば,(Al･1)式は

Ⅹ(i,j)-Ⅹ(i-1,j) Ⅹ(i,j)-Ⅹ(i,j-1)
-αⅩ(i,j)+βu(i,j) (Al･4)

』S 』t

となる｡ (Al.3)式の u(i,j)の定義に注意 して式を書き直せば,次のように

Ⅹ(i+1,j+1)-alX(i+1,j)+a2Ⅹ(i,j+1)+b2u(i,j+1)

Ⅹ(i,0)-fl(i』S) i=1,2,3,-･

I(0.j)-f2(jAt) j=1,2,3,･･･
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Fornasini-Hachesiniの第2モデルが導かれる｡ ただし,

As At
al= ,a2=

As+At-αAsAt As+At-αAs∠】t

,b2-
β』sdt

A s+At-aAsA t

(Al･4)式が漸近安定であるための十分条件は

JalJ+la2I<l
であることが知られている (Al.2)｡すなわち,任意のα<0に対して,

』S+』t
JalJ+Ja2f-

』S+』t-α』sJ】t

の関係があるから,差分幅に関係なく(Al･5)の安定性が保証される｡これは,

後進差分で近似されたモデルが差分幅に関係なく安定になる,という常微分方

程式の差分近似で知られている性質 (A一安定性)に相当している｡

(A-2)放物型偏故分方程式の2次元状態空間モデル近似

続いて,次の偏微分方程式

∂T(S,t) ∂2T(S,t)
=α +βU(S,t) (Al･6)

∂t ∂S2

で表されるシステムを (Al･2)の Fornasiniとdachesiniによる第2モデルで

差分近似する｡ただし,α<0,β は実数であり,初期条件と境界条件は

T(S,0)-fl(S), T(0,t)-f2(t)

で与えられるものとする｡また,T(S,t)は位置 S〔[0,sk],と時間 t[0,可にお

ける未知関数で,U(S,t)は既知関数である｡

(Al･6)は例えば,片端がある温度に固定され他の端は無限に延びているよう

な (準無限物体と呼ばれる物体)が外界と断熱されているときの物体の温度分

布を記述している方程式である｡

いま,

T(i,j)仝T(iAs,jAt)
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u(i,j)全u(iAs,jAt)

を定義し,(Al･6)を

∂T(S,t) T(i,j)-T(i,j-1)

∂t ∠】t

∂2T (S,t) T(i,j)-2T(i-1,j)+T(i-2,j)

∂S2 (As)2

で差分近似すれば,

T(i,j)-T(i,j-1) T(i,j)-2T(ト1,j)+T(i-2,j)

』t

を得る｡(Al･7)を

x2(i,j)仝-

=α
(』S)2

1
T(i,j)-- T(i,j-1)-

』t

α

(As)2

α

(』S)2

T(i-1,j)

2α

(』S)2

+βu(i,j)

(Al･7)

T(i-1,j)

T(i-2,j)+βu(i,j)

T ( i -2,j)

(Al･8)

(Al･9)

(As)2

と定義すれば,Fornasini一斑achesiniの第2モデルが次のように導かれる｡

Ⅹ(i+1,j+1)-AIX(i+1,j)+A2Ⅹ(i,j+1)+blu(i+1,j)+b2u(i,j+1)(Al･2)

ただし,

Ⅹ (i+1,j )

であ り ,A l,

]
F
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り
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l
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l
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璽lA

bl全

(』S)2 (』S)2

t一』α2Gi-血lHu膚u
暮し.刀α2】■1■ー飢uS

.』iH川1川U
0

β(』S)2

0

, b2全

'

/■■
■■l

-1/2

2α』t

(』S)2-α』t (』S)2-α』t

(』S)2-α』t

である｡また,初期局所状態はそれぞれ

T(i,0)-fl(i』S), T(0,j)-f2(j■』t) i,j-1,2,3,･-

を(Al･9)に代入したものが用いられる｡

(A-3)2階 (Darboux型)偏微分方程式の2次元状態空間モデル近似

次の方程式で記述される分布定数システムを考える｡

∂2T(S,t) ∂T(S,t) ∂T(S,t)
=α1 +α｡T(S,t)+βg(S,t)(Al･10)

∂S∂t ∂t ∂S

ただし,初期条件と境界条件は,それぞれ

T(S,0)-fl(S), T(0,t)-r2(t)

で与えられる｡ここで,T(S,t)は空間 S∈[0,sf]と時間 t∈[0,∞]における未

知関数,g(S,t)は既知の入力関数である｡さらに,αO,α1,α2,β は実数

で,fl(S)とf2(t)は既知とする｡

(Al･10)は蒸気加熱 ･ガス吸収プロセスなどを記述する方程式である｡

(Al･10)を Fornasiniとぬchesini(A1-4)によって最初に提案された状態空間

モデル

Ⅹ(i+1,j+1)-A｡Ⅹ(i,j)+AIX(i+1,j)+A2Ⅹ(i,j+1)+Bu(i,j)

Ⅹ(i,0)- Ⅹi｡, Ⅹ(0,j)- Ⅹ｡j i,j=1,2,･--

で差分近似する｡

さて,(Al･10)において
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Ⅹ(i,j)全T(iAs,jAt)

u(i,j)全g(iAs,jAt)

を定義して,以下の差分近似

∂T(S,t) x(i,j+1)-Ⅹ(i,j)

∂t 』t

∂T(S,t) Ⅹ(i+1,j)-Ⅹ(i,j)

∂Ⅹ 』S

∂2T(S,t) Ⅹ(i+1,j+1)-Ⅹ(i+1,j)-Ⅹ(i,j+1)+x(i,j)

axat AsAt

を用いれば(Al･6)は次のように近似できる｡

Ⅹ(i+1,j+1)-Ⅹ(i+1,j)-Ⅹ(i,j+1)+Ⅹ(i,j)

』S』t

x(i,j+1)-Ⅹ(i,j)
=(Ⅹ1

』t

Ⅹ(i+1,j)-Ⅹ(i,j)

』S

(Al･12)

+αox(i,j)+ βu(i,j)

(Al･13)

上式を整理すれば,Fornasini一斑achesiniの第 1モデル

Ⅹ(i+1,j+1)-aox(i,j)+alX(i+1,j)+a2Ⅹ(i,j十1)+bu(i,j) (Al･14)

が得られる｡ただし

ao-aoAsAt-alAs-a2At-1,

al-1+α2』t, a2-1+α1』S,

b-β』S』t

であり,初期局所状態は

x(i,0)-fl(iAs), x(0,i)-f2(jAt)

である｡
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付針B

(B-1) (3･2)の導出

rankBl-ql≦q,rankC2-p2≦pである点に着日すれば,

ql q~ql
トうト う

BIP-lBll : 0], rankBll-ql

QC2-[占黒 p･2 rankC22-p2

とするような列変換行列P∈Rq xqおよびQ∈Rpxpが存在する｡このPとQを

用いて (3･1)の入力と出力を次のように

J'::]-b(i･j)I [;:;;;J'･',']-Qy(i･j)

変換すれば(3･2)を得る｡また,rankB-q,rankC- pであることからrank

B22-q-ql,rankCll-p-p2でなくてはならない｡
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(B-2) (5･15)のAiとriの導出

二うのZ2の有理関数 を係数 とするzlの多項式

也 m
F(Z2)[zl]-F Fi(Z2)Z主と R(Z2)[zl]-F Ri(Z2)Z主1=0 1=0

n+m

◎(Z 2) [zl ] -F (Z 2) [z l] ･R(Z2) [z l ] -∑ ◎i(Z 2 )z l

i=0

の積

を考える｡このとき,これら係数間には次の関係がある｡

◎｡(Z2)

◎1(Z2)

●

■

●■●●●●●

◎A.A(Z2)

F.(Z2)

Fl(Z2)F.(Z2) 0
●●●

Fn(Z2)

Fl(Z2)

●●●

Fn(Z2)

F.(Z2)

●●1■J●

Fn('Z2)

いま,
n+甘

x暮(Z2 ) [z l ] -β (Z 2) [z l] Ⅰ ,E(Z 2) [z l] -∑ X ‡(Z 2)zi
i =0

と置き, これに (B2･1)を適用 し, 那(Z2)を計算すれば,(5･16)の

Ai(Z2)は次のように

Ai(Z2)-Ⅰ,⑳X;(Z2) i-0,2,-･,n+h

与えられる｡
A A

次に,且T(Z2)の(k,h)要素をmkhとし
▲ ▲ A+hA
A:.(Z2)[zl]-mkh(Z2)IpX(Z2)[zl]-∑ (那(Z2))"Z主i=0

(B2･1)

(B2･2)

k-1,2,-･,S, h-1,2,-･,p
▲

と置いて,(B2･1)を適用すれば(B2･2)より (那(Z))khが得 られる｡ (5･13)の

r(Z2)[zl]はこれを用いて次のように
▲ A

Il(Z2)[zl]-且T(Z2)[zl]⑳且(Z2)[zl]-[mkh(Z2)[zl]Ⅰ,X(Z2)[zl]]
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7T+甘 ▲ n+ h

-芦 [(i;(Z ) ) k h]Z主-∑ Ili(Z 2 )Z圭
1 =O i =0

変形でき,(5･15)のri(Z2)が次のように

A
ri(Z2)-[(辻;(Z))kh]

得られる｡

ri(Z2)についても同様｡

A
(Z2))11･･･(X;(Z2))lp

■ ●● ●● ●
A

(Z2))sl･-(那(Z2))S,
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i-1,2,･-,n+h
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