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序文

本論文は，パラメータを含む時不変線形部とセクタ条件を満たす任意の静的な非線形部からな

る非線形制御系に対して，非線形要素，参照入力，そしてパラメータによる平衡状態の変化を考

慮、に入れたロバスト安定性についての研究成果をまとめたものである.

ロバスト安定性についての研究はこれまでにも多くなされているが，そのほとんどにおいては，

平衡状態の存在と一意性が前提とされている.ところが，非線形制御系の場合には，モデル構造や

参照入力，パラメータなどの変化によって，平衡状態に変化が生じることが考えられる.それは，

平衡状態，すなわち，動作点の移動や，平衡状態の個数の増加や減少，消滅である.そして，平衡

状態の変化は，システムの動特性に影響を及ぼし得る.たとえば，平衡状態が移動すれば，シス

テムの非線形性のために安定性が変化するかもしれない.また，システムが安定であるとは，そ

のシステムのただ 1つの平衡状態が大域漸近安定であることを意味するのであるから，平衡状態

が 1つで、なくなれば，システムは不安定となる. したがって，非線形制御系のロバスト安定性に

ついて議論する場合には，モデル構造やパラメータ，参照入力などの変化に伴う平衡状態の変化

についての議論を同時に行なう必要がある.

そこで，本論文では，パラメータを含む線形部とセクタ条件を満たす任意の静的な非線形部の

ループからなる非線形制御系を対象とし，非線形部や参照入力とパラメータの変化に伴う平衡状

態の変化を考慮に入れた安定性を考える.そして，このような安定性として，パラメトリック絶

対安定性という概念を導入し，非線形制御系がパラメトリック絶対安定であるための十分条件を

与える.

本論文は 7つの章と付録から成る.

まず，第 1章では，本論文の目的と全体の構成について述べる.

第 2章では，非線形制御系では，参照入力とパラメータによる平衡状態の変化が，システムの

安定性に影響することを，線形部にパラメータを含む 1入力 1出力ルーリエ系を例に挙げて示す.

そして，ルーリエ系に対して，パラメトリック絶対安定性の概念を導入する.



第 3-5章では，ルーリエ系がパラメトリック絶対安定であるための十分条件を与える.そのう

ち，第 3章では， 1入力 1出力ルーリエ系を対象として，線形部の伝達関数に対する条件である

パラメータを含むポポフ型の条件を導出する.そして，これを多入力多出力ルーリエ系へ拡張し

た結果を第 4章で示す.また，線形部のパラメータ構造によっては，伝達関数を用いた条件より

も，状態空間における線形部の係数行列による線形行列不等式 (LMI)で表わした条件の方が判定

が容易である場合もある.そこで，第 5章では，多入力多出力ルーリエ系に対して，パラメトリッ

ク絶対安定条件を LMIによって与える.

第 6章では，ルーリエ系を含むより一般的な非線形制御系に対して，パラメトリック絶対安定

性の概念を拡張し，その十分条件を与える.

第 3-6章のいずれの章においても，得られた条件が判定可能なものであることを，数値例で

示す.

そして，第 7章では，本論文の結論を述べる.

さらに，付録には，各章の結果の証明や，章中で必要となる新たな結果を示す.とくに，付録

Aでは，第 3章で用いる多入力多出力ルーリエ系に対するポポフ型安定条件について，新たに得

られた結果をまとめ，第 3章で与えるパラメトリック絶対安定条件の拡張可能性を示唆する.
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第 1章

緒論

実システムを数式モデルで記述したとき，その数式モデルは完全に実際の対象を表わしている

ことはなく，近似的なものであるにすぎない.そのため，数式モデルに基づいて制御系を構成する

際には，モデル化誤差に対応するなんらかの不確かさを加味した数式モデルをシステムの表現と

し，記述しきれなかった現実の対象とのずれを許容することが考えられる.その不確かさの記述

は，扱う対象，目的などにより，さまざまである.たとえば，数式モデルの構造自体の変動を考

慮する表現や，数式モデルの構造は十分に対象を記述しているとしてモデルに含まれるパラメー

タの変動を考慮する表現などである.このようなシステムの表現は，モデル化誤差の記述に限ら

ず，実システムそのものに変動する部分が存在する場合にも用いられる.

モデル構造やパラメータが変化し得るシステムでは，その変化がシステムの動特性へ及ぼす影

響を考慮する必要がある.そのために，まず考慮すべきことは，注目している動作点，すなわち，

システムの平衡状態の変化である.システムが非線形特性を有する場合には，平衡状態は，単に

移動するだけでなく，その個数が 2個. 3個と増えたり，あるいは消誠したりする.システムが

安定である，という場合には，システムのただ 1つの平衡状態が大域漸近安定である，というこ

とを意味するのであるから，平衡状態の個数の変化は，システムの安定性の変化なのである.そ

して，たとえ平衡状態がただ 1つ存在していたとしても，平衡状態が移動すれば，非線形システ

ムでは動特性も変化し得る.モデル構造やパラメータの変化そのものによって，システムの動特

性は変化するが，このように，平衡状態の変化もシステムの安定性に影響を及ぼし得る.

パラメータを含むシステムに対して，パラメータ変動によるこのような平衡状態の変化を考慮、

に入れた安定性の概念は，パラメトリック安定性と呼ばれている [12，28]. そして，これまでに，

ロトカ・ボルテラ方程式で記述される生態系やサブシステムの結合からなる複合系などを対象に
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研究がなされている [12J.

本論文では，非線形制御系に対して，このような平衡状態の変化を考慮、に入れた安定性を考え

る.非線形フィード、バック系の最も基本的なものはルーリエ系である.それは，動的な線形時不

変部と静的な非線形部のループから成る.そこで，本論文では，ルーリエ系をもとにした制御系

として，不確かなパラメータを含む動的な線形時不変部と，セクタ条件を満たす静的な非線形部

からなる非線形フィード、バック制御系を対象とする.

ところで，従来からルーリエ系の安定解析においては，線形部は安定，あるいは原点極を 1つ

含み，非線形部はあるセクタ条件を満たす任意のものとして，システムの安定性を保証する絶対

安定性という概念が考えられてきた [2J.本論文でも，パラメータを含む線形部は安定，あるいは

原点極を 1つ含み，非線形部は指定されたセクタ条件を満たす任意のものとする.そして，セク

タ条件を満たす任意の非線形特性や，参照入力と線形部のパラメータの変化による平衡状態の変

化を考慮に入れた安定性として，パラメトリック絶対安定性という概念を導入し，そのための十

分条件を導出することを本論文の目的とする.

以下に本論文の構成を述べる.

第 1章は緒論であり，本論文で取り上げた研究の目的と全体の構成を述べている.

第 2章では，本論文の主題である非線形制御系に対するパラメトリック絶対安定性の概念の必

要性とその定義を述べる [28，32J. すなわち，非線形制御系では，参照入力とパラメータによる平

衡状態の変化がシステムの安定性に影響を及ぼすことを，線形部にパラメータを含むルーリエ系

を例に挙げて指摘する.そして，ルーリエ系に対してパラメトリック絶対安定性を定義する.

第 3章では. 1入力 1出力ルーリエ系がパラメトリック絶対安定であるための十分条件を与え

る[32J. 1入力 1出力ルーリエ系では，平衡状態の存在性の議論は，パラメータを含むスカラー代

数方程式の解の存在性の議論に置き換えられ，図的に解析することができる.また. 1入力 1出

力系に対するポポフの安定条件も，ポポフ軌跡を用いて確かめることができる.そこで，第 3章

では，とくに. 1入力 l出力ルーリエ系を取りあげ，パラメトリック絶対安定性のためのポポフ

型の条件を導出する.そして，そのパラメータを含むポポフ型の条件を，ポポフ軌跡を用いて判

定した例を示す.

第 4章では. 1入力 1出力ルーリエ系に対する第 3章の結果を多入力多出力ルーリエ系に拡張

する [28，29， 36， 38J. すなわち，付録 Aで示す多入力多出力ルーリエ系に対するポポフ型安定条
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件に関する結果 [30，31]を用いて，多入力多出力ルーリエ系がパラメトリック絶対安定であるため

のポポフ型の十分条件を導く.得られた条件は， 1入力 1出力ルーリエ系に対する条件を含むも

のである.そして，そのパラメータを含むポポフ型の条件は，各周波数ごとに，パラメータを含

む行列不等式の成立が要求されるものであり，それが多角形区間演算 (PIA)[21]を用いて判定可能

であることを例で示す.

第 5章では，多入力多出力ルーリエ系に対するパラメトリック絶対安定条件を線形行列不等式

(LMI)の形で与える [34，37，35].第4章で示すポポフ型の条件はパラメータを含む線形部の伝達

関数に対する条件であり，パラメータの現われ方によっては PIAによる判定に適さない場合があ

る一方， LMIを数値的に解く有効な数値計算法が開発され，さまざまな問題に適用されている

[6，20]. そこで，状態空間における LMIの形式でパラメトリック絶対安定条件を導出する.そし

て，ルーリエ系の線形部がポリトープ型の場合には.それらの LMIがパラメータを含まない有限

個の LMIの成立で満たされることを示す.また，非線形部が互いに独立な複数個のフーロックに分

けることのできる場合には， LMI条件を緩めることが可能であることを示す.

第 2~5 章では，ルーリエ系に対してパラメトリック絶対安定性を考えているが，第 6 章では，

それをより一般的な非線形制御系へ拡張する [33].すなわち，パラメータを含む線形制御対象に

静的な非線形要素を介して線形コントローラが配されているフィードパック制御系を対象とする.

また，制御対象がサーボモータを要素として含んでいたり， PIコントローラが用いられるなど，

フィードバックループ内に原点極が含まれる場合も多い.そこで，線形制御対象や線形コントロー

ラに原点極が存在する場合も考える.そして，ルーリエ系を特殊な場合として含むこのような非

線形制御系に対して，参照入力とパラメータの変化による平衡状態の変化を考慮に入れたパラメ

トリック絶対安定性の概念を拡張し，そのための十分条件を与える.ただし，第 6章では，議論

を簡単にするため， 1入力 1出力系を対象とし，第 3章の拡張であるポポフ型の条件を導出して

いるが，多入力多出力系や LMI条件の拡張も同様に可能である.

第 7章では，本論文のまとめと結論を述べる.

さらに，章中で述べられない証明や，章中で必要とる新たな結果を，付録に記す.とくに，付

録 Aでは，多入力多出力ルーリエ系に対するポポフ型安定条件が適用できる非線形部のクラスに

ついての新たな結果と，さらに広い非線形部のクラスに適用可能なポポフ型の安定条件を与える

[30，31]. この結果は，章中で扱うものよりも広いクラスの非線形部を含む非線形制御系に対して
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も，パラメトリック絶対安定であるためのポポフ型の条件が導出可能となることを示唆する.
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第 2章

ルーリエ系のパラメトリック絶対安定性

2.1 緒言

動的な線形時不変部と静的な非線形部から成るフィードパック系は，ルーリエ系と呼ばれる.

その線形部が不確かなパラメータを含む場合の安定性については，これまでにも考えられてきた

[7， 19，24，25， 26J. そこでは，参照入力を零と仮定し，非線形部を零入力に対しては出力が零であ

るものとしている. したがって，線形部が公称系から変化しても平衡状態は常に原点であり，そ

の前提のもとで議論されている.

一方，参照入力が零でないルーリエ系では，平衡状態は，もはや原点ではなく，線形部のパラ

メータと非線形部に依存したものとなる. しかも，パラメータの公称値に対して平衡状態がただ

1つであったとしても，パラメータが変化すると，平衡状態は複数個存在するかもしれないし，あ

るいは，存在しないかもしれない.すなわち，システム全体の安定性が，線形部のパラメータの変

化に直接影響されるだけでなく，パラメータの変化による平衡状態の変化にも影響され得る.した

がって，参照入力とパラメータ変動による平衡状態の変化を考慮に入れた安定解析が必要である.

本章では，まず，ルーリエ系では，参照入力や線形部のパラメータが変わると，このような平

衡状態の変化が生じそのためにシステムの安定性も変化し得ることを例示する.そして，線形

部にパラメータを含み，非線形部があるセクタ条件を満たすルーリエ系に対して，参照入力とパ

ラメータの変化による平衡状態の変化を考慮、に入れた安定性として，パラメトリック絶対安定性

という概念を定義する.
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2.2 平衡状態と安定性の変化

ルーリエ系では，参照入力の変化やパラメータ変動によって平衡状態が変化し得る.この平衡

状態の変化のために，システムの動特性が変化し，安定性も変化し得ることを例により示す.

つぎのルーリエ系を考えよう.

x = Ax + bψ(e)， e=r-y， y=c(p)x (2.1 ) 

ここに rは参照入力で区間 [0，10]の値をとる定数であり，A， b， cは，
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であるとする.ただし，p は定数パラメータで，区間 [-0.185，2.05]の値をとり得るとする.ま

た， ψは次式で定義される連続な非線形関数である.

I ge， e ~ 1， 
65 

<p(ε)={12E-3，1<E55Z' 
I _ 3 65 
I ge +-::=-:-，一 <e
~ _. . 64' 64 

(2.3) 

ここでは，簡単のため cにただ 1つのパラメータが含まれる場合のみを考えている.

平衡状態は，

Ax + b<p[r -c(p)x] = 0 (2.4) 

の解 x= xe(r，p)として得られる. (2.2)式を代入すると，xe(r，p)は，

，T 
xe(r，p) = I 0.5<p[ee(r，p)] 0 0 I (2.5) 

と表わされる.ここに，ee(r，p)は

♂(r，p) = r -c(p)xe(r，p) (2.6) 

であり，

r -e = 0.5pψ(ε) (2.7) 

の解 e=♂(r，p)である.(2.5)式から xe(r，p)は♂(r，p)によって一意に決まり，また，逆に (2.6)

式から♂(r，p)は xe(r，p)によって一意に決まる.
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参照入力 rの値によって， 3つの場合を考える.

(1) r = 0の場合: パラメータ pの値によらず，原点 xe(O，p)= 0がただ 1つの平衡状態であ

る.この平衡状態に対応する制御偏差は，ee(o，p)二 Oである.e ♂(O，p) = 0において，非線

形関数 ψ(ε)は，セクタ [0，588/65]に含まれる.このセクタの上界とポポフの安定条件 [2]

Re r. 0 5p(1 + jω'--__+ 651、 O. Vw E R. 
l(jω)3 + 3.5(jω)2 + 3.5(jω) + 1 T 588J ./ u， vwヒー+ (2.8) 

により，すべてのパラメータ pε[-0.185，2.05]に対して.平衡状態 xe(O，p)= 0は大域漸近安定

である.ただし，R+ = [0，+∞)u{+∞}である.

(II) r = 9.7の場合 p=2ならば， (2.3)， (2.7)式より♂(9.7，2)= 0.97であり，この点におい

て ψはセクタ [0，732/73]に含まれる.このとき，ポポフの安定条件により，平衡状態 xe(9.7，2)

は大域漸近安定である.

p = 1.9ならば，ee(9.7， 1.9) = 251/248となり，この点における ψの傾き κ(p)は 12である.

平衡状態 xe(9.7，1.9)の安定解析のために，xe(9.7，p)のまわりでの線形化システム

x = A(p)x 

を考える.ここに，x = x -xe(9.7，p)， 

A(p) = A-κ(p)bc(p) 

0 10  

= 0 0 1 

L -(1 + 0.5pκ(p)) -3.5 -3.5 J 

(2.9) 

(2.10) 

である • A(1.9)は不安定行列であるから， xe(9.7， 1.9)は不安定である.行列 A(p)が不安定となっ

たのは，pκ(p)の増加によるものである.しかし，pは 2から1.9へと減少しているため，パラ

メータ p の値の変化が直接 pκ(p) を増加させたのではない • pの値の変化によって ee(9.7，p)が

ee(9.7，2)から♂(9.7，1.9)へ移動したために，その点における少の傾き κ(p)が増加したのが原

因である.

この例は，非線形システムにおける安定解析では，パラメータ pの変化に伴う平衡状態 xe(9.7，p)

の移動を考慮する必要性を示唆している.

(III) r = 151/800の場合 pε(-0.18，2.05]のときには， (2.7)式はただ 1つの解♂(151/800，p)

をもち，非線形関数 ψは，e(151/800，p)においてセクタ [0，k(ee(151/800，p))]に含まれる.た
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だし，

(er 151 ¥4(1997 + 11025p) 
k (eec~~ ， p) 1 = 
¥800' rJJ 3(294 + 1625p) 

である.ポポフの安定条件により，平衡状態 xe(151/800，p)= [0.5ψ[ee(151/800，p)] 0 0 jTは大

域漸近安定であることがし、える.

ところが， (2.7)式は，p = -0.18のときには 2つの解，p ε(-649/3600， -0.18)に対し

ては 3つの解，また，p -649/3600のときには 2つの解をそれぞれもつ.すなわち，pε 

[-649/3600， -0.18]に対して， (2.5)式の平衡状態 xe(151/800，p)は，一意ではなく， したがっ

て，それらは大域漸近安定とはなりえない.

pε[-0.185， -649/3600)に対しては， (2.7)式の解は，再びただ 1つとなり，それは大域漸近

安定であることがし、える.

このように，平衡状態の安定性は，パラメータの変化に伴う平衡状態の個数の変化によって左

右され得る.

以上の例により，参照入力やパラメータの変動を伴う非線形システムのロバスト安定解析には，

平衡状態の変化が無視できないことが分かる.このような例を動機として，以下では，ルーリエ

系に対するパラメトリック絶対安定性の概念を定義しよう.

2.3 パラメトリック絶対安定性

Fig. 2.1で表わされるルーリエ系 Sを考える.すなわち，線形部は，

x = A(p)x + B(p)u， y = C(p)x 、、‘，，/

旬
E
A

4

，ょ
うん

/，
a
t

、、

で与えられ，非線形部は，

u=ψ(ε)， e二 r-y (2.12) 

で与えられるとする.ここに xεRn， u εRm， y εRm は，それぞれ線形部の状態，入力，出力

であり eεRm は制御偏差である • rεRm は参照入力で，その値を単連結有界閉領域冗仁 Rm

にとる定数ベクトルで，公称値を 0とする.pはパラメータで，その存在領域は単連結有界関領

域 ?ζ Rlとし，公称値を fで表わす.また，A(p)， B(p)， C(p)はパラメータ pEPの連続関

数を成分とする行列で，すべての pε?に対して，A(p)は安定であるとする.
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T 
x = A(p)x + B(p)n 
y = C(p)x 

Fig. 2.1. Lur'e system S 

非線形関数 ψ:Rm → Rm は連続で，

9 

{ψ(e + e)一ψ(ε)}TJ(-l(ε){ψ(ε+正)-<p(ε)}壬eT{ψ(ε+を)-<p(ε)}， Veε E， VeεRm 

ψ(0) = 0 

(2.13) 

を満たすとする.ここに，Eは Rm 内の原点近傍，J((e)は E εEの連続関数を成分とする正定

対称行列である.この仮定は，点 εεEにおける多変数関数 ψのセクタ条件である.ψ(ε)が 1

変数関数の場合には， (2.13)式は，原点近傍 E において ψが単調非減少でその傾きが有限であ

れば満たされるものである.

(2.11)， (2.12)式より，システム Sは，

S: x = A(p)x + B(p)ψ[r -C(p)x]， rε冗，pε? (2.14) 

と表わされる.前節の例からも明らかなように，このシステムでは，パラメータ pのみならず，参

照入力 Tによっても動特性が変化し得る.そこで，以下では，r， pの両方をパラメータと考える.

パラメータ (r，p)が公称値 (O，p*)ε冗 xPにあるとき，公称系

S場 x= A(pホ)x+ B(p*)ψ[-C(p本)x] (2.15) 

の平衡状態は，原点にある. したがって，制御偏差 εの平衡点も原点である.そのため，公称系

rでは，非線形関数に対するセクタ条件として， (2.13)式で e= 0とおいた条件

<pT(e)J(-l(O)ψ(e) ~ eTψ(e)， VeεRm (2.16) 

のみを考えて，システム S淑の絶対安定性が定義されている.すなわち，平衡点である原点におけ

るセクタ条件 (2.16)を満たす任意の非線形関数 ψに対して，原点 Z 二 Oが大域漸近安定であると

き，公称系 rは絶対安定であるといわれる [2，27].
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しかし参照入力が TヂOとなった場合には，前節の例でも示したように rとpの値によっ

て平衡状態が変化する.そして，平衡状態が存在したとしても，それは原点ではなくなる.その

ため，この場合のシステム Sの絶対安定性を考えるには，移動した平衡点におけるセクタ条件が

非線形関数に対して必要である.そこで，本論文では，原点近傍 E の各点におけるセクタ条件

(2.13)を前提としている.

ここで，パラメータの変化に伴う平衡状態の変化を考慮に入れた絶対安定性を定義しよう.

定義 2.1 すべての (r，p)ε冗 xPと(2.13)式を満たす任意の非線形関数 ψに対して，平衡状

態 xe(r，p)がただ 1つ存在し，それに対する制御偏差の平衡点♂(r，p)が Eにあるとする.この

とき，xe(r，p)が大域漸近安定であるならば，ルーリエ系 Sはパラメトリック絶対安定であると

L 、う.

2.4 結言

線形部に不確かなパラメータを含むルーリエ系では，参照入力とパラメータの変化によって平

衡状態が変化し，そのために，安定性も変化することを例を挙げて示した.これにより，参照入

力とパラメータの変化のもとでの平衡状態の変化を考慮、に入れた安定性の概念の必要性を指摘し，

このようなロバスト安定性の概念として，パラメトリック絶対安定性を定義した.



第 3章

1入力 1出力ルーリエ系に対する

パラメトリック絶対安定条件

3.1 緒言

11 

本章では，線形部に不確かなパラメータを含み，非線形部があるセクタ条件を満たす 1入力 1

出力ルーリエ系が，パラメトリック絶対安定であるための十分条件を導出する.そのために，ま

ず，参照入力や線形部のパラメータの変化のもとでの，平衡状態の存在性について考察し，それ

が，制御偏差の平衡点の存在性に帰着することを示す.そして，安定解析に必要な制御偏差の平

衡点の存在する領域を求める.さらに，平衡状態が大域漸近安定であるための条件をもとに，パ

ラメトリック絶対安定条件を導出する.

ところで，ルーリエ系が絶対安定であるための十分条件として，線形部の伝達関数と非線形部の

セクタの上界を用いた周波数領域での条件であるポポフ型の安定条件がよく知られている [2，30].

これは，安定性のための十分条件でしかないが，セクタ条件を満たす範囲の非線形関数のあらゆ

る摂動を考えるとき，必要条件にかなり近いものと予想される. しかも， 1入力 1出力ルーリエ

系の場合には，このポポフ型の条件は，ポポフ軌跡によって図的に判定することができる [2]. さ

らに，ルーリエ系の線形部が不確かなパラメータを含む場合にも，ポポフ型の条件を図的に確か

める手法が提案されている [7，19， 21]. 

そこで，本章では， 1入力 1出力ルーリエ系がパラメトリック絶対安定であるための条件を，パ

ラメータを含むポポフ型の条件によって与える.そして，文献 [7，19， 21]の結果を用いて，パラ

メトリック絶対安定性を確かめた例を示す.
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T 
x = A(p)x + b(p)u 
y = c(p)x 

Fig. 3.1. Single-variable Lur'e system S 

3.2 平衡点の存在条件と存在領域

Fig. 3.1で表わされる 1入力 1出力ルーリエ系 Sを考える.すなわち，線形部は，

x = A(p)x + b(p)u， y = c(p)x 

で与えられ，非線形部は，

u=ψ(ε)， e = T - Y 

(3.1 ) 

(3.2) 

で与えられるとする.ここに xεRn，u εR， y εRは，それぞれ線形部の状態，入力，出力で

あり eεR は制御偏差である • TξRは参照入力で，その値を閉区聞記=[1:.，可(工三 O壬ヂ)

にとる定数で，公称値を 0とする.pはパラメータで，その存在領域は有界閉領域 PC Rlとし，

公称値を fで表わす.また，A(p)， b(p)， c(p)はパラメータ pε?の連続関数を成分とする行

列で，全ての pε?に対して，A(p)は安定であるとする.

非線形関数<.p:R→ Rは連続で，原点の近傍 Eにおいて，

0三司ψ(e+ e)一ψ(ε)]~ k(ε)e2， Veε E， VeιR， 

ψ(0) = 0 
(3.3) 

を満たすとする.ここに，k(e)は fε Eによって決まる正数である.この仮定は，点 fεEに

おける ψのセクタ条件であり，<.p(ε)が原点近傍 Eにおいて単調非減少関数で，その傾きが有限

であれば，適当な k(e)について満たされる.ψ(ε)は，Eの外では，減少関数であってもよい.

(3.1)， (3.2)式より，システム Sは，

S: x = A(p)x + b(p)ψ[T -c(p)x]， Tε冗，pε? (3.4) 

と表わされる.前章の例からも明らかなように，このシステムでは，パラメータ pのみならず，参

照入力 T によっても動特性が変化し得る.そこで，以下では T，Pの両方をパラメータと考える.
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ルーリエ系 Sのパラメトリック絶対安定性を示すためには，まず，すべてのパラメータ (r，p)ε

冗 xPと(3.3)式のセクタ条件を満たすすべての非線形関数 ψに対して，平衡状態が存在するた

めの条件を与える必要がある.平衡状態が存在して，それが大域漸近安定であるならば，その平

衡状態はただ 1つであるといえるから，ここでは，平衡状態の存在性についてのみ考察し，その

一意性は次節の安定解析の結果によって保証する.

(3.4)式で，x = 0と置くことにより，システム Sの平衡状態は

A(p)x + b(p)ψ[r -c(p)x] = 0 

の解として得られる. (3..5)式は，

x + A-1(p)b(p)ψ[r -c(p)x] = 0 

と等価であり，また，次式でも表わされる.

x+Aー1(p )b(p)ψ(ε) = 0 

e = r -C(p)x 

この第 1式を第 2式に代入すると代数方程式

e -r -C(p)A-1(p)b(p)ψ(e) = 0 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

(3.8) 

が得られる.したがって， (3.7)式より， (3.8)式の解 e=♂(r，p)の存在性と (3.5)式の解 x= xe(r，p) 

の存在性が等価であることがわかる.これより，平衡状態 xe(r，p)の存在性に関する議論は，ee(r，p) 

の存在性に関する議論で置き換えられる. しかも，安定解析では，非線形関数 ψのセクタの上限

を求めるためにピ(r，p)の存在領域が必要である.そこで， (3.8)式の解 ε=♂(r，p)が存在する

ための条件とその存在領域を与えよう.

補題 3.1 条件

ーの)A一1(p)b(P)+-L>O，vpε P (3.9) 
k(O) 

が成り立つならば，任意の (r，p)ε冗 xPと(3.3)式のセクタ条件を満たすすべての非線形関数

vに対して， (3.8)式の解♂(r，p)が区間

r山(什帆川叫T久叩，♂p

l [r卜r，aヰ右剥i右お剖E可司)]卜， 

r{ c(p)A -1 (p)b(p)}三0のとき

(3.10) 

r{ C(p)A-1(p)b(p)} > 0のとき
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に存在する.ここに，

σo(p) = 1 -c(p)A -l(p)b(p)k(O) 、、.，ノ
噌

E
A

4
E
i
 

q
d
 

，，sE
‘、、

である.

この補題の証明は以下のように示すことができる.関数 ψ(・，p)を

ψ(e，p) = e -C(p)A-l(p)b(p)ψ(ε)， VeεR (3.12) 

で定義すると. (3.3)式の原点における条件

0:::;匂(e)壬k(0)e2，VeεR (3.13) 

より.C(p)A-l(p)b(p)三0の場合は，セクタ条件

e2三Eψ(e，p)三σo(p)e2，VeζR (3.14) 

が• C(p)A-l(p)b(p) > 0の場合は，

σo(p)e2
三εψ(e，p)三E2，VEεR (3.15) 

が成立する. Fig.3.2 は，この条件を r~O の場合について示したものである.この図において，

(3.8)式の解は v ψ(e，p)のグラフと直線 v= rとの交点の十座標となる. Fig. 3.2( a)の場合

は，すべての連続関数 ψ('，p)に対して，明らかに，そのような交点が存在する. Fig. 3.2(b)の場

合は， σo(p)> 0のとき，すなわち， (3.9)式が成り立っとき，存在することが分かる.さらに，こ

れらの図より. (3.9)式のもとでの (3.8)式の解の存在区聞が (3.10)式で与えられることが分かる

のである.

補題 3.1の仮定のもとで， (3.3)式のセクタ条件を満たすすべての ψに対するピ(r，p)の存在区

間 Ee(r，p)が分かる.これより. (3.7)式の第 1式を用いれば，平衡状態 xe(r，p)の存在領域も求

めることが可能である. しかし，上で述べたように安定解析に必要なのは♂(r，p)の存在領域で

あって，xe( r，p)の存在領域は必要としない.平衡状態 xe(r，p)については，その存在のみが必要

であり，それは，上述の議論より， (3.9)式の条件によって保証されている.
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り
旬 =ψ(e，p)

e 

( a) c(p) A -1 b(p)三0

U 

v=ψ(e，p) 

e 

(b) C(p)A-1b(p) > 0 

Fig. 3.2. Sector condition on ψ(.，p) 

3.3 パラメトリック絶対安定性のためのポポフ型条件

ここでは，まず，平衡状態 xe(r，p)が存在するとき，それが大域漸近安定となるための条件を

述べる.そして，補題 3.1の条件を考慮し，システム Sがパラメトリック絶対安定であるための

条件を与える.

システム Sは，平衡状態からの偏差 x= x -xe(r，p)を用いると，つぎの偏差系 Sで表わさ

れる.

S: x = A(p)x + b(p)や[-c(p)x]

や[-c(p)正]=ψ[-c(p)x+♂(r，p)]-<p[ee(r，p)] 
ee(r，p) = r -c(p)xe(r，p) 

(3.16) 

(3.17) 

である.この Sもルーリエ系であり，その平衡状態は x=Oである.そして.e=e-ee(r，p)と
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おくと，ee(r，p)εEであるならば， (3.3)式より，

0::;り(e)三k[ee(r，p)]e2， '</eεR (3.18) 

が成り立つ.

さて，ルーリエ系に対するポポフの安定条件 [2]より， (3.3)式のもとで，

Re [{1 + jν(r，p)ω}g(jω，p)] +ー 1ー>0， '</Wε豆+ (3.19) 
k[ee(r，p)] 

を満たす実数 ν(r，p)が存在するならば，Sの平衡状態 x= 0は大域漸近安定である.ここに，

g(s，p)は，

g(s，p) = c(p)[sI -A(p)]一1b(p) (3.20) 

であり，ルーリエ系 Sの線形部の伝達関数である. したがって，すべての (r，p)ε冗 xPに対

して， (3.19)式が成り立てば， もとのルーリエ系 Sの平衡状態 xe(r，p)の大域漸近安定性が示さ

れる.

しかし， (3.19)式の条件中の k[ee(r，p)]は，知ることのできない平衡点 ee(r，p)に依存している

ので，そのまま確かめることは不可能である.そこで，補題 3.1で与えられるピ(r，p)の存在区間

Ee(r，p)から決まる

ん(r，p)= max{k(e) : e εEe
( r，p)} 

を k[ee(r，p)]の代わりに用いることにする.すなわち，

Re [{1 + jlJ(r，p)ω}g(WJ)]+-iー>0， ，</，ωε五+
ke(r，p) 

を満たす実数 ν(r，p)の存在を安定条件とすることができる.

ここで，

kπ(p) = max{ι(r，p): rモ冗}

(3.21 ) 

(3.22) 

(3.23) 

とおき，pを固定して考えれば，つぎのことが容易に分かる.すなわち，v(r，p)がすべての Tε 冗

について存在するためには， (3.22)式で，ke(r，p)を kn(p)で置き換えて rに独立な実数 νo(p)

が存在することが必要十分である.なお， Fig. 3.2から分かるように，補題 3.1の仮定のもとで，

すべての Tε 冗に対する平衡点♂(r，p)の存在区間は，

r [1:，可 c(p)A-1 (p )b(p)三0のとき

E長(p)= < r 伊;;:- ， 
|ト.!...ー 1，c(p)A-1(p)b(p) > 0のとき
l lσo(p) ，σo(p)J 

(3.24) 
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で与えられる. したがって. (3.23)式の kπ(p)は，

kπ(p) = max{k(e): e εE長(p)} (3.25) 

を用いて計算することができる.

以上より，パラメトリック絶対安定性のための定理を得る.

定理 3.1 (3.9)式の条件のもとで，与えられた参照入力 rの範囲冗とすべての pε?に対して，

E長(p)C E (3.26) 

が成り立ち，

Re [{1 + jvoω}g(jw，p)] + L 1{..¥ > 0， Vwε R+ (3.27) 
kR(p) 

を満たす実数 ν0=νo(p)が存在するならば，ルーリエ系 Sはパラメトリック絶対安定である.

(3.11)式のσo(p)の定義と (3.24)式より，冗 ζE長(p)が成り立っている.したがって，定理 3.1

の (3.26)式の条件が成り立つためには，冗 ζEが必要である.これは，パラメトリック絶対安定

性の解析のためには，非線形部の特性を表わすセクタ条件が，少なくとも参照入力の範囲で与え

られている必要があることを意味している.

(3.27) 式の条件で ω=0 とおいて • k(O)三kR(p)を用いれば，補題 3.1の (3.9)式の条件を得

る.これより，定理 3.1では (3.9)式の仮定が不要であるかのように見える. しかし. (3.27)式中

の k冗(p)を求めるために必要な区間 E矢印)は. (3.9)式の条件のもとで与えられるから，補題 3.1

の条件をまず仮定せねばならない.

ところで，一般には，すべての pε?に対して線形部の定常ゲインが正，すなわち.g(O，p) > 0 

である場合が多い.この場合には.c(p)A-l(p)b(p) < 0であるから，補題 3.1の仮定は満たされ，

平衡点 eE(r，p)は常に存在する.そして. (3.24)式より，その存在区間は E元(p)=冗であり，

(3.25)式の kR(p)は pに依らない定数

kπ(p) = k完=max{k(e): e ε冗} (3.28) 

となる. したがって， この場合の安定条件は，以下のようになる.
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系 3.1 冗 CEであるとする.すべての pε?に対して，g(O，p) > 0が成り立ち，

Re [(1 + jvow)伽 J)l+7L>o，Vωε 五+
向 R

(3.29) 

を満たす実数均二 νo(p)が存在するならば，ルーリエ系 Sはパラメトリック絶対安定である.

3.4 ポポフ軌跡を用いた数値例

前節の結果を用いて，与えられたルーリエ系のパラメトリック絶対安定性を確かめるには，す

べてのパラメータ pε?に対して， (3.27)式，または， (3.29)式を満たす実数 ν'o(p)の存在を調

べる必要がある. しかし，無限個のパラメータ pε?ごとに，実数 νo(p)の存在を示すのは，一

般に困難である.そこで，代わりに，すべての pε?に共通の実数 νoの存在を示すことを考え

る.そうすれば，条件は保守的なものとなるが，文献 [7，19， 21]などの結果を用いて，ポポフ軌

跡によって確かめることができる.以下に，例を示そう.

例 3.1 Fig.3.1で表わされるルーリエ系において，線形部の係数行列が，

A(p) = I 0 0 1 

L -Pl(0.2p2 + P3) -Pl(0.5p2 + P4 + 0.2) -0.5pl -P2 J 

b(p) =b = [ n のいい1 0] (3.30) 

で与えられているとする.参照入力 Tは区間冗=[-1， 1]内の値をとり，その公称値は戸 =0

とする.また，パラメータ P= [Pl P2 P3 P4]Tの存在領域?は，

P = {p = [Pl P2 P3 P4]T: 0.83壬Pl壬1.25，2.4壬 P2三3.6，

0.32三P3三0.48，1.44三P4壬2.16} (3.31) 

であり，公称値は，p* = [1 3 0.4 1.8]Tとする.この領域において，

Pl(0.2p2 + P3)壬1.5

Pl(0.5p2 + P4 + 0.2) > 2.3 

0.5pl十P2> 2.8 



3.4ポポフ軌跡を用いた数値例 19 

であるから，A(p)の特性多項式にフルビッツの安定判別法を適用することにより，線形部の安定

性がいえる.線形部の伝達関数は，

P1(S + P2) 
g(s，p) = 

S3 + (0.5p1 + P2)S2 + P1(0.5p2 + P4十0.2)s+ P1(0.2p2 + P3) (3.32) 

である.非線形部の関数 ψは，閉区間 E=卜1，1Jと

E
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(3.33) 

について， (3.3)式のセクタ条件を満たす連続なものとする.

このシステムでは，冗 =Eニト1，1Jであり，P3/P2壬0.2より，

向)=斗 広三 2.5>0，恥?
I十一一

P2 

(3.34) 

であるから，系 3.1を用いてパラメトリック絶対安定性を確かめることができる.ここでは，上で

述べたように，パラメータ pε?ごとに系 3.1の(3.29)式を満たす実数 ν0=ν'o(p)の存在を調べ

る代わりに， (3.29)式を満たすすべての pε?に共通の実数 νoの存在をポポフ軌跡を用いて確

かめよう.そのために，文献 [21Jの多角形区間演算 (PIA)を用いて，各 ωεR+ごとに，すべて

のpε?に対するポポフ軌跡が存在する領域を覆う多角形を描いたものを Fig.3.3に示す.いま，

怜 =max{k(e) : e ε冗}= 12 (3.35) 

であるから， Fig. 3.3において，多角形軌跡の左側に，-1/k完=-1/12 ~ -0.0833を通る直線を

引くことができる.したがって， (3.29)式を満たすすべての pε?に共通の実数 νoが存在し，系

3.1より，ここで考えているルーリエ系はパラメトリック絶対安定である.

例 3.1では， (3.29)式を満たすすべての pε?に共通の実数均の存在を確かめるために，文献

[21Jの PIAを用いた.この PIAを用いれば，すべての pε?に対するポポフ軌跡を覆うのに十

分な多角形の軌跡を描くことができる.そして，この計算法は，伝達関数 g(s，p)がパラメータの

各成分に関して完全分解可能な TSDに対応する表現が得られ，パラメータの各成分の変動区間が

有界閉区間である場合に特に有効である.

この特殊な場合である，伝達関数 g(s，p)の分母子が，それぞれ区間多項式で表わされる場合に

は，文献 [7，19Jの結果が適用できる.これらの結果によると， (3.29)式を満たすすべての pε?
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4 
Reg(jω，p) 

-2 

Fig. 3.3. Popov plot of Example 3.1 

に共通の実数 ν。の存在性と， (3.29)式を満たすある 16組のパラメータ pに共通の実数均の存

在性とが必要かっ十分である.そこで，つぎに，そのような例を示そう.

例 3.2 Fig. 3.1で表わされるルーリエ系において，線形部の係数行列が，
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で与えられているとする.参照入力 Tの変動区間は冗=[-0.5， 0.5Jであり，公称値は戸 =0と

する.また，パラメータ p= lPI P2JTの存在領域?は，

P = {p =伊1P2JT : 3三Pl::; 4， 1三P2三2} (3.37) 

を満たし，公称値は，p* = [3.5 1.5jTであるとする.このとき，線形部の伝達関数は，

0.5p2 
g(s，p) = (3.38) 

であるから，線形部は安定である.非線形部は，伊a3.1と同じものとする.
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ωImg(jω，p) 

1 

Reg(jω，p) 

-0.4 

Fig. 3.4. Popov plot of Example 3.2 

いま，冗 =[-0ム 0.5JC Eであり，

g(O，p) = 0.5p2三0ム Vpε? (3.39) 

であるから，この例においても，系 3.1を用いることができる.例 3.1と同様に，パラメータ pε?

ごとに (3.29)式を満たす実数 IIO(p)の存在を調べる代わりに， (3.29)式を満たすすべての pε?

に共通の実数 νoの存在を確かめる.文献 [7，19Jの結果によると，このような νoが存在するため

の必要十分条件は，
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なる 4組のパラメータ値に対して， (3.29)式を満たす共通の実数均が存在することである.この

パラメータの組は，一般には 16組であるが，ここではパラメータ pの成分が2個であるので，

(3.40)式のように 4組となった. (3.40)式の 4組のパラメータ値に対する線形部のポポフ軌跡を

Fig. 3.4に示す.いま，

100 
時 =max{k(ε) :εε 冗}二一

11 
(3.41 ) 
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であるから，実軸上の -ljk元=-0.11を通り，この 4つのポポフ軌跡を右にみる直線が引ける.

したがって， (3.29)式を満たす実数均が存在し，このルーリエ系もパラメトリック絶対安定で

ある.

3.5 結言

線形部にパラメータを含む 1入力 1出力ルーリエ系がパラメトリック絶対安定であるための十

分条件を，パラメータを含むポポフ条件の形で導出した.その判定は，ポポフ軌跡を用いて実行

可能である.

線形部に定値外乱が加わる場合にも，平衡状態は変化する.この場合についても，同様に議論

ができ，本章の結果を容易に拡張することができる.
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第 4章

パラメトリック絶対安定性のためのポポフ

型条件の多入力多出力ルーリエ系への拡張

4.1 緒言

1入力 1出力ルーリエ系に対するパラメトリック絶対安定条件を，第 3章では，ルーリエ系の線

形部の伝達関数に対するポポフ型の条件で与えた.得られた条件は，多角形区間演算 (PIA)[21] 

や区間プラントを含むルーリエ系に対するポポフ規範 [7，19]などを適用すれば，ポポフ軌跡を描

くことによって判定可能であった.

本章では，このポポフ型のパラメトリック絶対安定条件を，多入力多出力ルーリエ系へ拡張す

る.そのために必要な，多入力多出力ルーリエ系に対するポポフ型安定条件の適用可能な非線形

関数のクラスについての議論は，付録 Aで述べる.そして，得られたパラメータを含むポポフ型

の条件は，各周波数ごとに，すべてのパラメータに対する行列不等式の成立を， PIAを用いて確

かめることにより，判定可能であることを数値例で示す.

以下では，ルーリエ系 Sがパラメトリック絶対安定であるための十分条件を，ポポフ型の条件

で与えよう.そのために， 4.2節では，任意のパラメータ (r，p)ε冗 xPに対して，Sの平衡状態

の存在性を保証する条件を導出し，安定解析に必要な制御偏差の平衡点の存在領域を求める.そ

して， 4.3節で，平衡状態が大域漸近安定であるために満たすべき条件をポポフ型安定条件により

示す.
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T 

;i; = A(p)x + B(p)u 
y = C(p)x 

Fig. 4.1. Multivariable Lur'e system S 

4.2 多入力多出力ルーリエ系の平衡点解析

線形部がパラメータ pを含む Fig.4.1で表わされる多入力多出力ルーリエ系 Sを考える.すな

わち，Sは，

ゑ=A(p)x + B(p)u， y二 C(p)x

u=ψ(ε)， e = r -y 
(4.1 ) 

で表わされる.ここに xεRn， u， y εRm は線形部の状態，入力，出力であり eξRm は制

御偏差である.

参照入力 T は単連結有界閉領域冗 CR町内の値をとる定数ベクトルで，公称値を Oとする.パ

ラメータ pの存在領域は単連結有界閉領域 PC R1である.

行列 A(p)，B(p)， C(p)は，パラメータ pε?の連続関数をその成分とし，すべての pモ?に

対して A(p)は安定であるとする.

非線形関数 ψ:Rm
→ Rm は連続微分可能であり，

{Dψ(ε)}T = Dψ(ε)， VeεRm ( 4.2) 

{ψ(ε+ e)一ψ(ε)}T1(-l(e){ψ(ε+ e)一ψ(ε)}三eT{ψ(ε+e)一ψ(ε)}，

VeεE， VeεRm (4.3) 

ψ(0) = 0 (4.4) 

を満たすとする.ここに，D<p(ε)は ψ(ε)のヤコビ行列，Eは Rm 内の原点近傍，1((ε)は εεE

の連続関数を成分とする正定対称行列である. (4.2)式の仮定は，次節で安定解析を行なう際に必

要となる.また，付録 Aで示すように， ψの微分可能性と (4.2)式の仮定は，より緩い補題 A.1

の仮定で置き換えてもよい.そして， ψ(ε)の各成分が 1変数関数である場合には， (4.2)式は常

に成り立っている. (4.3)式の仮定は，多変数ベクトル値関数に対する点 f におけるセクタ条件で
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ある.

ルーリエ系 Sがパラメトリック絶対安定であるためのポポフ型条件を導くために，まず，すべ

てのパラメータ (r，p)ε冗 xPに対して，平衡状態が存在するための条件を与える.平衡状態が

存在して，それが大域漸近安定であるならば，その平衡状態はただ 1つであるといえるから，本

節では，平衡状態の存在性についてのみ考察する.

( 4.1)式より，システム Sは，

:i; = A(p)x + B(p)ψ[r -C(p)x] 

と表わされる. (4.5)式で，:i; = 0と置くことにより，システム Sの平衡状態は

A(p)x十B(p)ψ[r-C(p)x] = 0 

の解として得られる. (4.6)式は，

x + A-1(p)B(p)ψ[r -C(p)x] = 0 

と等価であり，また，次式でも表わされる.

x + A -1 (p )B(p )cp(ε) = 0 

e コ r-C(p)X 

これより， (4.8)式の第 1式を第 2式に代入して得られる E についての代数方程式

e-r+Go(p)ψ(e) = 0 

の解 e=♂(r，p)が存在すれば， (4.6)式の解 x= xe(r，p)が存在する.ただし，

Go(p) = -C(p)A-1(p)B(p) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

(4.8) 

(4.9) 

(4.10) 

である.すなわち，平衡状態 xe(r，p)の存在性に関する議論は，ee(r，p)の存在性に関する議論で

置き換えられる.また，安定解析では，非線形関数 ψのセクタの上界を求めるために♂(r，p)の

存在領域が必要である.したがって， (4.9)式の代数方程式の解 e=♂(r，p)が存在するための条件

とその存在領域を与えよう.その際には，非線形関数に対する (4.2)-(4.4)式の条件のうち， (4.3) 

式で e=Oとおいた原点におけるセクタ条件

cpT(e)J(-1(0)ψ(を)三 eTcp(e)， VeモRm (4.11) 

を用いる.
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補題 4.1 任意のパラメータ pε?に対して，

j{Go(P)+GI印)}+ ](-1(0) > 0 ( 4.12) 

が成り立つならば，任意の (r，p)ε冗 xpに対して， (4.9)式の解♂(r，p)が領域
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( 4.13) 

に存在する.ここに，

γo(p) 
一一一一， γo(p) > 0のとき
IIGo(p)11 

μ。(p)= ( 4.14) 

入国n[}iイ(0)] do(p)ρo(p) 。(p):s: 0のとき
入max[]((O)]IIGo(p)+ {1 -t5o(p)}](-1(0)11' 

初 (p)= 入min[~主伊炉抑将伶州G仇0凶ω仙(ωp

向州仰州(ωp)= 入min [~{G 仙 Go (p)} + {1 -t50(p)} ](-1 ベ
であり，入min[.]，入max[.]は，それぞれ最小固有値，最大固有値を表わす.さらに， t50(p)は，

(4.15) 

( 4.16) 

j{Go(P)+GI(め}+ ](-1(0)一ゐ(p)](-1(0) >。 ( 4.17) 

を満たす正の実数である.なお，ベクトルノルムはユークリッドノルムであり，行列ノルムはそ

れから導かれたノルムである.

補題 4.1の証明は付録 B.2で与える.γo(p)> 0の場合には， (4.12)式は常に成り立ち， (4.9)式

の解 eE(r，p)の存在条件と存在領域は，行列 ]((0)には依存していない.e(r，p)の存在を保証す

るために (4.12)式の条件が必要となるのは， γo(p):s: 0の場合である.

ルーリエ系 Sが 1入力 1出力である場合には， (4.12)式の平衡状態の存在条件は，第 3章の条

件と一致する.このとき， 1入力 1出力ルーリエ系の安定解析に必要となるすべての Tε 冗に対

する♂(r，p)の存在範囲 E長(p)を (4.13)式から求めると， γo(p)= Go(p)であるから，
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となる.ここに，r = max{lrl : rε冗}である.Go(p) > 0の場合，この E元(p)は第 3章のもの

と一致している.一方，Go(p) ~ 0の場合には， (4.18)式中の bo(p)を， (4.17)式を満たすん(p)

の上限で置き換えたものが第 3章の結果である.

以上の議論より，すべての (r，p)ε冗xpに対して， (4.12)式が成り立てば，ルーリエ系 Sの

平衡状態が存在し，ee(r，p)の存在領域が分かる.これより， (4.8)式の第 1式を用いれば，平衡状

態 xe(r，p)の存在領域も求めることが可能である. しかし，次節で述べる安定解析に必要なのは

♂(r，p)の存在領域であって，xe(r，p)の存在領域は必要としない.平衡状態 xe(r，p)については，

その存在のみが必要であり，それは，上述の議論より， (4.12)式の条件によって保証されている.

4.3 パラメトリック絶対安定性のためのポポフ型条件

前節で与えた補題4.1の仮定のもとで，システム Sの平衡状態 xe(r，p)が存在するとき，xe(r，p) 

が大域漸近安定であるためのポポフ条件を述べる.そして，Sがパラメトリック絶対安定である

ためのポポフ型の条件を導出しよう.

任意に固定されたパラメータ (r，p)ε冗 xPに対して，補題 4.1の仮定が成り立ち，システ

ム Sの平衡状態 xe(r，p)が存在するとする.このとき，Sは，状態 Z のが(r，p)からの偏差

去二 x-xe(r，p)を用いて，偏差系

S: x = A(p)x + B(p)φ[-C(p)司 (4.19) 

で表わされる.ここに，

φ[e] = <p[ee(r，p) +司-<p[ee(r，p)] (4.20) 

である.この非線形関数 φは， (4.2)式の仮定より，

[Dや(e)f= Dφ(e)， VeεRm (4.21 ) 

を満たし，さらに，e(r，p)εEとすると， (4.3)式より，

0三φT(e)](-l [ee( r， p)]φ(e)壬eTや(を)， VeεRm ( 4.22) 

が成り立っている. (4.22)式は，平衡点ザ(r，p)における ψに対するセクタ条件と等価である.
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この S もルーリエ系であるから，付録 Aの定理 A.1の多入力多出力ルーリエ系に対するポポ

フ型安定条件を用いることができる.すなわち， (4.21)， (4.22)式の仮定の下で，

j[(1+jω)G(川 )+ (1 -jω)GT(一川]+ K-1[ee(r，p)] 

を満たす実数 ν=ν(r，p)が存在するならば，Sの零解は大域漸近安定である.ここに，G(s，p)は

G(s，p) = C(p)[sI -A(p)]一1B(p) ( 4.24) 

で，ルーリエ系 Sの線形部の伝達関数行列であり，また，R+は R+= [0，+∞) u {+∞}を表

わす.

( 4.23)式の成立が確かめられれば，ルーリエ系 Sの平衡状態 xe(r，p)の大域漸近安定性が示され

る.しかしながら，非線形関数 ψが陽に与えられていないため， (4.23)式に含まれるピ(r，p)を求

めることは，実際には不可能である.そこで，補題 4.1で与えられた♂(r，p)の存在領域 Ee(r，p)

が Ee(r，p)C Eであるとき，

Ke(r，p)三K(e)，'</eεEe(r，p) (4.25) 

を満たす Iι(r，p)を(4.23)式中の K[ee(r，p)]の代わりに用いることにする.

補題 4.1と以上の議論により，パラメトリック絶対安定定理を得る.

定理 4.1 任意のパラメータ pε?に対して，

j{G(仰)+ GT(O，p)} + K-1(0) > 0 ( 4.12) 

が成り立ち，任意の参照入力 Tξ 冗に対して，

Ee(r，p)ζE  ( 4.26) 

が満たされるとする.このとき，任意の (r，p)ε冗 xPに対して，

ji(1+仰 )G(川 )+ (1 -jω附 -jw，p)]+ K;1(印)> 0， ，</，ωE  R+ (4.27) 

を満たす実数 1ノ=ν(r，p)が存在するならば，ルーリエ系 Sはパラメトリック絶対安定である.
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定理 4.1では.G(O，p) = Go(p)であることを用いて，補題 4.1中の Go(p)を G(O，p)で書き直

したものを平衡点の存在条件とした. したがって. (4.26)式の Ee(r，p)は，補題 4.1で定義され

たものである.

(4.25)式より，ピ(r，p)の存在領域 Ee(r，p)が小さいほど¥(4.27)式の条件は緩いものとなる.

そして • Ee(r，p)が小さくなるためには，補題 4.1中の γo(p).Po(p)が大きければよいのである.

1入力 1出力ルーリエ系の場合には.(4.25)式の Ke(r，p)を Ee(r，p)における Iピ(ε)の最大値に

選ぶことができる.そして，このとき.pを?に固定して考えると.(4.27)式を満たす νニ ν(r，p)

がすべての Tε 冗について存在することと.Ke(r，p)を I印 (p)= max{K(ε) :εξE長(p)}で置

き換えた(4.27)式を満たす ν=ν(p)が存在することとが等価になる.ここに.E長(p)は前節の

(4.18)式で求めた領域である.このようにして導かれる 1入力 1出力ルーリエ系に対するパラメ

トリック絶対安定条件は.G(O，p) > 0のときには第 3章の結果と一致し. G(O，p)::; 0のときに

は，前節で平衡点の存在範囲について述べたことから分かるように. bo(p)をその上限で置き換え

れば第 3章の結果と一致する. したがって，本章の結果は. 1入力 1出力ルーリエ系に対する第

3章の結果の多入力多出力系への拡張である.

4.4 PIAによるポポフ型条件の判定例

前節で与えたパラメトリック絶対安定定理を適用した数値例を示そう.

~IJ 4.1 ルーリエ系 Sにおいて，線形部の係数行列が，
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( 4.28) 

であるとする.パラメータ p= [Pl P2 P3 P4]Tの領域は，

P = {pεが:Plε[0.5， 1]， P2ε[2.5， 3]， P3ε[1， 1.5]， P4ξ[2， 叫 (4.29) 

であり，参照入力 T の領域は，

冗 ={rεR2: Ilrll三1} ( 4.30) 
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とする.非線形関数 ψに対する(4.3)式のセクタ条件における正定対称行列 ]((ε)は，領域 E二

{εεR2: Ilell三6}に対して，

[09+0941f||-04-0411E||| 
1， l¥ell三4のとき

-0.4 -0.4111ε11 0.2 + 0.211ε11 I 
]((ε)ニ ( 4.31) 
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であるとする.

行列 A(]1)の特性多項式 d(s)は，

d(s) = (s + ]11)(S + P2)(S + ]12]13 + 2) ( 4.32) 

であり，P1， ]12， P3はすべて正であるから， A(]1)は安定である.線形部の伝達関数行列は，

4 

s + ]11 

5s + P1 + 4]12 

(s + ]1t)(S + ]12) 

10s2 + {2(]11 + 4]12 + 5]12]13 + 10) 
+ ]12]14(]12 -2)}s + 2(]11 + 4]12)(]12]13 + 2) 
+]11]12]14(]12 - 2) 

(s + ]11)(S + ]12)(S + ]12]13 + 2) 

( 4.33) 

2 

S + ]11 

G(S，]1) = 

である.

まず，平衡状態の存在を確かめよう.いま，

r 2 ]11 + 4]12 1 

I ]11 ]11]12 

(0， ]1) = I '.- ~ I .• ， I • ~， • ~， I I 4 2(]11 + 4]12)(]12]13 + 2) + ]11]12]14(]12 -2) I 
L ]11 ]11]12 (]12]13 + 2) J 

( 4.34) 

である.これと， (4.29)式の]1iCi=1，2，3，4)の区聞を用いて， (4.15)式の γo(p)の下界を求め

ると，

γ。(p)三4.12，Vpε? ( 4.35) 

を得る.これより，{G(O，]1) + GT(0，]1)}/2 > 0であり，また， ](-1(0) > 0であるから， (4.12) 

式が成り立ち，すべての (r，]1)ε冗 xPに対してルーリエ系 5の平衡状態は存在する.さらに，

( 4.29)式を用いて IIG(O，]1)1Iの上界を求めると IIG(0，]1)11 ::; 20.2であるから， (4.13)式と(4.30) 

式より♂(r，]1)の存在領域は，すべての (r，]1)ε冗 xPに対して，

Ee(r，]1) c {εεR2 : l¥ell ::; 4.91} ( 4.36) 
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Fig. 4.2. Value set of 20 log[det Q(ω，p，0.5)] 

である.Eh={εεR2 : lIell ::; 4.91}と置くと， EhC Eであるから， (4.26)式は満たされる.

つぎに，すべてのパラメータに対して存在の保証された平衡状態の安定性を調べよう.ところ

で，定理 4.1の条件に従って，無限個のパラメータ (r，p)ε冗 xPごとに ν(r，p)の存在を示すの

は，実際には困難である.そこで，保守的ではあるが， (4.27)式中の Iι(r，p)を

Kπ三K(ε)，VeεEL ( 4.37) 

を満たす (r，p)に依らない行列 Kπで置き換え，すべての (r，p)ε冗 xPに共通の実数 νの存

在を示そう.すなわち，

Q(川 lhj[(1+jω)G(川 )+ (1ーかω)GT
(-jw，p) 

を満たす実数 νの存在によって，安定性を保証する.

( 4.31)式より，

ぉ=ド::1 (4.39) 

は， (4.37)式を満たしている.この K冗に対して， (4.38)式を満たす νの存在を確かめればよい.

1入力 1出力ルーリエ系の場合には， 3.4節の例で示したように，このような νの存在は，ポポ

フ軌跡を用いて確かめることができた. しかし，ここでは，多入力多出力ルーリエ系を対象とし

ており， (4.38)式は行列不等式であるため，図的に νの存在性を示すことはできない.そこで v

に適当な実数を代入して， Q(ω，p，ν)が正定であることを確かめる.いま， (4.35)式より， ω=0

に対して(4.38)式は満たされている.このことと，Q(ω，p，ν)が ωに関して連続であることより，
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すべてのパラメータ pε?に対して行列式 detQ(ω，p，ν)が非負の ωに対して Oにならなければ，

( 4.38)式の成立がいえる.そこで，文献 [21]のPIAを用いて，非負の ωについて，すべての pξ?

に対する detQ(ω，p，ν)を覆う範囲を描いたものを Fig.4.2に示す.ただし，ここでは v二 0.5

とした. Fig.4.2より， det Q(ω，p，0.5)は，非負の ωに対して Oにならないので， (4.38)式は満

たされている. したがって，本節で考えたルーリエ系 Sは，パラメトリック絶対安定である.

4.5 結言

多入力多出力ルーリエ系がパラメトリック絶対安定であるためのポポフ型の十分条件を与え，そ

の判定を行なった数値例を示した.得られたポポフ型の条件は，パラメータを含む行列不等式を

全周波数で満たす実数の存在を要求するものである. 1入力 1出力系でなければ，このような実

数の存在を容易に確かめ得る手法は，まだ存在しない.そこで，本章では，試行錯誤的に選んだ実

数に対して， PIAで行列不等式の成立を確かめることにより，多入力多出力系に対するパラメー

タを含むポポフ型の条件の判定が可能であることを示した.
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第 5章

ルーリエ系のパラメトリック絶対安定性の

ための線形行列不等式 (LMI)条件

5.1 緒言

第 3，4章では，ポポフ型のバラメトリック絶対安定条件を与えたこれらの条件を数値的に確

かめることは，例で示したように，文献 [7，19，21]などの手法を用いれば可能である.文献 [7，19] 

の手法は，ルーリエ系の線形部が区間プラントである場合に対するものである.また，文献 [21]

の多角形区間演算 (PIA)が特に有効なのは，確かめるべき条件式が，パラメータの各成分に関し

て完全分解可能な TreeStructured Decomposition (TSD)[l， 23]に対応する表現が得られる場合

である.ところで，パラメータを含む伝達関数による条件式は，必ずしもこのような構造を有す

るとは限らない.そのため，これまでに得られているパラメトリック絶対安定条件では，数値的

に確かめるのに適さない場合がある.

一方，線形行列不等式 (LinearMatrix Inequality， LM!)を数値的に解く有効な計算アルゴリズ

ムが，最近，開発され，さまざまな問題に適用されている [6，11， 20]. そこで，本章では，パラメ

トリック絶対安定性のための条件を，パラメータを含む LMIの形式で導出する.それらは，平衡

点の存在と領域を与える LMIと，安定性を保証する LMIから成る.そして，ルーリエ系の線形

部がポリトープ型の場合には，それらの LMI条件が，パラメータを含まない有限個の LMIの成

立で満たされることを示す.パラメータを含まない LMI条件は，文献 [11]の数値計算ツールを用

いれば，容易に判定可能であり，実用的なものであるといえる.さらに，非線形部が互いに独立な

複数個のプロックに分けることができる場合には， L1H条件を緩めることができることを示す.
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T 
:i; = A(p)x + B(p)u 
y = C(p)x 

Fig. 5.1. Multivariable Lur'e system S 

5.2 LMIによる平衡点解析

線形部がパラメータ pを含む Fig.5.1で表わされる多入力多出力ルーリエ系 Sを考える.すな

わち，Sは，

ゑ=A(p)x + B(p)u， y = C(p)x 
u=ψ(ε)， e = r -y 

(5.1 ) 

で表わされる.ここに xεRn， u， yεRm は線形部の状態，入力，出力であり eεRm は制

御偏差である.

参照入力 Tは，単連結有界閉領域冗 CRm
内の値をとる定数ベクトルで，公称値を 0とする.

パラメータ pの存在領域は単連結有界閉領域 PCR1である.

A(p)， B(p)， C(p)は，パラメータ pε?の連続関数をその成分とする行列で，すべての pε?

に対して A(p)は安定であるとする.

非線形関数 ψ:Rm
→ Rm

は連続微分可能であり，

fDψ(ε)}T = Dψ(e)， VeεRm (5.2) 

{ψ(ε+ e)一ψ(ε)}TJ(-l(e){ψ(ε+ e) -c.p(ε)} ~ eT {ψ(e +正)一 ψ(ε)}，

Veε E， VeεRm (5.3) 

c.p(O) = 0 (5.4) 

を満たすとする.ここに，Vψ(ε)は ψ(e)のヤコビ行列，E は Rm 内のある原点近傍，}，ピ(ε)は

εεEの連続関数を成分とする正定対称行列である. (5.2)式の仮定は，後に，ルーリエ・ポスト

ニコフ型のリアプノフ関数を用いて安定解析を行なう際に必要となる.また，付録 Aで示すよう

に， ψの微分可能性と (5.2)式の仮定は，より緩い補題 A.1の仮定で置き換えてもよい. (5.3)式

の仮定は，多変数ベクトル値関数に対する点 f におけるセクタ条件である.
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(5.1 )式より，システム Sは，

x = A(p)x + B(p)<p[r -C(p)x] (5.5) 

と表わされる.参照入力 rが Oのとき，パラメータ pの値にかかわらず.sの平衡状態は原点

x=Oである.第 2章で示したように.Sの動特性は，パラメータ pだけでなく，参照入力 Tに

も依存するので，ここでも r.pを共にパラメータとみなそう.

以下では，ルーリエ系 Sがパラメトリック絶対安定であるための十分条件を LMIで与える.そ

こで，まず，任意のパラメータ (r，p)ε冗 xpに対して.Sの平衡状態の存在を保証する LMIを

与える.そして，それを用いて安定解析に必要な制御偏差の平衡点の存在領域を求める.

パラメータ (r，p)に対する，ルーリエ系 Sの平衡状態は.(5.5)式で土=0と置いた代数方程式

A(p)x + B(p)ψ[r -C(p)x] = 0 

の解である.これと等価な Z と E についての代数方程式

A(p)x + B(p)ψ(ε)=0 
e = r -C(p)x 

(5.6) 

(5.7) 

の解の存在によって.Sの平衡状態の存在を保証しよう.その際には，非娘形関数 ψに対する条

件 (5.2)-(5.4)のうち. (5.3)式のセクタ条件で e=Oとおいた原点における条件

<pT (正)1(-1(0)ψ(e)壬eTψ(e)，VeεRm (5.8) 

を用いる.

補題 5.1 任意の (r，p)ε冗 xPと(5.8)式を満たすすべての非線形関数少に対して. (5.7)式

の解

[:l=[::jzl 
が存在するための十分条件は，任意のパラメータ pε?に対して. LMI 

[山+JT7r1(0)Jl>O (5.9) 
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を満たす (n+ m)次正方行列 X= X(p)が存在することである.そして，この条件のもとでの

e(r，p)の存在領域は，

山)= {εεRm: Ilell三出2511) (5.10) 

である.ここに，

I A(p) Onxm I T /， I B(p) I T I Onxm I 
M(p) = I ~~.< -':̂". 1， L(p) = I -¥</ 1， J = I -":'" I (5.11) 

I C (p) 1m l' 10m x m I ' I -1m I 

であり，X2(p)は X(p)の下側 m 行からなる部分行列，R(p)は X= X(p)と置いた (5.9)式左

辺，Onxmは (nX m)零行列， 1mは m次単位行列を表わす.また， 11・11はユークリッドノルム，

σmax[']は最大特異値，入国n[・]は最小固有値を表わし， > 0は左辺が正定対称行列であることを意

味する.

この補題における (5.9)式の LMIを満たす行列 X= X(p)は，単に正方行列であればよく，対

称性や正定性などの仮定は必要としない.

(補題 5.1の証明) まず，pε?を任意に固定し，z = [xT eTVと置いて，関数

六z，r)= [ :~にゴ;ずい) 1 

= [ M(p)町小
を定義すると， (5.7)式の代数方程式は，

f(z，r)=O 

(5.12) 

(5.13) 

で表わされる.この f(z，r)に対して，補題 B.1(付録 B.1参照)の仮定が満たされることを示そ

う. ~ 、ま，

f(O，O) = 0 (5.14) 

であるから，z* = 0，戸 =0とすれば， (B.2)式は満たされる.また， (5.8)式の原点におけるセ

クタ条件を用いると，任意の zεRn+m， rε 冗に対して，つぎの不等式が成り立つ.

2σmax[X(p)]'lIzll・IIf(z，r)-f(O，r)1I 
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三2ZTXT(p){J(z，r)-f(O，r)} 

三2ZTXT(p){J(z，r)-f(O，r)} + 2{<pT(e)J(-1(0)ψ(ε) _ eTψ(e)} 

= [ZT <pT(ε巾;rウざなっ[ムl
= [ZT <pT(e)] R(p) I ，，，:n¥ I (5同

|ψ(ε) I 

これと， (5.9)式の LMI条件より，R(p) > 0であるから，

を得る. したがって，

2σmax[X(p)]'llzll・IIf(z，r)-f(O，r)11 

三入rrun[R(p)]11 1 ~， I 
|ψ(ε) I 

三入rrun[R(p)]lIzI12 

入国n[R(p)]
IIf(z，r) -f(O，r)1I三 Ilzll，

σmax[X(p)] 

が成り立ち，付録 B.1の補題 B.1より， (5.13)式の解

が存在する.

I xe(r，p) I 
ze ( r) = I --_ > 7 r: I 

|♂(r，p) I 

(5.16) 

VzεRn+m (5.17) 

つぎに，任意の (r，p)ξ冗 xPに対する ee(r，p)の存在領域 Ee(r，p)を求める. (5.15)式の右

辺第 1式において，z = ze(r)と置けば，f(ze(r)，r) = 0と(5.12)式より，

r r P/ '¥"lT Tr p/ ¥.，1 r.1 ¥. I ze(r) 
2{ze(r)}Txf(p)r三 l{ze(r)}T<pT[ee(r，p)lI R(p) I r~D~' J ¥1 I 

L ' '/J "，，. n J "f I <p [ ee ( r， p) ] I 

さ入min[R(p)]11♂(r)112 (5.18) 

を得る. したがって，

2I1Xi(p)rll三入国n[R(P)]lIze(r)1I

三入国n[R(p)]llee
( r， p)1I 

であり，ee(r，p)の存在領域は， (5.10)式で表わされる.

(5.19) 

ロ
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5.3 パラメトリック絶対安定性のための LMI条件

まず，任意のパラメータ (r，p)ξ冗 xpに対して，平衡状態 xe(r，p)が存在するとき，それが

大域漸近安定であるための十分条件を LMIで与える.そして，補題 5.1の条件と合わせて，ルー

リエ系 Sがパラメトリック絶対安定であるための LMI条件を示そう.

パラメータ (r，p)を 冗 xPで任意に固定するとき，システム Sは，平衡状態 xe(r，p)からの

偏差去二 x-xe(r，p)によって，偏差系

S: i = A(p)i + B(p)φ[-C(p)i] (5.20) 

で表わされる.ここに，

や(e)=ψ[ee(r，p) +司-<p[ee(r，p)] (5.21) 

である.この非線形関数 φは. (5.2)式より，

{Vφ(ε)f = 1刀(e)， 'VeεRm (5.22) 

を満たし，さらに • ee(r，p) E Eとすると. (5.3)式より，平衡点♂(r，p)における ψに対するセ

クタ条件と等価な

や(efJ(-l[ee(r，p)]や(e)三Fφ(e)，'veεRm (5.23) 

を満す.この Sの平衡状態である原点の安定解析によって.Sの平衡状態 xe(r，p)の安定解析を

行つ.

偏差系 5もルーリエ系であるから，ルーリエーポストニコフ型リアプノフ関数

印)= iT H(r，山川)10
1

トC(州や[-8C(州。 (5.24)

を用いる.ここに.H(r， p) は正定対称行列である.また • v(r，p)は非負の実数，または，

H州 +ju州 CT
(州♂(r，p)]C(p)> 0 (5.25) 

が成り立つ範囲の負の実数であるとする.H(r，p).ν(r，p)のいずれも，パラメータ (r，p)に依存

するものとする. (5.25)式が成り立てば， ν(r，p)< 0であっても.V(i)の正定性は保証される.

それは，つぎのようにして示される.すなわち. (5.23)式が成り立てば，付録 B.2の(注意)で

の議論と同様に，

0三εTφ(e)三eTJ([ee(r，p)]e， 'VeεRm (5.26) 
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が成り立つ.この (5.26)式と ν(r，p)< 0であることより， (5.25)式左辺の行列で定義される£に

関する 2次形式は (5.24)式の 1f(i)の下界である. したがって， (5.25)式が成り立てば，1f(i)は

正定となるのである.

さて，1f(i)の Sの状態に沿った全導関数を (5.22)式を用いて求めると，

す(i)= iT {AT(p)H(r，p) + H(r，p)A(p)}i 

Tν(r，p) AT + 2i1{H(r， p)B(p)一一一fJ}A T (p )CT (p )}φ[-C(p)i] 
2 

-v(r，p)<tT[-C(p)i]C(p)B(p)や[-C(p).i] (5.27) 

となる(補題 A.1参照).さらに， (5.23)式を用いると，

サ(i)壬iT{AT(p)H(r，p)+ H(r，p)A(p)}i 
ν(r，p) AT + 2iT {H(r，p)B(p)一 一 一一AT(p)CT(p)}φ[-C(p)i]

2 

一竿]νMφr内T[一仰州ω)戸附£

+{ 一C(p)i 一K 一1 [ドE♂e(いr，p列州)]手剖[一C(ωωp刈)i幻]}Tφ [ 一C(ω例p刊)i司l 

= [iT <tT[-C(P)i]] 

[F(P)H(TP)+中ω)
Tf_¥TTf_ _¥ v(r，p) 

Bl(p )H( r， p)一一一一C(p)A(p)一一C(p)

(r， p) A T f _ v-，T f _ ¥ 1 rvT f _ ¥ 1 r 1 H(r，p)B(p) -v\'~ l'} AT(p)CT(p) -~CT(p) I r i 1 
L L |||(528)  

_K-l[ee(r，p)]_宅旦[BT(p)CT(p)+ C(p)B(同]Il <t[-C(p)i] J 

を得る. (5.25)式が成立し，この最後の 2次形式が負定となる H(r，p)とν(r，p)の存在が，偏差

系 Sの原点が大域漸近安定であるための十分条件となる.

ルーリエ系 Sがパラメトリック絶対安定であるためには，すべてのパラメータ (r，p)ε冗 xP

に対して，このような H(r，p)，ν(r，p)の存在を確かめればよい. しかし，非線形関数 ψは陽に

与えられていないため，ee(r，p)は計算できず，K[ee(r，p)]を含む (5.25)，(5.28)式をそのまま安

定条件に用いることはできない.そこで.補題 5.1で与えられた ee(r，p)の存在領域 Ee(r，p)に

ついて，Ee(r，p) C Eが成り立つとき，

Ke(r，p)三K(ε)，Veε Ee(r，p) (5.29) 
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を満たす正定対称行列 Ke(r，p)を K[ee(r，p)]の代わりに用いることにする.

以上より，補題 5.1の条件のもとで，すべてのパラメータ (r，p)に対して存在の保証された平衡

状態が大域漸近安定であるための LMI条件が得られる.ところで，パラメトリック絶対安定性に

必要なパラメータ (r，p)についての平衡状態の一意性は，これまでの議論では陽には述べていな

い. しかし，平衡状態が大域漸近安定であれば，それはただ 1つであるので，安定条件によって

一意性は保証される.

定理 5.1 任意のパラメータ pε?に対して， (5.9)式の LMIを満たす (n+ m)次正方行列

x = X(p)が存在し，任意の参照入力 Tε 冗に対して，

Ee(r，p) C E 

が成り立っとする.このとき，任意の (r，p)ε冗xPに対して， 2つの LMI

H + iγC♂TηT(p)ωωp刈叫)

(5.30) 

l F(:1山;ZH 22|<0(5.32)  
BT(ωωp川)ll一 と公仏C(刈州州A刈(p)一lんhCq(p)一K一1(什r，p)一 と[問v附BT的Tη(ωp)CTη勺川(ωωp刈)+C仰州(印ωp刈)B均州(伊ωp刈)]I 2 ~ ¥1' ! --e ¥ . '1' ! 2 L ~ ¥1' ! ~ ¥r! ' ~ ¥1' ! ~ ¥r!J J 

を満たす正定対称行列 H= H(r，p)と実数 ν=ν(r，p)が存在するならば，ルーリエ系 Sはパラ

メトリック絶対安定である.

定理 5.1の (5.31)式の LMIは， ν(r，p)< 0の場合に (5.25)式を保証するための条件である.

lI(r，p)三0であれば， (5.31)式は常に成り立っている.

ところで，pを固定したとき，

と置けば，

E長(p)= U Ee(r，p) 
TεR 

Kπ(p)三K(ε)，Ve E E長(p)

を満たす正定対称行列 J(冗(p)に対して，

A今冗(p)さKe(r，p)， Vr ε 冗

(5.33) 

(5.34) 

(5.35) 

が成り立つ. したがって， (5.30)式中の Ee(r，p)を E長(p)で， (5.31)， (5.32)式中の Ke(r，p)を

KR(p)で置き換えると，保守的ではあるが rに無関係な H(p)と 1ノ(p)が存在することが安定条
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件となる.つまり，パラメトリック絶対安定性の条件をパラメータ pのみに依存する形に簡単化

できる.

5.4 ポリトープ型線形部をもっルーリエ系

前節で、与えたパラメトリック絶対安定性のための LMI条件は，パラメータ (r，p)を含んでいる.

そのため，そのままでは，無限個の (r，p)ε冗 xpについて， LMI条件を確かめる必要がある.と

ころで，一般にパラメータを含むシステムがポリトープ型の場合， LMIの解の存在を保証するに

は，ポリトープの端点に対応するパラメータを含まない有限個の LMIに共通の解の存在を確かめ

れば十分である結果が多い [6，20].

そこで，ここでも，線形部が有限個の線形システムの凸結合からなるルーリエ系 Sを考えよう.

このようなルーリエ系をポリトープ型ルーリエ系と呼び，そのパラメトリック絶対安定条件を，パ

ラメータを含まない LMIで表わし，数値例を示そう.

いま，線形部の係数行列が，1個の端点行列の組 (Ai，Bi， Gi) (i = 1，2，...， l)の凸結合で表

わされるとする.すなわち，

A(p) = LPiAi， B(p) = LPiBi， G(p) =乞PiGi (5.36) 
i=1 ;=1 i=1 

であり，パラメータ P= [P1 P2 ... ptlTの領域は，

P =  {PεRl:富山山戸1，2，...，1} (5.37) 

を満たすとする.

まず，平衡状態の存在条件と♂(r，p)の存在領域について考える.補題5.1では，各 pε?ごと

に(5.9)式を満たす行列 X = X(p)の存在を条件としていたが，ここでは，すべての pEPに共

通の行列 Xの存在で条件を置き換える.そうすれば，条件は保守的なものとなるが， LMI はパラ

メータ pについて線形となるため，補題 5.1の条件は有限個の LMIでつぎのように表わされる.

補題 5.2 個の LMI
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(5.38) 
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に共通の解 X が存在すれば，すべての (r，p)ε冗 xPに対して，ポリトープ型ルーリエ系 Sの平

この条件のもとで，すべての (r，p)に対する制御偏差の平衡点♂(r，p)そして，衡状態は存在する.

(5.39) .-nm 11 11 -"" 2σmax(X2) .... .." ，， 1 
Eπ= < e εRm: 11ε||<mm||T||} 1 ~ ~ .. . II~II ....: min入min[Ri]-;E)f 11. 11 I 

の存在領域は，

(5.40) 

可
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O
 

である.

X2は X の下側 m 行からなる部分行列である.

R(p) =乞PiRi，

であり，

入min[R(p)]~ min入min[Ri]であることからこの条件は，補題 5.1において，

導かれる.

つぎに，定理 5.1の安定条件について考える. (5.39) 式の E~ が， Eh 亡 E を満たすとする.

このとき，

(5.41) Veε E~ Iピπ三J((ε)，

さらに，定理 5.1を満たす pに依らない行列 J(πで，定理 5.1における J(e(r，p)を置き換える.

このそれぞれ，すべての (r，p)ε冗 xPに共通な H，νで置き換える.ν(r，p)を，の H(r，p)，

とき， (5.31)， (5.32)式は，行列

(5.42) 

(5.43) i， k = 1，2，... ，l 
HBz-jArd-jC71 

1 長1_ ~[BTCI + CkBi] J ' 

Utk=H+icruck， 

AfH + HAi 
Qik = I 11 

I B!H-ニCJ..A;一二C;L-'- 2-~ ・ 2"

(5.44 ) 

それぞれ，

nu 
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を用いて，
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つぎの定理を得る.これより，と表わされる.
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定理 5.2 (5.38)式の l個の LMIに共通の解 X が存在し，与えられた参照入力 T の領域冗に

対して，

E~CE (5.46) 

が成り立っとする.このとき./(/+1)個の LMI

Uii > 0， Uik + Ukiさ0， (5.47) 

Qii < 0， Qik + Qki壬0，i=1，2，...，I， k=i+1，i+2，...，1 (5.48) 

に共通の正定対称行列 H と実数 νが存在するならば，ポリトープ型ルーリエ系 Sはパラメトリッ

ク絶対安定である.

例 5.1 ルーリエ系 Sにおいて，線形部の係数行列は. (5.36). (5.37)式で表わされ，その端点

行列が，
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であるとする.そして，参照入力 Tの領域冗は，冗 ={rεR2 
: Ilrll ::; 1}であるとする.また，

非線形部に対する (5.3) 式のセクタ条件における K(ε) は • E = {e E R2 
: IJeIl < 6}に対して，
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(5.50) 

で与えられるとする.なお，以下で， LMI条件を解くには，文献 [11]の数値計算ツールを用いた.

計算結果の数値は，小数第 3位を四捨五入したものである.
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まず，A(p)の安定性を調べる. 3つのリアプノフ不等式

A; P + PAi < 0， i = 1，2，3 (5.51) 

は，これらに共通の正定対称行列 P について解くことができ，

I 0.20 0.03 0.01 I 

P = I 0.03 0.27 0.01 I 

I 0.01 0.01 0.16 I 

(5.52) 

を得る.これと， (5.36)式より，

AT(p)P + PA(p) < 0， 'Vpε? (5.53) 

であるから，A(p)は安定である.

つぎに，Sの平衡状態の存在を確かめる. (5.38)式の 3つの LM1をこれらに共通の X につい

て解くと，

一0.22 0.23 -0.07 0.92 0.07 

0.11 -0.57 0.39 0.62 0.09 

X = I -0.07 -0.14 -0.10 0.14 0.63 (5.54) 

1.49 -0.32 -2.22 2.11 -0.96 

1.16 3.88 0.57 1.01 2.21 

を得る.したがって，Sの平衡状態は存在する.この Xに対して， σmax(X2)ニ 4.76，min入min[Ri]= 

1.92であるから，すべての (r，p)ε冗 xPに対する平衡点♂(r，p)の存在領域は， (5.39)式より，

~={εεR2 
: 11ε11三4.96} (5.55) 

となる.

さて，存在が確認できた平衡状態の安定性を調べよう. (5.55)式より，E~c E である.この

とき，
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は， (5.41)式を満たす K(e)(eε E~) の上界である.これを用いて， (5.47)， (5.48)式の 12個

の LM1をこれらに共通な H，νについて解くと，正定対称行列
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と実数 ν=0.14が得られる. したがって，安定条件も満たされ，ポリトープ型ルーリエ系 Sは

パラメトリック絶対安定であることが確かめられた.

以上では，ポリトープ型線形部として， (5.36)式のように l個の定数行列の組 (A1，B1' Ct)， ...， 

(Az，Bz， Cz)によって定義される凸結合を考えた.つまり，A(p)， B(p)， C(p)のパラメータ依存

性は独立ではない.それに対して，より一般的なポリトープ型線形部として，A(p)は A1，...，AIα

の凸結合，B(p)は B1'・・・ ，BZbの凸結合，C(p)は C1，・・・ ，CZc の凸結合の場合も考えられる. こ

のような線形部は，すべてのん，Bj， Ck. i = 1ぃ・・ ，1α， j = 1，...，h， k = 1，...，lcの組み合わ

せによって決まるんh1c個の (Aj，Bj， Ck)によって定義された (5.36)式の形の凸結合で表現でき

て，この場合に対しても定理 5.2は有効である.

5.5 ブロック対角型非線形部をもっルーリエ系

これまで非線形部を表わす ψは m 入力 m 出力の 1つの関数と考えてきた. しかし，実際の制

御系においては，非線形部を互いに独立な複数のプロックに分けることができる場合も多い.そ

こで，本節では，フeロック数が 2の場合について， 5.2， 5.3節の結果を拡張し，構造を考慮するこ

とによって， LMI条件を緩めることができることを示す.なお， 3以上のブロック数の場合への

拡張や，ポリトープ型線形部をもっ場合に対する条件の導出も同様である.

いま，ルーリエ系 5において.非線形関数 ψ:Rm → Rm は，互いに独立な 2個のブロックか

ら成り，
吋
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と表わされるとする.ここに，e = [ e[ ef jT， eiεRm
; (i = 1，2)で， m1 + m2 = m とする.

そして，各フ'ロックを表わす関数約:Rm;→ Rm;は連続微分可能で，それぞれが， (5.2)--(.5.4) 

式に対応する条件

fD仰 (e;)f= D仰 (ej)， Vei εRm
; (5.59) 

{仰(ei+ん)一約(ej) } T ](j-1 ( ej){ψi(ei十ん)一約(ei)}~ eT{仰 (ei+凸)ー ψj(ei)}，

Vei εEi， VιεRm; (5.60) 

ψj(O) = 0 (5.61) 
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を満たすとする.ここに，D怖いi)は怖いi)のヤコビ行列， Esは R町内のある原点近傍，](i(ei) 

は eiεEiの連続関数を成分とする正定対称行列である.このような非線形関数 ψを，ここでは，

ブロック対角型非線形関数と呼ぶことにする.

(5.59)-(5.61)式より，

]((ε) = diag{](1(e1)， ](2(e2)}， (5.62) 

E = E1 X E2とおけば，フーロック対角型非線形関数 ψは，(5.2)-(5.4)式を満たしている.その

ため，定理 5.1は本節で考えている非線形部をもっルーリエ系に対しても成り立つ.しかし非線

形関数のブロック構造を考慮に入れれば，定理 5.1よりも緩い条件でパラメトリック絶対安定性を

保証することができる可能性がある.

まず，平衡状態の存在条件と♂(r，p)の存在領域を示そう.

補題 5.3 任意の (r，p)ε冗 xPと(5.59)-(5.61)式を満たす任意のフ'ロック対角型非線形関数

ψに対して，ルーリエ系 Sの平衡状態が存在するための十分条件は，任意のパラメータ pε?に

対して， LMI 

[MT7)…1(P)XTL(Vl>O (5.63) 

を満たす (n+ m)次正方行列 X = X(p)と対角行列 f= f(p) = diag{γ1 (p)Im1  ，γ2(p)Im2}， 

γi (p) > 0 C i = 1， 2) が存在することである.また，この条件のもとでの
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の部分ベクトル可(r，p) Ci = 1，2)の存在領域は，

/一、 f_ ~ Dm; . 11_ 11 /' 2I1X!(p)rlll E~( r. v) = ~ ei E= Rmi : Ileill < -"--，，， ¥r ，. 11 ~ (5.65) 

である.ここに，X2(p)は X(p)の下側 m 行からなる部分行列であり，R(p)は X = X(p)， 

f = f(p)と置いた (5.63)式左辺を表わす.

この補題 5.3は，補題 5.1の証明中の (5.15)式において， (5.8)式の原点におけるセクタ条件を

用いる部分を， (5.60)式で ej=O Ci=1，2)とおいた仰の原点におけるセクタ条件の重みつき
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和で置き換えて得られる.すなわち，不等式

2ZTXT(p){J(z，r) -f(O，r)} 

三2ZTXT(p){J(z，r)-f(O，r)} + 2~二引(p){<pr (ei)J(-l (0)怖いd-er <p( ei)} 
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が成り立つことによる.

つぎに，安定解析を考えよう. (5.20)式の偏差系 5における φは
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と表わすことができる.そこで，正定関数 V(i)を

印)寸TH(r，p)i +今i(r，p)10
1

山山-OCi(p)i]dO 同)

で定義し， 5.3節での (5.24)式のリアプノフ関数の代わりに用いよう.ただし，Ci(p) (i = 1，2)は行

列C(p)の行を eiの次元に応じて分割した部分行列，H(r，p)は正定対称行列，的(r，p)(i二 1，2)は，

HM+izm刷 r，p)，O}CT (p)附

が成り立つ範囲の実数であるとする.前節の ν(r，p)と (5.25)式についての議論と同様にして，

(5.69)式が満たされていれば円(r，p)が負であっても V(i)の正定性は保証される.

V(i)の Sの状態に沿った全導関数を求め， (5.60)式を用いると，

す(i)三iT{AT(p)H(r，p)+ H(r，p)A(p)}i 

+ 2iT{H(r，p州一jシν伊AT州T町(p)CT町勺(ωp)川川N川(川φ[一C仰州ωω)戸£

一<TT[ 一C(ωωp同)i幻]N(いr，p列)C(伊p)B(ωp)や剖[一C(ωp)戸£司l 

+玄ん(r，p){-Ci(p)i -J(i-1
(ぐ(叩))仇[-Ci(p)i]fふ[-Ci(p)i]

i=l 

= [iT <tT[-C(p)i]] 

[F(P)H(TP)+十)A(P)!
BT(p)H(r，p) -~N(r， p)C(p)A(p) -~A(r， p)C(p) 
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H(什叩刷，p同桝州)回B町(ωp)一iドAT(ωp)CT貯CT勺(ωp川川州)川N川(什叩川，p同)一jシドC♂T(ω同州州)川A判(什叩明，p刈 1
一-A(いT川ヲ

[ <TI-;(p)Xll (5.70) φ[ト一C(p)i斗l 

を得る.ここに • N(rヲp)= diag{νl(r，p)Imll v2(r，p)Im2}であり，ん(r，p) (i = 1，2)は非負数，

そして • A(r，p) = diag{入l(r，p)Imいん(r，p)Im2}である.

この V(i). V(i)に対して. 5.3節における安定解析と同様の議論を行う.その際，ぐ(r，p)

(i=1，2)の存在領域 E'f(r，p)について.Ei(r，p) C Eiが成り立っとする.そして，

Iピie(r，p)三Ki(e;)，'Vei εEi(r，p) (5.71) 

を満たす ICe(r，p)からなる行列

Iら(r，p)= diag{K1e(r，p)， K2e(r，p)} (5.72) 

を用いて，ブロック対角型非線形部をもっルーリエ系に対するつぎの定理を得る.

定理 5.3 任意のパラメータ pε?に対して. (5.63)式の LMIを満たすい+m)次正方行列

x = X(p)と正定対角行列 f= f(p) = diag{γ1(p)Im1，η(p)Im2}が存在し，任意の参照入力

Tε 冗に対して，

Ei{r，p)亡Ei，i=1，2 

が成り立っとする.このとき，任意の (r，p)ε冗 xPに対して. LMI 

H + ~CT(州一 INI川叩)仰) > 0 

[A1…九BT(p)H -~NC(p)A(p) -~AC(p) 

HB印)-jATWT(P)N-jcT州|
1<0 

-AK;l(r，p) -~[BT(p)CT(p)N + NC(p)B(p)] J 

(5.73) 

(5.74) 

(5.75) 

を満たす正定対称行列 H= H(r，p).対角行列 N= N(r，p) = diag{νl(r，p)lmJl v2(r，p)Im2}'半

正定対角行列 A= A(r，p) = diag{入l(r，p)Iml'入2(r，p)ImJが存在するならば，ルーリエ系 Sは
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パラメトリック絶対安定である.ここに，

INI = diag{lvII1m1， Iν211m2} (5.76) 

である.

以上の議論において， γl(p)=γ2(P) = 1， Vl(r，p) =ν2(r，p) =ν(r，p)，入l(r，p)=ん(r，p)= 1 

とすれば，定理 5.3は定理 5.1と一致する.したがって，非線形関数 ψがブロック対角である場合

には，定理 5.3は定理 5.1を含み，より緩いパラメトリック絶対安定条件を与えているといえる.

なお，定理 5.1の導出過程においても，正数 γ(p)，非負数入(r，p)を導入することは可能である.

しかし，それらを 1とおいても，それらに自由度を与えても， LMI条件の成立が等価であること

を容易に示すことができる. したがって，定理 5.1では γ(p)や入(p)が現れない表現を採用した.

5.6 結言

線形部の係数行列にパラメータを含む多入力多出力ルーリエ系に対して，パラメトリック絶対

安定条件をパラメータを含む LMI条件で与えた.そして，ポリトープ型ルーリエ系に対しては，

より保守的ではあるが，既存の数値計算ツールで判定可能な LMI条件を示した.また，非線形部

が7'ロック対角型の場合には， LMI条件を緩めることができることを示した.
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第 6章

非線形制御系のパラメトリック絶対安定性

6.1 緒言

パラメータを含む安定な時不変線形部とセクタ条件を満たす静的な非線形部から成るルーリエ

系に対して，第 2章では，パラメトリック絶対安定性という概念を定義した.そして，第 3-5章

では，そのための十分条件を与えた.その安定性は，参照入力とパラメータの変動による平衡状

態の変化を考慮、した安定性である.本章の目的は，その結果をより一般的なフィードバック制御

系に拡張することである.

フィードパック制御系は，制御対象とコントローラから成る.そして，その制御対象の入力端，

あるいは，コントローラの出力端のいずれかに静的な非線形特性を含む場合がよくある.たとえ

ば，アクチュエータが非線形特性を含む場合などである.本章では，そのような非線形制御系と

して， Fig.6.1で表わされる構造をもっフィードバック系 Sを考える.ここに， ιはパラメータ

を含む線形制御対象，ムは線形コントローラ，Nは静的な非線形要素で，それらはすべて時間不

変とする.

また，制御対象がサーボモータを要素としてもったり， PIコントローラが用いられるなど，フィー

T 

Fig. 6.1. Nonlinear control system S 
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ドパックループ内に原点極が含まれる場合も多い.そのため，本章では， ιとιcは原点極を含み

得るとする.

このようなシステム Sは，参照入力と不確かなパラメータをもっルーリエ系を，ム=1とい

う，特殊な場合として含んでいる. したがって，第 2章での指摘が当てはまり，参照入力や制御

対象のパラメータの変動によって平衝状態が変化し，そのために安定性も変化し得る.本章では，

このような非線形制御系 Sに対し，パラメトリック絶対安定性を考える.非線形要素 N は指定

されたセクタ条件を満たす任意のものであり，参照入力やパラメータの変動はある有界なものと

する.ここでは，簡単のため，非線形制御系 Sは1入力 1出力とし，Sがパラメトリック絶対安

定であるための十分条件を，パラメータを含むポポフ型の条件により与える.

ところで，コントローラには， PIコントローラのように，チューニング・パラメータを含むも

のがある.その値の変更は，制御対象のパラメータ変動と同様，平衡状態を変化させ，安定性に

影響する.そこで，パラメトリック絶対安定性の概念と十分条件を，コントローラムがパラメー

タを含む場合にも拡張する.

6.2 パラメトリック絶対安定性の定義

Fig. 6.1において， ιは，係数行列にパラメータ pε R1を含む 1入力 1出力線形制御対象で，

ι
x = A(p)x + b(p)u 

-
y = c(p)x 

(6.1 ) 

で与えられるとする.ここに xεRn はιの状態であり，パラメータ pは，有界閉領域?亡 R1

を変動領域とする定数ベクトルで，公称値を fとする.ι の操作入力 uεRから制御出力 UξR 

までの伝達関数を g(s，p)= c(p)[sI -A(p)t1b(p)で表わす.

ムは，参照入力 TεRと Uとの制御偏差

を入力とする線形コントローラで，

ιc . 

ε=r-y 

Xc = Acxc + bce 
σ= CcXc + dce 

(6.2) 

(6.3) 

で与えられるとする XcεRm はιcの状態であり，参照入力 Tは，その値を閉区間冗 =[1:.，可

江主 0壬r)にとる定数で，公称値を 0とする.ιcの入力 E から出力 σεRまでの伝達関数を
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ge(S) = ce(sI -Ac)一lbc+ deで表わす.ここでは，コントローラムはパラメータを含まないと

する.なお，後に，コントローラにチューニングパラメータを含む場合へと議論を拡張する.

制御対象£の係数行列 A(p)，b(p)， c(p)は，パラメータ pε?の連続関数を成分とする行列

で，(A(p)， b(p))は可制御対，(c(p)， A(p))は可観測対であるとする.そして，行列 A(p)は，つ

ぎのいずれかの仮定を満たすとする.

(Al)すべての pε?に対して，A(p)は安定，すなわち，固有値の実部が負である.

(A2)すべての pε?に対して A(p)は零固有値をただ 1つもち，それ以外の固有値は，実部が

負である.

また，コントローラ Leにおいて，(Ae， be)， (cC) Ae)は，それぞれ，可制御対，可観測対である

とし，行列 Aeは，つぎのいずれかの仮定を満たすとする.

(Bl) Acは安定.

(B2) Aeは零固有値をただ 1つもち，それ以外の固有値は，実部が負である.

すなわち， ι，ムは，安定であるか，または，原点極を 1つだけ含むとする.

ところで，仮定 (A2)と(B2)が同時に成り立つ場合には，閉ループ系の線形部は全体として原

点極を 2個含むことになり，参照入力やパラメータに変動がない場合でも，ポポフの安定条件で

はSの安定性を保証できない [2].そのため，本章ではこのような場合は考えないことにする.さ

らに，仮定 (Al)と(B2)，または， (A2)と(Bl)が成り立つ場合には， ιとιcは原点に零点をも

たないとする.

さて，Nは， σを入力 uを出力とする静的な非線形要素で，

N: u=ψ(σ) (6.4) 

で表わす.これは，たとえば，アクチュエータの非線形特性を表わすものである.この非線形関

数 ψ:R→ Rは連続で， 0を内部に含むある有界閉区間 Zについて，

km(σ)a2 ~ a[ψ(σ+δ)一ψ(σ)]三kM (σ)a2，Vσε E， VaεR， 

ψ(0) = 0 
(6.5) 

を満たすとする.ここに，km(σ)， kM(σ)はσεZによって決まり，連続で，km(σ)三0，kM(σ) > 0 

である.この仮定は，点 σεZにおける ψのセクタ条件であり， ψ(σ)が Zの内部において単

調非減少関数であることを要求している.Eの外では増大，または，減少の割合に制限はない.
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(6.1)， (6.3)， (6.4)式より，システム Sは，

x = A(p)x + b(p )<p( CcXc + dcr -dcc(p)x)， 

Xc = Acxc + bc[r -c(p)x]， rε冗，pε? (6.6) 

と表わされる.したがって，Sは，Lとム両方の状態 x，れをその状態 z= [XT X~V とする非

線形システムである.

このシステム Sは，Lc = 1の場合，すなわち， ιcの伝達関数が 9c(S)三 1の場合であるルー

リエ系を特殊な場合として含んでいる.この場合については，第 2章で，参照入力 T とパラメー

タpの変化に伴って平衡状態が変化し得ることを示した.したがって，本章においても r，pの

両方をパラメータと考える.

(r，p)が公称値 (O，p*)ε冗 xPにあるとき，公称系 r

x = A(pつx+ b(p率)ψ(ccxc-dcc(pつx)，
ι= Acxc -bcc(pつz

(6.7) 

の平衡状態は，原点にある.そのため，公称系 rの安定性は原点の大域漸近安定性を意味する.

したがって，公称系 S噂では，非線形関数に対して， (6.5)式で σ=0とおいた原点におけるセク

タ条件

km(0)a2三。ψ(δ)三kM(O)δ2 VaεR (6.8) 

のみを考えて，システム S事の安定解析を行えばよい.この場合には， ιとιcをまとめて線形部

と見なせば，通常の絶対安定性 [2]の議論に帰着させることができる.

しかし，(r，p)が公称値から変化すると，Lc = 1の場合に対して第 2章で示したように，平衡

状態が存在しても，それは原点とは限らない.そのため，この場合のシステム Sの安定性を考え

るには，移動した平衡点においても非線形関数 ψがセクタ条件を満たす必要がある.そこで，本

章でも，原点を含むある閉区間 Zの各点におけるセクタ条件 (6.5)を前提としている.

ここで，第 2章で定義したパラメータの変化に伴う平衡状態の変化を考慮に入れた絶対安定性

の概念を，コントローラを含む場合について記述しよう.

定義 6.1 すべての (r，p)ε冗 xPと(6.5)式を満たす任意の非線形関数vに対して，システム

Sに平衡状態
可
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がただ 1つ存在し，それに対する非線形要素 Nへの入力ゲ(r，p)が Zにあるとする.このとき，

この平衡状態が大域漸近安定であるならば，システム Sはパラメトリック絶対安定であるという.

6.3 平衡点の存在条件と存在領域

システム Sがパラメトリック絶対安定であるための条件を導出するために，ここでは，まず，

平衡状態の存在性についての条件を与える.そして，つぎの安定解析で，非線形要素Mの入力の

平衡点ポ(r，p)における ψのセクタ条件を考えるため，ゲ(r，p)の存在範囲を求める.

(6.6)式より，Sの平衡状態は，

A(p)x + b(p)t.p(ccxc + dcr -dcc(p)x) = 0 

Acxc + bc[r -c(p)x] = 0 

の解である.そして， (6.9)， (6.10)式の解 x= xe(r，p)， Xc = x~(r， p) の存在性は，

A(p)x + b(p)ψ(σ) = 0 

σ= CcXc + dce 

Acxc + bce = 0 

e = r -c(p)x 

(6.9) 

(6.10) 

(6.11) 

(6.12) 

(6.13) 

(6.14) 

の解 x= xe(r，p)， Xc = x~(r， p) ， σ=σe(r， p) ， e =♂(r，p)の存在性と等価である.その存在性

を，行列 A(p)に対する仮定 (A1)，(A2)と行列 Acに対する仮定 (B1)，(B2)の3つの組み合せ

について考える.

(1)仮定 (Al)，(Bl)が成り立つ場合:仮定 (A1)より，すべての pε?に対して，A-1(p)が

存在するから， (6.11)式は，

x = -A-1(p)b(p)ψ(σ) 

と等価である.これを (6.14)式に代入すると，

e = r -g(O，p)ψ(σ) 

を得る.また，仮定 (B1)より AJ1が存在するから， (6.13)式は，

Xc = -A;;-lbce 

(6.1.5) 

(6.16) 

( 6.17) 
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v 

り =σ+g(O，p)gc(O)ψ(σ) 

v = {1 + g(O，p)gc(O)kM 
σ 

り={1 + g(O，p)gc(O)km(O)}σ 

(a) g(O，p)gc(O)三0

り v=σ+g(O，p)gc(O)ψ(σ) 

σ 

り={1 + g(O，p)gc(O)kM(O)}σ 

(b) g(O， p )gc(O) > 0 

Fig. 6.2. Sector condition onり =σ+g(O，p)gc(O)ψ(σ) 

と等価である.これを (6.12)式に代入し， (6.16)式を用いると， σについての代数方程式

σ= gc(O){r -g(O ， p)~(σ)} (6.18) 

を得る.この (6.18)式の解 σ=ゲ (r，p)が存在すれば， (6.15)式より xe(r，p)が，そして， (6.14)， 

(6.17) 式より x~(r， p) が存在し ， S の平衡状態 ze(r ， p) は存在する.

ところで， (6.18)式の解が存在するのは， Fig.6.2のσp平面上で，曲線 v=σ+g(O，p)gc(O)ψ(σ) 

と直線 v= rgc(O)とが交わるときである.原点 σ=0における (6.5)式のセクタ条件より，曲線

り =σ+g(O ， p)gc(O)~(σ) は， Fig. 6.2に示すようなセクタに含まれる. ~(σ) の連続性より，この

曲線と直線 v= rgc(O)が交点をもつための十分条件は，g(O，p)gc(O)三0の場合には， Fig.6.2(a) 

から分かるように，

1 + g(O，p)gc(O)kM(O) > 0， Vpε? (6.19) 

または，

1 + g(O， p)gc(O)km(O) < 0， Vp E P (6.20) 
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である • g(O，p)gc(O) > 0の場合は， Fig. 6.2(b)のように，そのような交点は常に存在し， しか

も， (6.19)式も常に成立する. したがって， (6.19)， (6.20)式は，平衡状態が存在するための十分

条件である.ところで， (6.20)式の条件のもとでは，パラメータが公称値 (r，p)= (O，p*)にある

場合においても，公称系 S*はポポフの安定条件を満たさないことがいえる.そのため，ここで

は， (6.19)式の条件のみを平衡状態の存在条件とする.この条件のもとで，任意の (r，p)ε冗 xP

に対するが(r，p)の存在範囲 Ee(r，p)は， Fig. 6.2より，

g(O，p)gc(O)三0，rgc(O)三0，または，g(O，p)gc(O) > 0， rgc(O) > 0のとき，

lqc(0)Tgc(0)1  

1十g(O，p)gc(O)kM(O)'1 + g(O，p)gc(O)km(O)J 
(6.21a.) 

g(O，p)gc(O)三0，rgc(O) > 0，または，g(O，p)gc(O) > 0， rgc(O)::; 0のとき，

lqc(O) rgc(O) 
1 + g(O，p)gc(O)km(O)' 1 + g(O，p)gc(O)kM(O) 

(6.21b) 

で与えられる.

(11)仮定 (Al).(B2)が成り立つ場合:仮定 (A1)より，A-1(p)が存在するから， (6.11)式

は(6.15)式と等価である.また，付録 B.3で示されるように，仮定 (B2)と (Ac，bc)の可制御性

により， (6.13)式が成り立つには e二 Oでなければならない.すなわち， (6.16)式より，

r -g(O，p)ψ(σ) = 0 (6.22) 

が，必要である.そこで， σに関するこの代数方程式の解ゲ(r，p)が存在すれば， (6.12)-(6.15) 

式で σ=ゲ(r，p)，e = 0とおいた代数方程式の解 xe(r，p)，バ(r，p)も存在することを示そう.

(6.15 )式より， が(r，p)は ゲ(r，p)で表わされる.また， (6.12)， (6.13)式は代数方程式
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(6.23) 

で表わされる.付録 B.4で示されるように， (cc， Ac)の可観測性により， (6.23) 式の解 x~(r， p) は

存在する. したがって， (6.22)式の解の存在性によって，Sの平衡状態 ze(r，p)の存在性カ旬、え

る.ι は原点に零点をもたないため，g(Oぅp)ヂOである.これより， (6.22)式が解をもつための

十分条件は，原点 σ=0における (6.5)式のセクタ条件より，km(O) > 0である.この条件のもと

で，任意の (r，p)ε冗 xPに対するが(r，p)の存在範囲 Ee(r，p)は，
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T三0，g(O，p)三0，または， r > 0， g(O，p) > 0のとき，

し州知町
(6.24a) 

T三0，g(O，p) > 0，または， r > 0， g(O，p)三0のとき，

(6.24b) 

で与えられる.

(III)仮定(A2)，(Bl)が成り立つ場合:仮定(A2)と(A(p)，b(p))の可制御性より，付録 B.3

と同様にして， (6.11)式が成り立つためには，

ψ(σ) = 0 (6.25) 

が必要である.いま ，km(O) > 0と仮定すると，原点 σ=0における (6.5)式のセクタ条件よ

り， (6.25)式は σ=0を意味する.そこで， (6.11)-(6.14)式で， σ=0とおいた式を満たす

x = xe(r，p)， Xc = x~(r， p) が存在することを示そう.このとき， (6.11)式は，

A(p)x = 0 (6.26) 

となる.また， (B1)より，A;;-lが存在するから， (6.13)式は (6.17)式と等価である.これと， (6.12) 

式で σ=0とおいた

ccxc + dce = 0 (6.27) 

より，

gc(O)ε=0 (6.28) 

を得る. Ccは原点に零点をもたないから gc(O)ヂOであり，これより，e = 0である.したがっ

て， (6.14)式より，

r -c(p)x = 0 (6.29) 

である. (6.26)， (6.29)式は，代数方程式
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で表わされる.(c(p)， A(p))の可観測性より，付録 B.4と同様にして， (6.30)式の解 x= xe(r，p) 

は (r，p)に対して一意に存在する.このとき， (6.17)式より，巧(r，p)= 0である.

(注意 (II)，(III)の平衡点解析においては，km(O) > 0でなくとも，すなわち，km(O) = 0で

あることを許しても，システム Sが平衡状態をもつことがある. しかし，線形部が原点極を含む

場合には，km(O) = 0という条件のもとでは，公称系 rであっても，次節で述べるポポフの安定

条件を満たさない.そのため，ここでは km(O)= 0の場合についての平衡点解析を省いた.

以上の (I)-(III)の場合を補題にまとめる.

補題 6.1 任意の (r，p)ε冗 xPに対して，システム Sの平衡状態 ze(r，p)が存在するための

十分条件と，ゲ(r，p)の存在範囲 Ee(r，p)は，以下のとおりである.

(1)仮定 (A1)，(B1)の場合:

条件 1+ g(O，p)gc(O)kM(O) > 0， 'Vpε? 

ポ(r，p)の存在範囲 Ee(r，p):(6.21)式

(II)仮定 (A1)，(B2)の場合:

条件 km(O)> 0 

ゲ(r，p)の存在範囲 Ee(r，p):(6.24)式

(III)仮定 (A2)，(B1)の場合:

条件 km(O)> 0 

σe(r，p)の存在範囲: {O} 

(1)の場合の (6.19)式の条件は，

g(O，p)gc(O)→+∞ 

(6.19) 

(6.31) 

の極限において，常に成り立つ.Ig(O，p)1 <∞であれば，これは，gc(O)→土∞の場合であり，こ

のとき， (1)の場合の (6.21)式の Ee(r，p)は(II)の場合の (6.24)式へ収束する一方， Igc(O)1 <∞ 

であれば， (6.31)式は，g(O，p)→土∞の場合を表わし， (1)の場合の (6.21)式の Ee(r，p)は

Ee(r，p) = {O}となる. したがって，補題 6.1の (II)，(III)のポ(r，p)の存在範囲は， (1)の場合

の極限における Ee(r，p)を含んでいることが分かる.

以上の平衡点解析において， (III)の場合，非線形関数 ψによらず，平衡状態は一意である.し

かし， (1)と(II)の場合，補題 6.1の条件では，平衡状態の一意性まではいえない.パラメトリッ
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ク絶対安定性の定義が要求する平衡状態の一意性は，補題 6.1の条件のもとで存在カ旬、えた平衡

状態の大域漸近安定性を，次節で示すことによって保証される.

6.4 パラメトリック絶対安定性のためのポポフ型条件

システム 5の平衡状態 ze(r，p)が存在するとき， (6.5)式のセクタ条件を満たすすべての ψに

対して，ze(r，p)が大域漸近安定であるための条件をポポフの安定条件により示す.そして，補題

6.1の条件を考慮し，Sがパラメトリック絶対安定であるための条件を与える.

pε?を任意に固定するとき，システム 5は，平衡状態からの偏差 z= z -ze(r，p) = [XT x~f 

を用いると，つぎの偏差系 5で表わされる.

ι x二 A(p)x+ b(p )u， fJ = c(p)x 

ιc: Xc = Acxc + bce， a = ccxc + dc正

N: u=φ(δ) (6.32) 

ここに x=xーが(r，p)，Xc = Xc -x~(r， p) ， e = -y， 

や(δ)=ψ[σe(r，p)+δ]-1'[σe(r，p)] (6.33) 

である.この dの平衡状態は z= [XT X~V = [OT OT]Tである.ゲ(r，p)εEであるならば，

σ=ゲ(r，p)における (6.5)式のセクタ条件と等価な

km[σe(r，p)]a2 ~δや(δ) ~ kM[σε(r，p)]a2， VaεR (6.34) 

が成り立つ.これは，やの原点におけるセクタ条件を表わしている.

Sは参照入力が Oのフィードバック系であるから，その安定解析のためには， [とムをまと

めて 1つの線形部と考えればよい.そうすれば，システム 5は，伝達関数が g(s，p)gc(s)である

線形部と (6.34)式のセクタ条件を満たす非線形部 Nからなるルーリエ系とみなすことができる.

したがって， (6.5)式を満たすすべての ψに対してシステム Sの平衡状態 ze(r，p)が大域漸近安

定であるためには，ルーリエ系 Sが絶対安定であることを示せばよい.そのための条件は，ポポ

フの安定条件 [2]によれば，つぎのようになる.すなわち，

Re[{l + jv(r，p)ω}g(jω，p )gc(jω)l+1>O，Vωε R+ (6.35) 
kM[σe(r，p)] 
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を満たす実数 ν(r，p)が存在し，さらに L，ムのどちらかが原点極を 1つもつ場合には，

km[σe(r，p)J > 0 (6.36) 

と，

sg(叩)仰)15=0> 0 (6.37) 

が成り立つことである.ただし，R+ = [0，+∞) u {+∞}である.

この条件は，非線形要素Mへの入力の平衡点ゲ(r，p)を含んでおり，その値が既知でなければ

確かめることはできないように見える.ところで，前節では，このゲ(r，p)の存在範囲を， (1)-

(III)のそれぞれの場合について求めている.そこで，以下では，このゲ(r，p)の存在範囲を用い

て，安定条件を判定可能な条件として表わそう.

まず， (III)の場合には，補題 6.1より，ゲ(r，p)は (r，p)ε冗 xPの値にかかわらず， 0であ

る. したがって，ゲ(r，p)= 0とおけば， (6.35)式は T に依存せず，pのみによって決まる実数

ν(r，p) =ν(p)の存在と，km(O) > 0，そして， (6.37)式の成立が安定条件となる.

一方， (1)， (II)の場合には，補題 6.1の条件のもとで，ゲ(r，p)の存在範囲 Ee(r，p)は，それぞ

れ (6.21)，(6.24)式で与えられている.そこで，kM[σe(r，p)Jを

k'Af(r，p) = max{kM(σ) :σε Ee(r，p)} (6.38) 

で置き換えた

Re[{l + jv(r，p)ω}g(jω，p )gc(jω)J +一」一一>0， V，ωε 豆+ (6.39) 
kM(r，p) 

を用いれば，ポ(r，p)が分からなくても， (6.35)式は判定可能になる.

ところで，pを任意に固定したとき，すべての Tε 冗に対して (6.39)式を満たす ν(r，p)が存

在するための必要十分条件は， (6.39)式の k1t(r，p)を

kn(p) = max{kAt(r，p) : rε冗} (6.40) 

で，v(r，p)を T に独立な ν(p)でそれぞれ置き換えて，実数 ν(p)が存在することである.この

k冗(p)は，補題 6.1の (1)，(II)のそれぞれの仮定のもとで，

k冗(p)= max{kM(σ) :σεE長(p)} (6.41) 
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を用いて計算することができる.ここに，E長(p)は，すべての rε 冗に対する平衡点ゲ(r，p)の

存在範囲であり， (6.21)， (6.24)式より，以下で与えられる.すなわち， (1)の場合には，

g(O，p)三0，gc(O)三Oのとき，

[l+g(O~!Jc(O 1:!lc(O) 
1 + g(O，p)gc(O)km(O) ， 1 + g(O，p)gc(O)km(O) 

g(O，p)壬0，gc(O) > 0のとき，

l mc(O) 私 (0)
1 + g(O，p)gc(O)kA1(O)， 1 + g(O，p)gc(O)kA1(O) 

g(O，p) > 0， gc(O)壬0のとき，

l 可c(O) 1:!lc(O 
1 + g(O，p)gc(O)kA1(O)， 1 + g(O，p)gc(O)kA1(O)J 

g(O，p) > 0， gc(O) > 0のとき，

で， (II)の場合には，

g(O，p) < 0のとき，

g(O，p) > 0のとき，

[四c(O) 可c(O 1
1 + g(O，p)gc(O)km(O) ， 1 + g(O，p)gc(O)km(O)J 

しιん(0)'仰い。)]
で与えられる.また，この Z長(p)を使うと， (6.36)式も

km(σ) > 0， σεZ長(p)

で確かめることができる.

(6必 a)

(6.42b) 

(6必 c)

(6.42d) 

(6.43a) 

(6.43b) 

(6.44 ) 

以上で得られた安定条件は，すべての Tε 冗に対する平衡点ゲ(r，p)の存在範囲 E長(p)を含ん

でいる. したがって，これらの安定条件が判定可能なものとなるためには，前提として， (6.42)， 

( 6.43)式の Z長(p)が，非線形関数に対する (6.5)式のセクタ条件が定義されている範囲 Eに含ま

れているということが必要である.

補題 6.1と上述の議論より，システム 5がパラメトリック絶対安定であるための定理を得る.
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定理 6.1 つぎの (1)'"" (1II)のいずれかが成り立つならば，システム 5はパラメトリック絶対安

定である.

(1)仮定 (A1).(B1)のもとで. (6.19)式が成り立つとき，与えられた参照入力 Tの範囲冗とす

べての pモ?に対して. (6必)式の Z長(p)が

E長(p)C E (6.45) 

を満たし，

Re[{l + jνω}g(jω，p)gc(jw)] +ーとー>0， "1，ωε 五+
k冗(p)

(6紛)

を満たす実数 ν=ν(p)が存在する.

(II)仮定 (A1).(B2)のもとで，与えられた参照入力 T の範囲冗とすべての pε?に対して，

(6.43)式の E長(p)が (6.45)式を満たし. (6.37)式と (6.44)式が成り立ち. (6.46)式を満たす実数

ν=ν(p)が存在する.

(1II)仮定 (A2).(B1)のもとで.km(O) > 0であり，すべての pε?に対して. (6.37)式が成り

立ち，

Re[{l + jνω}g(jω，p)gc(jω)] +ーとー>0， "1ωε R+ 
kM(O) 

を満たす実数 ν=ν(p)が存在する.

(6.47) 

ところで. (1)の場合，一般には，すべての pε?に対して線形部 L.ムの定常ゲインが正，

すなわち.g(O，p) > O. gc(O) > 0であることが多い.この場合. (6.19)式は満たされ，平衡状態

は常に存在する.さらに，このとき.km(O) = 0であれば. (6.42)式の Z完(p)は，

Z長(p)=冗c三 Lr.9c(O)，rgc(O)] (6.48) 

であり. (6 .4 1) 式の kn(p) は • pに依存しない定数

向(p)= k五三 max:{kM(σ):σε 冗c} (6的)

となる.この場合の安定条件を以下に述べる.

系 6.1 仮定 (A1).(B1)のもとで.g(O，p) > O. gc(O) > 0 であり • km(O) = 0であるとする.

このとき冗cC E.かつ，すべての pε?に対して，

R恥刷e叫[{μl+j戸νωω叶ゆ}g引伽(
向 7冗z 

(6.50) 
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を満たす実数 ν=ν(p)が存在するならば，システム Sはパラメトリック絶対安定である.

仮定 (A1)を満たし，ム=1. km(σ) = 0 (σε E)であれば，システム Sはルーリエ系とな

る.本章の定理 6.1の (1)と系 6.1で gc(s)三 1， km(σ)ニ o(σε E)とおいた条件は，このルー

リエ系に対するもので，第3章の定理 3.1の条件と一致している. したがって，本章で得られた結

果は，ルーリエ系に対する結果を含んでいる.

定理 6.1や系 6.1で与えた (6.46)，(6.47)， (6.50)式のポポフ型の条件は，文献 [7，19， 21]など

の結果を用いて，ポポフ軌跡によって確かめることが可能である.そのような例をコントローラ

にチューニングパラメータを導入した後，第 6.6節で与える.

6.5 コントローラがパラメータを含む場合

P1コントローラのように， コントローラがチューニンク守パラメータを含む場合がよくある.そ

こで，前節で与えた定理 6.1を，コントローラムがパラメータを含む場合へ拡張しよう.

Fig.6.1のシステム Sにおいて， ιとMは第 6.2節のものとし，ムは係数行列にパラメータ

PcεR1cを含み，

C: Xc = Ac(Pc)xc + bc(pc)e 
Eσ = cc(Pc)xc + dc(Pc)ε 

(6.51) 

で与えられるとする.ムの fから σまでの伝達関数を gc(s，pc)= cc(Pc)[sI -Ac(Pc)]-lbc(Pc) + 

dc(Pc)で表わす.パラメータ Pcは，有界閉領域 PcC R1cを変動領域とする定数ベクトルである

とする.

このシステム Sに対して，第 6.2-6.4節までの議論をそのまま拡張することができる.すなわ

ち，パラメトリック絶対安定性の概念を，つぎのように述べる.

定義 6.2 すべての (r，p，pc)ε冗 xP x Pcと(6.5)式を満たす任意の非線形関数 ψに対して，

システム 5に平衡状態
可
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がただ 1つ存在し，それに対する非線形要素 Nへの入カポ(r，p，pc)が Zにあるとする.このと

き，この平衡状態が大域漸近安定であるならば，システム Sはパラメトリック絶対安定であると

L 、う.
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また，第 6.2節の (B1)，(B2)の仮定を，つぎの (B1')，(B2')で置き換える.

(B1 ')すべての PcE Pに対して，Ac(Pc)は安定.

(B2')すべての Pcε?に対して，Ac(Pc)は零固有値をただ 1つもち，それ以外の固有値は，実

部が負である.

そして，定理 6.1の拡張により，システム Sがパラメトリック絶対安定であるための条件は以

下のようになる.

定理 6.2 つぎの(1')-(II1')のそれぞれの場合において，システム Sがパラメトリック絶対安

定であるための条件は，与えられた参照入力 Tの範囲冗とすべてのパラメータ pε p，Pcξ Pc 

に対して，以下の平衡状態の存在条件と安定条件が成り立つことである.

(1')仮定 (A1)，(B1')の場合:

平衡状態の存在条件:

1 + g(O，p)gc(O，Pc)kAf(O) > 0 

σe(r，p，pc)の存在範囲 Z五(p，Pc) : 

g(O，p)三0，gc(O ， pc)~O のとき，

[ ヂ可私削酬gc似州c(訓(仰州0

1 + g(O，p)gc似c(O，p仇ωc)km(O)'l+g(O，p)gc似c(O，p払川c)km(O)川j 

g(O，p)三0，gc(O，pc) > 0のとき，

[ ω銑削ωc(O仰川0
l+g到(O，p)gc似c(仰O，p払ωc)片kAf(O的)'1 +g(O，p)gc(O，Pc)kAf(O)J 

g(O，p) > 0， gc(O，pc)三0のとき，

l ヂ可私削制gc似州c(訓(仰州0

1 + g(仰O，p)gc似c(仰0，♂p匹川c)片kAf(O川)'1 + g(O，p)gc(O，Pc)kAf(O) 

g(O，p) > 0， gc(O，pc) > 0のとき，

l Mc ( O Jc ) 可私削刷削c(刈c(O，仰似0仏，
1 + g(O，p)gc似c(O，Pc)km(O)'1 + g(O，♂p)gc似c(O，Pc)km(O)

(6.52) 
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安定条件 E長(p，Pc)C Eを満たし，

Re[{l + jνω}g(jω，p)gc(jωPc)] +一1ー>0， Vwε 克+ (6.53) C\J~ ， ycJJ T kn(p，pc) 

を満たす実数 ν=ν(p，Pc)が存在する.ここに，

kπ(p，Pc) = max{kM(σ) :σεZ元(p，Pc)} (6.54) 

である.

(II')仮定 (Al)，(B2')の場合:

平衡状態の存在条件 km(O)> 0 

σe(r，p，pc)の存在範囲 Z長(p，Pc):(6.43)式

安定条件 E長(p，Pc)C E， 

km(σ) > 0， VσεZ長(p，Pc) (6.55) 

sg(叩 )gc(s，Pc)ls=o> 0 (6.56) 

が成り立ち， (6.53)式を満たす実数 ν=ν(p，Pc)が存在する.

(III')仮定 (A2)，(Bl ')の場合:

平衡状態の存在条件 km(O)> 0 

σe(r，p，pc)の存在範囲: {O} 

安定条件(6.56)式が成り立ち，

Re[{l + jνω}g(jω，p )gc(jωPc)]十一土ー>0， Vωε 五+ (6.57) 
ヲ cJJI kM(O) 

を満たす実数 ν=ν(p，Pc)が存在する.

次節で示すように，定理 6.2の(6.53)，(6.57)式のポポフ型の条件は，文献 [7，19， 21Jなどの結

果を用いて，ポポフ軌跡によって確かめることができる.
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6.6 ポポフ軌跡を用いた数値例

Fig. 6.1のシステム Sが，以下の ι，ιc. Nからなる場合について考える.すなわち，制御対

象£は，
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で与えられており，パラメータ p=[αoα1α2soJTの存在領域は，

p = {p:α。ε[2.8，3.2J，α1ε[3.8， 4.2]， α2ξ[3.8， 4.2J， sI。ε[0.9，1.1]} (6.59) 

であるとする.このとき，すべてのパラメータ値について， ιは安定で，可制御かつ可観測であ

る.また， ιを伝達関数で表わすと，

g(s，p) = ~990 
。+α2S"+αlS +α。 (6.60) 

である.

コントローラ ιcは，

Lc Xc = e，σ=κpκ[XC +κ[e 、、aE''
t
I
 

C
りco 

/，，、‘、

で与えられているとする.ここに，

e=r-y (6.62) 

であり，参照入力 Tは区聞記=ト1，1Jの値をとるとする.パラメータ Pc= [κpκ[JTの変動領

域は，

Pc = {Pc :κP E [0ム 2]， κIε[0，0.5]} (6.63) 

であるとする.このとき，ムは可制御かっ可観測であり，伝達関数で表わすと，

gc(s，pc) =κp(1 +与) (6.64) 

である.つまり，コントローラ Lcは， κp' κIをチューニングパラメータとする PIコントロー

ラで，原点極を 1つ含んでいる.

非線形要素 M は，

km(σ) = 0.5， kM(σ) = 2.5，σε E = [-8， 8J (6.6.5) 
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とおいたセクタ条件 (6.5)を満たす連続関数 ψ:R→ Rによって， (6.4)式で表わされるとする.

このシステム Sは，仮定 (A1)，(B2')を満たすから，定理 6.2の(II')の場合の条件を満たすこ

とを示せば，Sのパラメトリック絶対安定性がいえる.km(O) = 0.5 > 0より，平衡状態は存在す

る.そして， (6.43)式より，ゲ(r，p，pc)の存在範囲は，

弓(PJc)=|-22旦 2~o1 
L so' so J 

(6.66) 

である.いま， 2αo/so三64/9= 7.11・・・であるから，E.長(p，Pc)C Eは満たされている.また，

km(σ) = 0.5 > 0， VσεZ長(p，Pc) (6.67) 

sザ8g(8引仲(い8ム叩川巾'川訓p刈仰)gc似仰c(市川(いs (6.68) 
1叩s=u α0

であるから， (6.55)， (6.56)式も成り立つ.さらに， (6.54)式より，kn(p，pc) = 2.5である.

そこで， (6.53)式を満たす実数 ν(p，Pc)の存在性を示そう.ここでは，そのための十分条件で

ある

Re[(l + jvoω)g(jω，p)gc(jω，pc)]+--Lー>0， Vw E R+ (6.69) 
k冗(p，Pc)

を満たすすべての pε p，PcεPcに共通の実数均の存在性を示す.これは，ポポフ型の安定

条件であり，ポポフ軌跡を用いて確かめることができる.そのために，文献 [21]の多角形区間演

算 (PIA)を用いて，非負の ωについて，すべての (p，Pc)εPx Pcに対するポポフ軌跡が存

在する領域を覆う多角形を描いたものを Fig.6.3に示す.これによると，多角形軌跡を右に見る

-l/kπ(p， Pc) = -0.4を通る直線を引くことができる. したがって， (6.69)式を満たす実数 νoが

存在し [2]，ここで考えたシステム Sがパラメトリック絶対安定であることを示すことができた.

6.7 結言

パラメータを含む線形制御対象に，静的な非線形要素を介して線形コントローラが配されてい

るフィードパック系に対して，参照入力とパラメータの変化による平衡状態の変化を考慮に入れ

たパラメトリック絶対安定性を考えた.そして，そのための十分条件を，制御対象とコントロー

ラが共に原点極をもたない場合，どちらか一方が原点極を 1つ含む場合のそれぞれについて，パ

ラメータを含むポポフ条件の形で与えた.また，コントローラがチューニンク守パラメータを含む

場合へも結果を拡張し，実システムへの適用範囲を拡げることができた.本章では，簡単のため，
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Fig. 6.3. Region of Popov plot 

1入力 1出力フィードパック系を対象とし，ポポフ型の条件を与えたが，多入力多出力系への拡

張や， LMIによる条件の導出も同様に可能である.
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従来から考えられてきたパラメータを含む非線形制御系の絶対安定性では，平衡状態の存在が

前提とされていた.それに対し，本研究での主張は，つぎの通りである.すなわち，このようなシ

ステムでは，その前提は成り立つとは限らず，平衡状態の存在をまず保証した上でシステムの絶

対安定性を考えるべきである.そして，平衡状態の存在を保証できたとしても，すぐに従来の安

定条件を適用できるわけではない.それは，絶対安定性を考える以上，非線形要素はあるセクタ

条件を満たす任意のもので，陽には与えられず，システムの平衡状態そのものを計算することは

不可能であるからである.そのため，平衡状態の存在条件を与え，平衡状態に対応する非線形要

素への入力の存在領域を推定し，それに基づいてシステムの絶対安定条件を導出する必要がある.

本論文は，この主張を基に行なった研究結果をまとめたものである.以下にその研究成果を示す.

第 2章では，パラメータを含む非線形制御系では，参照入力やパラメータによる平衡状態の変

化がシステムの安定性に影響を及ぼし得ることを，最も基本的な非線形制御系であるルーリエ系

を例に挙げて示した.これによって，線形部にパラメータを含むルーリエ系の安定解析では，非

線形部，参照入力，パラメータによる平衡状態の存在性を考慮する必要性があることを明らかに

した.そして，このような事実にもとつeき，パラメトリック絶対安定性の概念を定義した.それ

は，非線形部があるセクタ条件を満たす任意のものであり，参照入力とパラメータが既知の有界

領域内の任意の値をとり得るとき，システムの平衡状態の存在とシステムの絶対安定性を要求す

るものとした.

第 3-5章では，線形部にパラメータを含むルーリエ系がパラメトリック絶対安定であるための

十分条件を導出した.第 3章では， 1入力 1出力ルーリエ系がパラメトリック絶対安定であるた

めの条件を線形部の伝達関数を用いたポポフ型の条件で与え，それがポポフ軌跡を用いて判定で



72 第 7章結論

きることを示した.そして，このポポフ型条件の多入力多出力ルーリエ系への拡張を第 4章で行

ない，得られた条件が多角形区間演算 (PIA)を用いて判定可能であることを示した.さらに，第

5章では，多入力多出力ルーリエ系のパラメトリック絶対安定条件を，線形部が状態空間における

ポリトープ型の場合に容易に判定可能な線形行列不等式 (LMI)の形式で与え，その有効性を例で

示した.

第 2-5章では線形部が安定なルーリエ系を対象としてパラメトリック絶対安定性を考えていた

これに対して，第 6章では，より一般的な非線形制御系として，パラメータを含む線形制御対象

と線形コントローラが静的な非線形要素で結ぼれているフィード、パック系を対象とした.そして，

線形制御対象と線形コントローラは安定であるか，どちらか一方が原点極を含み得るとした.ま

た，線形コントローラもパラメータを含む場合も対象とし，この非線形制御系がパラメトリック

絶対安定であるためのポポフ型条件を与えた.

本論文で与えた結果のうち，第 4章の多入力多出力ルーリエ系に対するポポフ型のパラメトリッ

ク絶対安定条件は，付録 Aで示した結果を用いれば，さらに非線形部のクラスを広げることが可

能である.また，第 6章では，ルーリエ系を一般化した非線形制御系は，簡単のため. 1入力 1出

力系を考えたが，第 4.5章での結果も拡張可能である.さらに，本論文で扱った非線形制御系を，

パラメータを含む安定な非線形システムとセクタ条件を満たす静的な非線形要素からなるフィー

ドバック系へ拡張することも今後の課題である.

安定性は，制御系が有するべき最も基本的な性質である.その安定性においても，パラメータを

含む非線形制御系では，本研究が示すように，平衡状態の変化についての議論が必要である.非

線形システムに対するロバスト制御系の設計においても，当然，このような議論がなされるべき

である.本論文が，そのための一助となることを期待する.



73 

付録 A

多入力多出力ルーリエ系に対するポポフ型

安定条件とその拡張

第 3章では，線形部に不確かなパラメータを含む多入力多出力ルーリエ系がパラメトリック絶

対安定であるためのポポフ型条件を導出した.ここでは，その際に用いた，ポポフ型安定条件の

適用可能な非線形関数のクラスを明らかにする.そして，さらに広いクラスに対しても適用でき

るポポフ型条件を導出する.これにより，第 3章で示したパラメトリック絶対安定条件は，より

広いクラスの非線形関数へと拡張可能となる.

ところで，本文中の安定解析では，パラメータを任意に固定し，存在を仮定した平衡状態を原点

とする偏差系を用いた.その偏差系では，参照入力は 0であった.そこで，以下の議論では，ルー

リエ系の線形部はパラメータを含まず，参照入力も 0に固定された表現としている.また，非線

形部の位置も，ポポフ型安定条件に関する過去の文献に従っており，本文中のルーリエ系とは若

干異なっているが，参照入力を 0としているため，結果は同じものとなる.

ポポフは，非線形部が 1変数関数で，時不変かつセクタ条件を満たす場合について，ルーリエ

系が安定であるための周波数領域の条件を与えた.このようなポポフ条件の，非線形部が多変数

関数の場合への拡張が，これまでにも考えられてきた [3，8，14，16，17，18，27]. それらによると，

非線形関数の満たすべき条件として，セクタ条件とともに，微分可能性を仮定した上で，そのヤ

コビ行列の対称性が要求されている [14，16]. これらの条件は，ルーリエ・ポストニコフ型リアプ

ノフ関数を 1変数関数の場合と同様に用いるために仮定されたものである.一方，多変数ベクト

ル値非線形関数の特別な場合である 1変数関数の集合に対しては，微分可能性を仮定する必要が

ないことが知られている [17，18， 27]. ここでは，これらのクラスを包含するために，非線形関数

の一部の微分可能性を除いて対称性を定義し，それがポポフ条件を導くために十分であることを
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。 止=Ax+Bu y 

y = Cx 

Fig. A.1. Lur'e system 

示す.

ところで，非対称な非線形関数を含むルーリエ系へのポポフ条件の拡張についての議論は，こ

れまでなされていない.そこで，非線形関数が対称でない場合には，ポポフ条件が安定条件として

十分でないことを指摘し，新たにポポフ型の周波数領域での安定条件を与える.そのために，非

線形関数を対称部と非対称部に分け，非対称部を摂動として扱う.得られた結果は，非線形関数

が対称部のみからなる場合には，ポポフ条件と一致するものとなっている.

A.l 多入力多出力ルーリエ系に対するポポフ条件

つぎの多入力多出力ルーリエ系を考える.

x=Ax+Bu， y=Cx 

u=一ψ(Y)
(A.l) 

ここに，X=[XIX2... Xn]T， U=[UIU2 ... UmV， Y=[YIY2 ... YmVは，それぞれ線形

部の状態，入力，出力を表わす.Aは安定，すなわち，Aのすべての固有値の実部が負であると

する.(A， B)， (C， A)は，それぞれ可制御，可観測対であるとする.非線形関数

ψ(ν) = [ψ1(ν) ψ2(Y) ・・・ CPm(Y) V 
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は Rm
から Rm

への連続関数で，多変数ベクトル値関数に対するセクタ条件

ψ(y? ](-1ψ(ν)壬yTψ(ν)， VyεRm (A.2) 

を満たすものとする.ここに，K は，正定対称行列である.

ポポフ条件を導出する際に用いられるルーリエ・ポストニコフ型のリアプノフ関数として， 1 

入力 1出力系の場合からの類推により，つぎの形のものを考える.

V(x) = XTpX + q 10
1 
c.pT(λCx) Cx d入 (A.3) 

ここで，Pは正定行列，qは非負数である. (A.2)式のセクタ条件より， (A.3)式第 2項は非負で

あることから，Vは正定である. リアプノフの定理より，V(X)の (A.l)式の解に沿った全導関数

V(x)が負定となる条件が， (A.l)式で表わされるルーリエ系の安定条件となる.

1入力 1出力系の場合には，ポポフ条件のもとで，V(X)が負定であることを示す際に，

10
1

ψ州 ydλ=10九州σ

の勾配 (gradient)が ψ(y)になることを用いる. しかし，多入力多出力系の場合には，非線形関

数 ψに対する上述の連続性の仮定のみでは，これを保証するには不十分である.これを簡単な例

をあげて示しておく.

fJll A.l ψが線形の場合について示せば十分である.いま，

ψ(y) = [ y1 +ω -y1 + y2 f 

とする.このとき，

10
1 

c.pT川

である.勾配は，

grad 10
1
山川入 =[Y1 Y2 f 

であり，明らかに c.p(ν)と異なる.

1入力 1出力系であれ，多入力多出力系であれ，ポポフ条件のもとで，安定性を示すためには，

grad φ(ν)=ψ(ν)， VyεRm (A.4) 
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を満たすスカラ関数 φ:Rm → R+を用いて， リアプノフ関数が，

V(x)=xTpx+qφ(Cx) (A.5) 

の形であればよい.ここに， R+ = [0，+∞)である.すなわち， (A.4)式を満たすスカラ関数 φの

存在が必要なのであって，それが (A.3)式第 2項のような積分形式で表わされることは，実は本

質的ではない.そこで，その存在性を保証する補題を与える.なお，証明は A.3.1節で与える.

補題 A.l 戸j(i，j = 1，2ぃ・・ ，m)に対して，

が連続で，かつ，

ならば，

。ω，

云ー(.)
~:JJ 

。ψiOL 39
一 (y)=ーニ(ν)， VyεRm 

aYi ¥071 aYi 

grad φ(ν)=ψ(ν)， VyεRm 

を満たすスカラ関数 φ:Rm
→ R+が存在する.

(A.6) 

(A.4) 

これまでにも， (A.4)式を満たす φの存在を仮定した議論がいくつかなされている.しかし，文

献 [3，8]では，どのような非線形関数 ψに対して φが存在するかは明確には述べられていない.

また，文献 [14]や [16]では， φが存在するための条件として，非線形関数 vのヤコビ行列 Pψ の

存在を仮定して，

{Dψ(y)}T = Dψ(y)， VyεRm (A.7) 

を挙げている. しかしながら，非線形関数の各成分が， 1変数関数，すなわち，

ψj(Y) =約 (Yi) (i=1，2，...，m) (A.8) 

である場合には， ψの微分可能性を仮定せずに連続性のみで (A.4)式を満たす φの存在がいえる

ことから， (A.7)式の条件は，このような場合を含む形になっていない.

一方，ここで与えた補題では， t = Jの場合

θ怖、
τー(y) (i=1，2，...，m) 
"'.'I't 
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の存在は仮定していなL、から，非線形関数が (A.8)式を満たす場合を特殊な場合として含んでい

る.ここでは，補題 A.1の仮定を満たす非線形関数を対称な非線形関数と呼ぶことにする.

対称な非線形関数に対しては，平均値の定理より，

φ(y)= 1a
1

t.pT(入山d人 VyモRm
川)

と書ける.このとき • (A.3)式のルーリエ・ポストニコフ型リアプノフ関数をポポフ条件導出のた

めに用いることができ，線形部の伝達関数を

G(s)二 C(sI-A)一1B (A.10) 

とおいて，つぎの定理を得る.

定理 A.l 非線形関数 ψが対称で. (A.2)式のセクタ条件を満たすとき，

ji(1+jqω附 ω)+ (1 -jqw同一戸)]+ [(-1 > 0， V，ωE R+ (A.ll) 

を満たす実数 qが存在するならば. (A.1)式のルーリエ系の零解は大域的漸近安定である.

定理 A.1は， ω→∞においても (A.ll)式の条件が成立することを要求している.すなわち，

少なくとも

j(CB+BTCT)+K-1>O(A12)  

でなければならない. したがって. (A.ll)式が成立するための qは，これを満たす範囲で探せば

よい.

定理 A.1の証明は.q 三 0 の場合には，文献 [3] と同様である • q < 0の場合は. Fig. A.2で表

わされる等価変換 [2]を用いることによって示すことができる.なお，この定理は後に述べる定理

A.2に含まれるので，証明は与えない.

多入力多出力ルーリエ系を対象としたリアプノフの方法によるポポフ型安定条件の導出は，こ

れまでにも考えられてきた [3，17， 18，27]. しかし，文献 [3]では，前に述べたように (A.4)式を

満たす@の存在性についての議論が欠けている.また，文献 [17，18， 27]などでは，非線形関数

の各成分が. (A.8)式を満たす 1変数関数であるような単純な場合しか扱っていない.

非線形関数が (A.8)式を満たす場合に対しては，文献 [17，18]では，

;[(D+JFω)G(附
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Fig. A.2. Equivalent transformation for Theorems A.1 and A.2 

を満たす対角行列 D=diag{d1，d2，...， dm}>O， F=diag{h，h，...， 1m}が存在する，という

ポポフ型の安定条件が与えられている.このような対角行列 D，Fの求め方は文献 [22]で与えら

れている.また，文献 [27]での安定条件は， (A.13)式において D二 Iとしたものとなっている.

ここで考えているような一般的な非線形関数の場合にも，ある正則な行列 D，Fの存在性を条

件とする (A.13)式と同様のポポフ型の条件を導出することが可能である.しかし，スカラ関数 φ

として

grad φ(y) = Fψ(y) (A.14) 

を満たすものの存在が要求され，非線形関数 ψそのものからは，ここで行なっているようなリア

プノフの安定解析法が適用できるか否かの判定は不可能である.しかも，一般に， (A.13)式を満た

す行列 D，Fの存在性を確かめるのは困難であるため，このような条件は実際的ではない. した

がって，ここでは， (A.ll)式を満たすスカラ qの存在という形でポポフ型の安定条件を導出した.

よく知られているように 1変数系の場合， (A.ll)式の条件を満たす qの存在をポポフ軌跡を用

いて図的に判定することができる.多入力多出力系の場合については，まだ文献 [14]や，本論文

4.4節の判定例がある程度である.
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A.2 ポポフ条件の拡張

前節では，関数 ψが対称である場合には，ポポフ条件が. (A.1)式で表わされるルーリエ系の

安定性を保証するための十分条件であることを示した.これに対して.tpが対称でない場合には，

ポポフ条件はこのルーリエ系の安定条件としては不十分であることが，つぎの例により示される.

例 A.2 (A.1)式で表わされるルーリエ系の線形部が2入力 2出力で，その伝達関数行列が

r 2 1 

G(s)=|(sf1)2i l (A.15) 

L (8 + 1)2 J 

で与えられているとする.また， ψも線形で

ψ(y) = Ny， (A.16) 

ただし，

N=[?:J (A.17) 

とする.この ψは補題 A.1の仮定を満たさないことから，対称ではない.

さて. Kを

K=[?1;11 
(A.18) 

とすれば.(A.2)式のセクタ条件が成り立つ.これより.(A.ll)式右辺を q=2として計算すると，

jI(1+恥 )G(ρ)+ (1 -2jω)G川 ω)J+ K-1 

r 10 2(3w2 + 1) {l 1 
一 I101 . (ω2 + 1)2 。I ~~ ~ ':. ~ J 10 3(3w2 + 1) I > U Vωε R+ (A.19) 

L 101 . (ω2 + 1)2 J 

であるから.(A.ll)式のポポフ条件が成立している.しかしながら，線形システムであるこのルー

リエ系の特性式

4+ 483 + 6.582 + 58 + 7.56 
det{I + NG(8)} = 

(8 + 1)4 

が複素 S平面の閉右半平面に零点をもつため，零解は不安定である.

(A.20) 
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この事実を動機として，以下では，非線形関数 ψが，対称でない場合について，ポポフ条件に

相当する周披数領域における安定条件を導出する.

ここでは.r.pに対して，

山)= grad 11 

r.pT (入川入 VyεRm (A.21) 

と定義する.さらに，

r.pr(Y) =ψ(y) -r.ps(ν)， VyεRm (A.22) 

とおくとき， ψγ が，ある b2:: 0に対して，

11ψr(y)11三bllyll， VyεRm (A.23) 

を満たすものとする.ここに. 11・11はユークリッドノルムを表わす.もし， ψが対称であるなら

ば，補題 A.1と(A.9)式より， ψs ψとなる.この事実をもとに，一般に (A.21)式で定義され

る仇を改めて ψの対称部. (A.22)式で定義される伶を非対称部と呼ぶことにする.

A.2.1 非線形関数全体がセクタ条件を満たす場合

まず，非線形関数 v全体が (A.2)式のセクタ条件を満たす場合について，ポポフ型の周波数領

域での安定条件を与えよう. (A.3)式のルーリエ・ポストニコフ型リアプノフ関数は q三Oならば

正定であるから. (A.1)式のルーリエ系の解に沿った (A.3)式の全導関数が負定となるための条件

を求めることにより，つぎの定理を得る.なお.q < 0の場合については. Fig. A.2の等価変換を

用いることにより示される.証明の詳細は A.3.3節で与える.

定理 A.2 非線形関数 ψが. (A.2)式のセクタ条件を満たし，その非対称部約が (A.23)式を

満たすとする.このとき，

6 
5[(1+jqω)G(jω)+(l-jqω)GT( -jω)] + ](-1一一Iql(l+ω2)GT(_jω)G(jω) > 0， Vωε 克+

2 

(A.24) 

を満たす実数 qが存在するならば. (A.1)式のルーリエ系の零解は大域的漸近安定である.

定理 A.2において， ω→∞に対する (A.24)式の条件は，

j(CB+BV)+K-1ー ;iq|BTCTCB>O (A.25) 
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である. したがって， (A.24)式が成立するための qは，これを満たす範囲で探すことになる.

(A.24)式が成立するためには， (A.ll)式のポポフ条件が必要である. (A.ll)式のポポフ条件が

成立していれば，

j[(1+jw)G(仙

を満たす正数 pが存在する.この pを用いて (A.24)式が成立する 6の範囲が

ω
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(A.27) 

で与えられる.すなわち，非対称部約を摂動とみなせば，ポポフ条件のもとでは (A.23)，(A.27) 

式を満たす摂動が加わっても (A.1)式のルーリエ系の安定性は保たれる.また，q = 0に対してポ

ポフ条件が成立している場合には， (A.27)式は b<∞となるから， (A.2)式のセクタ条件を満た

す範囲なら，どのような摂動が加わってもルーリエ系は安定である.

定理 A.2は，ルーリエ系が安定であるための十分条件を与えているにすぎない.そのため，証

明中における摂動部伶を含む項の評価の仕方によって，安定条件は，さまざまな表現が可能であ

る.たとえば， (A.24)式の条件はつぎの条件で置き換えることができる.

6 ~[(1 + jqω)G(jω) + (1 -jqω)GT( -jω)] + 1(-1一一(1+ q2ω2)GT( -jω)G(jω) > 0， Vωε 五+
2 

(A.28) 

この条件と (A.24)式の条件との聞には包含関係はなく，どちらの条件がより厳しいとはいえない.

ψが補題 A.1の意味で対称であるときには，b=Oであるから，定理 A.2は定理A.1に帰着する.

A.2.2 対称部がセクタ条件を満たす場合

つぎに，非線形関数 ψの対称部仰がセクタ条件

ψ?(u)KJ1ψS(y)三yTψS(y)， VyεR (A.29) 

を満たす場合について，ポポフ型の条件を導出する.ここに，1(sは正定対称行列である.非線形

関数 ψの対称部山が (A.21)式で定義されることから，平均値の定理(文献 [9]の定理 (8.14.3)

の p=lの場合)より，

10
1 
t.pT (入y)y d入=10

1 
t.p; (入y)y d入 (A.30) 
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Gs(s) 
「ーーーーー ーーー ーーーー ーー -i

，+ ，y 

~--------~三J-J

+ 

供(y)

Fig. A.3. Equivalent transformation for Theorem A.3 

である.このことから， (A.3)式のリアプノフ関数は，

V(Z)=hz+q ild川 Cxd入 (A.31) 

と表わせる.これより， ψsがセクタ条件を満たしていれば，q三0のとき， (A.31)式右辺第 2項

は非負となって，これをリアプノフ関数として用いることにより，つぎのポポフ型の安定条件を

得る.なお，q < 0の場合の条件は， Fig. A.3の等価変換を用いることにより導かれる.

定理 A.3 非線形関数 ψの対称部仇が(A.29)式のセクタ条件を満たし，非対称部約が(A.23)

式を満たすとする.このとき，

j(CB+BV)+可 1-;tcBBTCT>。 (A.32) 

j[(1+月ω附 ω)+ (1-jqw)CT( -jw)] + ](;1 

+6r+j{(1十月ω附 ω)](;1+ (1ール)](;1CT(-jw)} 

一(1+町1){j(1+tJ)GT(ーρ)(1+ 6](;1)一1C(jω)一CT
(-jw)C(jw)}山町1)] 

> 0， ，</，ωεR+ (A.33) 

を満たす実数 qが存在するならば， (A.1)式のルーリエ系の零解は大域的漸近安定である.
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ここでは， (A.ll)式のポポフ条件との比較のために，安定条件を (A.33)式の表現で与えたが，

証明では，これと等価なつぎの条件を用いている.

jl(1+jw)(I+MC1)一1G(jω)+ (1 -jqw同 -jw)(1+町 1)一1]+(Ks+町 1

-;(1+N附一戸川

この条件は，(A.33)式の右から (Ks+ H)-1 Ksを左から Ks(liら+8I)-1を乗じれば得られる.

定理 A.1と定理 A.2では， (A.ll)， (A.24)式の周波数領域条件が ω→∞でも成立することを

要求している.定理 A.3では (A.33)式の周波数領域条件に対して陽にはそれを要求していない.

しかし， ω→∞における (A.34)式の左辺は証明中の (A.61)式， (A.68)式の rであり， (A.32)式

の条件のもとでそれは正定である. したがって， ω→∞における (A.33)式の左辺も正定である.

定理 A.2と同様に，本定理でも， ψが補題 A.1の意味で対称であるときには， 11ら=K， 8 = 0 

であることから，定理 A.3は定理 A.1に帰着する.

(A.34)式において，

(1 + 8K;1 )-1 = K~/2(11ら +6I)-1KJ/2 (A.35) 

であることから， IIKslI→ Oの場合には，定理 A.3の仮定は，

811G(jω)11 < 1， VωεR+ (A.36) 

となる.したがって， ψ=伶の場合には，定理 A.3は，一巡ループに沿ったゲインが 1未満であ

れば (A.1)式の系の零解は大域的漸近安定であるというよく知られた結果に帰着する.

また，定理 A.3の条件は，摂動部怖が線形部の状態 Z と時間 tにも依存する形怖い，y，t)で，

11ψr(X， y， t)11壬811yll

を満たす場合にも成り立つ. したがって，文献 [10]で与えられた時不変型非線形部に時変型非線

形部が摂動として加わった 1入力 1出力系に対する移行ポポフ条件の多入力多出力系への拡張に

もなっている.
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A.3 定理，補題 の 証 明

A.3.1 補題 A.lの証明

φ(.)を

φ(y) =訂以Yl，...，Yi-l，O'i (A.37) 

とする.ただし，ここでは， ψi(ν)を

!.pi(Yl， Y2，・..，Ym) 

と表わした. (A.6)式より，

。φ
-;:;-(ν) =町(ν) (j=1，2，.・・ ，m)
θYj "" T J 

(A.38) 

であるから. (A.4)式が成り立つ.さらに，セクタ条件 (A.2)と(A.9)式より， φ(y)三Oとなる.

A.3.2 定理 A.2，A.3の証明のための補題

定理 A.2.A.3の証明のために，文献 [4，15Jの結果より導かれる補題を与える.

補題 A.2 行列 Aが安定であり.(A， B). (H， A)がそれぞれ可制御，可観測対であるとき，行

列 r> 0， R三0に対して，

r+H(jω1 -A)一1B+ BT(ーjω1_AT)一lHT_BT(_jω1 -AT)-l R(jω1 -A)一1B > 0， VωεR+ 

(A.39) 

ならば，

ATp+PA= -LLT -R-Q 

PB = HT -Lrl/2 

を満たす行列 P>0， Q > O. Lが存在する.

A.3.3 定理 A.2の証明

(A幼)

まず.qさ0の場合について示す.(A.3)式で与えられる V(x)は正定であるから司リアプノフの

定理より，V(X)の(A.1)式の解に沿った全導関数 V(x)が負定であることを示せばよい. (A.21)， 



A.3定理，補題の証明

(A.22)式より，

す(x)= xT(ATp+PA)x-2xTpBψ(Cx) + qψ;(Cx)C[Ax -Bψ(Cx)] 

= xT(ATp + PA)x -2xTpBψ(Cx) + q<pT(Cx)C[Ax -B<p(Cx)] 

-qψ;(Cx)C[Ax -Bψ(Cx)]， 

(A.23)式より，

-qψ;(ν)C[Ax -Bψ(y)] ::; qllψr(ν)IIIIC[Ax -Bψ(Y)]II 

三q8l1yllllC[Ax-Bψ(Y)]II 
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(A.41) 

三今川+IIC[Ax -B<p(y)]1I2} 山)

であることと，セクタ条件 (A.2)を用いると

サ(x)::;xT(ATp+PA)x-xT(2PB-qATCT)ψ(Cx) -q<pT(Cx)CBψ(Cx) 

十字IICxll2+ IIc凶 -B<p川 12}+ XTCT 
<p(CX)ー内Z吋)K一1ヤψW

「 五o. _ rr _ _ rr __， 
三xTIATp + PA + ";(ATCTCA + CTC)I x . 2' -/ I 

中「 。中中 1 中 80 中中 1 
-2x-' IPB一三AiCi--Ci +」AiCi CB|ψ(Cx) 

2 2 - . 2 - I 

一向x)[K-1 +会CB+B中)一子BTCTCB]ψ仰) (A.43) 

となる.いま，

T rtT¥ ，1:"-1 8q nT rtT r=5(CB+Bi CI)+K-IーすB1C1 CB (A.44) 

q rf.  ， 1rf 8q nTrfT 
H = !::C A + 7:C - -_~ B-' C-' C A 2---'2- 2 (A.45) 

8q〆 TrfTrf. rfT 、
R=す(A-'C-'CA+C-'C) (A.46) 

とおく.(A.24)， (A.25)式より補題 A.2の仮定が成り立ち1，(A.40)式を満たす行列 P> 0， Q > 0， 

Lが存在する.この行列 Pが (A.3)式における Pとして選んであったとすると， (A.43)式より，

寸(x)三xT(ATP + PA + LLT + R)x -[f1/2ψ(Cx) -LT x]T[f1/2<p(CX) -LT x] 

三-xTQx (A.47) 

1もし，(H，A)が可観測対でなければ，qを選ぴ直して可観測対とすることができる.
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となる. したがって，V(x)は負定である.

つぎに，q < 0の場合について示す.ルーリエ系 (A.1)にFig.A.2で表わされる等価変換を施

す.これによって，線形部の伝達関数G(s)は，

。(s)= -G(s)[I + KG(s)t1 (A必)

となり，また，非線形部は，

φ(ν) =-ψ(ν) + Ky (A.49) 

と変換される.ここに，後に述べるように， (A.24)式が成り立っとき [1+ KG(s)]一1の安定性が

いえるから，G(s)は安定である.また， φ(・)は， ψ(・)と同じセクタ条件

φ(yf K-1φ(y)壬yTφ(y)， VyεRm 

を満たす.これらのことと，上述の q三0の場合の結果より，

6 
j[(日

(A.50) 

を満たす q>Oが存在するならば，ルーリエ系 (A.1)の零解は大域的漸近安定であることがいえ

る. したがって • q =-qとおくとき，仮定 (A.24)のもとで. (A.51)式が成立することを示せば

よい. (A.24)式より，

o < ~ [(1 +即)G(ρ)+ (1ール)GT(-jw)]+K-1+~仙内T(一川G(戸)

= ~ {(1 -jqw)[I + GT ( -jω)K][-G(jω)] + (1 + jqW)[-GT( -jw)][I + KG(jω)] } 

6 
+ [1 + GT(_jω)K]K-1[I + KG(jω)] + ~q(l +ω2)GT( -jω)G(jω(A.52)  

2 

である.また.[1 + KG(s)t1の安定性より，[1 + KG(jω)]-1が存在する. したがって， (A.52) 

式の左から [1+ GT(ーjω)Kt1，右から [1+ KG(jω)t1を乗じることにより，(A..51)式を得る.

最後に， (A.24)式が保証する (A.ll)式のポポフ条件のもとで，[1 + KG( s )]-1が安定であるこ

とを述べておこう.

F(s) = G(S) + K-1 

とおくと，(A.ll)式は，

(1 + jqω)F(jω)+(l-jqω)FT(ーjω)> 0， Vωε 五+ (A.53) 
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を意味する.これに F(jω)の囲有ベクトルとその共役転置を右，左から掛けることにより，

Re{ん[F(jω)]}-qωIm{ん[F(jω)]}> 0， Vωε R+ (A.54) 

カ旬、える.ただし，入;[.]は固有値を表わす.このとき， Im{入i[F(jω)]}= 0となる ωについて

Re{ん[F(jω)]}> 0であるから，ん[F(jω)]の複素平面上の軌跡は原点を固まない. したがって，

文献 [5]と同様の議論により F-1(s)は安定であり，F-1(s)1(-1 = [1 + 1(G(S)]-lも安定である.

A.3.4 定理 A.3の証明

まず，q三0の場合について， (A.31)式で与えられるリアプノフ関数 V(x)の (A.l)式の解に

沿った全導関数 V(x)が負定となることを示す. (A.23)式より，

-2{xTpB + *ψ;(y)CB}ψr(Y) ~ 211BT Px + *BTCT <Ps(y)111Iψr(y)11 - -" . 2 

三211BTPx + ~ BT CT 
<PS(Y )11 . dllyll 

三円IIBTpX+ ~BTC弘ω)11 2 + lIy112] (A.55) 

であることと，セクタ条件 (A.29)より，

ψ(x) = xT(ATp+PA)x-2xT{PB-*ATCT}ψs(Cx) -qψ;(Cx)CBψs(Cx) 
2 

-2{xTpB + ~<p;(Cx)CB}特(Cx)

壬xT(ATP + PA + dPBBTp + dCTC)x 

〆 q.TnT lnT dq -22T(PB-=A C--C--PBB CT)ψs(Cx) 
¥乙 2- 2 

T nT¥ ， T.-'ー dq2n n nT nT 
_ <p;(Cx)[*(CB + BTCT) + 1(;1 _ 0:-CBBTCT]拘 (Cx) (A.56) 

s 4 

となる. ここで，

qlF1Tl  I nTr1T、 dq2 /'l Tl Tl T /'lT 
ro=ICI+5(CB+BICt)-7CBBt ct 

とおくと， (A.32)式より， fo > 0であるから，

dq /'l Tl¥T TTTln-l/ 
Lo = [PB(IーすCB)l-H; ]f~'1 

q /'l.  • 1 
H1 = ~CA +:;;C 2---' 2 

(A.5i) 

(A.58) 

(A.59) 



88 付録 A 多入力多出力ルーリエ系に対するポポフ型安定条件とその拡張

が定義できる.これを用いて (A.56)式を書き直すと，

サ(x)s; xT(AT P+ PA+dCTC +dP BBT P+LoLl)x -[r~/2仇(Cx)+ Ll xf[r~/2 i.p s( Cx) + Ll x] 

(A.60) 

となる.さらに，

とおいて，

を用いると，

Tn-l/T dqrYT>¥'  CT1-1 r = [(IーすCB?ru1(IーすCB)+ Hr1 

H ご附♂(1一号cB)rf

dq rY  T>¥I T dq rY  ....¥T c u-l 
dro + (IーすCB)(IーすCB?= 1 + dK;l 

(A.61) 

(A.62) 

(A.63) 

dPBBTp + LoLl = r-1(PB -HTf + dH[(I + dIC;l)一1H1 (A.64) 

となる. したがって， (A.60)式より，

す(x)三xT[ATP + PA + R + (PB -HT)r-1(p B -HT)T]X (A.65) 

を得る.ただし，

R = d[CTC + H[(I + dK;l )-1 H1] 

である.さらに， (A.63)式を用いると，

市 l¥-l/T tJqrYT>¥1T H = [H((I + tJK;l )-1(IーすCB)]l

r = *(I + dK;lr1CB + *BTCT(I + dIc1)-1 + (Ks + H)一1
2 

dq2 ....TrYTIT ， cu-l 
_ V~ B'1'C'1'(I + dI(;lr1CB 

(A.66) 

(A.67) 

(A.68) 

となって，定理 A.3の仮定と (A.34)式より，補題 A.2の条件が成り立つ2 これより， (A.40)式

を満たす行列 P> 0， Q > 0， Lが存在する.この行列 Pが (A.31)式における P として選んで

あったとすると， (A.65)式より，

す(x)s; xT(ATp+PA+LLT +R)x 

-xTQx (A.69) 

2ここでも，もし.(H，A)が可観測対でなければ.qを選び直して可観測対とすることができる.
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となる. したがって，V(x)は負定である.

q < 0の場合は，ルーリエ系 (A.l)にFig.A.3の等価変換を施すことにより，定理 A.2の証明

と同様にして示される.
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付録 B

第 4，5， 6章における平衡点解析のため

の補足

B.l パラメータを含む代数方程式の解の存在条件

91 

パラメータを含む代数方程式の解の存在条件を以下で示そう.ここで述べる結果は，第 4，5章

で多入力多出力ルーリエ系の平衡状態の存在条件を求めるために用いている.

パラメータ Tを含む代数方程式

f(z，r)=O (B.l) 

の解が，すべての Tε 冗に対して存在するための十分条件を述べる.ここに，関数 f(z，r)は

Rn x冗で定義され Rn に値をもち zに関して連続微分可能 rに関して連続なものとする.た

だし，冗は R1の単連結有界閉領域であるとする.また，ある (z*，r寧)εR五×冗に対して，

f(zぺ〆)= 0 (B.2) 

であるとする.

補題 B.l すべての Tε 冗に対して， (B.l)式の代数方程式の解 ze(r)が存在するための十分条

件は，

IIf(z，r) -f(zぺr)1I三μIlz-z*ll， VzεRn
， Vrε 冗 (B.3)

を満たす定数 μ>0が存在することである.ただし， 11・11はユークリッドノルムである.

この補題 B.lは，つぎの補題 B.2をもとにして， (B.l)式の解の存在条件をユークリッドノルム

を用いて表わしたものである.
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補題 B.2[12] すべての rε 冗に対して， (B.1)式の代数方程式の解 ze(r)がf を含むある有

界な開領域 ZC Rn に存在するための十分条件は z*が (B.2)式のただ 1つの解であり，かつ，

det Vzf(zぺ門戸 0

f(z，r)-fO， VzεθZ， Vrε冗

(B.4) 

(B.5) 

が成り立つことである.ここに，Vzfはベクトル値関数 f(z，r)の zに関するヤコビ行列であり，

sZは領域 Z の境界を表わす.

(補題 B.lの証明) 補題 B.2の条件が満たされることを示そう.

f が (B.2)式のただ 1つの解であることは r r*と置いた (B.3)式より明らかである.

そこで，まず， (B.4)式を示す.そのために， 0でない実数εと任意の 2ξRn に対し，z = z*+εz， 

r 戸と置いた (B.3)式の左辺に平均値の定理(文献 [9]の定理 (8.14.3)の p=lの場合)を用

いると，

E2ZT 10
1

川山(}lZ，r事)州 10
1

Vzf(z* 

を得る.両辺を E
2で割り E→ Oの極限を考えると， 1九f(z，r*)の zに関する連続性より，

zT[Vzf(z*， r*)fVzf(zヘr*)z三μ211z112

となる.μ>0であるから， (B.4)式が満たされる.

つぎに，(B.5)式を示す.(B.3)式より，任意の (z，r)εRn x冗に対して，

が成り立つ.ただし，

Ilf(z，r)11三μIlz-Z*II-Ilf(zぺr)11 

三μIlz-z本11-f五

f五=ヲ誇Ilf(z*，r)11

(B.7) 

(B.8) 

である. したがって， η>応/μ を満たす定数 ηを用いて，ZをZ= {ZεRn: IIZ -Z*II <η} 

と置けば， (B.5)式は満たされる. 口
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用いる.

第 4章 4.2節で示した平衡点解析のための補題 4.1の証明を述べよう.そのために，補題 B.1を

任意に pε?を固定して，

f(e，r)=e-r+Go(p)ψ(ε) 

と置くと， (4.9)式は，

f(e，r)=O 

と表わされる.この代数方程式に対して，補題 B.1の仮定が満たされることを以下で示す.

まず，

f(O，O) = 0 

であるから e* 0，戸 =0に対して， (B.2)式は満たされている.

以下では， (B.3)式を満たす μ>0の存在を示そう.

W山)= Go(p) + {1 -bO(p)}1(-l(O) 

e eー {1-bo(p)} 1(-1(0)ψ(ε) 

と置くと，

f(e，r) = e -r + WO(p)ψ(e) 

と表わされる. (4.17)式より，

i{同 (p)+ Wl(p)} > 0 

であるから，w，よl(p)が存在する.そこで， (4.11)式と (4.16)式を用いると，

IIWo-T(p)ell'lIf(υ) -f(O， r)11三eTWO-
1(p){f(υ)-f(O，r)} 

2:: eTWo-
1(p)e + eTψ(e) 

三eTWO-
1(p)e

= iシt印♂山(ωp){怖州W附0凶ω(ω仙p

三ρ0叫(p刈州)川IllVo-T(p)戸e計11
22 

(B.9) 

、、‘，，
F

Q
U
 

4
E
i
 

R
H
 

〆，a
‘、、

(B.11) 

(B.12) 

(B.13) 

(B.14) 

(B.15) 

(B.16) 
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が成り立つ.これより，

を得る.

ρo(p) 
IIf(e，r) -f(O，r)11 ~一一一一Ilêll

一 IIWo(p)11
(B.17) 

γo(p) > 0の場合には.(4.17)式よりん(p)= 1と選ぶことができる.このとき， ρo(p)=γo(p). 

Wo(p) = Go(p). eニ tであるから. (B.17)式は，

γo(p) 
IIf(υ) -f(O，r)1I ~一一一11ε11

一 IIGo(p)11
(B.18) 

と表わせる.γo(p)三0の場合. (4.17)式より.t5o(p) < 1である.このことと (4.11)式のセクタ

条件を用いると

lIell = lIe一 {1-t50(p)}](-1(0)ψ(ε)11 

= 11](-1/2(0) [](門的一 {1一九(p)}](-1/2(州 ε)] 11 

: ||Ifl/2(伸一 {1一仰)}](一巾(州ε)11 
一 |1](1/2(0)11

ど 11](よ(o)jf[t5o(p)11刊(仰11+ {1 -t5o(p)HII](1/2(削 1-11](-門州e)II}] 

¥6o(p) 11 ](1/2(0)ell 

- 11](1/2(0)11 

j入 in[]((O)]
三6o(p)l ml||ε11 

¥ I入max[]((O)]

が成り立つ.これと (B.17)式より，

を得る.

入国n[]((0)] t5o(p)向 (p)
||f(er)-f(01)|121lHEll 

入max[]((O)]IIWo(p)11 

したがって. (4.14)式の μo(p)の定義と. (B.18). (B.20)式より，

IIf(e，r) -f(O，r)11三μo(p)lIell

(B.19) 

(B.20) 

(B.21) 

が成り立ち， μ=μo(p)に対して (B.3)式の成立がいえる.以上より，補題 B.1の条件が満たさ

れすべての (r，p)ε冗 xPに対して. (4.9)式の解 e(r，p)は存在する.
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さて • ee(r，p)の存在領域を求めよう. (B.21)式で e=げ(r，p)と置けば，

Ilrllさμo(p)lIee(:，p)1I (B.22) 

を得る.これより，平衡点♂(r，p)は， (4.13)式の Ee(r，p)に存在するのである. 口

(注意) なお. (B.19)式中では，

111(1/2(0)ell三111(-1/2(0)ψ(ε)11 (B.23) 

が成り立つことを用いたが，これが， (4.11)式より導かれることを以下に示そう. 1((0)は正定対

称行列であるから，任意の EεRm に対して，

0壬[e-1(-1(0)ψ(ε)f 1((O)[e -1(-1(0)ψ(ε) ] 

= eT 1((O)e -2eT i.p(ε) + i.pT (ε)1(-1(0)ψ(ε) 

が成り立つ.これと (4.11)式より，

であるから，

o ::; eTψ(ε) _ i.pT (ε)1(-1(0)ψ(ε) 

三eT1((O)e -eTψ(ε) 

o ::; eTψ(ε) ::; eT 
1((0)ε 

が満たされる.この (B.26)式と (4.11)式より. (B.23)式と等価な

i.pT (ε)1(-1(0)ψ(ε)三eT1((0)ε 

が成り立つのである.

B.3 6.3節 (II)の場合の制御偏差

零固有値をもっ mXm行列 Acとm 次元ベクトル bcが可制御対で，

Acxc + bce = 0 

(B.24) 

(B.25) 

(B.26) 

(B.27) 

口

(B.28) 
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を満たすならば，e = 0であることを示そう.

行列 Aeの零固有値に対する左固有ベクトルを f手0とする. (B.28)式の両辺に左から fを掛

けると，

f，bce = 0 (B.29) 

を得る.ところで，(Ae，be)の可制御性より，

ra此 [bcAebe ... A::n-1be] = m (B却)

であるから，

[f，be 0 ・・・ 0] = f，[bc Acbc ... A::n-1bc]メO (B.31) 

である. したがって，f，be i= 0であり， (B.29)式より ε=0である.

B.4 6.3節 (6.23)式の解の存在

零固有値をただ 1つもつ mxm行列 Aeと m 次元行ベクトル Ceが可観測対であるとき，実

数 σに対して Xeについての代数方程式

σ
 

『

E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
」

唱

i

n

u

r
z
'
S
E
E
S
S
E
S
S
E
L
 

一一c
 

z
 

吋
B
E
B
E
E
-
-
l
」

‘，

pν 

p
h
A
 

「
E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
L

(B.32) 

の解がただ lつ存在することを示そう.

(Cc， Ac)の可観測性より，すべての複素数 sに対して，

m
 

一一

『

B

I

l

l

-

-

」

F
t
 

eu 

ι
一C 

A
 

「
E
B
E
B
E
E
-
-
L

k
 

n
 

a
 

V
A
 

(B.33) 

が成り立つ.s = 0とおけば，

m
 

一一

1
E
B
E
B
E
E
-
-
」

、，

F
し
V

C

A

 

「
B
E
B
E
E
-
-
I
L

-
K
 n

 
a
 

T
A
 

(B.34) 

である.一方， rankAc = m -1であるから，

m
 

一一

司
Z
I
B
E
l
-
-
J

ーi

n

u

o
ム

F
B
E
B
E
E
-
-
l
L
 

z
k
 n

 
a
 

T
A
 一一

『

E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
d

t
i
n
H
U
 

3

C

 

C

A

 

「
E
E
E
E
E
E
E
E
E
E
L
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n
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A
 

(Bお)
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となる.これと (B.34)式より，

m
 

一一

司

EBEBEE--t
，EJ

2

C

 

C

A

 

r
i
l
-
-
l
L
 

'
k
 n

 
a
 

v-A 一一

司

B
I
l
l
-
-」

'
i
A
U
 

司，

P

Fζ円

A

「「Ea1tIlB『lEElEElEL

'
k
 n

 
a
 

v且 (B.36) 

であるから， (B.32)式の解はただ 1つ存在する.
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