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1 は じ め に

ボラティリティは, 資産運用を行う際に重要な情報である。いま, 簡単化のために, 収益

率 ���を次のようにモデル化する。

����������� �1�

ただし, �はパラメータのベクター, ��は誤差項である。�����は収益率の平均部分の動き

を定式化した部分であり, AR (autoregressive) モデルや ARMA (autoregressive-moving aver-

age) モデル等が用いられることが多い。たとえば, AR ���モデル (次数�の ARモデル)

の場合には, ( 1 )式は次のように定式化される。

������������������������ �1a�

( 1 )式より,

�������������� �2�

となるので, ( 1 )式から( 2 )式をひいて両辺を自乗すると次式がえられる。

�������������
����

� �3�

( 3 )式より, ��
�は 1 期先の収益率 ����を予測した際の予測誤差 �������������の自乗の値

に等しいことが理解できる。

ここで,
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本稿は, MGARCH (multivariate generalized autoregressive conditional hetero-

scedasticity) モデルに関する最近の展開に関してサーベイを行う。全体の議論を行

う前提として, まず, 1 変量の GARCH型モデル (ARCHモデル, GARCHモデル,

EGARCHモデル) について紹介を行う。特に, VECH, BEKK, CCCという多変量

GARCH型モデルの 3 つの基本モデルに関して整理を行う。その後, DCC, ADCC,

DECOの 3 つの相関係数変動モデルに焦点をあて, それらの特徴に関して整理を

行う。
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���������������������������
���������

�
�� ���

となることから明らかなように, 予測誤差の自乗の条件付き期待値は, 収益率の条件付き分

散に等しい。この �期の収益率の条件付き分散 ��������を �期の「ボラティリティ (vola-

tility)」と呼び, 以下では, ��で表す。
1)

ボラティリティの値は, その資産収益率のリスクの大きさを表している。なぜならば, こ

の値が大きいほど収益率の将来予測が大きく外れる可能性が高いことを意味し, リスクが高

いといえるからである。多くの投資家は, 収益率の期待値が同じであれば, よりリスクの小

さい資産を選択するであろう。つまり, ボラティリティの値は, ポートフォリオの選択を行

う際に重要な情報となる。
2)

渡部 (2000) を参考にしながら, 1 変量のボラティリティ変動モデルについて整理を行う。

2.1 ARCHモデル

いま, ��
�が AR ���モデルにしたがっているものと仮定する。

��
��	�
��

�
����
��

�
����	�
��

�
������ �5�

このとき,

������
�
���	�
��

�
����
��

�
����	�
��

�
��� �6�

が成立し, ������
�
��をボラティリティ ����で置き換えると,

���	�
��
�
����
��

�
����	�
��

�
��� �7�

をえる。

さらに, ��を平均が 0, 分散が 1の互いに独立な正規分布にしたがう確率変数とすると,

��は次のように ��
 と��の積として表すことができる。
4)

��� ��
 ������

������� �8�

Engle (1982) は, ( 7 )式と( 8 )式とからなるモデルを提案し, ARCH ���モデル (次数 �

の autoregressive conditional heteroscedasticity モデル) と呼んだ。なお, ボラティリティの

非負性を保証するために, 係数には 	���


��
�����	��の制約が必要となる。

( 1 )式と( 8 )式から, モデルは次のようにまとめることができる。

��������� ��
 �� �9�

例として, AR(1)�ARCH(1) モデルは, ( 9 )式から次のように書くことができる。

������������� 	�
��
�
���
 �� �9a�
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2 ボラティリティの定式化
3)



2.2 GARCHモデル

Bollerslev (1986) は, ボラティリティの説明変数に, 過去の予測誤差の自乗の値だけでな

く, 過去のボラティリティの値を加えたモデルを提案した。これが, GARCH (generalized

ARCH) モデルである。GARCH �����モデルは次のように定式化される。

�������
������������

	��
	�
�
��	�����
	���	��	�����
�；������
���10�

(10)式において, 右辺第 2 項が GARCH項, 第 3 項が ARCH項と呼ばれ, �は GARCH項

の次数を示し, �は ARCH項の次数を示している。(10)式から明らかなように, このモデ

ルは ARCHモデルを一般化したものである。

いま, 例として, 次の GARCH (1, 1) モデルを考える。

�����������
��
��� �11�

(11)式は,

�����������
��
��� �12�

となる。ただし, �はラグ演算子で, �
��
���である。�����であれば, (12)式より

���
�

������
���
��

�����
�

�����
�
�


�������
����� �13�

がえられる。(13)式は, 次数が無限大の ARCHモデルである。すなわち, (11)式で示され

る GARCH (1, 1) モデルは, 次数が無限大の ARCHモデルに対応している。ARCHモデル

と GARCHモデルの双方を用いて収益率の変動を分析した場合には, ARCHモデルでは長い

次数が選択される傾向があるが GARCHモデルでは簡単な GARCH (1, 1) モデルが選択され

ることが多い。

先に述べたように, ボラティリティ ����は, 予測誤差の自乗 ���
��の条件付き期待値で

ある。いま, ボラティリティの予測誤差 ���
��������

�
�����

�����を��で表すと,

��
������� �14�

となる。(14)式の関係を 1期ずらすと

��
������������� �15�

となり, (15)式を(11)式に代入すると

������
��������
���� �16�

となる。(16)式は, ��に関する AR (1) モデルである。また, (16)式から GARCH (1, 1) モ

デルの分散の定常値 �����
���は, �����
���で与えられることがわかる。

5)

(16)式において, ボラティリティと定常値との乖離を �����������
���とおくと,

�����������
���となるので, これを(16)式に代入して, ��を消去すると

����
��������
���� �17�
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と書け, (17)式は, さらに,

������������������ �18�

となるので, 最終的に, 次のように書くことができる。

���
�

��������
��������

��������������� �19�

(19)式より明らかなように, ボラティリティのショック ����の��への影響は, ���の大

きさによって把握することができることがわかる。もし 	���	
�であれば, 時間の経過

とともに乖離 ����は 0 へと収束し, ボラティリティ �	��がその定常値である


��������に収束することを意味している。また, 	���	の値が 1に近いほど, ボラティ

リティのショックに対する影響が長期間にわたり持続することとなる。

ここで, GARCHモデルの定常値について例を示すと以下のとおりである。

(例１：GARCH (2, 1) モデル)

次の GARCH (2, 1) モデルを考える。

	��
���	������	�������
��� �20�

いま, ボラティリティの予測誤差 ���
��������

�
���を��で表すと,

��
��	���� �21�

となる。(21)式の関係を 1期ずらすと

��
����	�������� �22�

となり, (22)式を(20)式に代入すると

	��
�������	������	��������� �23�

となる。(23)式は, 	�に関する AR (2) モデルである。

ここで, (23)式より, GARCH (2, 1) モデルの定常値 �����
���は, 
������������で

与えられることがわかる。

(例２： GARCH (2, 2) モデル)

次に, GARCH (2, 2) モデルを考える。

	��
���	������	�������
�
�������

�
��� �24�

いま, ボラティリティの予測誤差 ���
��������

�
���を��で表すと,

��
��	���� �25�

となる。(25)式の関係を 1期ずらすと

��
����	�������� �26�
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となり, さらにもう 1期ずらすと

��
������������� �27�

がえられる。ここで, (26)式と(27)式を(24)式に代入すると

������������������������������������������ �28�

となる。(28)式は, ��に関する ARMA (2, 2) モデルである。

したがって, (28)式より, GARCH (2, 2) モデルの定常値 �	���
���は, �������������

����で与えられることがわかる。

2.3 ボラティリティ変動の非対称性

GARCH型モデルは, ボラティリティの変動を表すための優れたモデルであるが, 欠点も

併せ持っている。収益率のボラティリティは, 資産価値が上がった良いニュースのあった次

の期よりも資産価値が下がったという悪いニュースのあった次の期においてより上昇する傾

向があることが経験的に知られており, こうしたボラティリティの変動の非対称性は

GARCH型モデルではとらえることができない。Nelson (1991) は, こうしたボラティリティ

変動の非対称性を取り入れたモデルとして, EGARCH (exponential GARCH) モデルを提唱

した。
6)

EGARCH �
���モデルは次のように示される。

����������

����������������


����	����
���
���

�	�
���

��� �29�

ただし, ��������� である。この EGARCHモデルに関しては, いくつか注意をする点があ

る。まず, (29)式において予測誤差 ����をボラティリティの平方根 ���� �で基準化した値

を説明変数として用いている点である。次に, (29)式において, 被説明変数がボラティリティ

の対数値となっているために, パラメータの非負制約を考慮する必要がなくなることが指摘

できる。最後に, EGARCHモデルにおいては, ボラティリティの持続性を見る際には, �

の値のみを見ればよいことがわかる。

例として, 次の EGARCH (1, 1) モデルを考える。

���������������������������
����
�	�
����
�� �30�

(30)式によると, 良いニュース �����
��があったときは,

������������������������
����
��	�
����
� �31�

となり, 悪いニュース ��������があったときは,

������������������������
����
��	�
����
� �32�

となる。つまり, ���であれば, 良いニュースがあったときよりも, 悪いニュースがあっ

たときのほうが, 翌日のボラティリティが上昇することがわかる。

多変量 GARCH型モデルに関する最近の展開 5



3 多変量 GARCHに関する基本モデル

3.1 MGARCHモデル

一般的に, 多変量 GARCH (multivariate GARCH: MGARCH) モデルは, 次のように定式

化される。

����������� �33�

�������
� �	�
��
������������ �34�

ただし, ������
�は�次の列ベクトルであり, ��は ���次の対称行列である。

ここで, 次の関係が成立する。


�	������� �35�

��	����������
� �	���	��
�




���

���
� �	�
��� �36�

(36)式から明らかなように, ��は��の条件付き分散共分散行列であり, 例として, 2 変数

の場合には, 次のように示される。

���
��	���

�
���� ��	�����������

��	����������� ��	���
�
����

���
���



���
���
�

�
	���� 	����

	���� 	����

���
��


���
���

�37�

この��の定式化の相違によりいくつかのモデルに分けることができる。

3.2 VECHモデル

Bollerslev, Engle and Wooldridge (1988) は VECHモデルを提唱した。その一般的な形は

次のように表示される。

�������������

������������	��



�	�����

������������	�� �38�

ただし, ��は
������

�
��次の列ベクトルであり, �����は

������

�
�

������

�
次の係

数行列である。また, ����は下三角行列の各要素を列ベクトルとしてスタックする演算子

である。
7)

例として, 2 変量の VECH (1, 1) モデルは, 次のようになる。

���������������������	��


�	������������	�� �39�

これを要素表示すると, 次式がえられる。
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	����
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� ���

� ��
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� �
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� �
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�39a�
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この VECHモデルは柔軟性のあるモデルであるが, その問題点として, 推定すべきパラメー

タの数が, 次数の拡大に伴い急速に増加することがあげられる。たとえば, ���の VECH

(1, 1) モデルのパラメータ数は21個であるが, ���の VECH (1, 1) モデルのパラメータ数

は, 78となり, 変数の数をある一定数以上に増やすことは困難となる。

そこで, Bollerslev, Engle and Wooldridge (1988) は, �����を対角行列 (diagonal matrix)

とする diagonal VECH (DVECH) モデルを提唱した。

例として, 2 変量の DVECH (1, 1) モデルは, 次のようになる。

�����

�����

�����

���
�������

���
��������

�

���
�

���
�

���
�

���
����
���
�

���
����
���
�
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� � �

� ���
� �

� � ���
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����
���
�
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����
���
�
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���
�

�����
�

��
���
�

���
����
���
�

���
����
���
�

	

���
� � �

� ���
� �

� � ���
�

���
����
���
�

���
����
���
�

�����
�

�����
�

�����
�

���
�������

���
�������

�40�

このモデルの特徴は, (40)式から明らかなように, 非対角要素が 0となっているため, 推定

すべきパラメータの数が大幅に減少している点である。たとえば, ���の DVECH (1, 1)

モデルのパラメータ数は 9個であるが, ���の VECH (1, 1) モデルのパラメータ数は18個

となる。しかし, 他方, あるマーケットのボラティリティが他のマーケットのボラティリティ

からは影響を受けないという問題点も指摘できる (DVECHモデルは, 各要素に 1 変量の

GARCHモデルを用いたモデルとみなすことができる)。したがって, DVECHモデルは, ボ

ラティリティの相互依存関係を分析する際には必ずしも適切なモデルとはいえない。

3.3 BEKKモデル

Baba et al. (1987) および Engle and Kroner (1995) によって提唱された BEKK (Baba,

Engle, Kraft, Kroner) モデルは次のように定式化される。

�����	
�
	�������
��

�
�
���

�
�	



�������
��
�
� �41�

ただし, �����は ���次の係数行列である。また, ��は ���次の対称行列である。例と

して 2変量の BEKK (1, 1) モデルは次のようになる。

�����	�����
��
�
�
���

�
�	����
��

�
� �42�

ただし,

���
����� �����

����� �����

��
���
�

��
���
�

���
���

� ���
�

���
� ���

�

��
����
�

��
����
�

���
���

� ���
�

���
� ���

�

��
����
�

��
����
�

���
���

� ���
�

���
� ���

�

�
���
���

�
���
���

��
��
�
�
��

��
���
� ����
�����
�

����
�����
� ��
���
�

�
���
���

�
���
���

である。したがって, (42)式を要素表示すると次のようになる。
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�

(42a)

BEKKモデルの第 1 のメリットは, 推定すべきパラメータの数が少なくて済むことであ

る。たとえば, ���の BEKK (1, 1) モデルのパラメータ数は11個であるが, ���の BEKK

(1, 1) モデルのパラメータ数は, 24個である。これは, VECH (1, 1) モデルのパラメータの

数 (���のとき21, ���のとき78) と比べてかなり少なくなっている。

BEKKモデルの第 2 のメリットは, ボラティリティの相互依存関係を明示的にモデル化

できる点があげられる。(40)式の DVECH (1, 1) モデルと(42a)式の BEKK (1, 1) モデルを

比べると明らかなように, DVECH (1, 1) モデルでは, �����に影響を与えるのは ��
�����,

�������であるのに対して, BEKK (1, 1) モデルでは �����に影響を与えるのは ��
�����, ��

�����,

������������, �����������������������である。つまり, BEKKモデルは推定すべきパラメータの

数が少ないうえに, ボラティリティの変動に関する相互依存関係が明示的にモデル化されて

いる便利なモデルであることがわかる。

3.4 CCCモデル

Bollerslev (1990) は相関係数を直接モデル化することのできる CCC (constant conditional

correlation) モデルを提唱した。このモデルの特徴は, 条件付き相関係数が時間を通じて一

定と仮定されている点である。

一般に, �次の分散共分散行列�は, �����と分解することが可能である。ただし,

�は相関行列 (一定と仮定) であり, ��	
��
���
 ����
 �� ���
 �は対角要素として
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���� �����������, 非対角要素として 0 をもつ対角行列である。
8)
したがって, 次のよう

に定式化できる。

�������� �43�

CCCモデルでは, まず, ��の対角成分に関しては, 1 変量 GARCH �����モデルを用い

てモデル化する。

����������
	��
���	�����		���

	������	�
�
����		 �44�

次に, ��の非対角 ���	�成分に関しては, 一定である相関係数行列 ���の ���	�成分で

ある
�	を用いて, 次のように定式化を行う。

��	���
�	 ������ �		��� ��
	� �45�

例として, 2 変量の場合は, (43)式は

���
����� �����

����� �����

��
���



��
���
�

�
������ �

� ������

��
���



��
���
�

� 
��


�� �

��
���



��
���
�

������ �

� ������

��
���



��
���
�

�46�

となり, 各ボラティリティが GARCH (1, 1) モデルにしたがう場合には, (44)式および(45)

式より, CCCモデルは次のように示される｡

����������
�������	������
�
����	� �47�

����������
�������	������
�
����	� �48�

������
�� ������ ������ �49�

GARCH (1, 1)－CCC モデルでは, ���の場合, 推定すべきパラメータの数は 7個であり,

���の場合, 推定すべきパラメータの数は12個である。したがって, VECHモデル, BEKK

モデルと比べて, 推定すべきパラメータの数が少なくて済むことがわかる (表 1を参照)。

4 条件付き相関係数変動モデル

4.1 DCCモデル

Engle (2002) は, 相関係数が時間とともに変化する DCC (dynamic conditional correlation)

モデルを提唱した。
9)
まず, CCモデルの(43)式の�が時間に依存するため, 次のように書く

多変量 GARCH型モデルに関する最近の展開 9

表 1 推定すべきパラメータの数

��� ���

VECH (1, 1) 21 78

DVECH (1, 1) 9 18

BEKK (1, 1) 11 24

GARCH (1, 1)－CCC 7 12



ことができる。

��������� �50�

例として, 2 変量の場合は, (50)式は次のように表現できる。

���
����� �����

����� �����

�
���
��

�
			
	


�
������ �

� ������

�
���
��

�
			
	


� �����

����� �

�
���
��

�
			
	


������ �

� ������

�
���
��

�
			
	


�51�

また, CCC モデルの場合と同様に, 各ボラティリティの変動は, 1 変量の GARCH モデル

にしたがうと仮定される。

����������
�
���	������������



���������
�
���������������
 �52�

ここで, ���������������� と基準化し, それらを要素とするべクトル �����������������
���
�

を考え, その条件付き分散 �����������
�
��を定義する。すると, 相関係数行列の変動は次

のように定式化される。

��������
����� ���


��� ������������
����� ���


��� ����� �53�

������������������
�
��������� �54�

ただし, ���������
�
����で, �������������である。

2変数の場合は, (53)式および(54)式は, それぞれ, 次のように示される。

� �����

����� �

��
���
�

�	
			



�
��
����� �

� ��
�����

��
���
�

�	
			




���� 
����


���� 
����

��
���
�

�	
			



��
����� �

� ��
�����

��
���
�

�	
			



�55�


���� 
����


���� 
����

�
���
��

�
			
	


��������
� 
��


�� �

�
���
��

�
			
	


��
��
����� ������������

������������ ��
�����

�
���
���

�
			
		


��

������ 
������


������ 
������

�
���
��

�
			
	


�56�

したがって, 動学的相関係数は次のように与えられる。
10)

������
�������
������������������
������

�������
������
�������
������� �������
������

�������
��������
�57�

4.2 ADCCモデル

Cappiello, Engle and Sheppard (2006) は, DCCモデルに非対称性を考慮した ADCC (asym-

metric DCC) モデルを提唱した。

まず, 各ボラティリティの変動は, 1 変量の GARCHモデルにしたがうと仮定される。

����������
�
���	������������



���������
�
���������������
 �58�

ここで, ���������������� と基準化し, それらを要素とするべクトル �����������������
���
�

を考え, その条件付き分散 �����������
�
��を定義する。すると, 相関係数行列の変動は次
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のように定式化される。

�������������� ��������� ������������������ ��������� ����� �59�

��������	�����	������


���		����	������



��� �60�

ただし, ��
������


�������
����



��である。また, ���������
��� �������
は ����

であれば 1 をとり, そうでなければ 0 をとる ���のインデケーター関数, �は Hadamard

積) である
11)12)
。

また, ��が正値定符号となるための条件は

�			
��� �61�

である。ただし, 
は, �����
� ������

� の最大固有値である。
13)

4.3 DECOモデル

Engle and Kelly (2012) は複数の相関係数の変動を同時に考慮に入れる DECO (dynamic

equicorrelation) モデルを提唱した。

まず, 各ボラティリティの変動は, 1 変量の GARCH モデルにしたがうと仮定される。

���������	��
���������������	��

���������
�
���������������� �62�

ここで, ���������������� と基準化し, それらを要素とするべクトル ���������������������



を考え, その条件付き分散 ���
�������


��を定義する。すると, 相関係数行列の変動は次

のように定式化される。

��	
�
� ���������	��
� �63�

���
�

������
��������� where ������

�����

�����������
������������ �64�

��	
�
� ������	���	
�	������



���		��	
�

��� �65�

ただし, ��は�次の単位行列, 
�は ���次の要素がすべて 1 の行列である。また, ��は

時点�における equicorrelation であり, 時点�における ��������個の動学的相関係数の

平均値として計算される。さらに, �����は ��	
�
� の ��要素である。

14)

(例 1 ： 2 変数の場合)

例として 2変数の場合を考える。その場合, (63)式は次のようになる。

��	
�
� ���������	��
��������

� �

� �� �	��

� �

� �� ��
� ��

�� �� � �66�

ここで(49)式の相関係数の部分に注目すると, 2 変数の場合には(47)式より
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���
�

������
��������������� �67�

となり, DECOモデルと CCCモデルとは一致し, ��は �����と一致することがわかる。

(例 2： 3変数の場合)

3 変数の場合には, (63)式は次のようになる。

�����
� ������������	��������

� � �

� � �

� � �	 
���

� � �

� � �

� � �	 
�
� �� ��

�� � ��

�� �� �
	 
 �68�

ここで(68)式の相関係数の部分に注目すると, 3 変数の場合には(64)式より

第２１２巻 第 ６ 号12

表 2 可変的相関係数モデル

DCCモデル


��������
��


������������������

���������� �����������

���������

�����	
������� �
������� ���������	
������� �
������� �����

������	�
���	�����
�
����
����

ADCCモデル


��������
��


������������������

���������� �����������

���������

�����	
������� �
������� ���������	
������� �
������� �����

������	�
���
��	�����
�
����
�����
�����

�
���

DECOモデル


��������
��


������������������

���������� �����������

���������

�����	
������� �
������� ���������	
������� �
������� �����

�����
� ������������	�

���
�

������
��������� where ������

�����

�����������
���������
��

�����
� ����	�
�������	�����

�
����
�����

���



���
�

������
����������

�

�
������������������� �69�

となり, ��は各相関係数の平均値として与えられることがわかる。(68)式からわかるように,

各相関係数が同一の値をとることが, DECOの特徴となっている。

今 後 の 課 題

本稿では, 多変量 GARCHモデルに関する最近の議論について, 整理を行った。特に, 相

関係数変動モデルとして, DCC, ADCC, DECOの 3 つのモデルを取り上げ, それらの特徴

について整理を行った。

この延長線上での研究課題としては, コピュラ (copula) の応用が考えられる。
15)
コピュラ

は, Sklar (1959) によって提唱された概念であり, 周辺分布の間の複雑な依存構造を理解す

るために用いることができる分析手法である。たとえば, 株式の収益率の間の関係を分析す

るためにも用いることができる。多変量 GARCHモデルとコピュラとを組み合わせて資産価

格の変動について分析をすることは, 今後の発展が期待される。
16)

付録Ａ ARCHモデルの無条件平均と無条件分散

ARCHモデルの平均と分散について簡単な例を用いて計算を行う。いま, 次のモデルを考える。

���������� 	�	 
�� �A1�

	�������
��� �A2�

ただし, 
�は, 平均が 0で分散が 1の互いに独立な確率変数である。このとき, ��の無条件平均は,

次式でえられる。


�����
�������� �A3�

次に, 無条件分散は,

������

����
�����
���
���

������
���
���� �A4�

より, 無条件分散を ��
���
���
���

����で示すと,

��
�

���
�A5�

となる。つまり, ARCHモデルにおいては, 条件付き分散は時間とともに変動するが, 無条件分

散 (定常値) は一定である。

付録Ｂ ARCHモデルの推定方法

ここでは, 渡部 (2007) を参考にしながら, GARCH (1, 1) モデルの推定方法についてまとめる。

いま, 次のモデルを考える。

��������������� �B1�

��� 	�	 
��
������
�
�����
�
�
���� �B2�
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��������������
��� ��������� �B3�

ただし, ��は標準正規分布にしたがうと仮定する。推定すべきパラメータは平均方程式に含まれる

未知パラメータ �	��	��と分散方程式に含まれる未知パラメータ �������である。実際の推定

では, 平均方程式と分散方程式を別に行う 2段階推定法と平均方程式と分散方程式を一緒に推定す

る同時推定法の 2つがあるが, ここでは比較的よく用いられる 2段階推定法について説明を行う。

まず, 2 段階推定では, まず, 平均方程式のパラメータを推定し, 次に, えられた残差 �
��を

誤差 �
��とみなして分散方程式を推定する。未知パラメータのベクトルを�で示す。いま, �����

��
�が与えられたもとで, 	��


�
���の結合密度関数 ���	��


�
���������

�����は次のように示される。

��	��

�
���������

���������������
�����


�


��
���
�	��



��
���������

���� �B4�

GARCH (1, 1) モデルでは, �������
�が与えられると, (B3)式より��がえられる。これは, (B4)

式の右辺第 1項

����������
����

の分散である。また, その平均は 0で, 仮定より��が標準正規分布にしたがうので,

����������
����

は, 平均 0, 分散��の正規分布の確率密度関数を表す。

さらに, ��の値が与えられると, (A3)式より, ��がえられる。これは,

�������������
����

の分散である。また, その平均は 0で, 仮定より��が標準正規分布にしたがうので,

�������������
����

は, 平均 0, 分散��の正規分布の確率密度関数を表す。

これを繰り返していくと, (A4)式の右辺の条件付き密度関数がすべて求まり, 尤度関数は, 未

知パラメータ ���に対する推定量 ��
�
�の関数として

���
�
��


�

���

�

�	���
��� �

��
�

���� � �B5�

と表され, その対数をとった対数尤度関数は次のように与えられる。
17)

	
����
�
����

�

�
�� 	
��	��	
�����

��
�

��� � �B6�

(B6)式を最大化するように, 未知パラメータの推定量��
�
�を求めればよい。

付録Ｃ DCCモデルの推定方法

Engle (2002) に基づき, DCCモデルの推定方法について説明を行う。次のモデルを考える。い

ま, 平均方程式を次のように定式化する。

���������

�����������������	��

��������������������
� �C1�

ただし, ���������������������
�は�個の収益率のベクトルである。
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ここで, (B1)式に関しては, 線形の関係を仮定し, その関係を最小二乗法で推定すると, 残差

ベクトル ����がえられる。この残差ベクトルを誤差のベクトル ����とみなして分散および相関係

数の推定を行う。

��������� �C2�

������� ������� ��������� ������������������ ��������� ����� �C3�

��������	��	�	���	


���		���� (C4)

ここで, 	�について正規分布の仮定をおくと, 対数尤度関数は次のように与えられる。


��
�

�
��

�����������	������	�
�����

���

� �
������

��
�

�
��

�����������	������	�

���������

�����

��
�

�
��

�����������	����������	�

��

��
� ���

��
� ���

��
�

�
��

�����������	����������		

���	��

��
�

�
��

�����������	�������	������		

���	��

ここで, 同じ値 �	

�	���


��
��
� ���

� ���を足してひくと, 対数尤度関数は次のように書くことができ

る。


��
�

�
��

�����������	�������	�

��


�
� �
�

� ���	

�	�	������		


���	��

これより, 対数尤度は, ボラティリティに関する部分 �

�と相関係数に関する部分 �
��の和とし

て書き直すことができる。


���
��

���	
����
�

ただし,



�����
�

�
��

�����������	�������	�

��

��
� ���

� ���


����
���
�

�
��

�����	

�	�	������		


���	��

対数尤度関数のボラティリティの部分は, 明らかに, 個々の GARCHモデルの合計に他ならない。



��
�
���

�

�
���

�
��� ������	��������	

��
���

����� �
したがって, 2 段階法は, 次のようなプロセスからなる。

まず, 次の問題の最適解を求める。

�
�
���	
��

���

次に, 第 1段階でえられた�
�
を所与として, 次の第 2段階の最適解を求める。


��





��
�
�
�
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注

1) ボラティリティ変動モデルには, GARCH型モデルと確率的ボラティリティモデル (stochastic

volatility model) の 2 種類がある。両者の相違点は, 前者がボラティリティを既知の情報に基づ

き定式化することに対して, 後者はボラティリティ自体が独自の確率的ショックに依存すると考

える点である。後者に関しては, 渡部 (2000) を参照のこと。

2) VaR (value at risk) を用いたリスク管理の分析においても, ボラティリティは重要な役割を果

たす。ここで, VaR とは市場リスクの予想最大損失額を算出する指標をいう。

3) ARCH型モデルに関する日本語で書かれた文献としては, たとえば, 渡部 (2000, 2007), 沖

本 (2010) 等が参考になる。

4) ここで, ���������������������������
�	�������

�
�����������

�
�����となることに注意。

5) (16)式は次のように書ける。������
�
���	
�

��������

�
����

����。この両辺の期待値をと

ると, ��������
�
������	
�

��������

�
����

�����となり, ����

���	
�

������
����とな

る。ここで, 無条件分散を 
�����
�������

����とおくと, 次の結果がえられる。
�
	

��
��
。

6) Glosten, Jagannathan and Runkle (1993) による GJRモデルも参照のこと。

7) たとえば, ��
��� ���

��� ���� �のとき, ��������

���

���

���

 �である。

8) ����演算子は, 次のようになる。��������������������

��� 	 � 	

	 ��� 	

� �

	 	 � ���
� �

9) Tse and Tsui (2002) は若干異なった形の DCCモデルを提唱している。Caporin and McAleer

(2011) は, 統計学的な見地から, BEKKモデルと DCCモデルの比較検討を行っている。

10) DCCモデルを用いた実証研究の例としては, Akhtaruzzaman, Shamsuddin and Easton (2014),

Antonakakis (2012), Apostolakis and Papadopoulos (2014), Chiang, Jeon and Li (2007), Kinkyo and

Hamori (2014), Lahrech and Sylwester (2011), Savva (2009), Tamakoshi and Hamori (2013a),

Toyoshima, Nakajima and Hamori (2013), Turhan, Sensoy and Hacihasanoglu (2014) 等があげられ

る。特に, Antonakakis (2012) と Apostolakis and Papadopoulos (2014) は DCCの分析とスピル

オーバーの分析を組み合わせている点に特徴がある。

11) Hadamard 積は, 次のとおりである。いま, 3 行 3 列の行列 ���が次のように与えられてい

る。
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このとき, 次の関係が成立する。
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12) 例として 2変数の場合には, �����
�
���は次のように与えられる。

�����
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�
����� ������������������������������

������������������������������ ����������
�
�����

� �
13) ADCC モデルを用いた実証研究の例としては, Kenourgios, Samitas and Paltalidis (2011),

Toyoshima, Tamakoshi and Hamori (2012), Tamakoshi and Hamori (2013b), Tamakoshi and Hamori

(2013c), Toyoshima and Hamori (2013), Toyoshima, Nakajima and Hamori (2013), Yang and Hamori

(2013a), Tamakoshi and Hamori (2013d), Tamakoshi and Hamori (2014) 等があげられる。

14) 表 2 は可変的相関係数モデルをまとめたものである。

15) コピュラに関して日本語で書かれた文献としては, 戸坂・吉羽 (2005) を参照。

16) たとえば, Yang and Hamori (2013b) および Yang and Hamori (2014) を参照。

17) Bollerslev (1986, p. 316) は, 初期値として必要な��
�と��の推定値として, ���	�

����
�
�を用い

ることを提唱している。
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