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1 は じ め に

所得分配の不平等度は古くから研究されてきたテーマの一つであり, 経済学においても今

なお関心を集めている研究テーマである｡ 特に, ジニ係数はその解釈が容易なために, 所得

分配の不平等度の変化を検討する上で, 広く使われる指標の一つとなっている｡ ジニ係数は

均等分配線とローレンツ曲線で囲まれた面積の 2倍として定義されており, ローレンツ曲線

と密接な関係がある｡ そして, Iritani and Kuga (1983) で指摘されているように, ローレン

ツ曲線は所得分布と対応関係があり, ローレンツ曲線や所得分布の推定は, ジニ係数の計測

と関連した, 統計学や計量経済学における重要な課題の一つとなっている｡

所得分布の推定においては, 駿河 (1982) でも述べられているように, パラメータの数が

少ない分布は推定が簡単なだけではなく, 意味づけも明らかになる一方, 分布のあてはまり

は悪い｡ 他方, パラメータの数を増やすと, 分布のあてはまりは改善する一方, 推定が困難

になるだけでなく, 意味づけも難しくなる傾向がある｡ 特に, 本稿でも用いる, グループ・

データで分析をする場合には, さらに注意すべき点がある｡ 例えば, McDonald and Ransom
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本稿では対数正規分布, Dagum分布, Singh-Maddala分布を対象として, 日本の

家計調査の勤労者世帯におけるジニ係数の精度を実証的に検討した｡ 所得分布とロー

レンツ曲線に基づく, 2 つの異なるアプローチによる尤度を用いて, マルコフ連鎖

モンテカルロ法によるベイズ推定を行った結果, これらの分布を仮定して, ローレ

ンツ曲線による推定を行えば, 概ね良好な結果が得られることが明らかになった｡

同時に, Dagum分布と Singh-Maddala分布のパラメータを直接推定すると, ジニ

係数を過大に評価する可能性があることが明らかになった｡ また, 所得分布のパラ

メータを直接推定するときには, 対数正規分布を仮定すれば妥当な結果が得られそ

うであることもわかった｡

キーワード ジニ係数, 所得分布, マルコフ連鎖モンテカルロ法,
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(1979a, b) で述べられているように, 推定結果は関数型の選択や推定方法に敏感であったり

することが指摘されている｡

ローレンツ曲線の推定においても, 様々な注意が必要である｡ 例えば, Slottje (1990) で

は, Gastwirth (1972) で提案されたノンパラメトリックな方法を併用しながら, パラメトリッ

クな方法によるジニ係数の計算を推奨する一方で, Schader and Schmid (1994) は, パラメ

トリックなローレンツ曲線をあてはめることは, ドイツのデータにおいては, ジニ係数の精

度の観点から問題があることを指摘している｡ ただし, 後述するように, パラメトリックに

ジニ係数を計算する方法は, ローレンツ曲線による方法だけでなく, 所得分布の推定からも

可能である｡ しかしながら, これらの方法を比較した研究はないと思われる｡ そこで, 本稿

では実証分析で広く使われ, あてはまりがよいと言われている, 対数正規分布, Dagum分

布 (Dagum, 1977), Singh-Maddala分布 (Singh and Maddala, 1976) を取り上げて, 総務省に

よって報告されている 『家計調査報告』 (以下, 家計調査) の勤労者世帯におけるジニ係数

の推定の精度を分析する｡
1)

本稿では, 推定方法を統一するために, マルコフ連鎖モンテカルロ (Markov chain Monte

Carlo : MCMC) 法を用いたベイズ推定を行う｡ そして, ジニ係数の推定の精度を家計調査

のデータに基づいて実証的に検討する｡ Gelfand et al. (1990) で述べられているように,

MCMC法ではパラメータの非線形な関数に対しての統計的推測が可能であり, パラメータ

の関数として表されるジニ係数の推測に適していると考えられるからである｡ つまり, 事後

平均や事後信用区間を求めることで, ジニ係数に対する統計的推測が可能になるという利点

がある｡ データに関しては, 2009年と2012年のデータを採用し, 勤労者世帯の 5分位と10分

位の両方のデータから分析を行った｡ 分析の結果, 取り上げた 3つの分布で, ローレンツ曲

線を推定すれば, 概ね良好な結果が得られることがわかった｡ 同時に, Dagum分布と Singh-

Maddala分布のパラメータを直接推定すると, ジニ係数が過大に推定される可能性があるこ

とが明らかになった｡ 結論としては, 対数正規分布を仮定すれば, 推定方法にかかわらず,

概ね良好な推測が可能であると言えるであろう｡

本稿の構成は以下の通りである｡ 次節では, 所得分布とローレンツ曲線に基づくパラメー

タの推定方法と, 推定されたパラメータからジニ係数を計測する方法を解説する｡ 第 3節で

は, 日本の家計調査のデータを用いて, 計測されたジニ係数の精度について議論する｡ 第 4

節では, この分析において得られた結論と, 今後の課題について述べる｡

2 分 析 手 法

���の階級があるグループ・データにおいては, 表 1 に示されているような情報が利用

可能である｡ 言い換えれば, ���
���

���
��

�世帯の標本を ���個の階級 �����������������
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�������, その階級に属する世帯数 ���
����

������
����, 階級平均所得 �����������������

に集約したデータが提供されている｡ また, ����
�

���
��

�と ����
�

���
����

�
�が, それぞれ, 第��家

計までの累積家計数と累積所得を表すものとする｡ このとき, ���
���

���
����

�
�を総所得として,

	��
��

�
と 
��

��

�
を計算することで, 累積家計比率 �	����	����	��	������と累積所得

比率 �
����
����
��
������という, 異なる形式のデータ・セットが利用可能となる｡

このデータに基づいて, ヒストグラムを描いたり, ジニ係数を計算したりすることは可能で

あるが, �世帯の観測値がパラメトリックな所得分布からのランダムな標本であると考えて

統計的推測を行うことも可能である｡ そして, このデータを用いて, パラメトリックにジニ

係数を計測することができる｡

ジニ係数の計測方法を説明するに当たっては, ローレンツ曲線を定義する必要がある｡ そ

こで, 以下の分位点関数を定義する｡

�
	�
�������
�	������� ( 1 )

すると, ( 1 )を用いて, ローレンツ曲線が以下のように定義される｡


�	��
�

�

	

�
�

	�
��������	�� (２)

そして, ����を累積分布関数, ����を確率密度関数とすると, ジニ係数は以下の式を用い

て計算できることが知られている｡

��	��
�

�

�

�
����������� ( 3 )

��	�

�

�

�	��	 ( 4 )

ただし, ( 3 )では, 期待値�が存在することを仮定している｡ これまでに, 様々な分布か

らのジニ係数が陽表的に導出されている (例えば, Sarabia (2008) 等を参照)｡ しかしなが

ら, Hajargasht et al. (2012) でも述べられているように, ジニ係数の陽表的な表現が利用可
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表 1 グループ・データの例

所得階級 階級平均所得 世帯数

0 － �� ��� ��
�

�� － �� ��� ��
�

… … …

��	� － �� ��� ��
�

�� － � ����� ��
���



能でなかったとしても, ( 3 )や( 4 )の積分をすることで, ジニ係数を計算することができる｡

従って, ����と ����あるいは ����のパラメータを推定することは, パラメトリックに

ジニ係数を計測する上で重要であることがわかる｡ 本稿では, これらを陽表的に表すことの

できる分布に限定し, 分析の対象とした分布を中心に, 代表的な分布についての詳細を表 2

にまとめている (さらに詳しくは, Kleiber and Kotz (2003) を参照)｡

( 3 )と( 4 )からわかるように, ����と ����または ����のパラメータが推定できれば,

ジニ係数を計測することが可能である｡ しかしながら, これら 2つのアプローチに対する研

究は独立に行われており, ����と ����のパラメータを推定する方法は, 例えば,

McDonald (1984) や McDonald and Xu (1995) で行われてきた｡ 他方, ����のパラメータ

を推定する方法は, 例えば, Kakwani and Podder (1973) や Chotikapanich and Griffiths (2002)

で行われてきた｡ このような現状において, 2つのアプローチに基づくジニ係数の比較を行っ

た研究は見当たらないと思われる｡ そこで, 本稿では, 推定方法を統一して, ベイズ

MCMC法による推定に基づいて検証していく｡ Gelfand et al. (1990) では, MCMC法はパラ

メータの非線形な関数として表されたものに対しての統計的推測を可能にするということが

述べられている｡ 表 2に示されているように, ジニ係数はパラメータの非線形な関数なので,

本稿の目的に適した推定方法と考えられるからである｡

そこで, 最初に, ����や ����のパラメータを推定する方法について説明する｡ グルー

プ・データから ����や ����のパラメータを推定する方法はいくつも存在する｡ それらは,

最尤法や最小 2乗法, ベイズ MCMC法 (Chotikapanich and Griffiths, 2000) 等である｡ 本稿

では, MCMC法を採用するので, 尤度を定義する必要がある｡ 尤度に基づく推定では,

McDonald and Ransom (1979a, b) で用いられているような, 多項分布に基づく尤度が広く

使われている｡ しかしながら, Nishino and Kakamu (2011) で示されているように, 順序統

計量に基づく尤度の方がより厳密であることから, Nishino and Kakamu (2011) に従って,

以下の尤度を用いる｡

��������	!
�����

	����

�	����!
������




���

���������������
	����

�	�
����!

�����

	


�


�


��������

������
��
	�
��

�	�

���!

( 5 )

ただし, ���������
�
�で, �は関心のある分布のパラメータを表す｡ 注意すべき点は,

階級と世帯数, 階級平均所得のデータが利用可能であるにもかかわらず, 階級と世帯数のみ

を利用している点である｡

次に, ����のパラメータを推定する方法について述べる｡ 累積家計比率と累積所得比率

から, Kakwani and Podder (1973) は最初に, 最小 2 乗法によるローレンツ曲線のパラメー

タを推定する方法を提案した｡ その後, ����のパラメータの推定においても, 一般化最小
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2 乗法 (Kakwani and Podder, 1976), 最尤法 (Chotikapanich and Griffiths, 2002), MCMC法

(Chotikapanich and Griffiths, 2005) を含む, 様々な推定方法が提案されてきた｡ 本稿では,

Chotikapanich and Griffiths (2005) に則った, ベイズ・アプローチを採用する｡ そこで,

Chotikapanich and Griffiths (2002) で提案された尤度を用いることとすると, 尤度は以下の

ように定義される｡

�������
��������

���

	��

��		�		��
�
��
	���	��
		�����

���
��
	���	��
		������
( 6 )

ただし, �������������


�
��
����
����



������



���


で, ����はガンマ関数である｡

�は分布とは独立した追加的なパラメータである (Chotikapanich and Griffiths (2002) を参

照)｡ ここで注意すべき点は, ����や 
���のパラメータの推定とは異なり, 用いるデータ

は階級平均所得と世帯数から計算された, 累積家計比率と累積所得比率の情報であるという

点である｡

ベイズ推定を行うに当たっては, 尤度が定義されるだけでなく, 推定対象となるパラメー

タに対して事前分布 ����または �����を割り当て,
2)
同時事後分布

������������������ ( 7 )

��������������������
�� ( 8 )

が必要になる｡ ( 7 )と( 8 )が与えられると, MCMC法によるパラメータ推定とジニ係数の

計測が可能となる｡ ( 7 )に基づく ����や 
���のパラメータを推定する方法については,

Kakamu (2016) で詳細に述べられているので, ここでは, ( 8 )に基づく ��
�を用いた

MCMC法について説明することにする｡ Kakamu (2016) では, Chotikapanich and Griffiths
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表 2 所得分布

分布 確率密度関数 累積分布関数 ローレンツ曲線 ジニ係数

パレート分布 ��
�
�
	�	�

�	
�

�� �
	�

�	��	
�
�	��� �

��	�

対数正規分布
�

���
�

� �
���	

�	
�	��
�

��
�

�������

�������
�

	
�	�

�� � ���
	�
�
�	�� ��

�

��� �	�

Dagum分布
���

��	�

�
��

��
�

�� �
���

���

� 
  !

��� ��
�

�� �
	���

���

� 
  !

	� ����������	����

ただし, ��

���

�������������

�������������
	�

Singh-Maddala分布
���

�	�

�
�
��

�

�� �
���

���

� 
  !

��� �	 ��
�

�� �
���

���

� 
  !

	�
����������	����

ただし,
���	��	
�

���

�	
��������	����

���	���������

����は標準正規分布の累積分布関数, �
	�
���は標準正規分布の分位点関数, �������は正則化された不完全ベー

タ関数を表す｡



(2000) の酔歩連鎖による MCMC法を修正しており, 以下の手順で乱数を生成する｡

Step 1. 初期値 ��(0) を設定する｡

Step 2. ���������
��

�
��から候補値�����を生成する｡ ただし, �はチューニング・パラメー

タであり, �は��の最尤推定値の分散共分散行列である｡
3)

Step 3. 以下の採択確率を計算する｡

���������
�������������

	�������
�

	��������
�
�

�		
		�

�

�

�

そして, 任意の�����が制約の外でサンプリングされたら, ���������
���������と

置く｡

Step 4. ������を �����区間の一様分布を表すとして, 
�����から �を生成する｡

Step 5. もし �����������
�������ならば, �����

������ として, そうでなければ, �����

��������とする｡

Step 6. �を ���として, Step 2. に戻る｡

以上の方法を用いて, 以下では実証的にジニ係数の精度について計測することにする｡

3 実 証 分 析

分析に先立って, 本稿で用いたデータを説明する｡ 2009年と2012年の家計調査の勤労者世

帯の 5 分位と10分位のデータを用いた｡ データの詳細については, 豊田・和合 (1977) や

Kakamu and Nishino (2016), 各務 (2013) を参照されたい｡ そして, MCMC法に対しては,

200,000回の反復を行い, MCMC法による事後分布からの確率標本を得た｡ そして, 稼働検

査期間として最初の50,000回を切り捨て, 残りの150,000回のサンプルを事後分布からサン

プリングされたものとみなして推定に用いた｡ 本稿の推定結果は Ox Version 7.10 (OS_X_

64 / U) を用いて得られたものである (Doornik (2009) を参照)｡

まず, 表 3には, 2009年の推定から得られた, ジニ係数の結果が示されている｡ ジニ係数

の精度に関して言及するときに使われる, Gastwirth (1972) のノンパラメトリックに推定し

たときの, ジニ係数の上限と下限もあわせて報告されている｡ まず, 5 分位データについて

見てみると, 事後平均は Dagum分布と Singh-Maddala分布の分布のパラメータを直接推定

するときを除き, Gastwirth (1972) の上限と下限の間で推定されていることがわかる｡ 特に,

対数正規分布では, 精度よく推定されており, ローレンツ曲線を推定したときの上限を除い

て, Gastwirth (1972) の上限と下限の間で推定されている｡ それに対して, Dagum分布と

Singh-Maddala分布の分布のパラメータを直接推定した結果を見てみると, 95％信用区間の

下限が, Gastwirth (1972) の上限よりも大きく推定されており, ジニ係数を過大に推定して
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いる可能性があることがわかる｡

同様の結果が10分位データからも見て取ることができるが, 注目すべき点は, データの区

切りが多くなった分, Gastwirth (1972) のノンパラメトリックに推定したときの, ジニ係数

の上限と下限は 5分位と比べて狭く推定されるが, それにもかかわらず, 5 分位の結果と大

きく変わらない点である｡ 事後平均は Dagum分布と Singh-Maddala分布の分布のパラメー

タを直接推定するときを除き, Gastwirth (1972) の上限と下限の間で推定されているだけで

なく, 95％信用区間はどの推定結果も 5分位の結果と比べて狭く推定されていることがわか

る｡ そして, 5 分位の結果と比べてみると, いずれの値も Gastwirth (1972) の上限に近づ

いており, 区切りを増やしたことによる結果の改善も確認できる｡

次に, 表 4には, 2012年の推定から得られた, ジニ係数の結果が示されている｡ まず, 5

分位の結果に注目すると, 2009年の結果と異なり, ローレンツ曲線の推定では事後平均が

Gastwirth (1972) の上限と下限の間で推定されている一方, 分布のパラメータの推定ではど

れも上限と下限の外で推定されている｡ Dagum分布と Singh-Maddala分布の分布のパラメー

タを直接推定した結果を見てみると, 95％信用区間の下限が, Gastwirth (1972) の上限より

も大きく推定されており, 2009年の結果と同様に, ジニ係数を過大に推定している可能性が

あることがわかる｡ 一方, 対数正規分布では, 分布のパラメータを推定すると, いずれの値

も Gastwirth (1972) の下限より小さく推定されており, 対数正規分布が必ずしもあてはま
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表 3 2009年の推定結果

データ 分布 推定 下限 平均 上限

5分位

Gastwirth (1972) 0.238 0.261

対数正規分布
分布 0.251 ＊ 0.256 ＊ 0.261 ＊

ローレンツ曲線 0.243 ＊ 0.253 ＊ 0.263 ＋

Dagum分布
分布 0.270 ＋ 0.277 ＋ 0.284 ＋

ローレンツ曲線 0.232 － 0.254 ＊ 0.275 ＋

Singh-Maddala分布
分布 0.262 ＋ 0.271 ＋ 0.281 ＋

ローレンツ曲線 0.237 － 0.253 ＊ 0.268 ＋

10分位

Gastwirth (1972) 0.249 0.256

対数正規分布
分布 0.250 ＊ 0.253 ＊ 0.258 ＋

ローレンツ曲線 0.248 － 0.253 ＊ 0.258 ＋

Dagum分布
分布 0.264 ＋ 0.270 ＋ 0.275 ＋

ローレンツ曲線 0.240 － 0.251 ＊ 0.262 ＋

Singh-Maddala分布
分布 0.258 ＋ 0.264 ＋ 0.270 ＋

ローレンツ曲線 0.244 － 0.252 ＊ 0.260 ＋

推定結果の上限と下限は95％信用区間を表す｡ また, －は Gastwirth (1972) の下限よりも小さ
いことを, ＊は下限と上限の間にあることを, ＋は上限よりも大きいことを表す｡



りがいいというわけではないことがわかる｡

10分位の結果に目を移すと, 2009年と同様の結果が得られていることがわかる｡ データの

区切りが多くなった分, Gastwirth (1972) の上限と下限は狭く推定されているが, 事後平均

は Dagum 分布と Singh-Maddala 分布の分布のパラメータを直接推定するときを除き,

Gastwirth (1972) の上限と下限の間で推定されている｡ 事後平均が Gastwirth (1972) の上

限と下限の間で推定されている結果だけに注目すると, 95％信用区間は, どれも Gastwirth

(1972) の上限と下限よりも広いが, 対数正規分布が最も精度よく推定できていそうである｡

以上の結果を要約すると, 本稿で取り上げた, 対数正規分布, Dagum 分布, Singh-

Maddala分布を仮定して, ローレンツ曲線に基づくパラメータ推定を行えば, 家計調査の勤

労者世帯のデータを使う限りにおいては, ジニ係数の計測という観点から見れば, 概ね良好

な結果が得られそうであるということがわかった｡ 特に, 対数正規分布を採用すれば, 分布

を推定しても概ね良好な結果が得られ, Nishino and Kakamu (2011) と同様の結果が得られ

ているように見える｡ しかしながら, 分布のあてはまりとジニ係数の精度には必ずしも一貫

性がないということに言及しておかなければならない｡ 例えば, Dagum 分布や Singh-

Maddala分布は多くの国で, あてはまりがいいということが報告されているが, 本稿の結果

からはジニ係数の過大評価が見られた｡ 従って, 分布のあてはまりとジニ係数の精度に関す

る関係は更なる分析が必要であるが, 家計調査の勤労者世帯の分析においては, 対数正規分
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表 4 2012年の推定結果

データ 分布 推定 下限 平均 上限

5分位

Gastwirth (1972) 0.231 0.254

対数正規分布
分布 0.181 － 0.188 － 0.196 －

ローレンツ曲線 0.242 ＊ 0.246 ＊ 0.250 ＊

Dagum分布
分布 0.259 ＋ 0.265 ＋ 0.272 ＋

ローレンツ曲線 0.230 － 0.246 ＊ 0.261 ＋

Singh-Maddala分布
分布 0.255 ＋ 0.264 ＋ 0.274 ＋

ローレンツ曲線 0.235 ＊ 0.247 ＊ 0.259 ＋

10分位

Gastwirth (1972) 0.242 0.248

対数正規分布
分布 0.239 － 0.243 ＊ 0.247 ＊

ローレンツ曲線 0.243 ＊ 0.247 ＊ 0.251 ＋

Dagum分布
分布 0.255 ＋ 0.260 ＋ 0.265 ＋

ローレンツ曲線 0.236 － 0.245 ＊ 0.252 ＋

Singh-Maddala分布
分布 0.251 ＋ 0.257 ＋ 0.263 ＋

ローレンツ曲線 0.239 － 0.245 ＊ 0.251 ＋

推定結果の上限と下限は95％信用区間を表す｡ また, －は Gastwirth (1972) の下限よりも小さ
いことを, ＊は下限と上限の間にあることを, ＋は上限よりも大きいことを表す｡



布は分布のあてはまりも, ジニ係数の精度も良さそうであるという結果は注目に値するであ

ろう｡

4 結 論

本稿では, 2009年と2012年の家計調査の勤労者世帯の 5分位と10分位のデータを用いて,

パラメトリックにジニ係数を計測したときのジニ係数の精度について考察をした｡ ジニ係数

の計測に際しては, 対数正規分布, Dagum分布, Singh-Maddala分布を仮定して, 分布のパ

ラメータを直接推定する方法とローレンツ曲線を推定する方法の比較も行った｡ 分析の結果,

これらの分布を仮定して, ローレンツ曲線による推定を行えば, 概ね良好な結果が得られる

ことが明らかになった｡ 同時に, Dagum分布と Singh-Maddala分布のパラメータを直接推

定すると, ジニ係数には上方バイアスが存在することが明らかになった｡ また, 所得分布の

パラメータを直接推定するならば, 対数正規分布を仮定すれば妥当な結果が得られそうであ

ることもわかった｡ これらの結果を総合すると, Slottje (1990) の言葉を借りれば, 家計調

査の勤労者世帯のデータを使う限りにおいては, ｢ワープロを切って, 眠れそうである｣

(“turn off the word processor and go to bed”)｡ しかしながら, 所得分配の分析で用いるデー

タは家計調査だけでないことに注意しなければならない｡ Slottje (1990) や Schader and

Schmid (1994) で指摘されているように, 国や年度が変われば, 支持される結果が変わるよ

うに, 用いるデータが変わっても支持される結果が変わることが予想される｡ 本稿の結果は

近年の家計調査における傾向を示したに過ぎず, 一般的な結論ではない｡ この問題を解決す

るには, Kakamu and Nishino (2016) や Kobayashi and Kakamu (2016) で考えられているよ

うな, 柔軟性の高い分布の推定が鍵になるかもしれない｡ また, 所得分布のパラメータの推

定に当たっては, 積率条件を用いた Hitomi et al. (2008) の推定方法が推定精度の改善に対

する鍵になるかもしれない｡ これらの問題については今後の課題としたい｡

注

本稿はウィーン経済大学滞在中に執筆されたものである｡ なお, 本稿は科学研究費補助金 (#

16KK0081, #16K03592, #25245035) の助成を受けている｡ 記して感謝したい｡

1) 西埜他 (2009) でも検討されているように, パレート分布も所得分布を考える上で重要な分布

の一つであるが, ローレンツ曲線による推定で, あてはまりが悪いことに起因する推定上の問題

が生じたことから, 分析の対象から外した｡

2) 本稿では, 対数正規分布, Dagum分布, Singh-Maddala分布を分析の対象とした｡ 事前分布

����に対して, 対数正規分布では ���としたのに対し, Dagum分布と Singh-Maddala分布では

���とした｡ 他方, 事前分布 �����に対しては, 一律で ���とした｡

3) 最尤法によってパラメータのモードを求めることが困難なことがあるので, Goffe et al. (1994)
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による simulated annealingを MCMCサンプリング・スキームに入る前に 1度実行し, �を求め

る｡ そして, �のコレスキー分解ができないときには, Nocedal and Wright (2000) の一般化コ

レスキー分解を用いる｡ �は, Holloway et al. (2002) の調整法を用いて, 稼働検査期間中に調整

される｡
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