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回帰分析と線形代数

丸 山 祐 造

1 はじめに

本稿では，回帰分析と最小2乗法の記述統計的な側面について，線形代数と

関連付けながら説明します。概ね 2020年度第 3Qに担当した経営学部科目

「経営数学」で扱った内容に基づいています。

回帰分析は説明変数を用いて目的変数を予測する手法であり，最も重要な多

変量解析手法です。説明変数が1つの場合を単回帰分析といい，2つ以上ある

場合を重回帰分析といいます。単回帰分析は，経営学部科目「経営統計」など

入門レベルの統計学で必ず扱われるので，本稿を読み始めた学生さんであれば

理解していることでしょう。ただし，目的変数に関連する説明変数が1つだけ

という想定は単純すぎるので，実際のデータ解析においては重回帰分析の出番

が圧倒的に多いのです。

重回帰分析では，一般のサイズのベクトルや行列が登場するために，苦手意

識を持ったり，理解を諦めてしまう経営学部生が多いかもしれません。経営学

部生の1年次の必修科目「線形代数入門」の教科書を見ると，3次元までのベ

クトルや行列について，固有値・固有ベクトルに至る様々な概念を学んで計算

に習熟するようです。またベクトルについては，大きさと向きを持った量であ

ることが強調されています。しかし，統計学やデータサイエンスの視点からは，

・ベクトルを「複数の数値の組」，行列を「複数の『成分を縦に並べた同じ

サイズのベクトル』を横に束ねて表形式に整列した数値」，として見なす

こと



・一般のサイズのベクトルの和・スカラー倍，内積を怖れずに扱えること

が重要です。回帰分析はこのようなベクトルや行列の見方と非常に親和性があ

り，一般のサイズのベクトルの和・スカラー倍と内積（及びそれらの行列によ

る表記）に慣れることでより深い理解が得られます。

ここでは，説明変数がp個の重回帰分析と線形代数の関係を初歩から説明

するほどのスペースはないので，説明変数を2個に限定し，以下のような問い

を設定してそれに答えるというスタイルにします。「重回帰分析の最小二乗解

が・X
T
X・

・1
X

T
yで与えられる，と説明されるとき，『X

T
Xの逆行列が存在す

れば』と決まり文句がつきます。しかし，X
T
Xの逆行列が存在しない場合に

は最小二乗解はどうなるのでしょうか？」という問いです。X
T
Xが逆行列を

持たない場合が，実データの重回帰分析において特段重要というわけではあり

ません。しかし，その理解には線形代数の視点が不可欠なので，回帰分析をよ

り深く理解することに繋がるのです。特に，説明変数が2個の場合は，最小二

乗解が（分散，共分散，相関係数などの）基本統計量を用いて具体的に表現出

来るのでイメージが湧きやすいと思います。

2節・3節では，線形代数を前提とせずに説明変数が2個の場合の重回帰分

析を解説します。4節で必要最小限のベクトル・行列の知識を整理した後，

5節・6節・7節で線形代数の立場から2節と3節の結果を解釈します。それ

では始めましょう。

2 重回帰分析と最小二乗法Ⅰ

最も単純な重回帰分析として説明変数が2つの場合を考えます。説明変数

x,zと目的変数yが近似的に線形関係

y・ a・bx・cz ・1・

を満たすならば，x0,z0が与えられたときa・bx0・cz0によってyの値を予測

令和3年度 後期号2



可能でしょう。そこで既に得られているn組のデータ

・・x1,z1・,y1・,・,・・xn,zn・,yn・

に基づいて，式（1）における適切なa,b,cを求めましょう。1つの自然な考

え方は，現実の値yiと予測値a・bxi・cziの差の絶対値（i・1,・,nは，観

測対象の個体を表す添字）

・a・bx1・cz1・y1・,・a・bx2・cz2・y2・,・,・a・bxn・czn・yn・

が，全体的な意味で小さくなるようなa,b,cを求めることです（図1）。数学

的には，その平方和

Q・a,b,c・・ ・
n

i・1
・a・bxi・czi・yi・

2
・2・

を最小にするa,b,cを求めるのが容易であり，Q・a,b,c・の最小化を最小二

乗法といいます。

3変数関数Q・a,b,c・の最小化問題においても，微分が重要な役割を果たし

ます。Q・a,b,c・の（b,cを固定したもとでの）aに関する微分と（a,cを固

定したもとでの）bに関する微分及び（a,bを固定したもとでの）cに関する

微分を，それぞれ・0とおいた連立方程式
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図1 散布図と重回帰分析



・

・a
Q・a,b,c・・0

・

・b
Q・a,b,c・・0

・

・c
Q・a,b,c・・0

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

・3・

の解がQを最小化する解の候補になります。微分の基本的性質として，「関数

の和f1・x・・f2・x・の微分はf
・
1・x・・f

・
2・x・である」ことや，「定数・に対して

合成関数f・・x・の微分は・f
・
・・x・である」ことを用いると

・

・a
Q・a,b,c・・2・

n

i・1
・a・bxi・czi・yi・

・

・b
Q・a,b,c・・2・

n

i・1
xi・a・bxi・czi・yi・

・

・c
Q・a,b,c・・2・

n

i・1
zi・a・bxi・czi・yi・

が得られます。従って3変数a,b,cに関する連立方程式（3）は

・
n
i・1・a・bxi・czi・yi・・0

・
n
i・1xi・a・bxi・czi・yi・・0

・
n
i・1zi・a・bxi・czi・yi・・0

・・・・・・・・・・・・・・・・・・・

・4・

と書けます。連立方程式（4）の解a・,b・,c・を最小化する解の「候補」と言いま

したが，a・,b・,c・は実際にQ・a,b,c・を最小化します。任意の実数a,b,cに対

して，

・
n

i・1
・a・bxi・czi・yi・

2
・ ・

n

i・1
・a・・b・xi・c・zi・yi・

2
・5・

が成り立つためです。以下の4番目の等号でa・,b・,c・が連立方程式（4）の解で

あることを使っています。

・
n

i・1
・a・bxi・czi・yi・

2

・ ・
n

i・1
・a・bxi・czi・・a・・b・xi・c・zi・・・a・・b・xi・c・zi・・yi・

2
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・ ・
n

i・1
・・a・a・・・・b・b・・xi・・c・c・・zi・・a・・b・xi・c・zi・yi・・

2

・ ・
n

i・1
・・a・a・・・・b・b・・xi・・c・c・・zi・

2
・ ・

n

i・1
・a・・b・xi・c・zi・yi・

2

・2・a・a・・・
n

i・1
・a・・b・xi・c・zi・yi・・2・b・b・・・

n

i・1
xi・a・・b・xi・c・zi・yi・

・2・c・c・・・
n

i・1
zi・a・・b・xi・c・zi・yi・

・ ・
n

i・1
・・a・a・・・・b・b・・xi・・c・c・・zi・

2
・ ・

n

i・1
・a・・b・xi・c・zi・yi・

2

・ ・
n

i・1
・a・・b・xi・c・zi・yi・

2

3 最小二乗解とその一意性Ⅰ

この節では，連立方程式（4）の解を明示的に表現しましょう。まず記法を

準備します。xの平均，xとyの共分散を

x・・
・

n
i・1xi

n
,sxy・

・
n
i・1・xi・x・・・yi・y・・

n
・6・

のように書きます。このときxの分散はsxxと表現できます。また実データに

おける現実的な想定として，x,y,zの分散は正，つまり

sxx・0,syy・0,szz・0 ・7・

とします。xとyの相関係数rxyは，分散sxx,syyと共分散sxyを用いて

rxy・
sxy

sxx・ syy・
・8・

で与えられます。

連立方程式（4）の第1式の両辺をnで割ると，（6）で与えられる平均の定

義より

a・bx・・cz・・y・・0 ・9・

を得ます。（9）式を連立方程式（4）の第2式と第3式に代入すると，

回帰分析と線形代数 5



・
n
i・1xi・bxi・bx・・czi・cz・・yi・y・・・0

・
n
i・1zi・bxi・bx・・czi・cz・・yi・y・・・0

・・・・・・・・・
・10・

を得ます。また（6）で与えられる平均の定義から，恒等的に

・
n

i・1
・xi・x・・・0

が成立し，同様に

・
n

i・1
・b・xi・x・・・c・zi・z・・・・yi・y・・・・0 ・11・

も恒等的に成立します。「（11）式の両辺にx・をかけて，（10）の第1式から引

く」及び「（11）式の両辺にz・をかけて，（10）の第2式から引く」ことにより，

・
n
i・1・xi・x・・・b・xi・x・・・c・zi・z・・・・yi・y・・・・0

・
n
i・1・zi・z・・・b・xi・x・・・c・zi・z・・・・yi・y・・・・0

・・・・・・・・・

を得ます。さらに（6）で与えられる共分散の定義から，連立方程式（10）は

sxxb・sxzc・sxy・0

sxzb・szzc・syz・0

・・・・・・・・・
・12・

と書き直せます。

連立方程式（12）を解きましょう。まずsxxszz・ s
2
xzの場合を考えます。相

関係数の定義（8）から，・rxz・・1と言い換えられます。このとき，連立方程

式（12）の解は

b・・
syy
sxx・

rxy・rxzryz
1・r

2
xz

c・・
syy
szz・

ryz・rxzrxy
1・r

2
xz

で与えられます（（8）で与えられる相関係数の定義を繰り返し使うことで計算

が確認できます）。連立方程式（4）の第1式である式（9）と合わせて

b・・
syy
sxx・

rxy・rxzryz
1・r

2
xz

c・・
syy
szz・

ryz・rxzrxy
1・r

2
xz

・13・

a・・ y・・b・x・・c・z・
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が，連立方程式（4）の一意な解として得られます。また（5）よりQ・a,b,c・

を最小にします。

次に・rxz・・1の場合を考えましょう。この場合は，・x1,z1・,・,・xn,zn・

が直線上に並ぶので，切片lと傾きk・0が存在して

zi・ l・kxi i・1,・,n ・14・

が成立します。さらにz・・ l・kx・に注意すると，（14）は

・zi・z・・・ k・xi・x・・ i・1,・,n ・15・

と書き換えられます。（15）を連立方程式（10）に代入すると，

sxx・b・kc・・sxy・0

k・sxx・b・kc・・sxy・・0

・・・・・・・・・

を得ます。従って，任意の実数tに対して，

c・・ t

b・・・kt・
sxy
sxx

・16・

a・・ y・・b・x・・c・z・

が連立方程式（4）の解としてQ・a,b,c・を最小にします。tの任意性により，

・rxz・・1の場合には最小二乗解が無限個あることが分かります。

4 ベクトルと行列

この節では，2節，3節の議論を線形代数の観点から理解するために，ベク

トルと行列に関連する必要最小限の概念を導入します。n次元ベクトルは

u・

u1

u2

・

un

・ ・
のようなn個の実数の組です。ベクトルの和とスカラー倍は

回帰分析と線形代数 7



u1

u2

・

un

・ ・・
v1

v2

・

vn
・ ・・

u1・v1

u2・v2

・

un・vn
・ ・, c

u1

u2

・

un

・ ・・

cu1

cu2

・

cun

・ ・ ・17・

と定義されます。

2つのn次元ベクトルu,vの内積は，成分同士の積和

u
T
v・ ・

n

i・1
uivi

と定義されます。この定義から

u
T
v・ v

T
u,・cu・

T
v・ cu

T
v,u

T
・v・w・・ u

T
v・u

T
w ・18・

が従います。u
T
v・0のとき，uとvは直交するといいます。同じベクトル同

士の内積

u
T
u・ ・

n

i・1
uiui・ ・

n

i・1
u

2
i ・19・

はユークリッドノルムの二乗であり，・u・
2
と表現します。（18）を繰り返し使

うと，実数s,tに対する展開公式・s・t・
2
・ s

2
・2st・t

2
に対応する関係

・u・v・
2
・・u・v・

T
・u・v・・ u

T
u・2u

T
v・v

T
v

・・u・
2
・2u

T
v・・v・

2
・20・

を示すことが出来ます。特にuとvが直交する場合の関係式

・u・v・
2
・・u・

2
・・v・

2
・21・

はピタゴラスの定理と呼ばれます。

n・q行列Wはq本のn次元ベクトルにより

W ・・w1w2・ wq・ ・22・

で定義されます。従って，n次元ベクトルは行列の特別な場合・q・1・と見

なせます。行列W はnq個の実数がn行q列の形に整列していて，上からi

行，左からj列の値を・i,j・成分といいます。行列Wに対して，・i,j・成分を

・j,i・成分に配置して出来るq・n行列を行列Wの転置行列といいW
T
と書き
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ます。行列の特別な場合であるn次元ベクトルwを転置すると，n個の成分

が横に配置されたw
T
・・w1w2・ wn・になります。これは1・n行列とみ

なせます。もちろん，（22）で表現される行列Wの転置行列は

W
T
・

w
T
1

w
T
2

・

w
T
q

・ ・ ・23・

で与えられます。

n・q行列のW ・・w1w2・ wq・とn・r行列Z・・z1 z2 ・ zr・について，

行列の積W
T
Zは，その・i,j・成分がwiとzjの内積で与えられるq・r行列

W
T
Z・

w
T
1

w
T
2

・

w
T
q

・ ・・z1z2・ zr・・

w
T
1z1 w

T
1z2 ・ w

T
1zr

w
T
2z1 w

T
2z2 ・ w

T
2zr

・ ・ ・

w
T
qz1 w

T
qz2 ・ w

T
qzr

・ ・ ・24・

として定義されます。行列の積W
T
Zにおいては，W

T
の列数とZの行数が一

致していることが必要です。そして，一致していればwiとzjのサイズが同じ

になり内積w
T
izjが定義できます。このことは，（24）のように積が定義でき

ることと整合的です。

（22）で与えられる n・q行列 W を構成する n次元ベクトルの線形和

・
q
j・1cjwjは，q次元ベクトル（q・1行列）c・・c1 c2 ・ cq・

T
を用いた行列

の積Wcで表現できます。念の為，成分を具体的に表記して確認しましょう。

Wの・i,j・成分をwijとします。このとき線形和は

c1w1・c2w2・・・cqwq・

・
q
j・1cjw1j

・
q
j・1cjw2j

・

・
q
j・1cjwnj

・ ・ ・25・

です。ところで，Wの第i行からなるq次元ベクトルw・
T
i・・wi1wi2・ wiq・

回帰分析と線形代数 9



により，Wは

W ・

w・
T
1

w・
T
2

・

w・
T
n

・ ・
と表記されます（転置行列W

T
を表記した（23）と混乱しないで下さい）。

（24）で与えられる行列の積の定義より

Wc・

w・
T
1

w・
T
2

・

w・
T
n

・ ・・c・・

w・
T
1c

w・
T
2c

・

w・
T
nc

・ ・・

・
q
j・1cjw1j

・
q
j・1cjw2j

・

・
q
j・1cjwnj

・ ・
が従うので，Wcは（25）で与えられる線形和に一致する，つまり

c1w1・c2w2・・・cqwq・ Wc ・26・

が分かります。ここでは，一般のサイズのベクトル・行列に習熟するステップ

において，（必要に応じて）成分表記に戻ることの重要性を強調するために，

やや丁寧に説明しました。

本節の最後に行列の積と転置行列に関する関係を紹介します。（24）のよう

に行列の積W
T
Zが定義できるとき，・j,i・成分がwiとzjの内積で与えられ

るr・q行列Z
T
W も同様に定義できます。これは行列W

T
Zの転置行列なの

で，行列の積と転置行列に関する関係

Z
T
W ・・W

T
Z・

T
・27・

が成立します。

5 重回帰分析と最小二乗法Ⅱ

この節では，2節の内容を4節で導入したベクトルと行列で書き換えます。

与えられたn組のデータ
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・・x1,z1・,y1・,・,・・xn,zn・,yn・

に対して，n次元ベクトルy,1n,x,zとn・3行列X，及び3次元ベクトルb

を

y・

y1

y2

・

yn

・ ・,1n・

1

1

・

1
・ ・,x・

x1

x2

・

xn

・ ・,z・
z1

z2

・

zn
・ ・,X・・1nxz・,b・

a

b

c・ ・
・28・

のように定義します。（7）におけるx,y,zの分散が正であるという想定によ

り，「x,z,yが1nのスカラー倍ではないこと」が保証されます。

（2）で定義されるQ・a,b,c・におけるn個の成分から成るベクトルは，（17），

（26）及び（28）により

a・x1b・z1c・y1

a・x2b・z2c・y2

・

a・xnb・znc・yn

・ ・・ a

1

1

・

1
・ ・・b

x1

x2

・

xn

・ ・・c

z1

z2

・

zn
・ ・・

y1

y2

・

yn

・ ・
・ a1n・bx・cz・y

・ Xb・y

と書けます（特に3番目の等号は（26）より成立します）。そして（19）によ

りQ・a,b,c・・・Xb・y・
2
が従います。また，連立方程式（4）は

0

0

0・ ・・

・
n
i・1・a・bxi・czi・yi・

・
n
i・1xi・a・bxi・czi・yi・

・
n
i・1zi・a・bxi・czi・yi・

・ ・・

1
T
n・Xb・y・

x
T
・Xb・y・

z
T
・Xb・y・・ ・

・ X
T
・Xb・y・ ・29・

と書けます。連立方程式（29）の解b・と任意の3次元ベクトルb・・abc・
T

に対して，（20）と（27）を用いると

回帰分析と線形代数 11



・Xb・y・
2
・・Xb・Xb・・Xb・・y・

2

・・Xb・Xb・・
2
・・Xb・・y・

2
・2・b・b・・

T
X

T
・Xb・・y・

・・Xb・Xb・・
2
・・Xb・・y・

2

・・Xb・・y・
2

・30・

を得るので，連立方程式（29）の解b・がQ・a,b,c・を最小にすることが分か

ります。

6 最小二乗解とその一意性Ⅱ

この節では，5節で得た最小二乗解（連立方程式（29）の解b・）の表現と一

意性について，3節の結果と対応させながら考察します。Xbでbの各成分が

実数全体を動くことで作られるn次元ベクトルの集合

・Xb:b・・
3
・・・a1n・bx・cz:a・・,b・・,c・・・

を1n,x,zが張る線形部分空間といい，・1n,x,z・と表記しましょう。また

・1n,x,z・の中でyとのユークリッド距離が最も近い元をyの・1n,x,z・

への正射影といい，y・と表記しましょう。この観点で（30）を見ると，最小二

乗法は正射影y・を求める手続きであると言い換えることが出来ます。また，

正射影

y・・ Xb・・ a・1n・b・x・c・z

を表現する係数ベクトルb・が最小二乗解であると言えます。

次に，最小二乗解の一意性について検討しましょう。3節とは逆に，一意性

がなく最小二乗解が無限個あることが分かっている場合，つまり（14）の場合

から考えましょう。（14）は

z・ l1n・kx,l・・,k・0 ・31・

のように，3本のベクトル1n,x,zに関する線形式として表記されます。（31）

のような線形関係が成り立つとき，3本のベクトル1n,x,zは線形従属である

といいます。このとき行列の積X
T
Xについて考察しましょう。まず，（24）で

令和3年度 後期号12



与えられる行列の積の定義より

X
T
X・

1
T
n1n 1

T
nx 1

T
nz

x
T
1n x

T
x x

T
z

z
T
1n z

T
x z

T
z・ ・

のように3×3行列が得られます。そして，（31）に由来する関係

l・（1行目の横ベクトル）・k・（2行目の横ベクトル）＝（3行目の横ベクトル）

l・（1列目の縦ベクトル）・k・（2列目の縦ベクトル）＝（3列目の縦ベクトル）

が成立するので，経営学部で学ぶ「線形代数入門」の学修内容からもX
T
Xは

逆行列を持たないことが分かるでしょう。

以下では，（31）のような線形関係が成り立つ，すなわちX
T
Xが逆行列を

持たない場合に，正射影a・1n・b・x・c・zを表現する係数ベクトル・a・b・c・・
T
が最

小二乗解であるという観点から，最小二乗解の具体的な表現を求めましょう。

まず複数のベクトルが張る線形部分空間には，包含関係

・1n,x,z・・・a1n・bx・cz:a・・,b・・,c・・・

・・a1n・bx:a・・,b・・・

・・1n,x・

が成立することに注意しましょう。ただし，線形従属である3本のベクトルが

生成する線形部分空間・1n,x,z・の任意の元a1n・bx・czは，（31）を考

慮すると

a1n・bx・c・l1n・kx・・・a・cl・1n・・b・ck・x

のように（zを使わずに）・1n,x・の元として表現されるのです。従って

・1n,x,z・・・1n,x・

が成り立ちます。つまり，（31）のもとでは，重回帰分析の正射影はxのみを

説明変数とした単回帰分析で得られる正射影（yの線形部分空間・1n,x・

への正射影）

y・・ y・・x・
sxy
sxx・ ・1n・

sxy
sxx

x ・32・

回帰分析と線形代数 13



に一致するということです（（32）の1nとxの係数は単回帰分析の最小二乗

解です）。この正射影は，任意の実数t，及び全ての成分が0のn次元ベクト

ル0nに対して，

y・・ y・・x・
sxy
sxx・ ・1n・

sxy
sxx

x・t0n

・ y・・x・
sxy
sxx・ ・1n・

sxy
sxx

x・t・z・l1n・kx・

・ y・・x・
sxy
sxx

・tl・ ・1n・
sxy
sxx

・tk・ ・x・tz ・33・

のように1n,x,zの線形和として表現できます。（33）における係数ベクトル

b・・ y・・x・
sxy
sxx

・tl
sxy
sxx

・tk t・ ・
T

が最小二乗解であり，3節の（16）でも指摘した通り，tの任意性から無限個

の解があるわけです。正射影は一意性を持ちますが，3本のベクトルが線形従

属ならば，正射影を表現する係数ベクトルは一意性を持たないのです。

一方，3本のベクトル1n,x,zが（31）のような線形関係を持たない場合，

線形独立であるといいます。このとき，3×3行列X
T
Xは

・X
T
X・

・1
X

T
X・

1 0 0

0 1 0

0 0 1・ ・
を満たす逆行列 ・X

T
X・

・1
を持ちます。 逆行列 ・X

T
X・

・1
を連立方程式

X
T
Xb・ X

T
yの両辺の左からかけることで最小二乗解の一意な表現

b・・・X
T
X・

・1
X

T
y

を得ます。この3次元ベクトルの各成分は3節の（13）で導出されています。

7 残差ベクトルと重回帰分析の可視化

最後に残差ベクトル
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e・ y・y・・ y・Xb・

の性質を整理しましょう。前節で説明したように最小二乗解b・が一意性を持

たない場合でも正射影y・・ Xb・には一意性があります。従って，eにも一意性

があります。連立方程式（29）に解b・を代入すると

1
T
ne

x
T
e

z
T
e

・ ・・

0

0

0・ ・
を得ます。つまりeは1n,x,zと直交します。さらに内積の性質（18）により，

・a1n・bx・cz・
T
e・ a1

T
ne・bx

T
e・cz

T
e・0

が成り立つので，eは線形部分空間・1n,x,z・の任意の元と直交します。

もちろんy・・ a・11・b・x・c・zと表現される正射影とeも直交します。従って，

（21）よりピタゴラス関係

・y・
2
・・y・・e・

2
・・y・・

2
・・e・

2

が成り立ちます。これらの性質を可視化したのが図2です。

ところで，e
T
1n・0は

・
n

i・1
ei・0 ・34・

と成分表示されます。図1の縦線で表されるのが残差であり，（34）のように

符号と長さの帳尻が合うように平面が置かれるのはイメージできると思います。

一方e
T
x・0およびその成分表示

・
n

i・1
eixi・0

は，図1からはイメージできない性質ですが，図2からは明らかです。このよ

うに3次元空間のn個の点（図1）と，n次元ベクトルy,y・,eと線形部分空間

・1n,x,z・の可視化（図2）は，いずれも重回帰分析のイメージを掴むのに

重要なのです。
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図2 重回帰分析の可視化


